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Prefacio

Al profesor

O Filosofia

Hace algunos afios publicamos un breve texto cuyo titulo en espafiol seria “Matemdticas basi-
cas para el cdlculo”. En el prefacio de la primera edicidn se dijo:

El instructor siempre tiene que hacer frente al dilema de un exceso de materiales y a
la falta de tiempo. En el vasto mercado de precdlculo, se pueden encontrar textos que
cubren todo, desde temas de dlgebra elemental hasta temas de cédlculo matricial...
Creemos que existe una gran necesidad de un texto que llegue rapidamente al nticleo
del asunto, un texto que presente inicamente aquellos temas que serdn de uso directo
e inmediato en la mayoria de los cursos de cdlculo.

Después de tres ediciones, aquella publicacion se fue perdiendo, puesto que la empresa editora
original se fusion6 con una editorial mds grande, y luego la compaiiia grande fue adquirida
por una todavia mds grande. En los afios que han pasado, no hemos cambiado de parecer. Al
contrario, sentimos que muchos textos de precdlculo se quedan cortos por no concentrarse en
las matemadticas especificas que se necesitan para el estudio del cdlculo. Puesto que los textos
modernos tienden a ser enciclopédicamente largos, el instructor podra repasar muchos capitu-
los con gran velocidad o usar un nimero razonable de capitulos, dejando gran parte de un libro
sin usar. Es por eso que hemos decidido volver a editar nuestras “Matemadticas bdsicas para
el calculo”. El presente texto, ahora renombrado como Precdlculo con avances de cdlculo,
quinta edicidn, representa una revision completa de esa obra.

A continuacidén enlistamos parte de nuestra filosofia pedagdgica que respalda esta quinta
edicion.

* A lo largo de la revision sostuvimos firmemente nuestra creencia en un planteamien-
to objetivo del precdlculo. Intencionalmente cubrimos sélo un nimero razonable de
temas. Los seis capitulos que abarcan este texto se podrdn cubrir en un curso de un
semestre. Nuestro estilo es informal, intuitivo y sencillo; hemos evitado el formato de
teorema-prueba. Tratamos de hablarle en forma directa al estudiante.

* Hacemos hincapié en los fundamentos, especialmente en los de dlgebra. Por medio de
muchos ejemplos y ejercicios variados damos a los estudiantes oportunidades para prac-
ticar operaciones tales como: factorizacion, desarrollo de una potencia de un binomio,
completar el cuadrado, divisiones sintética y larga, racionalizacion y solucién de des-
igualdades y ecuaciones, en situaciones similares a las que encontrardn en el cdlculo.
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A todo lo largo enfatizamos la importancia de estar familiarizado con férmulas clave
de algebra, las leyes de exponentes, las leyes de logaritmos, asi como definiciones e
identidades trigonométricas fundamentales.

* Los temas que se presentan son unicamente los que en nuestra opinién son esenciales
para el éxito en cursos de célculo. Esto le brindara a los instructores tiempo para tra-
bajar con sus estudiantes a fin de reforzar sus habilidades algebraicas, logaritmicas y
trigonométricas.

* En la introduccién de nuevos temas vamos paso a paso. Por lo general, cuando un texto
presenta varios tipos de funciones y conceptos funcionales relacionados en tan s6lo una
o dos secciones los estudiantes se abruman. Por ende nuestro ritmo, especialmente en
el capitulo 2, Funciones, es mas pausado. Por ejemplo, postergamos la introduccién de
problemas hasta después de presentar los conceptos esenciales de funcién. De la misma
manera, el importante tema de funciones definidas en secciones se presenta después y
se le da su propia seccion.

* Alo largo del texto conceptualizamos el curso como un puente hacia el calculo. En par-
ticular empleamos parte de la terminologia del cdlculo de manera informal para acos-
tumbrar a los estudiantes a estos términos. Asi utilizamos, por ejemplo, las palabras
“funcidén continua” para describir graficas de funciones polindmicas y exponenciales y
“funciones discontinuas” en el contexto de funciones racionales y definidas en interva-
los. Cuando se introduce el concepto de lineas secantes para la grafica de una funcién,
utilizamos las palabras “cociente de diferencia” para describir sus pendientes.

e En célculo es fundamental ser capaz de trazar rdpida y precisamente graficas de fun-
ciones y ecuaciones basicas. Por lo tanto, hemos puesto gran hincapié en afinar el
entendimiento del estudiante de conceptos tales como intersecciones, simetria, trans-
formaciones rigidas y no rigidas, asintotas y comportamiento en los extremos, ademas
de reconocer el tipo de funcién o ecuacién, todo ello como ayudas valiosas en el dibujo
a mano de su gréfica. El uso de la tecnologia se limita a problemas del tipo donde
se complica este andlisis matematico. Estos problemas se colocan cerca del final de un
conjunto de ejercicios y estan marcados claramente.

* Creemos firmemente que debe usarse una figura para ilustrar un ejemplo, una descrip-
ci6én o un problema en los ejercicios cada vez que sea posible; por ello hay numerosas
figuras en este texto; alrededor de 1600.

e Como en las ediciones anteriores, opinamos que el acercamiento a la trigonometria
para el célculo es a través del circulo unitario.

Enfasis en la dlgebra Muchas veces hemos visto cémo estudiantes en una clase de calculo
realizan una operacion, por ejemplo una diferenciacién, de manera impecable, pero fallan en
completar el problema porque tuvieron dificultades en simplificar las expresiones resultantes
o por no poder resolver una ecuacién. Como hemos mencionado, en esta edicién continuamos
el esfuerzo para reforzar las habilidades algebraicas. Notas al margen, asi como anotaciones
en el texto completan los detalles de soluciones de ejemplos y proporcionan informacién
adicional al lector.

Enfasis en la terminologia del cdlculo Palabras como “funcién continua” y “limite” se utili-
zan de manera corriente. La idea es darles a los estudiantes un sentido intuitivo del significado
de estas palabras antes de exponerlos a sus definiciones formales en el célculo.

Traduccion de palabras a funciones Como profesores sabemos que la tasa relacionada y
maximos-minimos aplicados, o de optimizacién, puede ser una experiencia desalentadora
para algunos estudiantes de cdlculo. Generalmente, la interpretacion correcta de las palabras
para establecer una ecuacién o una funcion en este tipo de problemas presenta el mayor desa-
fio para muchos estudiantes. Por ello es apropiado hacer hincapié en este material en un curso
de precalculo. En la seccién 2.8, que se llama Traduccion de palabras a funciones, empeza-
mos ilustrando cdmo traducir una descripcion verbal a una representacién simboélica de una
funcién. Luego presentamos problemas reales tomados de un texto de calculo para demostrar

PREFACIO



coémo descifrar el enunciado del problema y transformar estas palabras en una funcién objetiva.
Describimos la importancia de trazar imagenes, usar variables para describir cantidades per-
tinentes, identificar una restriccioén entre las variables, utilizando la restriccién para eliminar
una variable extra, y observar que el dominio de la funcién objetivo podra no ser igual que
su dominio implicito. A fin de asegurar que el enfoque esté completamente sobre el proceso
de formar una funcién simbdlica a partir de palabras, hemos decidido no describir cémo se
resuelven estos problemas de optimizacion.

Notas del salon de clase Ciertas secciones de este texto concluyen con observaciones lla-
madas Notas del salon de clase. Estos comentarios se dirigen directamente al estudiante y
abordan una variedad de asuntos de estudiantes / libro de texto / salon de clase / calculo, tales
como terminologia alternativa, refuerzo de conceptos importantes, qué material es o no es
recomendado para memorizar, malas interpretaciones, errores comunes, procedimientos de
solucién, calculadoras, asi como consejos acerca de la importancia de nitidez y organizacién.

Muestras de cdlculo Los capitulos en este texto concluyen con una seccién llamada Avance
de cdlculo. Cada una de estas secciones estd dedicada a un concepto individual de cdlculo:

e Capitulo 1, seccién 1.5: Algebra y limites

e Capitulo 2, seccion 2.9: El problema de la tangente

* Capitulo 3, seccién 3.7: El problema de drea
 Capitulo 4, seccidn 4.11: Regreso al concepto de limite
 Capitulo 5, seccidn 5.4: Las funciones hiperbodlicas

* Capitulo 6, seccidn 6.8: Espacio tridimensional

En estas secciones, la discusién se mantiene en un nivel que estd ficilmente dentro del alcan-
ce de un estudiante de precalculo. El énfasis no estd en el cdlculo; el tema del célculo ofrece
un marco y motivacién para las matemadticas de precdlculo que abordamos. El enfoque en
estas secciones estd sobre las manipulaciones algebraicas, logaritmicas y trigonométricas que
son necesarias para completar exitosamente problemas de célculo tipicos relacionados con el
tema del Avance de cdlculo. Por consiguiente, esta seccidn estd prevista para su ensefianza
como parte de un curso regular de matematicas de precalculo. En Algebra y limites exami-
namos el cdlculo analitico de un limite como x — a, donde a representa un nimero real. El
material se presenta de tal manera que el instructor tiene una opcién: podra elegir repasar lo
importante del dlgebra en la simplificacién de expresiones fraccionales usando desarrollos
binomiales, factorizacién, denominadores comunes y racionalizaciones, o podra dar un paso
extra y calcular realmente un limite. De manera parecida discutimos el Problema de la linea
tangente para luego examinar el cdlculo de cuatro pasos del limite del cociente de diferencias

f+h) = fx)
h

son de cdlculo, pero el instructor puede optar por extender la explicacion para incluir el con-
cepto de una derivada de una funcioén. En las secciones 1.5 y 2.9 no nos sumergimos en los
aspectos tedricos de la existencia o no existencia de limites. Todos los limites que se dan en
los ejercicios o en los ejemplos existen. En El problema de drea describimos la geometria y el
dlgebra requeridos para usar un proceso sin limite para calcular el drea debajo de una curva.
En El regreso al limite examinamos la evaluacién de algunos limites trigonométricos y el

flx+h) — fx)
h

cuando 7 — 0. Una vez mds, el énfasis principal estd en los pasos que no

calculo del cociente diferente

cuando fes la funcién de seno o coseno. En

Las funciones hiperbdlicas usamos primero el cociente diferencial para mostrar al estudiante
por qué el nimero e es la base mds natural para la funcién exponencial en una estructura de
célculo, y luego concluimos la sesién con una discusion del seno hiperbdlico y coseno hiper-
boélico. La seccidn 6.8, Espacios tridimensionales, es nueva en esta edicion. En esta seccién
introducimos los rudimentos del sistema de coordenadas rectangulares en tres dimensiones y
consideramos las ecuaciones de esferas y planos.
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xii

Examen final Después de los seis capitulos del texto presentamos una lista de 70 preguntas
llamada Examen final. Esta “prueba” consiste principalmente en preguntas para llenar espa-
cios y preguntas de verdadero/falso. No fue nuestra intencién emular un examen final real de
precalculo, sino ofrecer un vehiculo para un andlisis y asimilacién del curso completo. Propo-
nemos que se dedique parte de las clases a una discusion de estas preguntas a fin de ayudar a
los estudiantes en la preparacion de su verdadero examen final y su subsiguiente transicién al
célculo. Desde luego, el instructor queda libre para utilizar este material de cualquier manera
que elija (incluso ignorarlo completamente).

Ejercicios Todos los conjuntos de ejercicios fueron actualizados, y se han agregado muchos
problemas nuevos. La mayoria de los ejercicios concluye con problemas conceptuales bajo el
encabezado Para discusién. Esperamos que los instructores utilicen estos problemas, que son
mayormente de naturaleza conceptual, asi como su evaluacién para llevar a cabo un intercam-
bio de ideas en clase con los estudiantes acerca de cémo se pueden resolver estos problemas.
Asimismo, podran ser la base para proyectos de tarea. Para alentar el pensamiento creativo, a
propésito no hemos incluido respuestas a estos problemas.

Nuevo de la quinta ediciéon A continuacién enlistamos algunos puntos que son nuevos en esta
quinta edicioén.

» Fue agregada una seccién nueva al capitulo 4 sobre el movimiento arménico simple.

* Se incluye una seccion sobre ecuaciones paramétricas en el capitulo 6.

* También, en el capitulo 6, se presenta una nueva muestra de cdlculo de espacios tridi-
mensionales.

* Ahora se discute la rotacion de graficas polares (debido a su similitud con las grificas
rectangulares desplazadas) en la seccién 6.6.

» La discusién de las funciones hiperbdlicas en la seccion 5.4 fue ampliada.

* En todo el texto se han agregado muchos problemas nuevos.

 El examen final al término del texto fue ampliado.
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Al estudiante

Tras haber ensefiado matemadticas universitarias durante muchos afios hemos visto casi todos
los tipos de estudiantes, desde el genio naciente que inventaba a su propio céalculo hasta es-
tudiantes que luchan para superar las mecdnicas mas rudimentarias de la materia. A menudo
la fuente de dificultad en célculo se puede deber a habilidades débiles en dlgebra y una base
inadecuada de trigonometria. La base del célculo es su conocimiento y habilidades previos, y
habra mucho terreno nuevo por cubrir. En consecuencia, hay muy poco tiempo para repasar
la matematica de precalculo en el salén de clase. Por ello, los que ensefian calculo suponen
que uno sabe factorizar, simplificar y resolver ecuaciones, resolver desigualdades, manejar
valores absolutos, usar una calculadora, aplicar las leyes de exponentes, buscar ecuaciones de
lineas, graficar puntos, trazar graficas basicas y aplicar importantes identidades logaritmicas y
trigonométricas. La habilidad para hacer algebra y trigonometria, trabajar con exponenciales
y logaritmos y dibujar en forma manual graficas basicas rapida y precisamente son elementa-
les para el éxito en un curso de célculo. El presente libro se enfoca en los temas y habilidades
matematicas especificas que consideramos esenciales para el cédlculo.

En este texto hemos tratado de darle toda la ayuda posible dentro de los confines de la
pagina impresa, utilizando caracteristicas como anotaciones de margen, anotaciones dentro
de ejemplos, notas de precaucion, Notas del salon de clase y el Examen final. Las multiples
anotaciones en el margen y dentro del texto ofrecen informaciones o explicaciones adicionales
de los pasos a seguir en la resolucién de un ejemplo. Los que ensefiamos y escribimos textos
de matematicas nos esforzamos para comunicar claramente como hacer matematicas. Este
texto refleja nuestra filosofia de que un texto de matematicas para el nivel universitario inicial
deberia ser legible, directo y cargado de motivacién. La razén principal para estudiar precél-
culo es la de prepararse bien para el cdlculo. Para mostrarles como el material cubierto en este
texto es esencial para el éxito en cdlculo, cerramos cada capitulo con una seccién llamada
Avance de cdlculo. En cada una de estas secciones, un tema de calculo proporciona el marco
y la motivacion para la matematica de precalculo y demuestra que ésta es una parte vital del
problema de célculo.

Finalmente les advertimos que aprender matematicas no es como aprender a montar una
bicicleta que, una vez aprendido, permanecera toda la vida. La matematica es mas bien pare-
cida al aprendizaje de un idioma o de un instrumento musical: se necesita tiempo y esfuerzo
para memorizar férmulas basicas y para aprender cuando aplicarlas. Lo mds importante es que
se requiere muchisima practica para adquirir y mantener experticia. Incluso los musicos ex-
perimentados siguen practicando las escalas fundamentales. Asi que a fin de cuentas usted, el
estudiante, puede aprender matematicas (es decir, hacer que “se pegue”) solamente por medio
del trabajo duro de hacer matematicas.

En conclusidn, le deseamos sinceramente la mejor suerte en este curso preparatorio y en
su subsiguiente curso de célculo.
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Desigualdades,
ecuaciones
graficas

II# La recta numeérica

[0 Introduccion En el célculo usted estudiard cantidades que se describen con nimeros
reales. En consecuencia, comenzaremos con un repaso del conjunto de nimeros reales, usan-
do la terminologia y la notacién que encontrard usted en cdlculo.

Recordara que el conjunto R de niimeros reales estd formado por niimeros que son ra-
cionales o irracionales. Los nimeros racionales tienen la forma a/b, donde a y b # 0 son
enteros. Por ejemplo, —3, —1 % 5 y 127 son nimeros racionales. Los niimeros irracionales
son los que no son racionales; es decir, son nimeros que no pueden expresarse Como un co-
ciente de enteros. Por ejemplo, V/2 y 7 son niimeros irracionales. Todo ntimero real también
se puede escribir como decimal. Un niimero racional se puede expresar como un decimal
que termina, como % = 0.125, o como un decimal que no termina y que se repite, como
% = 0.333... Los decimales que se repiten, como 0.666. . . y 8.545454. . ., suelen escribirse
en la forma 0.6 y 8.54, respectivamente; la barra indica que el digito o el conjunto de digitos
se repiten. Un nimero irracional siempre es un decimal que no termina y que no se repite,
como V2 = 1.41421... o m = 3.14159. . . El esquema siguiente resume la relacion entre

los conjuntos principales de nimeros reales.

| Numeros reales |

Y Y

| Numeros racionales | | Numeros irracionales |
| No enteros | | Enteros

Y

| Enteros negativos| |Cer0| | Enteros positivos |

O La recta numérica El conjunto R de los nimeros reales puede ponerse en corres-
pondencia uno-a-uno con el conjunto de los puntos de una linea recta. En consecuencia, po-
demos imaginar, o representar a los nimeros reales como los puntos de una recta horizontal
llamada recta numérica o recta de coordenadas. El punto que se escoja para representar al
numero 0 se llama origen. La direccion hacia la derecha del 0 se llama direccion positiva en
la recta numérica. La direccion hacia la izquierda del O es la direccion negativa. Los nimeros
reales que corresponden a puntos a la derecha del O se llaman niimeros positivos, y los nime-
ros que corresponden a puntos a la izquierda del 0 se llaman niimeros negativos. Como se ve
en la FIGURA 1.1.1, se considera que el numero 0 no es positivo ni negativo. De aqui en adelante
no diferenciaremos entre un punto en la recta numérica y el nimero que corresponde a ese
punto.

nimeros , nimeros
- . I 0,0 —>
negativos| positivos
I
)
i Y

<=

2 -1 0 1 2
A

el cero no es
positivo ni negativo

FIGURA 1.1.1 La recta real



a<b

a b

FIGURA 1.1.2 @ €5 menor que b

[0 Desigualdades La recta numérica es itil para demostrar relaciones de orden entre
dos nimeros reales a y b. Como se ve en la FIGURA 1.1.2, se dice que el nimero a es menor que
el nimero b, y se escribe a < b, siempre que el nimero a esté a la izquierda del nimero b en
la recta numérica. En forma equivalente, como el nimero b esta a la derecha de a en la recta
numérica, se dice que b es mayor que a y se escribe b > a. Por ejemplo, 4 < 9 es lo mismo
que 9 > 4. También se usa la notacién a = b si el nimero a es menor que o igual al nimero
b. De igual modo, b = a quiere decir que b es mayor que o igual a a. Por ejemplo, 2 = 5, ya
que 2 < 5. También, 4 = 4, porque 4 = 4. En el caso de dos niimeros reales a y b cualesquiera,
exactamente una de las afirmaciones siguientes es cierta:

a<b, a=>b 0 a>b.

A los simbolos <, >, = y = se les llama simbolos de desigualdad, y a las expresiones
como a < b o b = a se les llama desigualdades. La desigualdad a > 0 quiere decir que el
numero a esta a la derecha del nimero O en la recta numérica, por lo que a es positivo. Para
indicar que un nimero a es negativo se usa la desigualdad a < 0. Como la desigualdad ¢ = 0
quiere decir que a es mayor que 0 (positivo) o igual a 0 (que no es positivo ni negativo), se dice
que a es no negativo.

O Solucion de desigualdades Nos interesa resolver diversas clases de desigualdades
que contengan una variable. Si un nimero real a se sustituye por la variable x en una desigual-
dad como

8x + 4 < 16 + 5x, (1)

y si el resultado es un enunciado correcto, se dice que a es una solucion de la desigualdad. Por
ejemplo, —2 es una solucidn de la ecuacién (1), porque si x se sustituye por —2, la desigualdad
que resulta es 8(—2) + 4 < 16 + 5(—2) y se simplifica al enunciado correcto —12 < 6. La
palabra resolver quiere decir que se debe determinar el conjunto de fodas las soluciones de
una desigualdad como la (1). A este conjunto se le llama conjunto solucién de la desigualdad.
Se dice que dos desigualdades son equivalentes si tienen exactamente el mismo conjunto
solucién. La representacion del conjunto solucion en la recta numérica es la grafica de la
desigualdad.

Una desigualdad se resuelve determinando una desigualdad equivalente que tenga solu-
ciones obvias. La lista siguiente resume tres operaciones que producen desigualdades equi-
valentes.

PROPIEDADES DE LAS DESIGUALDADES

Suponga que a y b son niimeros reales, y que ¢ es un nimero real distinto de cero.
Entonces, la desigualdad a < b es equivalente a:

i)a+c<b+ec,
ii) ac < bc, para ¢ >0,
iii) ac > bc, para ¢ <O0.

& J

Con frecuencia se olvida la propiedad ii7). En palabras, iii) dice que:

Si una desigualdad se multiplica por un niimero negativo, entonces, se debe invertir
la direccién de la desigualdad resultante.

Por ejemplo, si se multiplica la desigualdad —2 < 5 por —3, el simbolo menor que cambia al
simbolo mayor que:

—2(=3) > 5(-3) o sea 6> —15.

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



| EJEMPLO 1 Solucién de la desigualdad (1)

Resolver 8x + 4 < 16 + 5x.
Solucion La desigualdad se resuelve con base en el empleo de las propiedades de las
desigualdades, mediante las cuales se obtiene una secuencia de desigualdades equivalentes.

8x +4 <16 + 5x
S8x +4 —4<16+5x — 4 < por i)

8x <12 + 5x
8x — 5x <12+ 5x — 5x <« por i)
3x <12
(%)3)6 < (%)12 <« por i)
x < 4.
Si se usa la notacién de conjuntos, el conjunto solucién es {x|x real y x < 4}. ]

[0 Notacion de intervalos El conjunto solucién del ejemplo 1 se grafica en la recta

numérica de la FIGURA 1.1.3, como una flecha de color que apunta hacia la izquierda, sobre la LY
recta. En la figura, el paréntesis derecho después del 4 indica que el nimero 4 no estd inclui- L A
do en el conjunto solucién. Como éste se extiende indefinidamente hacia la izquierda, hacia 0 4

la direccién negativa, la desigualdad x < 4 también se puede escribir como —o < x < 4, FIGURA1.1.3 Conjunto solucion
donde = es el simbolo de infinito. En otras palabras, el conjunto solucién de la desigualdad  del ejemplo 1; en la notacién
x<des de intervalo es (—, 4)

el
~T

{x|xrealy x < 4} = {x] —o < x < 4}.

Al usar la notacion de intervalos, este conjunto de nimeros reales se escribe (—, 4), que
es un ejemplo de un intervalo no acotado. La tabla 1.1 es un resumen de las diversas des-
igualdades y sus conjuntos solucién, asi como las notaciones de intervalo, los nombres y las

TABLA 1.1 Desigualdades e intervalos

Notacion
Desigualdad Conjunto soluciéon | de intervalo| Nombre Grafica
a<x<b {xla < x<b} (a,b) Intervalo abierto ¢ )
a b
a=x=b {xla = x =< b} [a, b] Intervalo cerrado [ ]
a b
a<x=b {xla < x = b} (a, b] Intervalo semiabierto ( ]
a b
a=x<b {x|la = x < b} [a, b) Intervalo semiabierto [ )
a b
a<x {x]a < x < =} (a, ) ( ( >
a
x<b {x]| = < x < b} (—o, b) <€ )
b
Intervalos P ]
x=b {x[—o <x=0b} (=2, b] no acotados D i
a=x {x|la = x < »} [a, ») [ >
a
—o < x < ® {x|—oo<x<oo} (—oo,oo) \ <% ==

1.1 La recta numérica
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FIGURA 1.1.5 Conjunto solucion
del ejemplo 2

graficas. En cada uno de los primeros cuatro renglones de la tabla, a los niimeros a y b se les
llama extremos del intervalo. Como conjunto, el intervalo abierto

(a,b) = {x]la < x < b}
no contiene a los extremos, mientras que el intervalo cerrado
[a,b] = {x]a =x=b}

incluye a ambos. También observe que la grafica del tltimo intervalo de la tabla 1.1, que se
extiende en forma indefinida hacia la izquierda y hacia la derecha, es toda la recta numérica.
Por lo general, en célculo se usa la notacién de intervalo (—oo, o) para representar al conjunto
R de los nimeros reales.

Corresponde aqui presentar una nota precautoria, util cuando es necesario usar la tabla
1.1. Los simbolos de infinito, — (“menos infinito”) e % (“infinito”) no representan nimeros
reales y nunca deben manipularse aritméticamente como un nimero. Los simbolos de infinito
s6lo son dispositivos de notacidn: —o e % se usan para indicar no acotamiento en la direccién
negativa y en la direccién positiva, respectivamente. Asi, al usar la notacién de intervalos, los
simbolos — e o nunca pueden aparecer junto a un paréntesis rectangular o corchete. Por
ejemplo, la expresion (2, ] no tiene sentido.

A veces, a una desigualdad de la forma ¢ < x < b se le llama desigualdad simultanea,
porque el nimero x estd entre los nimeros a y b. En otras palabras, x > a y al mismo tiempo
x < b. Por ejemplo, los niimeros reales que satisfacen 2 < x < 5 representan la interseccion
de los intervalos definidos por las desigualdades 2 < x y x < 5. Recuerde que la interseccion
de dos conjuntos A y B se escribe A N B, que es el conjunto de elementos que estdn en A y
también en B; en otras palabras, los elementos que son comunes a ambos conjuntos. Como se
ve en la FIGURA 1.1.4 debido a que la superposicidn de las flechas se prolongan indefinidamente
hacia la derecha y hacia la izquierda, el conjunto solucién de la desigualdad 2 < x < 5 se
puede escribir como la interseccién (2, ) N (—%, 5) = (2, 5).

| EJEMPLO 2 Solucion de una desigualdad simultanea

Resolver —2 =1 — 2x < 3.
Solucion Como se describid antes, una forma de proceder es resolver dos desigualda-
des:

—-2=1-2x y 1 —2x<3

para después tomar la interseccién de los dos conjuntos solucién. Un método mds rdpido es
resolver las dos desigualdades en forma simultdnea del siguiente modo:

—2=1—-2x<3
1 —-2=—-1+1—-2x<-1+3 <« por i)
-3 =-2x<2.

Se aisla la variable x que esta en medio de la dltima desigualdad simultdnea, multiplicando

1.
por —3:

= (—D(=2x) > (=92 < por i)
= x> —1,

en donde se ve que la multiplicacién por el nimero negativo ha invertido la direccién de las
desigualdades. Para expresar esta desigualdad en notacién de intervalos, primero se reescribe
de tal manera que el nimero mads a la izquierda en la recta numérica esté en el lado izquierdo de
la desigualdad: —1 < x = 3. Asf, el conjunto solucién de la dltima desigualdad es el intervalo
semiabierto (—1,3]; el corchete de la derecha quiere decir que 3 estd incluido en el conjunto
solucién. La gréfica de este intervalo se ve en la FIGURA 1.1.5. [ |

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



O Método de la tabla de signos En los ejemplos 1 y 2 se resolvieron desigualdades
lineales, esto es, que contenian una sola variable x que se pueden poner en las formas ax + b
>0, ax + b = 0, etc. En los ejemplos que siguen se ilustra el método de la tabla de signos
que se usa en cdlculo para resolver desigualdades no lineales. Las dos propiedades de los nu-
meros reales que se mencionan a continuacion son bdsicas para construir una tabla de signos
de una desigualdad.

PROPIEDADES DEL PRODUCTO DE LOS SIGNGS

i) El producto de dos nimeros reales es positivo si y sélo si los nime-

ros tienen igual signo, esto es (+)(+) o (—=)(—).
ii) El producto de dos nimeros reales es negativo si y sélo si los nime-
ros tienen signo opuesto, esto es (+)(—) o (—)(+).

A continuacién se presentan algunos de los pasos basicos del método de la tabla de sig-
nos, que se ilustrara en el ejemplo siguiente.

» Use las propiedades de las desigualdades para modificar la desigualdad dada en una
forma en que todas las variables y las constantes distintas de cero estén en el mismo
lado del simbolo de desigualdad, y el nimero O esté en el otro lado.

» Entonces, si es posible, factorice la expresion que contenga a las variables y constantes,
para obtener factores lineales ax + b.

e Marque la recta numérica en los puntos en los que los factores sean cero. Esos puntos
dividen la recta numérica en intervalos.

» En cada uno de estos intervalos, determine el signo de cada factor, y a continuacién el
signo del producto usando i) y ii) de las propiedades del producto de los signos.

| EJEMPLO 3 Solucion de una desigualdad no lineal

Resolver x> = —2x + 15.

Solucion Comenzaremos reescribiendo la desigualdad con todos los términos a la iz-
quierda del simbolo de desigualdad, y O a la derecha. Segin i) de las propiedades de las des-
igualdades,

x*=—-2x+ 15  equivalea x2+2x —15=0.

Cuando se factoriza, la tltima expresion es lo mismo que (x + 5)(x — 3) = 0.

A continuacion se indica, en la recta numérica, donde esta cada factor 0; en este caso,
x = —5yx = 3.Como se ve en la FIGURA 1.1.8, asi se divide la recta numérica en tres intervalos
ajenos, es decir, que no se intersecan: (—, —5), (=5, 3) y (3, o). También observe que como
la desigualdad dada requiere que el producto sea no negativo, es decir, “mayor o igual a 07,
los niimeros —5 y 3 son dos soluciones. A continuacién se deben determinar los signos de los
factores x + 5y x — 3 en cada uno de los tres intervalos. Estamos buscando los intervalos en
los que los dos factores sean positivos o negativos, porque entonces su producto serd positivo.
Debido a que los factores lineales x + 5y x — 3 no pueden cambiar de signo dentro de esos in-
tervalos, basta con obtener el signo de cada factor sélo en un valor de prueba elegido en el in-

terior de cada intervalo. Por ejemplo, en el intervalo (—2, —35), si se usa x = — 10, entonces
Intervalo (=, =5)
Signode x + 5 = —en x=-10,x+5=-10+5<0
Signode x — 3 - —en x=-10,x—3=-10-3<0
Signode (x + 5)(x — 3) + — (=) (=)es(+)

1.1 La recta numérica

(=0, =5); (-5,3) (3, )

5 0 3
FIGURA 1.1.6 Tres intervalos ajenos

4 Vea i) en Propiedades del producto
de los signos.



Una cosa que no se hace es quitar el
denominador multiplicando la des-
igualdad por x + 2. Vea el problema
68 de los ejercicios 1.1.

8

Al continuar de esta forma en los dos intervalos restantes, se obtiene la tabla de signos de la
FIGURA 1.1.7. Como se puede ver en el tercer renglén de esta figura, el producto (x + 5)(x — 3)es
no negativo en cualquiera de los intervalos no acotados (—, —5] 0 [3, ).

x+5 - - 0 + + +
x-3 - - - - 0
x+5x-3) + + 0 - - 0 + +
K 1 L ~
-5 3
FIGURA 1.1.7 Tabla de signos para el ejemplo 3 ]

Como el conjunto solucién del ejemplo 3 consiste en dos intervalos que no se intersecan,
es decir, que son ajenos, no se puede expresar como un solo intervalo. Lo mejor que podemos
hacer es escribir el conjunto solucién como la unién de los dos intervalos. Recuerde que la unién
de dos conjuntos A y B se escribe A U By es el conjunto de elementos que estdn en A, en B o en
ambos. Entonces, el conjunto solucién en el ejemplo 3 se puede escribir (—, —5] U [3, ).

| EJEMPLO 4 Solucion de una desigualdad no lineal

Resolver (x — 4)* (x + 8)* > 0.

Soluciéon Como la desigualdad indicada ya tiene la forma adecuada para aplicar el método
de la tabla de signos (una expresion factorizada a la izquierda del simbolo de desigualdad y 0 a
la derecha), comenzaremos determinando los nimeros con los que cada factor es 0; en este caso
son x = 4y x = —8. Esos ntimeros se colocan en la recta numérica y se determinan tres inter-
valos. A continuacion, en cada intervalo se examinan los signos de las potencias de cada factor
lineal. Debido a la potencia par, se ve que (x — 4)* nunca es negativo. Sin embargo, debido a la
potencia impar (x + 8)° tiene el mismo signo que el factor x + 8. Observe que los niimeros
x =4 yx = —8no son soluciones de la desigualdad, debido al signo “mayor que”. Por consi-
guiente, como se ve en la FIGURA 1.1.8, el conjunto solucién es (—8, 4) U (4, «).

(x-4)2 + + + 0
x+83 - - 0 + +
x-42x+8)°> - - 0 + + 0 + +
C X >
C K >
-8 4
FiGuRA 1.1.8 Tabla de signos para el ejemplo 4 ]
| EJEMPLO 5 Solucion de una desigualdad no lineal
6
Resolver x =3 — .
x+ 2

Soluciéon Comenzaremos reescribiendo la desigualdad con todas las variables y las cons-
tantes distintas de cero a la izquierda, y O a la derecha del signo de desigualdad.

x—3+

=0.
x+2

A continuacién se ponen los términos sobre un denominador comdn.

-3 +2)+6 -1
(x ) ) =0 que se simplifica como M =0. 2
x+2 x+2

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



Ahora los nimeros que hacen que esos tres factores lineales de la dltima expresiéon sean
cero son —2, 0y 1. En la recta numérica esos tres nimeros determinan cuatro intervalos. En
consecuencia del “menor que o igual a 0”, se ve que el 0 y el 1 son miembros del conjunto
solucién. Sin embargo, —2 estd excluido de €l, porque al sustituir este valor en la expresién
fraccionaria se obtiene un cero en el denominador (que hace que la fraccién sea indefinida).
Como se puede ver en la tabla de signos de la Figura 1.1.9, el conjunto solucién es (—%, —2)
U o, 1].

X - - - - - 0 + + + + +

x—1 - - - - - - - =0 + +

x+2 - - 0 + + + + + + 4+ 4+

x(x = D/(x +2) — — indefinido + + 0O - -0 + +
< ) L 1
= ) L 1
-2 0 1

FIGURA 1.1.9 Tabla de signos para el ejemplo 5 ]

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

i) Con frecuencia, la terminologia que se usa en matematicas va-
ria entre los profesores asi como entre los libros de texto. Por
ejemplo, las desigualdades con los simbolos < o > se llaman a
veces desigualdades estrictas, mientras que las que usan =< o0 =
se llaman no estrictas. Otro ejemplo: a los enteros positivos 1, 2,
3, ...se les llama con frecuencia nidmeros naturales.

ii) Suponga que el conjunto solucién de una desigualdad consiste
en nGmeros tales que x < —1 o x > 3. Una solucién que se ve
con mucha frecuencia en las tareas, cuestionarios y examenes
es 3 < x < —1. Esto es falta de comprension de la nocion de _—
simultaneidad. La afirmacion 3 < x < —1 quiere decir que x > 3
y que ademds, al mismo tiempo, x < —1. Si el lector dibuja esta
expresion en la recta numérica vera que es imposible que la misma
x satisfaga ambas desigualdades. Lo mejor que se puede hacer para reescribir
“x < —1o0x>3"es usar la union de intervalos (=, —1) U (3, ).

iii) He aqui otro error frecuente: la notacion @ < x > b no tiene sentido. Si,
digamos, sucede que x > —2 y también x > 6, entonces s6lo los nimeros
x > 6 satisfacen las dos condiciones.

iv) En la clase se oye con frecuencia la respuesta “positivo” cuando en realidad
el alumno quiere decir “no negativo”. Pregunta: x dentro de una raiz cua-
drada \/x, ;debe ser positivo, verdad? Levanten la mano los que estén de
acuerdo. Siempre hay muchas manos que se levantan. La respuesta correcta
es: x debe ser no negativo, esto es, x = 0. No olvidar que VO = 0.

q : . e Las respuestas a problemas impares seleccionados
E_]EfC]C]OS comienzan en la pagina RESP-1.

En los problemas 1 a 6, escriba la afirmacion en forma de una desigualdad.

a + 2 es positivo 2. 4y es negativo

a + b es no negativo 4. a es menor que —3
2b + 4 es mayor que o igual a 100

¢ — 1 es menor que o igual a 5.

S W=

1.1 La recta numérica
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10

En los problemas 7 a 14, escriba la desigualdad usando notacién de intervalos, y a continua-
cién grafique el intervalo.

7
9
11
13

x <0
x=35
.8<x=10
2=x=4

8.0<x<5
10. -1 =x

12. 5<x=-3
14. x > —7

En los problemas 15 a 18, escriba el intervalo en forma de desigualdad.

15

17.

.[-7,9]
(=e,2)

16. [1, 15)
18. [—5, )

En los problemas 19 a 34, resuelva la desigualdad lineal. Escriba el conjunto solucién usando
la notacién de intervalos. Grafique el conjunto solucién.

19

21.
23.3
25.
27.
29.

31

33.

x+3> -2
3x+4=10
53— X>X
2+ x=3(x—1)
—%<%x<4
—-T<x-2<1
L1<3-3ix=38
x—4
4

-1 =

<3

20.3x —9<6

22.5—3x=—4

24, —(1—x)=2x—1

26. —7x +3=4—x

28, 3= —x<2

30,3 <x+4=10

32.100 + x =41 — 6x = 121 + x

4x + 2
< <

34.2 = =10

-3

En los problemas 35 a 58, resuelva la desigualdad no lineal. Escriba el conjunto solucién
usando notacion de intervalos. Grafique el conjunto solucion.

35

37.
39.
41.
43.

45.

47.
49.
51.
53.
5S.

57.

59.

60.

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas

.x2—-9<0

x(x—=5)=0
X>—8x+12<0

9x = 2x* — 18
x+Dx=-2)(x—4)<0
xX*-1Dx*-4)=0

<0
x + 8
5

—= -1

X

4
T 12>0
X

x(x—1)
x+5
XX =2x+3
T =1
x + 1
21
x+3 x+1

=0

<0

36
38
40
42
44

46

48.

50

52

54.

56

58

x> =16
AP+ T7x <0
.Bx+2)(x—1)=0
L4x2>9x 4+ 9
(1 -x)x+Hx-3)=0
(= 1DHx+3)(x—5)=0
10
x2+2
x—3
x4+ 2
.x—ZS
x+3

>0

<0

. >0
x> —16

4x + 5 4
. =
x2 x+5

Si 7 veces un nimero decrece su valor en 6, el resultado es menor que 50. ;Qué se pue-
de determinar acerca de ese nimero?
Los lados de un cuadrado se extienden para formar un rectingulo. Como se ve en la

FIGURA 1.1.10, un lado se extiende 2 pulgadas, y el otro se extiende 5 pulgadas. Si el area
del rectdngulo resultante es menor que 130 pulg?, ;cudles son las longitudes posibles del

lado del cuadrado original?



61. Un poligono es una figura cerrada que se forma uniendo segmentos de linea. Por ejem-
plo, un tridngulo es un poligono de tres lados. En la FIGURA 1.1.11 se ve un poligono con
ocho lados, que se llama octdgono. Una diagonal de un poligono se define como un
segmento de recta que une dos vértices no adyacentes cualesquiera. La cantidad d de
diagonales de un poligono con n lados es d = 3(n—1n — n. (Para qué poligonos la
cantidad de diagonales es mayor que 357

62. La cantidad total N de puntos en un arreglo triangular con 7 filas se determina mediante
la férmula N = jn(n + 1). Vea la Ficura 1.1.12. ;Cuéntas filas puede tener el arreglo si la
cantidad total de puntos debe ser menor que 5 050?

Aplicaciones diversas

63. Jardin de flores Un lecho de flores rectangular debe tener una longitud del doble que
su ancho. Si el drea encerrada debe ser mayor que 98 m?, ;qué puede concluir acerca del
ancho del lecho de flores?

64. Fiebre La relacion entre la temperatura 7 en grados Celsius y
Ty en grados Fahrenheit es 7, = 27, + 32. Se considera que una
persona tiene fiebre si su temperatura oral es mayor que 98.6°F. En
la escala Celsius, ;qué temperaturas indican que hay fiebre?

65. Resistores en paralelo Un resistor de 5 ohms y un resistor variable se

5R
5+ R~ Termémetro oral
Determine los valores R del resistor variable, en los cuales la resis-
tencia resultante R, serd mayor que 2 ohms.

66. Lo que sube ... Con ayuda del célculo es facil demostrar que la altura s de un proyectil
lanzado desde una altura inicial s, directo hacia arriba y con una velocidad inicial v, es
s = —3gt® + vyt + 5,, con r en segundos y g = 32 pies/s’. Si un cohete de juguete se dis-
para directo hacia arriba desde el nivel del suelo, entonces s, = 0. Si su velocidad inicial
es 72 pies/s, (por cudnto tiempo el cohete estard a mas de 80 pies arriba del suelo?

conectan en paralelo. La resistencia combinada es R; =

Para discusion

67. Describa cémo podria usted determinar el conjunto de nimeros para los cuales la expre-
si6n dada es un nimero real.

a) V2x —3 b) V4 — 10x ¢) Vx(x—5) !

d —F——
Vx+2
Ponga en préctica sus ideas.

68. En el ejemplo 5, explique por qué no se debe multiplicar la dltima ecuacién en (2) por

x+ 2.
69. a) Si0 < a < b, entonces use las propiedades de las desigualdades para demostrar
que @ < b°.

b) Sia < b, entonces explique por qué, en general, a*> < b* no es verdadero.
70. Use las propiedades de desigualdades para demostrar que si a < b, entonces

cath_
a 2 .

El nimero (@ + b)/2 se llama promedio o promedio aritmético de dos nimeros a y b.

Iﬁ Valor absoluto

[0 Introduccion Se puede usar la recta numérica para visualizar la distancia. Como se ve
en la FIGURA 1.2.1, la distancia entre el nimero 0 y el ntimero 3 es 3, y la distancia entre —3y 0
también es 3. En general, en el caso de todo nimero positivo real x, la distancia entre x y O es x.

1.2 Valor absoluto

vértice

\
vértice =" Q

n=38
FIGURA 1.1.11 Octagono para el
problema 61

FIGURA 1.1.12 Arreglos triangula-
res de puntos del problema 62

IS
> 2

-3 0 3
FIGURA 1.2.1 La distancia es 3
unidades

11
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Si x representa un nimero negativo, la distancia entre x y 0 es —x. El concepto de distancia
desde un nimero en la recta numérica hasta el nimero O se describe con el valor absoluto de
ese numero.

VALOR ABSOLUTO

En el caso de todo ndmero real x, el valor absoluto de x, representado por| x|, es

x, six=0
= ’ 1
1+ {—x, si x < 0. M)

Tenga cuidado. Es un error frecuente pensar que —x representa una cantidad negativa,
s6lo por la presencia del signo menos. Si un simbolo x representa un nimero negativo (esto
es, x < 0), entonces —x es un nimero positivo. Por ejemplo, si x = —10 < 0, entonces | x| =
—x = —(=10) = 10.

Como se muestra en nuestro primer ejemplo, el simbolo x en (1) es un comodin que
denota simplemente una variable que puede tomar distintos valores, es decir, dentro de los
simbolos de valor absoluto, ||, se pueden poner otras cantidades.

HEREVERE Valor absoluto

Escribir | x — 5 |sin simbolos de valor absoluto.
Solucién Donde aparezca el simbolo x en (1), se sustituye por x — 5:

| 5| {x—S, six—5=0
x—5| =
—(x=15), six—5<0.

Examinemos cada parte de la definicion por separado. En primer lugar la desigualdad x — 5
= () quiere decir que x = 5. Por consiguiente,

lx =5 =x-5 si x = 5.

Compruebe el lector este resultado (esto es, que x — 5 es no negativo) sustituyendo nimeros
como 5, 8 y 10. A continuacién, x — 5 < 0 quiere decir que x < 5. En este caso,
ley distributiva
\ !
|x —=5]=—-(x—-5)=—-x+5 si x <5.

De nuevo, el lector se debe convencer de que esto es correcto (esto es, —x + 5 es positivo)
sustituyendo algunos nimeros, como 2y —3. [ |

Como se ve en la figura 1.2.1, para todo nimero real x y su negativo —x, la distancia a 0
es la misma. Esto es,|x| = | —x|. Esta es una propiedad de una lista de ellas del valor absoluto,
que veremos a continuacion.

PROPIEDAD DE LOS VALORES ABSOLUTOS

i) |a| = |—al
i) lal| =0 siysélosia =0
iii) |ab| = |al|b|

w (2 =lal sy
Y bl T bl
V) la + b| = |a|l + |b] (Desigualdad del triangulo)

N\ J

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



Por ejemplo, en virtud de la propiedad iii), se puede escribir la expresion
=2 = 2x}

—2x|en la forma

[0 De nuevo la distancia Si se desea determinar la distancia entre dos niimeros cua-
lesquiera en la recta numérica, todo lo que se debe hacer es restar el nimero que esté mas
hacia la izquierda del nlimero que esté mds hacia la derecha. Por ejemplo, la distancia entre

10y —2es
nimero mds hacia la derecha nimero mds hacia la izquierda
\ 1
10 — (=2) = 12.

Como se vio en la introduccidn, la distancia entre =3 y 0 es 0 — (—3) = 3. Si se usa un
valor absoluto para definir la distancia, entonces no necesita preocuparse del orden en que se
haga la resta.

DISTANCIA ENTRE DOS NUMERQS

Si a y b son dos nimeros cualesquiera en la recta numérica, la distancia entre
ellos es

d(a,b) = |b — al. @)

Usando las propiedades de los valores absolutos,

de acuerdo con la propiedad iii)

! !
b —al =1[(=1)(a—0b)| =[-1]la = bl =la—bl,

y asi se tiene que d(a, b) = d(b, a). Por ejemplo, la distancia entre \/2y 3 es

dV2,3) =13 -V2| =3 -V2

porque 3>V2 oseaque 3 — V2> 0,
o bien d3.V2) = V2 -3 =-(V2-3)=3-V2
porque V2 <3 0 sea que V2 -3<o.

O Punto medio Supongamos que a y b representan dos nimeros distintos en la recta
numérica, tales que @ < b. El punto medio m del segmento de recta entre los nimeros a y b
se define como el promedio de los dos extremos del intervalo [a, b]; esto es

atb d(g, m) = d(m,Ab)

m=2""2 G ‘:
2 a m b
Como se ve en la FIGURA 1.2.2, es facil de verificar (3) usando (2) para demostrar que d(a, m) = FiGURA1.2.2 Punto medio m
d(m, b). entreayb
| _EJEMPLO 2 Punto medio
. ) d-2,3)=1=dG3.5)
De acuerdo con (3), el punto medio del segmento de recta que une a los nimeros —2 'y 5 es . -
(=2)+5 3 -2 g 5
2 2 FIGURA 1.2.3 Punto medio en el
Vea FIGURA 1.2.3. m ejemplo 2

1.2 Valor absoluto 13
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a) La distancia entre x y 0 es
menor que a
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mayor que a

FIGURA 1.2.4 Interpretacion
grafica de las propiedades
Vi) y vir)
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[0 Ecuaciones Debido a que i) de las propiedades de los valores absolutos implica que

| —6]=16|= 6, se puede llegar a la conclusién de que la ecuacién sencilla | x| = 6 tiene dos
soluciones, x = —6 o x = 6. En general, si a es un numero positivo real, entonces

x| = a siy sélo si X=ua o x=-—a 4
HREVEE Ecuacion con valor absoluto

Resolver a)|5x —3|=8 b)|x—4|= —3.
Solucion

a) En (4), el simbolo x es un comodin, es decir, una variable que puede tomar cualquier
cantidad. Al sustituir x por 5x — 3, la ecuacién dada equivale a dos ecuaciones

5 —3=28 o 5x —3= -8

Resolveremos cada una. Con 5x — 3 = 8 se obtiene

11
S5x =11 que implica que x = 5
Con 5x — 3 = —8 se obtiene
S5x =-5 que implicaque x = —1.

Por consiguiente, las soluciones son &y —1.
b) En razén de que el valor absoluto de un nimero real siempre es no negativo, no hay
solucién a una ecuacién como | x — 4| = —3. [ |

O Desig ualdades Muchas aplicaciones importantes de las desigualdades contienen valo-
res absolutos. Acabamos de ver que | x| representa la distancia, a lo largo de la recta numérica,
entre el ndmero x y el nimero 0. Entonces, la desigualdad | x| < a, donde a > 0 quiere decir
que la distancia entre x y 0 es menor que a. Se puede ver en la FIGURA 1.2.4a) que es el conjunto de
numeros reales x tales que —a < x < a. Por otra parte, | x| > a significa que la distancia entre x
y 0 es mayor que a. En la figura 1.2.4b) se ven los nimeros que satisfacen a x > a, o x < —a.
Estas observaciones graficas sugieren dos propiedades adicionales del valor absoluto.

PROPIEDADES DE LOS VALORES ABSOLUTOS
(CONTINUACION])

Sea a un niimero real positivo.

vi) |x|<asiysélosi —a<x<a.
vii) |x|>asiysélosix>aox < —a.

Las propiedades vi) y vii) también son vilidas cuando los simbolos de desigualdad <y >
se sustituyen por = y =, respectivamente.

| EJEMPLO 4 Dos desigualdades de valor absoluto

a) De acuerdo con la propiedad vi) de los valores absolutos, la desigualdad | x| < 1 equi-
vale a la desigualdad simultanea —1 < x < 1.

b) De acuerdo con la propiedad vii) de los valores absolutos, la desigualdad | x | = 5
equivale a dos desigualdades: x =5 o0x = —5. [ |

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



| EJEMPLO 5

Resolver a) |3x — 7|< 1

Dos desigualdades de valor absoluto
b)|2x — 5|=0.

Solucion

a) Como en el ejemplo 3, el simbolo x en la desigualdad | x| < a s6lo es un pardmetro que
sirve para poner allf otras cantidades. Si se sustituye x por 3x — 7 y a por el niimero 1,
la propiedad vi) produce la desigualdad simultdnea

—1<3x—-7<1

que se resuelve en la forma acostumbrada (vea el ejemplo 2, en la seccién 1.1):

“1+7<3x-7+7<1+7
6<3x <8
(:)6 < (5)3x < (1)8
2<x<?i.

El conjunto solucién es el intervalo abierto (2, %) que se ve en la FiGura 1.2.5.

b) Debido a que el valor absoluto de cualquier expresién nunca es negativo, los valores
de x que satisfacen la desigualdad = son aquellos para los cuales | 2x — 5| = 0. De
acuerdo con la propiedad ii) de los valores absolutos, se llega a la conclusién de que

2x — 5 = 0. Por consiguiente, la tinica solucién es % |

Una desigualdad como | x — b | < a también se puede interpretar en términos de una dis-
tancia a lo largo de la recta numérica. Ya que | x — b |es la distancia entre x y b, una desigual-
dad como | x — b| < a queda satisfecha por todos los nimeros reales x cuya distancia entre x
y b sea menor que a. Este intervalo se ve en la Figura 1.2.6. Note que cuando b = 0 se obtiene
la propiedad vi). De igual modo, el conjunto de ndimeros que satisfacen | x — b| > a son los
nimeros x cuya distancia entre x y b es mayor que a.

| EJEMPLO 6

Una desigualdad de valor absoluto

Resolver |4 — 1x| = 7.

Solucién Si se sustituyen x y @ en|x| = a por 4 — Sx y 7, respectivamente, se ve que,
de acuerdo con la propiedad vii), que |4 — 3x| = 7 equivale a las dos desigualdades diferentes
que siguen:

-3x=7 o 4-zx=-T.

Por separado se resuelve cada una de esas desigualdades. Primero se resuelve

La multiplicacién por —2 invierte
la direccion de la desigualdad

=
NIV
w

—6.

En la notacién de intervalos, el conjunto solucién de esta desigualdad es (—o, —6]. Después
se resuelve

4—1x=-7
—-Ix=-1
1 La multiplicacién por —2 invierte
— 1 - (— —
( 2)( 2)x o ( 2)( 11) la direccién de la desigualdad
x = 22.

En notacién de intervalos, el conjunto solucién es [22, o).
Como los dos intervalos son ajenos, el conjunto solucién es la unién de ellos: (—, —6]
U [22, ). La grafica de este conjunto solucion se ve en la FIGURA 1.2.7. ]

1.2 Valor absoluto

0

N AN
wloo\J/

FIGurA 1.25 Conjunto solucion
para el ejemplo 5

Ix—bl<a

b-a b b+a

FIGURA 1.2.6 La distancia entre x
y b es menor que a

]

e
<

L ;
y >

1. N
_I T T TL T
-6 0 10 22
FIGurA 1.2.7 Conjunto solucion
del ejemplo 6
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Note que en la figura 1.2.4a), el nimero O es el punto medio del intervalo solucién para
|x| < a,y que en la figura 1.2.6 el ndmero b es el punto medio del intervalo solucién para la
desigualdad |x — b | < a. Teniendo esto presente se resuelve el siguiente ejemplo.

| EJEMPLO 7 Construccion de una desigualdad

Encontrar una desigualdad de la forma|x — b| < a para la cual el intervalo abierto (4, 8) sea
su conjunto solucion.

4+38

Solucién El punto medio del intervalo (4, 8) es m = = 6. La distancia entre el

punto medio m y uno de los extremos del intervalo es d(m, 8) = |8 — 6| = 2. Por consiguiente,
la desigualdad que se pide es|x — 6] << 2. ]

Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-1.

En los problemas 1 a 6 escriba la cantidad dada sin los simbolos de valor absoluto.

1. |7 — 4] 2. V5 = 3]
3.8 — V63| 4. [V5-23]
5.01-6] — [-2] 6. =3 — [10]]

En los problemas 7 a 12, escriba la expresién sin los simbolos de valor absoluto.

7. |hl, si hes negativo 8. | —h/|, si hes negativo
9. |x —6],six<6 10. [2x — 1],si x =3

v —
1. |x — y| — |y — x| 12.| y|,x¢y

ly = x|

En los problemas 13 a 16, escriba la expresion
absoluto, si x estd en el intervalo dado.

X — 2|+ |x — 5]sin los simbolos de valor

13. (=, 1) 14. (7, ») 15. (3, 4] 16. [2, 5]

En los problemas 17 a 20, escriba la expresién |x + 1| —|x — 3|sin los simbolos de valor
absoluto, si x esta en el intervalo dado.

17.[-1,3) 18. (0, 1) 19. (7, ) 20. (—, —5)

En los problemas 21 a 24, determine «) la distancia entre los nimeros dados y b) el punto
medio del segmento de recta entre ellos.

21.3,7 22. —100, 255 23. 33 24, —4,1
En los problemas 25 a 28, m es el punto medio del segmento de recta que une a a (el extremo

izquierdo) con b (el extremo derecho). Use las condiciones dadas para determinar las cantida-
des indicadas.

25.m=5,d(a,m)=3;ayb 26.m=—1,d(m,b)=2;ayb
27.a =4,dla,m) =m;myb 28.a =10,d(m,b) = 5;myb

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



En los problemas 29 a 34, resuelva la ecuacién dada.

29. |4x — 1| =2 30. [5v — 4] =7

3.3 -3yl =1 32.]2- 161 =0
x +1

33. ‘:2 34. ‘24
x — 1 x =2

En los problemas 35 a 46, resuelva la desigualdad dada. Escriba el conjunto solucién con
notacién de intervalos. Grafique el conjunto solucién.

35. |—-5x] < 4 36. |3x| > 18
37.13 + x| > 7 38.|x—4] =9
39. 2x -7 =1 40. |5 — x| <3
41. |x + V2| =1 42. |6x + 4| >4
3x — 1 2 — 5x
43 _4‘<2 44.‘ 3 =5
45. |x — 5| < 0.01 46. |x — (=2)| < 0.001

En los problemas 47 a 50, proceda como en el ejemplo 7 y determine una desigualdad |x — b |
< a,0|x — b|> a para la cual el intervalo dado sea su conjunto solucién.

47. (=3, 11) 48. (1,2)
49. (=, 1) U (9, =) 50. (—, —3) U (13, =)

En los problemas 51 y 52 determine una desigualdad cuya solucién sea el conjunto de los
nimeros reales x que satisfagan la condicién que se menciona. Exprese cada conjunto con
notacion de intervalos.

51. Mayor que o igual a 2 unidades desde —3.
52. Menor que } unidad desde 3.5.

Aplicaciones diversas

53. Comparacion de edades Las edades de Beto y Maria —Ay y A,—, difieren cuando
mucho por 3 afios. Expréselas como desigualdad, usando simbolos de valor absoluto.

54. Supervivencia Su calificacion en el primer examen fue de 72%. La calificacion inter-
media es el promedio de la del primer examen con la del examen de medio curso. Si el
rango para obtener una B es de 80 a 89%, (qué calificaciones puede usted obtener en el
examen de medio curso para que su calificacién a medio semestre sea B?

55. Peso del café El peso w del café en latas que llena una empresa procesadora de alimen-
tos satisface la expresion

‘w—lZ

-.
0.05

en donde w se mide en onzas. Determine el intervalo dentro del cual se encuentra w.

56. Peso de las latas La bascula de una tienda estd disefiada para que su error maximo sea
de 0.25 oz. Si en la béascula se ponen dos latas idénticas de sopa, y su peso combinado
es de 33.15 oz, ;cudles son los pesos maximo y minimo que puede tener una de las latas?

Para discusion

57. Describa cdmo resolveria las siguientes desigualdades.
x+5
x—2
Ejecute sus ideas.

a) =3 b) |5— x| =1 — 3x]

1.2 Valor absoluto
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58. La distancia entre el ndmero xy Ses|x — 5.

a) Con palabras, describa la interpretacion grafica de las desigualdades
0<|x—=35]y0<|x—5]|<3.

b) Resuelva cada desigualdad del inciso @) y escriba cada conjunto solucién usando
notacion de intervalos.

59. a) Interprete|x — 3|como la distancia entre los nimeros x y 3. Trace sobre la recta
numérica el conjunto de los nimeros reales que satisfacen 2 <|x — 3| < 5.

b) Ahora resuelva la desigualdad simultdnea 2 <|x — 3| < 5 resolviendo primero
|x — 3| <3, ydespués 2 <|x — 3| Estudie la interseccién de los dos conjuntos
solucién y compadrela con su esquema del inciso a).

60. La siguiente afirmacién podra encontrarla al comenzar un curso de cdlculo. Exprese la
siguiente afirmacién en palabras, lo mejor que pueda.

Para toda € >0, existe una 8 > 0 tal que |y — L|< €
cuando 0 <|x — a|< é.

No use los stmbolos >, < ni| |. Los simbolos € y & son las letras griegas épsilon y delta,
que representan nimeros reales.

El sistema de coordenadas

EEN rectangulares

[0 Introduccion Vimos en la seccién 1.1 que cada nimero real se puede asociar con
exactamente un punto de la recta numérica, o recta de coordenadas. Ahora examinaremos una
correspondencia entre los puntos de un plano y los pares ordenados de niimeros reales.

[1 El plano coordenado Un sistema coordenado rectangular se forma con dos rec-
tas numéricas perpendiculares que se cruzan en el punto correspondiente al nimero 0 en
cada linea. El punto de interseccién se llama origen y se representa por el simbolo O. Las
rectas numéricas horizontal y vertical se llaman eje x y eje y, respectivamente. Esos dos
ejes dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadrantes, que se numeran como se
indica en la FIGURA 1.3.1a). Como se puede ver en la FIGURA 1.3.1), las escalas en los ejes x y

y y
11 1 I 4l
Segundo -+ Primer +
cuadrante |  cuadrante 24
-+ Origen -+
——— ——t—+—+—>x —t— f —t X
oL -100 1 100
111 1Y
4 2l
Tercer 1 Cuarto 1
cuadrante cuadrante 4
a) Cuatro cuadrantes b) Escalas diferentes en los ejes xy y

FIGURA 1.3.1 Plano coordenado

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



y no necesitan ser iguales. En este texto si no se especifican las marcas de intervalo en los
ejes coordenados, como en la figura 1.3.1a), se puede suponer que una marca corresponde
a una unidad. Un plano que contiene un sistema coordenado rectangular se llama plano xy,
o plano coordenado.

Al sistema de coordenadas rectangulares y al plano coordenado xy se les llama tam-
bién sistema de coordenadas cartesianas y plano cartesiano, en honor de René Descartes
(1596-1650), famoso matematico y filésofo francés.

[0 Coordenadas de un punto Seaun punto en el plano coordenado, representado por
P. Asociamos un par ordenado de nimeros reales con P trazando una recta vertical desde P
al eje x, y una recta horizontal desde P al eje y. Si la recta vertical cruza al eje x en el niimero
a, y la recta horizontal cruza al eje y en el nimero b, asociamos el par ordenado de nimeros
reales (a, b) con el punto. Al revés, a cada par ordenado (@, b) de nimeros reales, corresponde
un punto P en el plano. Este punto estd en la interseccion de la linea vertical que pasa por a
en el eje x, y la linea horizontal que pasa por b en el eje y. En adelante, a un par ordenado se
le llamar4 un punto y se representara por P(a, b) o bien por (a, b).! El nimero a es la abscisa
o coordenada x del punto, y el nimero b es la ordenada, o coordenada y del punto, y se
dice que P tiene las coordenadas (a, b). Por ejemplo, las coordenadas del origen son (0, 0).
Vea la FIGURA 1.3.2.

En la FiGura 1.3.3 se indican los signos algebraicos de la coordenada x o abscisa y la
coordenada y u ordenada de cualquier punto (x, y) en cada uno de los cuatro cuadrantes. Se
considera que los puntos en cualquiera de los dos ejes no estan en cuadrante alguno. Como un
punto en el eje x tiene la forma (x, 0), la ecuacién que describe al eje x es y = 0. De igual modo,
un punto en el eje y tiene la forma (0, y), por lo que la ecuacién del eje y es x = 0. Cuando se
ubica un punto en el plano coordenado, que corresponde a un par ordenado de nimeros, y se
representa usando un punto lleno, se dice que se grafica el punto.

| EJEMPLO 1

Graficar los puntos A(1,2), B(—4,3),C(—3,
drante en el que estd cada uno.

Solucion Los cinco puntos se graficaron en el plano coordenado de la FiGura 1.3.4. El
punto A estd en el primer cuadrante (cuadrante I), B en el segundo (cuadrante II) y C en el
tercero (cuadrante III). Los puntos D y E estén en los ejes x y y, respectivamente, y no estdn en
cuadrante alguno. [ |

Graficacion de puntos

—2), D(0,4) y E(3.5,0). Especificar el cua-

| EJEMPLO 2

Trazar el conjunto de puntos (x, y) en el plano xy cuyas coordenadas satisfacen 0 < x <2y
también que|y| = 1.

Solucién Primero, recuerde que la ecuacién de valor absoluto | y | = 1 implica que
y = —1 oy = 1. En consecuencia, los puntos que satisfacen las condiciones dadas son
aquellos cuyas coordenadas (x, y) satisfacen al mismo tiempo las siguientes condiciones:
cada abscisa es un nimero en el intervalo cerrado [0, 2] y cada ordenada es ya seay = —1
o y = 1. Por ejemplo, algunos de los puntos que satisfacen las dos condiciones son
(1,1), (3, —1), (2, —1). En la FiGURA 1.3.5 se muestra en forma gréifica que el conjunto de
todos los puntos que satisfacen las dos condiciones son aquellos que estan en los dos seg-
mentos de recta paralelos. [ |

Graficacion de puntos

! Es la misma notacién que se usa para representar un intervalo abierto. Debe quedar claro, por el contexto de la
descripcion, si se estd considerando un punto (a, b) o un intervalo abierto (a, b).

1.3 El sistema de coordenadas rectangulares

coordenada y

[ e - P(a, b)

i

coordenada x

FIGURA 1.3.2 Punto con coorde-

nadas (a, b)
y
11 I
x<0 x>0
y>0 y>0
X

I11 1AY

x<0 x>0

y<0 y<0

FIGURA 1.3.3 Signos algebraicos
de las coordenadas en los
cuatro cuadrantes

;D(O, 4)

e A(l,2)

T T X

E(3.5,0)

FIGURA 1.3.4 Grafica de los cinco
puntos del ejemplo 1

0
y

=x=2

_\' :_]

FIGURA 1.35 Conjunto de puntos
para el ejemplo 2
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FIGURA 1.3.8 Distancia entre los
puntos P,y P,
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X

| EJEMPLO 3 Regiones definidas por desigualdades

Trazar el conjunto de puntos (x, y) en el plano xy cuyas coordenadas satisfagan cada una de las
condiciones siguientes: @) xy <0  b) |y|= 2.

Solucion

a) De acuerdo con ii) de las propiedades de signos de productos, en la seccién 1.1, se ve
que un producto de dos nimeros reales x y y es negativo cuando uno de ellos es posi-
tivo y el otro es negativo. Asf, xy < 0 cuandox > 0y y <0, o también cuando x < 0
yy > 0. En la figura 1.3.3 se ve que xy < 0 para todos los puntos (x, y) del segundo y
el cuarto cuadrantes. Por consiguiente, se puede representar el conjunto de los puntos
para los que xy < 0 mediante las regiones sombreadas de la FIGURA 1.3.6. Los ejes coor-
denados se muestran como lineas interrumpidas, para indicar que los puntos en esos
ejes no se incluyen en el conjunto solucién.

b) Enlaseccién 1.2 vimos que |y| = 2 quiere decir que y = 2, o bien que y =< —2. Como
X no tiene restriccion alguna, puede ser cualquier nimero real, por lo que los puntos
(x, y) para los cuales

y=2y —o<x<® obien y=-2y —0o<x<®

YA y
: T y=2y
| - —o00 oo
xy <0 : e

I

I €
———————— A —————— X

: ——— ———>x

: xy <0 T

[

|

: T y=-2y

| —ee<x<e

FIGURA 1.3.6 Region del plano xy FIGURA 1.3.7 Region del plano xy
que satisface la condicion a) del que satisface la condicion b) del
ejemplo 3 ejemplo 3

se pueden representar por medio de las dos regiones sombreadas de la FIGURA 1.3.7. Se
usan lineas llenas para representar las cotas y = —2 y y = 2 de la region, que indican
que los puntos en esos limites estan incluidos en el conjunto solucién. [ |

[0 Formula de la distancia Supongamos que P,(x;, y,) y Pa(xs, ¥,) son dos puntos
distintos en el plano xy, que no estan en una recta vertical ni en una recta horizontal. En con-
secuencia, P, P,y P5(x;, ,) son vértices de un tridngulo rectdngulo, como se ve en la FIGURA
1.3.8. La longitud del lado P5P, es|x, — x, |, mientras que la longitud del lado P,P5 es|y, — y, |
Si representamos con d la longitud P,P,, entonces

d*=lx; = x>+ [y =l )
de acuerdo con el teorema de Pitdgoras. Debido a que el cuadrado de todo nimero real es igual

al cuadrado de su valor absoluto, se pueden reemplazar los signos de valor absoluto en la ecua-
ci6n (1) por paréntesis. Entonces, la férmula de la distancia se deriva directamente de (1).

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



FORMULA DE LA DISTANCIA

La distancia entre dos puntos P (x;, y,) y Py(x,, y,) cualesquiera en el plano xy se
determina por

d(Pl,Pz) = \/(xz - xl)z + (Y2 - )’1)2-

Aunque esta ecuacién fue deducida para dos puntos que no estén en una recta horizon-
tal o vertical, la ecuacion (2) es vélida también en esos casos. También, como (x, — x,)* =
(x; — xz)z, no importa qué punto se use primero en la férmula de la distancia; esto es, d(P,, P,) =
d(P», P)).

| EJEMPLO 4 Distancia entre dos puntos

Calcular la distancia entre los puntos A(8, —5)y B(3, 7).
Solucion De acuerdo con (2), si A y B son P, y P,, respectivamente:

d(A,B) =V(3 -8+ (71— (-5))?
= V(=572 + (122 = V169 = 13.

La distancia d se ilustra en la FIGURA 1.3.9. [ |
| _EJEMPLO 5 Tres puntos forman un triangulo

Determinar si los puntos P(7, 1), P(—4, —1)y P54, 5) son los vértices de un tridgngulo rec-
tangulo.

Solucion Segtn la geometria plana, un tridngulo es rectangulo si y s6lo si la suma de los
cuadrados de las longitudes de dos de sus lados es igual al cuadrado de la longitud del lado
restante. Ahora bien, de acuerdo con la férmula de la distancia, ecuacién (2):

d(P,P) =V(=4 -7+ (-1 - 1)
= V121 + 4 = V125,
d(Py,P) =V (4 - (-4))+ (5 (1))
= V64 + 36 = V100 = 10,
d(P,P)=V(1-4)?+ (1 -5)?
=19 + 16 = V25 = 5.

Ya que
[d(Ps, Pl):lz + [d<P2s P3)]2 =25+ 100 =125 = [d(Pl,Pz)]z,

se llega a la conclusién de que P, P, y P; son los vértices de un tridngulo rectangulo, y el
angulo recto estd en P;. Vea la FIGURA 1.3.10. [ |

[0 Formula del punto medio En la seccién 1.2 se explicé que el punto medio en la
recta numérica de un segmento de recta entre dos ndmeros a y b es su promedio (@ + b)/2.
En el plano xy, cada coordenada del punto medio M de un segmento de recta que une a dos
puntos P,(x;, y,) y Pa(xs, y») que se ven en la FIGURA 1.3.11 es el promedio de las coordenadas
correspondientes a los extremos de los intervalos [x;, X,] y [y, Y2

Para demostrarlo, se ve en la figura 1.3.11 que los tridngulos P,CM y MDP, son con-
gruentes, porque los dngulos correspondientes son iguales y d(P,, M) = d(M, P,). Por consi-
guiente, d(P,,C) = d(M,D),0y — y, = y, — y. Al despejar y de la tltima ecuacién se obtiene

1.3 El sistema de coordenadas rectangulares

T B@G.7)

1 A(8,-5)

FIGURA 1.3.9 Distancia entre dos
puntos del ejemplo 4

R

Py(—4,-1) T

FIGURA 1.3.10 Triangulo del
ejemplo 5

D Py(xp, y))
C

M(x, y)
P[(-x]u\"])

| > X

FIGURA 1.3.11 M es el punto
medio del segmento de recta
que une a P, con P,
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A(-2,95)

\- Punto medio
J( 1,3)

T B4, 1)

Tttt

FIGURA 1.3.12 Punto medio
del segmento de recta del
ejemplo 6
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y = Tz De igual modo, d(C, M) = d(D, P,), y entonces x — x; = x, — x; por lo que
X1 + Xy .
x = - Este resultado se resume como sigue.

FORMULA DEL PUNTO MEDIO

Las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une a los puntos
P (1, y1) Y Po(x2, ¥,) se determinan por medio de

X tx nty
(rpm20%)
| EJEMPLO 6 Punto medio de un segmento de recta

Calcular las coordenadas del punto medio del segmento de recta que une A(—2, 5) con B4, 1).
Solucién De acuerdo con la férmula del punto medio, ecuacion (3), las coordenadas del

punto medio son
—2+4 5+1
, 0 (1, 3).
2 2

Este punto se indica en color en la FIGURA 1.3.12. [ |

Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-2.

En los problemas 1 a 4 grafique los puntos.
L. (2,3), (4,5),(0,2), (-1, =3) 2.(1,4),(=3,0),(-4,2), (-1, -1)
3.(—3, -2),(0,0),(-1,3),(3,3)  4.(0,0.8),(-2,0), (1.2, —=1.2),(-2,2)

En los problemas 5 a 16 determine el cuadrante en el que estd el punto si (@, b) estd en el
cuadrante L.

5. (—a,b) 6. (a, —b) 7. (—a, —b) 8. (b, a)
9. (—=b,a) 10. (—b, —a) 11. (a, a) 12. (b, —b)
13. (—a, —a) 14. (—a, a) 15. (b, —a) 16. (—b, b)
17. Grafique los puntos de los problemas 18. Indique las coordenadas de los puntos que
5 a 16, si(a, b) es el punto que se ve se ven en la FIGURA 1.3.14.
en la FIGURA 1.3.13.

y
,b
(a. ) 1,
f X
a
FIGURA 1.3.13 Punto (a, b) del FIGURA 1.3.14 Puntos A a G del
problema 17 problema 18
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19. Los puntos (=2, 0), (=2, 6) y (3, 0) son los vértices de un rectdngulo. Determine el cuar-
to vértice.

20. Describa el conjunto de los puntos (x, x) en el plano coordenado. También el conjunto de
los puntos (x, —x).

En los problemas 21 a 26, grafique el conjunto de puntos (x, y) en el plano xy, cuyas coorde-
nadas satisfagan las condiciones indicadas.

21.xy =0 22. xy >0
23 x| =lylyl =2 24.x=2yy=-1
25. x| > 4 26. |yl =1

En los problemas 27 a 32, calcule la distancia entre los puntos.

27. A(1,2), B(—3,4) 28. A(—1,3), B(5,0)
29. A(2,4), B(—4, —4) 30. A(—12, —3), B(=5, —7)
31. A(-3,1),BG, -2) 32. A(—3,4),B(-2,-1)

En los problemas 33 a 36, determine si los puntos A, B y C son vértices de un tridngulo
rectangulo.

33. A8, 1), B(=3, —1), C(10,5) 34. A(-2,—1), B(8,2),C(1, —11)
35. A(2,8), B(0, —3), C(6, 5) 36. A(4,0), B(1,1),C(2,3)

37. Determine si los puntos A(0, 0), B(3, 4) y C(7, 7) son vértices de un tridngulo
isdsceles.
38. Determine todos los puntos del eje y que estén a 5 unidades del punto (4, 4).
39. Se tiene el segmento de recta que une A(— 1, 2) con B(3, 4).
a) Encuentre una ecuacién que exprese el hecho que un punto P(x, y) sea equidistante
de AydeB.
b) Defina geométricamente el conjunto de puntos que describe la ecuacién del
inciso a).
40. Use la férmula de la distancia para determinar si los puntos A(—1, —5), B(2,4)y
C(4, 10) estdn en una recta.
41. Determine todos los puntos cuya abscisa sea 6, tales que la distancia de cada punto a
(—1,2) esV85.
42. ;Cuil de los puntos (1/ V2, 1/V2) 0 (0.25, 0.97) estd mds cerca del origen?

En los problemas 43 a 48, determine el punto medio del segmento de recta que une los pun-
tosAy B.

43. A(4,1), B(-2,4) 44. A3, 1), B(G, -3)
45' A(_170)7 B(_S’S) 46' A(%’_%)aB _%71)
47. A(2a, 3b), B(4a, —6b) 48. A(x, x), B(—x, x + 2)

En los problemas 49 a 52, determine el punto B si M es el punto medio del segmento de
recta que une los puntos A y B.

49. A(—-2,1),M(2,0) 50. A(4,3), M(7, —3)
51. A(5,8), M(—1, —1) 52. A(—10,2), M(5,1)

53. Calcule la distancia del punto medio del segmento de recta que une a A(—1, 3) con
B(3, 5), al punto medio del segmento de recta que une a C(4, 6) con D(—2, —10).

54. Determine todos los puntos del eje x que estén a 3 unidades del punto medio del
segmento de recta que une a (3, 2) con (=5, —6).

1.3 El sistema de coordenadas rectangulares
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Kansas|
City

FIGURA 1.3.15 Mapa para el
problema 58
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55. El eje x es la perpendicular que pasa por el punto medio (mediatriz) del segmento de
recta que pasa por A(2, 5)y B(x, y). Calcule x y y.

56. En el segmento de recta que une los puntos A (0, 0) y B(6, 0), determine un punto C(x, y)
en el primer cuadrante, tal que A, By C sean vértices de un tridngulo equilatero.

57. Determine los puntos P\(x;, y;), Px(x», ¥,) ¥ P5(x3, y3) en el segmento de recta que une
A(3, 6) con B(5, 8), y que dividan al segmento de recta en cuatro partes iguales.

Aplicaciones diversas

58. Camino a Chicago Las ciudades de Kansas City y Chicago no estin unidas direc-
tamente por una carretera interestatal, pero cada una de ellas estd conectada con las
ciudades de St. Louis y Des Moines. Vea la FiIGura 1.3.15. Des Moines estd a unas 40
millas al este, y a 180 millas al norte de Kansas City. St. Louis estd mds o menos
a 230 millas al este y a 40 millas al sur de Kansas City, y Chicago estd aproxima-
damente a 360 millas al este, y a 200 millas al norte de Kansas City. Suponga que
esta parte del Medio Oeste es un plano, y que las carreteras son rectas. ;Qué ruta de
Kansas City a Chicago es mds corta; ¢la que pasa por St. Louis o la que pasa por
Des Moines?

Para discusion

59. Los puntos A(1, 0), B(5, 0), C(4, 6) y D(8, 6) son los vértices de un paralelogramo. Indi-
que cémo se puede demostrar que las diagonales del paralelogramo se bisecan entre si.
Ponga sus ideas a trabajar.

60. Los puntos A(0, 0), B(a, 0) y C(a, b) son los vértices de un tridngulo rectdngulo. Describa
cémo se puede demostrar que el punto medio de la hipotenusa equidista de los vértices.
Ponga sus ideas a trabajar.

II* Circulos y graficas

[0 Introduccion Una ecuacion con dos variables, que pueden ser x y y, sélo es una
afirmacién o declaraciéon matemadtica que asevera que dos cantidades que contienen esas
variables son iguales. En los campos de las ciencias fisicas, ingenieria y comercio, las
ecuaciones son un medio de comunicacién. Por ejemplo, si un fisico desea comunicar a
otro la distancia que recorre una piedra que se deja caer desde una gran altura durante cier-
to tiempo ¢, escribird s = 167°. Un matemadtico verd s = 16¢* y de inmediato lo considerard
como cierto tipo de ecuacidn. La clasificacién de una ecuacién conlleva informacién acer-
ca de propiedades que comparten todas las ecuaciones de ese tipo. El resto de este libro se
dedica a examinar diversas clases de ecuaciones que contienen dos variables, y a estudiar
sus propiedades. A continuacién presentamos una muestra de las ecuaciones que verd el
lector:

x =1, x2+y2=1, y=x2, y=\/;c,

y=5x—1, y = x> — 3x, y =2 y = Inx, (H

22
2y
y=senx, y =ux-—1, Tt =1 st =yt =1
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Una solucién de una ecuacién con dos variables x y y es un par ordenado de nimeros
(a, b) que produce una afirmacion cierta cuando x = a 'y y = b se sustituyen en la ecuacion.
Por ejemplo (—2, 4) es una solucién de la ecuacién y = x%, porque

y=4 x=-2
| |
4= (-2

es una afirmacion cierta. También se dice que las coordenadas (—2, 4) satisfacen la ecuacion.
El conjunto de todas las soluciones de una ecuacién se llama conjunto solucion. Se dice que
dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto solucién. Por ejemplo, veremos
(ejemplo 4 de esta seccién) que la ecuacién x* + y* + 10x — 2y + 17 = 0 es equivalente a
(x+ 5%+ —17=3%

En la lista de las ecuaciones (1) el lector podrd objetar que la primera ecuacién, x = 1, no
contiene dos variables. jEs asunto de interpretacion! Como no hay una dependencia explicita
de y en la ecuacion, se puede interpretar que x = 1 es el conjunto

{(x, »)]x = 1, donde y es cualquier nimero real}.

Las soluciones de x = 1 son los pares ordenados (1, y) donde se tiene la libertad de escoger a
y en forma arbitraria, mientras sea un nimero real. Por ejemplo, (1, 0) y (1, 3) son soluciones
de la ecuacién x = 1. La grafica de una ecuacidn es la representacion visual, en el plano coor-
denado, del conjunto de puntos cuyas coordenadas (a, b) satisfacen la ecuacién. La grafica de
x = 1 es la recta vertical que muestra la FIGURA 1.4.1.

O Circulos se puede usar la formula de la distancia que presentamos en la seccién 1.3
para definir un conjunto de puntos en el plano coordenado. Uno de esos muy importantes
conjuntos se define como sigue.

Un circulo es el conjunto de todos los puntos P(x, y) en el plano coordenado que

estan a determinada distancia fija r, llamada radio de un punto fijo dado C, lla-
mado centro.

Si las coordenadas del centro son C(#, k), entonces, de acuerdo con la anterior definicion,
un punto P(x, y) estd en un circulo de radio r si y sélo si

d(P,C)=r osea V(x—h)?+ (y —k)?*=r.

Ya que (x — h)* + (y — k)* siempre es no negativo, se obtiene una ecuacién equivalente si los
dos lados se elevan al cuadrado. Llegamos a la conclusién de que un circulo de radio 7 y centro
C (h, k) tiene la ecuacién

(x —h)?+ (y—k)?=r~ 2)

En la FIGurRA 1.4.2 hemos trazado una grafica tipica de una ecuacion con la forma de la ecuacion
(2). La ecuacion (2) se llama forma normal, estandar o canénica de la ecuacién de un circu-
lo. Se ve que los simbolos % y k en (2) representan niimeros reales, y como tales pueden ser
positivos, cero o negativos. Cuando 2 = 0y k = 0, se ve que la forma normal de la ecuacién
de un circulo con centro en el origen es

x2+yr =72 3)

1.4 Circulos y graficas

T (1,3)

FIGURA 1.4.1 Grafica de la ecua-
cionx =1

N2

FIGURA 1.4.2 Circulo con radio r
y centro en (h, k)
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O, r)

(=1, 0) (r, 0)
x

0, -r)

FIGURA 1.4.3 Circulo con radio r
y centro en (0, 0)

FIGURA 1.4.4 Circulo del ejemplo 3

Los términos en color, agregados
dentro de los paréntesis en el lado
izquierdo, también se agregan al
lado derecho de la igualdad. Esta
nueva ecuacion es equivalente a (6).
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Vea la Ficura 1.4.3. Cuando r = 1 se dice que (2) es una ecuacién de un circulo unitario.
Por ejemplo, x> + y* = 1 es una ecuacién de un circulo unitario con centro en el origen.

| EJEMPLO 1 Centro y radio

Determinar el centro y el radio del circulo cuya ecuacién es

(x —8)2 + (y + 2)* = 49. ()
Solucion Para obtener la forma normal de la ecuacién (4) se escribe como sigue:

(x =82+ (- (-2)="7

En esta ultima forma se identifican 7 = 8, k = —2 y r = 7. Asi, el circulo tiene su centro en
(8, —=2) y suradio es 7. [ |
| EJEMPLO 2 Ecuacion de un circulo
Deducir la ecuacién del circulo cuyo centro es C(—5, 4) y cuyo radio es V2.

Solucion Al sustituir 4 = —5,k = 4 y r = V2 en la ecuacién (2), se obtiene

(x = (=5))2+ (y —4)2=(V2)? oseaque (x+5)?2+(y—42=2 |

| EJEMPLO 3 Ecuaciéon de un circulo

Deducir la ecuacién del circulo cuyo centro es C(4, 3) y que pasa por P(1, 4).
Solucién Con i = 4y k = 3,y de acuerdo con la ecuacion (2),

(x —4)2+ (y—-3)P=r% )
Como el punto P(1, 4) estd en el circulo, como se ve en la FIGURA 1.4.4, sus coordenadas deben
satisfacer la ecuacion (5), esto es,
(1—-4P+@-37=r o 10 = r2
Entonces, la ecuacion que se pide en forma normal es

(x =42+ (y = 3)*=10. [

[J Completar el cuadrado Si los términos (x — )y (y — k) se desarrollan y se agru-
pan sus términos semejantes, una ecuacién de un circulo en forma normal se puede reescribir
como

¥+ y 4+ ax + by +c=0. (6)

Naturalmente, en esta forma no se aprecian el centro y el radio. Para invertir el proceso,
en otras palabras, para pasar de (6) a la forma normal (2), se debe completar el cuadrado
en x y en y. Recuerde que en dlgebra, al sumar (a/2)* a una expresién como x* + ax se ob-
tiene x* + ax + (a/2)%, que es el cuadrado perfecto (x + a/2)>. Al rearreglar los términos en

(6),
(*+ax )+ (O*+by ) =-c

y después sumar (a/2)* y (b/2)* a los dos lados de la Gltima ecuacion,

(e () o ()0
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y se obtiene la forma normal de la ecuacién de un circulo:

: b\ 1
<x+a) +<y+) = —(a® + b* — 4c).
2 2 4

El lector no debe memorizar esta tltima ecuacién. Le recomendamos que siga el proceso de
completar el cuadrado cada vez que se le presente.

| EJEMPLO 4 Completar el cuadrado

Determine el centro y el radio del circulo cuya ecuacion es

x2+y* 4+ 10x — 2y + 17 = 0. @)

Solucion Para determinar el centro y el radio, se debe reescribir la ecuacion (7) en la
forma normal (2). Primero, se reordenan los términos,

(x%* + 10x ) + (y? — 2y )= —17.

A continuacién se completa el cuadrado en x y y sumando, respectivamente, (10/2)* dentro del
primer paréntesis, y (—2/2)* en el segundo. Se debe hacer con cuidado, porque esos nimeros
se deben sumar en ambos lados de la ecuacion:

[+ 10x + ()] + [* — 2y + ()]
(4 10x +25)+ (* =2y + 1) =
(x +5)7+(y—1)=3%

De acuerdo con la dltima ecuacion, se ve que el circulo estd centrado en (—5, 1) y tiene radio
3. Vea la FIGURA 1.4.5. [ |

Es posible que una expresion para la que se debe completar el cuadrado tenga un primer
coeficiente distinto de 1. Por ejemplo,

Nota:

| 1
3P+ 32— 18x +6y+2=0

es una ecuacion de un circulo. Como en el ejemplo 4, se comienza reordenando la ecuacién:
(3x* — 18x ) + (3y* + 6y ) = 2.

Sin embargo, ahora se debe dar un paso adicional antes de tratar de completar el cuadrado;

esto es, se deben dividir ambos lados de la ecuacién entre 3, para que los coeficientes de x” y
2

Yy~ sean 1:

(FP—6x )+0P+2y  )=-1

En este momento ya se pueden sumar los nimeros adecuados en cada conjunto de paréntesis
y también al lado derecho de la igualdad. El lector debe comprobar que la forma normal que

resultaes (x —3)2+ (y + 1)> = £,

[0 Semicirculos Sise despejayde (3),elresultadoes y> = r> — x> 0 y = +\Vr? — x%.
Esta dltima expresién equivale a dos ecuaciones, y = V7> — x’y y = —Vr?> — x%. De
igual manera, si se despeja x de (3), se obtiene x = V> — y? y x = =V r? — y2.

Por convencion, el simbolo /" representa una cantidad no negativa; entonces, los valores
de y definidos por una ecuacién como y = Vr* — x? son no negativos. Las grificas de las
cuatro ecuaciones indicadas en color son, a su vez, la mitad superior, mitad inferior, mitad
derecha y mitad izquierda del circulo de la figura 1.4.3. Cada gréfica de la FIGURA 1.4.6 se llama
semicirculo.

1.4 Circulos y graficas

FIGURA 1.45 Circulo del ejemplo 4
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FIGURA 1.4.6 Semicirculos

[0 Desigualdades Un iltimo punto acerca de los circulos: a veces se encuentran proble-
mas en los que se debe trazar el conjunto de puntos, en el plano xy, cuyas coordenadas satis-
fagan desigualdades como x> + y* < 7% 0 x> + y* = 7% La ecuacién x* + y* = 7> describe al
conjunto de puntos (x, y) cuya distancia al origen (0, 0) es exactamente r. Por consiguiente, la
desigualdad x* + y* < 7 describe al conjunto de puntos (x, y) cuya distancia al origen es menor
que r. En otras palabras, los puntos (x, y) cuyas coordenadas satisfacen la desigualdad x* + y*
< 1% estéan en el interior del circulo. En forma parecida, los puntos (x, y) cuyas coordenadas
satisfacen x> + y* = 2 estdn ya sea en el circulo, o en el exterior de él.

[0 Graficas Es dificil de leer un periédico, un texto cientifico o comercial, navegar por
internet o hasta ver las noticias en TV sin observar representaciones graficas de datos. Hasta
parecera imposible ir mds alla de la primera pagina de un texto de matematicas sin ver algtin
tipo de grafica. Hay tantas y diversas cantidades relacionadas por medio de ecuaciones, y tan-
tas preguntas acerca del comportamiento de las cantidades relacionadas por la ecuacién que
se pueden contestar mediante una grafica, que la destreza de graficar ecuaciones con rapidez
y exactitud, como la destreza para manejar el dlgebra con rapidez y exactitud, es muy impor-
tante en la lista de conocimientos esenciales para el éxito en un curso de célculo. El resto de
esta seccion hablaremos acerca de graficas en general, y en forma mas especifica acerca de dos
aspectos importantes de graficas de ecuaciones.

[0 Intersecciones Puede ser ttil ubicar los puntos en los que la grafica de una ecuacion
cruza los ejes coordenados cuando se traza a mano una gréfica. Las intersecciones en el eje
x de la gréfica de una ecuacién son los puntos en los que la gréfica cruza al eje x. Ya que todo
punto del eje x tiene la ordenada (coordenada y) 0, las abscisas (coordenadas x) de esos puntos,
si las hay, se pueden determinar a partir de la ecuacién dada, haciendo que y = 0y despejando x.

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



A su vez, las intersecciones en el eje y de la grafica de una ecuacién son los puntos en los que
su grafica cruza al eje y. Las ordenadas de esos puntos se pueden determinar igualando x =
0 en la ecuacidn, y despejando a y. Vea la FIGURA 1.4.7.

intersecciones
conelejey y y

intersecciones
con el eje x

a) Cinco intersecciones b) Dos intersecciones ¢) La grafica no tiene intersecciones
con los ejes conel eje y con los ejes

FIGURA 1.4.7 Intersecciones de una gréfica con los ejes coordenados

| EJEMPLO 5 Intersecciones

Determine las intersecciones de las graficas de las ecuaciones con los ejes coordenados
a)x*—y*=9 b) y=2x*+5x — 12.

Solucion

a) Para determinar las intersecciones con el eje x se elige y = 0 y se despeja x de la
ecuacién resultante, x> = 9:

x>—9=0 osea (x+3)(x—3)=0

y se obtiene x = —3 y x = 3. Las intersecciones con el eje x de la gréfica son los
puntos (—3, 0) y (3, 0). Para calcular las intersecciones con el eje y se hace que x = 0
y se resuelve —y* = 9, 0 y* = —9. Como no hay nimeros reales cuyo cuadrado sea

negativo, la conclusion es que la gréfica de la ecuacion no cruza al eje y.

b) Siy = 0, se obtiene 2x* + 5x — 12 = 0. Es una ecuacién cuadritica, y se puede
resolver factorizando o mediante la solucién general de una férmula cuadratica. Con
factorizacion se obtiene

(x+4)(2x—-3)=0

porloque x = —4yx = % Las intersecciones con el eje x de la grafica son los pun-

tos (—4,0) y (3, 0). Ahora, si se hace que x = 0 en la ecuacién y = 2x> + 5x — 12, de

inmediato se obtiene y = —12. La intersecciones con el eje y de la grafica es el punto

(0, —12). ]
| EJEMPLO 6 Regreso al ejemplo 4

Regresemos al circulo del ejemplo 4 y determinemos las coordenadas al origen a partir de la
ecuacion (7). Al hacer que y = 0 en x> + y* + 10x — 2y +17 = 0y usar la férmula cuadrtica
para resolver x> + 10x + 17 = 0, se ve que las intersecciones con el eje x de este circulo son
(=5 —2V2,0)y(—5 + 2V2,0). Si se hace que x = 0, con la férmula cuadratica se ve que
las raices de la ecuacién y* — 2y + 17 = 0 son nimeros complejos. Como se ve en la figura
1.4.5, el circulo no cruza al eje y. |

O Simetria Una grafica también puede tener simetria. El lector ya sabra que la grafica de
la ecuacién y = x* se llama pardbola. La FiGURA 1.4.8 muestra que la grafica de y = x° es simé-
trica con respecto al eje y, porque la parte de la grafica que estd en el segundo cuadrante es la
imagen especular (de espejo) o la reflexion con respecto al eje y de esa parte de la grifica en

1.4 Circulos y graficas

(-2,4) —+ 2,4)

(-1, 1) (I,
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FIGURA 1.4.8 Grafica con simetria
con respecto al eje y
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el primer cuadrante. En general, una grafica es simétrica con respecto al eje y si siempre que
(%, ) es un punto de la gréfica, (—x, y) también es un punto de ella. Note, en la figura 1.4.8,
que los puntos (1, 1)y (2, 4) estdn en la grafica. Como ésta tiene simetria respecto del eje y, los
puntos (—1, 1)y (=2, 4) deben estar también en la grafica. Se dice que una gréfica es simétrica
con respecto al eje x si siempre que (x, y) es un punto de la grafica, (x, —y) también es un punto
de la gréfica. Por dltimo, una grafica es simétrica con respecto al origen si cuando (x, y) estd
en la grafica, (—x, —y) también es un punto de la grafica. La FIGURA 1.4.9 ilustra estos tres tipos
de simetria.

y y

(x,3)
(%, Y)Y (x,y) \/

X X X
/\
\/ (X7 _y)
a) Simetria con b) Simetria con ¢) Simetria con
respecto al eje y respecto al eje x respecto al origen

FIGURA 1.4.9 Simetrias en una grafica

Observe que la grafica del circulo en la figura 1.4.3 tiene las tres simetrias anteriores.
En la practica deseamos saber si una grafica tiene alguna simetria antes de trazarla. Eso se
puede saber aplicando las siguientes pruebas a la ecuacién que define la grafica.

PRUEBAS DE SIMETRIA

La gréfica de una ecuacion es simétrica con respecto a:

i) el ejey si al sustituir x por —x se obtiene una ecuacién equivalente;
if) el eje x si al sustituir y por —y se obtiene una ecuacién equivalente;
iii) el origen si al sustituir x y y por —x 'y —y se obtiene una ecuacién
equivalente.

N\ J

La ventaja de usar simetrias al graficar deberia ser manifiesta. Por ejemplo, si la grafica
de una ecuacioén es simétrica con respecto al eje x, s6lo se necesita trazar la grafica paray = 0,
porque los puntos de la grifica para y < 0 se obtienen con imdgenes especulares, con respecto
al eje x, de los puntos en el primero y segundo cuadrantes.

| EJEMPLO 7 Prueba de simetria

Reemplazando x por —x en la ecuacién y = x%, y usando (—x)* = x?, se ve que

y=(—x)? esequivalentea y = x°

Esto demuestra lo que se aprecia en la figura 1.4.8: que la grifica de y = x* es simétrica con
respecto al eje y. |
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| EJEMPLO 8 Intersecciones y simetria

Determinar las intersecciones con los ejes y la simetria de la grafica de

x +y2 = 10. ®)

Solucion

Intersecciones: Se hace y = 0 en la ecuacion (8) y de inmediato se obtiene x = 10. La
gréfica de la ecuacion tiene una sola interseccién con el eje x, (10, 0). Cuando x = 0,
se obtiene y* = 10, lo que implica que y = —\/10 o y = V10. Entonces, hay dos
intersecciones con el eje y, (0, — V/10) y (0, V10).

Simetria: Si se sustituye x por —x en la ecuacién (8), se obtiene —x + y* = 10. Este re-
sultado no equivale a la ecuacion (8). El lector también debe verificar que al sustituir
xyypor —xy —y en (8) no se obtiene una ecuacién equivalente. Sin embargo, si se
sustituye y por —y, se encuentra que

x+(=y=10 es equivalente a x +y> = 10.
Entonces, la grafica de la ecuacién es simétrica con respecto al eje x.

Grdfica: En la grafica de la ecuacién que se muestra en la FIGURA 1.4.10, las intersecciones
se indican y se debe apreciar la simetria con respecto al eje x. [ |

: e Las respuestas a problemas impares seleccionados
E_]GfC]C]OS comienzan en la pagina RESP-2.

En los problemas 1 a 6, determine el centro y el radio de cada circulo. Trace su grafica.

L.x*+y*=5 2.x2+y2=9
3.2+ (y—3)2=49 4. (x +2)2 +y?
S.(x—3+(y—3)7= 6. (x +3)* + ( )

En los problemas 7 a 14, complete el cuadrado en x y y para determinar el centro y el radio
de cada circulo.

7.2+ 2+ 8 =0 8.x2+y2—6x=0

9.2+ y?+2x—4y—4=0 10.x2+y2—18x—6y—10=0
11. x> + y> — 20x + 16y + 128 = 0 12. x> + y?> + 3x — 16y + 63 =0
13.2x2 + 2y +4x + 16y + 1 =0 4.3+ 52 +3x+ 10y +5=0

En los problemas 15 a 24, deduzca una ecuacién del circulo que satisfaga las condiciones
indicadas.

15. centro (0, 0), radio 1

16. centro (1, —3), radio 5

17. centro (0, 2), radio V2

18. centro (—9, —4), radio 3

19. extremos de un didmetro en (—1, 4) y (3, 8)
20. extremos de un didmetro en (4, 2) y (=3, 5)
21. centro (0, 0); la gréfica pasa por (—1, —2)
22. centro (4, —5); la grafica pasa por (7, —3)
23. centro (5, 6); la gréfica es tangente al eje x
24. centro (—4, 3); la gréfica es tangente al eje y

1.4 Circulos y graficas

(0,V10)
¥

(10, 0)

FIGURA 1.4.10 Gréfica de la ecua-
cion del ejemplo 8
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En los problemas 25 a 28, trace el semicirculo definido por la ecuacion indicada.

25.y =\V4 — x? 26.x=1—-\V1-—y?
27.x=V1—-(y—1)? 28.y = —\V9 — (x — 3)?

29. Deduzca la ecuacién de la mitad superior del circulo x* + (y —3)* = 4. Repita lo anterior
con respecto a la mitad derecha del circulo.

30. Deduzca la ecuacién de la mitad inferior del circulo (x — 5 + (y — 1> = 9. Repita lo
anterior con respecto a la mitad izquierda del circulo.

En los problemas 31 a 34, trace el conjunto de puntos en el plano xy, cuyas coordenadas
satisfagan la desigualdad dada.

3. x>+ y2=9 R2.(x -1+ (y+572=25
B.l=x"+y"=4 4.7+ y' > 2y

En los problemas 35 y 36, determine las coordenadas al origen del circulo dado.

35. el circulo con centro (3, —6) y radio 7
36. elcirculox® + y* + 5x — 6y =0

En los problemas 37 a 62, determine las intersecciones de la grafica de la ecuacién indicada
con los ejes. Determine si la grifica de la ecuacion tiene simetria con respecto al eje x, al eje
y o al origen. No trace la grifica.

37.y = =3x 38.y —2x=0
39. —x + 2y =1 40.2x + 3y =6
41. x = y* 2.y=x3
43.y=x>—4 44. x = 2y* — 4
45.y = x> —2x — 2 46. y* = 16(x + 4)
47.y = x(x* = 3) 48.y = (x — 2)*(x +2)?
49.x = —\Vy*— 16 50.y° —4x>+8=0
2 2 _ 2y

51.4y" — x~ = 36 SZ.E-I-E—I

2 2
53.y=xx37 54.y=i2+18

x> —x-20 (x+2)(x—28)
BT T e e
57.y=Vx—3 58.y=2—-Vx+5
59.y=|x — 9] 60. x = |y| — 4
61. |x| + |y| =4 62.x +3=|y—5|

En los problemas 63 a 66 establezca todas las simetrias que tenga la gréfica indicada.

63. y 64. y

X J
FIGURA 1.4.11 Grafica r

del problema 63 FIGURA 1.4.12 Gréfica
del problema 64

X
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65. y

FIGURA 1.4.13 Grafica del
problema 65

\V

FIGURA 1.4.14 Grafica del
problema 66

En los problemas 67 a 72, use la simetria para completar la grafica dada.

67. La grafica es simétrica con
respecto al eje y.

).
/

FIGURA 1.4.15 Grafica
del problema 67

Y

69. La grafica es simétrica con
respecto al origen.

Y

FIGURA 1.4.17 Grafica
del problema 69

71. La grafica es simétrica con
respecto a los ejes x y y.

y

FIGURA 1.4.19 Grafica del
problema 71

Para discusion

68. La grafica es simétrica con
respecto al eje x.

y

AN,

FIGURA 1.4.16 Grafica
del problema 68

70. La grafica es simétrica con
respecto al eje y.

y

AN
\

FIGURA 1.4.18 Grafica
del problema 70

72. La grafica es simétrica con
respecto al origen.

Y

i
1
I
I
I
1
I
I
I
1
+ X
I
I
1
I
I
Il
|
Il
l
I

FIGURA 1.4.20 Grafica
del problema 72

73. Diga si la siguiente afirmacion es cierta o falsa. Respalde su respuesta.

Si una grdfica tiene dos de las tres simetrias definidas en la pagina 30, por necesi-

dad poseerd la tercera simetria.

1.4 Circulos y graficas

33



34

74. a) Elradio del circulo en la FIGURA 1.4.214) es 7. ;Cudl es su ecuacién en la forma nor-
mal?
b) El centro del circulo de la Figura 1.4.211) es (h, k). Cudl es su ecuacion en la forma
normal?

| R
a) b)
FIGURA 1.4.21 Graficas del problema 74

75. Diga si la siguiente afirmacion es cierta o falsa:
Toda ecuacién de la forma x* + y* + ax + by + ¢ = 0 es un circulo.

76. Busque las dreas de las regiones sombreadas en la FIGURA 1.4.22.

y y
2 +y2=16 2 +y2=16

a) Cuadrado b) Tridngulo
FiGuRA 1.4.22 Circulos del problema 76

77. Demuestre que el tridangulo de la parte ) del problema 76 es un tridngulo isésceles.

Iﬁ Algebra y limites

Ava n ce [0 Introduccion Con frecuencia, un problema de célculo consiste

DE C ALCU LO en una sucesion de pasos, en los que la mayor parte de ellos sélo son

algebraicos y sélo los ultimos, y a veces sélo el dltimo paso, son de

calculo. La descripcion que sigue se enfoca en una clase de problemas de célculo: la determi-

nacion de cierto tipo de /imite. Aunque se presenta una breve e intuitiva introduccién a la no-

cién de limite, el objeto de la descripcidn es presentar un panorama de la clase de dlgebra que
se encuentra con frecuencia en esos problemas.

En esta seccion s6lo nos ocuparemos de expresiones fraccionarias. Basta imaginar que

una expresién fraccionaria es un cociente de dos expresiones algebraicas.> Dicho de manera

2 En este punto estamos excluyendo las funciones trigonométricas, logaritmicas y exponenciales. Véanse los capitu-
los4yS5.
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simple, una expresion algebraica es la que resulta de efectuar una cantidad finita de adi-
ciones, sustracciones, multiplicaciones, divisiones o raices en una coleccién de variables y
nimeros reales. Por ejemplo, unas expresiones algebraicas con una sola variable, x, son las
siguientes.

2x — 18
5x° — 3x + 1, 7x+3 y x+ Vx—5.
X

Una rama del dlgebra que causa dificultades al resolver problemas de calculo es la manipula-
cion de las expresiones fraccionarias.

[0 Factorizacion Cuando la ley distributiva
alb+ ¢) =ab + ac
se lee de derecha a izquierda,
ab + ac = a(b + ¢),

se dice que se ha factorizado la expresion ab + ac. En el capitulo 3 veremos que la factoriza-
cién juega un papel importante en la solucién de ecuaciones, asi como para trazar graficas. Sin
embargo, en el contexto presente s6lo nos concierne el uso de la factorizacién para simplificar
expresiones fraccionarias.

Las tres férmulas de factorizacién que siguen son importantes y se usan como parte de
cursos en diversos campos de la matematica.

FACTORIZACIONES IMPORTANTES

Diferencia de dos cuadrados: a> — b> = (a — b)(a + b) )

Diferencia de dos cubos: a— b= (a—0b)(a*®+ ab + b*) )
Suma de dos cubos: a+ b= (a+b)(a®— ab + b*) 3)

Los simbolos a y b en las ecuaciones (1) a (3) pueden tomar cualquier valor. Por ejemplo,
la expresion x* — 16 tiene la forma de (1). Si se identifican @ = x* y b = 4, entonces

xt—16=(¥?)?*— 4> = (22 — 4) (x> + 4). 4)

Como el factor x* — 4 es a su vez la diferencia de dos cuadrados, la ecuacién (4) contintia
simplificindose como

=16 = (7 —4)(x* +4) = (x —2)(x + 2)(x* + 4). (5)

La factorizacion de (5) es hasta donde se puede llegar usando nimeros reales y exponentes
enteros; la suma de dos cuadrados x> + 4 no se factoriza con niimeros reales. Otro ejemplo:
veamos la expresién 2x* — 3. Como todo niimero real positivo se puede escribir como el cua-
drado de su raiz cuadrada, 2 = (\6)2 y 3= (\/5)2, y en consecuencia, de acuerdo con (1),
la expresién 2x* — 3 se factoriza como sigue:

a b

1 {

202 — 3 = (V2x)? = (V3)2 = (V2x — V3)(V2x + V3).

Usaremos la factorizacién y la propiedad de simplificacién (o cancelacion) para reducir
una expresion fraccionaria.

| EJEMPLO 1 Factorizacion y cancelacion
X2 -1 x +3
implifi b 5
Simplificar a) o )x2—4x—21

1.5 Algebra y limites

4Propiedad de cancelacién: Sia, by ¢

son numeros reales, entonces

ac a

be b

c#0.
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Solucién
a) De (1),
=1 (v —1(x+1)

= =x+ 1
x — 1 x—1

La cancelacién de x — 1 en la expresion anterior sé6lo es vélida cuando x # 1. Si
x = 1, estariamos dividiendo entre 0.
b) Se trata de encontrar factores x — a 'y x — b tales que

x> —4x —21=(x —a)(x — b).

Esto implica que ab = —21, por lo que a y b deben ser factores de —21 cuya suma
es —(a + b) = —4. Con el procedimiento normal de prueba y error se llega a que
a =7y b = —3. Por consiguiente,
+3 x+3 1
o . x # =3, u

C—dx—-21 (x+3)x-7) x-7

O Desarrollo del binomio Una expresion algebraica de dos términos, a + b, se llama
binomio. Sin duda el lector habra resuelto problemas en los que debid desarrollar potencias
de binomios como (a + by’ y (a + b)’. Esto sucede con tanta frecuencia en los cursos de ma-
temadticas, que le recomendamos memorizar los desarrollos en (6) y (7).

DESARROLLOS DE BINOMIOS IMPORTANTES

Desarrollos de (a + b)" para

n=2: (a+ b)*=a*+ 2ab + b*
n=3 (a+b)=a+3a’ + 3ab* + b

Naturalmente, las férmulas (6) y (7) se aplican por igual a un binomio que tenga la forma
de una diferencia, @ — b. S6lo se debe considerar que a — b es la suma a + (—b), y sustituir
el simbolo b en (6) y (7) por —b:

(a=b)*=(a+ (=b))*=0a*+ 2a(—b) + (=b)* = a* — 2ab + b,
y (a=b)=(a+ (=b)) =a*+3a°(=b) + 3a(~b)* + (=b)°
=a® — 3a%* + 3ab® — b’.

Hay maneras de recordar cémo obtener los coeficientes del desarrollo de potencias mayores,
como por ejemplo (@ + b)*. El triangulo de Pascal es una de ellas.

| EJEMPLO 2 Desarrollo de binomio

(7+ h)*—49
S

Solucién Usaremos el desarrollo de (@ + b)* que muestra la ecuacién (6), cona = 7'y
b=h:

Simplificar

(T+h)?—49 (72 +2(7)h + h?) — 49
h h
49 + 14h + B — 49

= 49 —49 =0
h

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



n(14 + h)
= < se cancelan las h

h
14 + h, h # 0. [ |

[0 Adicion de expresiones fraccionarias Combinar dos o mas expresiones frac-
cionarias, o simplificar una fraccién compuesta donde numerador o denominador son a su vez
fracciones, puede ser bastante dificil para algunas personas.

HEEVERE Suma de fracciones

x4 8
2x*+3x—2 x+2 2x-—1°

Escribir como una fraccion

Soluciéon Como 2x* + 3x — 2 = (2x — 1)(x + 2), el minimo comiin denominador de los
tres términos es (2x —1)(x + 2). En consecuencia multiplicaremos el segundo término por
(2x — A2x —1)y el tercer término por (x — 2)[(x — 2):

10x 4 2x —1 8 x+2

+ .
2x—1(x+2) x+22x—1 2x—1x+2

Los numeradores se suman y después se simplifica como sigue:

10x — 4(2x — 1) + 8(x +2)  10x — 8x + 4 + 8x + 16

(2x — 1(x + 2) B (2x — 1)(x +2)

B 10x + 20
(2x = 1)(x +2)

B 10(x + 2)
(2x — 1)(x +2)

10
2x — 1

Se permite cancelar x + 2, siempre que x # —2. [ |

Ilustraremos la simplificacién de una fracciéon compuesta en el ejemplo 9.

[0 Racionalizacion Ellector habra aprendido a racionalizar un denominador en un cur-
so anterior de matemadticas. Recuerde que consiste en multiplicar una expresién por un factor
igual a 1 para tratar de eliminar un radical de un denominador. Por ejemplo, para racionalizar
el denominador de 1/V/2, se multiplica la fraccién por V2/V2:

la fraccién es igual a 1

!
11 V2 V2 V2
-

V2 V2va (Var

En matemdticas no hay una regla que disponga que sélo se deben racionalizar denomina-
dores. Hay veces, en cdlculo, donde el interés no sé6lo es racionalizar denominadores, sino tam-
bién numeradores. El siguiente ejemplo usa la factorizacién de la diferencia de dos cuadrados,
en una forma un poco distinta. Paraa > 0y b > 0, se puede escribir (Va)> = a, (Vb)* = b,
y entonces a — b = (Va)* — (Vb)?. En consecuencia, de acuerdo con (1),

a—b=Na—-Vb)(Va+\Vb). ®)

1.5 Algebra y limites
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Una variacién de (8) es a*> — b = (a — Vb)(a + Vb). Entonces, si un numerador o de-
nominador de una expresion fraccionaria contiene un término binomial que incluya cuando
menos un radical como

a—\/l;,a+\/l;,\/;—b,\/;+b,\/—\/l;,o\/;+\/l;,

se multiplican numerador y denominador de la fraccion por el factor conjugado correspon-
diente

a+Vb,a=VNb,Va+bNVa-bNa+VboVa-\Vb.
Por ejemplo, para racionalizar el denominador de 3/(V2 — V/5) se aplica (8) y se escribe

la fraccion es igual a 1

|
3. 3 V25 3(V2+ V)
V2-V5 V2-V5V2 Vs (V2R - (Vs)

1

factor conjugado del denominador

_ V2 + V) —-(V2 + V5).

-3

| EJEMPLO 4 Racionalizacion de un numerador
V4 +x -2
e

Racionalizar el numerador de

Solucién Imaginemos que el numerador es Va — b, donde ¢ = 4 + xy b = 2. Como el
factor conjugado de Va — b esVa + b, se puede eliminar el radical del numerador multipli-
cando numerador y denominador de esta expresion fraccionaria por V4 + x + 2:

Vad+x—2 Vad+x—-2V4a+x+2 (Va+x)P—-2°
X X Va+x+2 x(Vad+x+2)
X

4+x—4

:x(\/4+x+2):x(\/4+x+2'

Después de cancelar las x en numerador y denominador del dltimo término, la racionalizacién
se ha completado:

Va+x-2 1
x Vitxt2

x # 0. [ |

O Limites: la conexion con el calculo Se tienela expresion algebraica fraccionaria

x> =1 -/ T
R Observe que no puede evaluarse esta fraccién cuando x = 1, porque al sustituir en la

X —
expresion se llega a la cantidad indefinida 0/0. Sin embargo, se puede evaluar la expresion
fraccionaria en cualquier otro nimero real; en particular, se puede evaluar con ndmeros muy
cercanos a 1. Los valores numéricos de la expresion fraccionaria que se ven en las dos tablas
siguientes, se obtienen mediante la simplificacién del inciso a) del ejemplo 1:
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X 0.9 0.99 | 0.999 X 1.1 1.01 1.001

x> =1 x> =1 )
1.9 1.99 1.999 2.1 2.01 2.001

X2 =1

x—1

=x+1, para x # 1.

Si se hace que el simbolo de flecha, —, represente a la palabra tiende a, entonces el sim-
bolismo x — a~ indica que x tiende al nimero a desde la izquierda, esto es, pasando por nime-
ros que son menores o iguales a a, y x — a* quiere decir que x tiende a a desde la derecha, o
sea pasando por nimeros que son mayores que a. En la tabla del lado izquierdo, en (9) arriba,

se hace que x — 1™ y en la tabla del lado derecho, x — 17. Cada tabla del conjunto (9) muestra
2

que la expresion fraccionaria se acerca al nimero 2 cuando x se acerca a 1; esto es,

X —
2 _ 1 2 _ 1
ol —2cuando x > 1~y o — 2 cuando x —> 17. (10)
X — X —
xr =1
Se dice que 2 es el limite de cuando x tiende a 1, y se escribe
X —
2
-1
lim = 2. (1)
=1 x — 1

Antes de seguir, debemos aclarar que un limite de una expresion no necesita existir. En
las dos tablas que siguen veamos a 1/x cuando x tiende a cero:

x—>0" —0.1 | —0.01 | —0.001 x—0" 0.1 0.01 0.001

1/x —10 —100 —1 000 1/x 10 100 1 000

Como se puede ver en las tablas, a medida que x se acerca cada vez mas a 0, los valores
de 1/x se vuelven mds y mas grandes en valor absoluto. En otras palabras, 1/x se vuelve no
acotada. En este caso se escribe

B 1
P cuando x —> 0 y ;—>oocuando x— 0%,

donde ¢ es el simbolo infinito. Se dice que no existe lfII(l) 1/x.
=

Supongamos que f(x) representa una expresion con una sola variable x, y que los simbolos
a 'y L representan nimeros reales. Si, como se ilustra en (10),

f(x) > Lcuando x > a~ y f(x) = Lcuando x —>a”,

se dice que existe el 1im f (x), y se escribe

lim f(x) = L.
x—a
En cdlculo no se le pedird determinar un limite haciendo tablas de valores numéricos,
aunque con seguridad si se le pedird hacer esas tablas, porque son ttiles para convencerse de
la existencia o no de un limite (véanse los problemas 47 y 48 en los ejercicios 1.5). Los limites
se determinan, o se demuestra su existencia, con métodos analiticos; en muchos casos se usan
leyes probadas, o propiedades de limites. Como nuestra meta no es examinar las interpreta-
ciones tedricas o geométricas de un limite, y como queremos aclarar que la parte de cdlculo

1.5 Algebra y limites
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de algunos problemas con frecuencia es la menos importante en la solucién, aceptaremos tres
resultados del cdlculo, sin demostrarlos: si @ y ¢ son nimeros reales, entonces
limce = c, limx =a y lim x" = a", (12)
x—a x—a x—a

siendo 7 un entero positivo. Por ejemplo, la ecuacién (12) nos permite escribir’

1i_1)1%(5x+4)=5(3)+4=19
y 1i_1)1%(2x2+x+1)22(3)2+3+1=22.

En la linea precedente hemos usado lim x = 3, lim x* = 9,lim 4 = 4 y lim 1 = 1.
. x—3 x’—>3 x—3 . _x—’? . .

El concepto de limite es el fundamento del cdlculo y una clase de limite tiene importancia
especial: el limite de una expresion fraccionaria donde fanto el numerador como el denomi-
nador tienden a 0. Se dice que ese limite tiene la forma indeterminada 0/0. Por ejemplo, a
la vista de los resultados en (12), HLI} (x—1)=0y hlr} (x* — 1) = 0. Por consiguiente,

X X
2

lim

! tiene la forma indeterminada 0/0. Naturalmente, no todos los problemas de limite
x>l x —

tienen esa forma indeterminada, pero debido a su importancia (vea la seccién 2.9), los limites
de los siguientes cinco ejemplos asi como fodos los limites de los ejercicios 1.5 tienen la for-

ma 0/0. Ademas, para simplificar, s6lo presentaremos limites que existan.
2

. . ’ . z. x
Ahora indicaremos cémo determinar hlr}
x—~>1 x —

1
] sin ayuda de tablas numéricas:

dlgebra del ejemplo 1a)

Coxr—1
lim
=1 x — 1

=limx+1)=1+1=2
x—1
iFue todo! Los pasos intermedios son todos algebraicos, que se hacen para reescribir la expre-

sién en una forma mds manejable, con lo cual se pueda calcular el limite real, con un esfuerzo
minimo.

| EJEMPLO 5 Regreso al ejemplo 1

x+3
342 —4x — 21

Determinar lim
x>

Solucién Esta es la expresion fraccionaria del inciso b)del ejemplo 1. Observe que cuan-
do x — —3, el limite que se pide tiene la forma indeterminada 0/0. Ahora bien, aplicando la
simplificacién algebraica de esta expresion, que hicimos en el ejemplo 1, se comprueba que

algebra del ejemplo 1 b)

x+3 1 1 1

| EJEMPLO 6 Regreso al ejemplo 2

(7 + h)*— 49

Determinar 1im
h—0

3 En realidad estamos usando aquf varias propiedades de los limites. Sin embargo, no creemos que aquf deban
describirse todas las propiedades del concepto de limite.

CAPITULO 1 Desigualdades, ecuaciones y gréficas



Solucién Se aplica el dlgebra del ejemplo 2:

2 _
limw=h’m(l4+h)= 14. -
h—0 h h—0
| EJEMPLO 7 Regreso al ejemplo 3
10x 4 8

Determinar lim 3 - + .
=2 |2x"+3x—2 x+2 2x-—1

Solucién Si éste fuera un curso de célculo, el lector deberia observar que los términos
primero y segundo tienen la forma 1/0 cuando x — —2. Podra creer que ése es el caso @ — o,
cuyo resultado serfa 0. No, recuerde que nunca se maneja % como se hace con los nimeros.
La observacion que la expresion algebraica dada contiene esas cantidades indefinidas debe
despertar la idea que al combinar las fracciones en una sola fraccién se podria proceder.
Después de hacer las maniobras algebraicas que se hicieron en el ejemplo 3, se terminaria el
problema como sigue:

dlgebra

!
) 10x 4 8 10 10
Iim 5 - + = lim =— = -2 u
=2 2x"+3x -2 x+2 2x—1 —==22x — 1 -5
| EJEMPLO 8 Regreso al ejemplo 4

. o V4+x-—2
Determinar lim ———.
x—0 X
Solucion Luego de hacer las operaciones algebraicas del ejemplo 4, se ve que

algebra

; 1 1 1
lim = lim —. [ |

1
x—0 X x—>0\/4+x+2_\/1+2_2+2_4

Al determinar el valor de un limite, pueden hacerse las manipulaciones algebraicas como
problema adjunto (como lo hemos hecho en los ejemplos 1 a 4), para entonces usarlas y com-
pletar el problema como se ilustré en los ejemplos 5 a 8. En el dltimo ejemplo combinamos
el algebra con el calculo del limite. Recomendamos al lector que resuelva este ejemplo, y no
que sélo lo lea.

| EJEMPLO 9| Limite de una fraccién compuesta
1 1

2+x)° 8

—

Determinar lin})
X

Solucion Esta expresion es un ejemplo de una fraccion compuesta, esto es, un cociente
donde el denominador o el denominador es a su vez una expresion fraccionaria. Comenzare-
mos determinando un denominador comtin en el numerador:

11 18 1(2+x)
(24 x)? 8 (24 x)P8 8(2+x)°
lim ————— = lim
x—0 X x—0 X

8 — (2 +x)°
82+ x)?
=lim——F—

x—0 X
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Para continuar usaremos el desarrollo de (@ + b)’ de la ecuacién (7),cona =2y b = x:

1 1 8 — (2% + 3x(2)* + 3x%(2) + &%)
o (2+x)?} 8 ) 8(2 + x)3
lim = lim
=0 X x—0 X
8§ —8 — 12x — 6x* — x° ,
«~8-8=0
) 8(2 + x)*
= lim
x—0 X
—12x — 6x* — x°
) 8(2 + x)*
= lim
x—0 X

Ya que x en el denominador de la dltima fraccién compuesta equivale a la fraccién x/1, inver-

Recuerde que la division de fraccio- p tiremos y multiplicaremos:

nes se convierte en multiplicacion
de fracciones como sigue:

=—-X—=—, bc#0
[

Qo |

42

1 _1 —12x — 6x* — X3
o 2+x)P 8 8(2 + x)°
Iim——=1i
x—0 X x>0 X
1
o —I2x —6x*— X1
= lim 3
=0 8(2 + x) X
— | l(_lz — 6x — x2) l Factorizar x desde el
- xll,r(l) 8(2 + X)S x <] numerador y cancelar las x
I —12 — 6x — x*
=lim————
=0 8(2 + x)?
Por ultimo,
_ 1 1
24 x)P} 8 . —12—-6x—2x* -—-12 3
lim ———— = lim 3 = 3= T
=0 X =0 8(2 4 x) 8-2 16
porque 1111’(1) x=0y HLI(I) x? = 0 segtin (12). |

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

i) En los examenes se ve a los alumnos desarrollar (a + b)’ “por
la fuerza bruta”, multiplicando (¢ + b)(a + b)(a + b). No se
recomienda este procedimiento; es lento y propenso a erro-
res. En su lugar, se deben memorizar (6) y (7).

ii) En cualquier curso de matematicas, no sélo en calculo, no
borre ni elimine pasos importantes de su trabajo. La mayoria
de los profesores de matematicas desean ver todo el trabajo.
También es una ventaja presentar ese trabajo en forma limpia
y ordenada. Por dltimo, en el caso de un problema de limites,
como el del ejemplo 9, asegirese de escribir el simbolo lim
en cada paso. Por ejemplo con frecuencia se ven afirmaciones
incorrectas como la siguiente:

%=1 1 1

lim—— = = —
=1 x2 — 1 x +1 2
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en las hojas que presentan los alumnos. La version correcta de la ecuacion

anterior es

Ejercicios

Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-3.

En los problemas 1 a 12 factorice para simplificar la expresion indicada en el inciso a). A
continuacion, si se le pide, determine el limite en el inciso b).

x2 =25
x—35
y—3
2.a) e
2=Tx+6
x —1
2x + 10
x2+ 7x + 10
X+x-6
2—=5x+6
x? — 8x
x?— 6x — 16
=1
x — 1
x> —4
2+ 8
=1
X2 +3x—4
X+ 2+ X3
=24t + 1
X +3x2+3x+ 1
P+ x4l

4= 53+ 4x — 20
12.0) * 2"

l.a)

3.a)

4.a)

5.a)

6.a)

7.a)

8.a)

9.a)

10.a)

11.a)

=53+ x-5

x> =125
b) 1i
)XIE% x—35

y—3
b) Ii
)yg%yz—9
P-Tx+6
b)h’mi
x—1 x—1
2x + 10
b) lim ————
) XLH*ISXZ + 7x + 10
X+x—6

b) lim ————
)xgn%xz—5x+6

2
-8

by tim S

=8 x° — 6x — 16

3
—1

b) lim >
=1 x — 1

b) lim ———

3
~1
b) lim -
=1 x*+ 3x — 4

b I X+ 2+ )3
) Mm, xt—2x*+ 1
3 2
o xT+3x"+3x+ 1
b) l_lf[‘ 4 3
x I x"+ x +X+1
4 3
—5x° +4x — 20
b)l_l'l)llx4_x3 x_
x5 X 5+ x—5

En los problemas 13 a 20 aplique el desarrollo del binomio para simplificar la expresion que
se indica en el inciso a). A continuacion, si se le pide, determine el limite en el inciso b).

2+ hn)?*—4
h
5—5(h+1)?
h
(2x+1)*-9
x—1

13.a)

14.a)

15.a)

2+ h)?-4
bl
o 5—=5(h+1)?
) i
2x + 1) =9
b)h’m(x )
x=1 x—1

1.5 Algebra y limites
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20x—1)2—4(x—1)—6

16.a)
X
3 _
g L2 =1
3 _ 3
18.0) (x+1P+x-1)
X
3 _ 2
19.0) 2(h + 1) 2(h +1)2+3
4 _
20.0) (x +2)* =16
X

20— 12 —4(x—1)—6

b) lin .
1+ x)* =1
b) h’m¢
x—0 X
+ 1)+ (x = 1)°
b) lfm (rt 17+ (= 1)
x—0 X
2+ 1P =-5(h+1)+3
b) lim
h—0 h
+2)*—16
b) h’mu
x—0 X

En los problemas 21 a 26, aplique la adicion de fracciones algebraicas para simplificar las
expresiones indicadas en el inciso a). A continuacion, si se le pide, determine el limite en el

inciso b).

| 6
x—2 x>+2x—38

X2+ 3x— 1 1
22.a)f+—

21.a)

1
B4 0T 2 - 100

s 1L L]

X9 x+

I I
26.0) 1[(: +3)7 16}

1 6
b) lim -
=2 x—2 x+2x—8
o [x2+3x -1 1
b) lim | ———— + —
=0 X X

- [ 1 20 }
m _
20| x— 10 x2— 100
111 1
b) h’m[ - }

=0X|9  x+

b) lim

b) 1t 1 |: 1 1]
m -
t1—>1t—l (t+3)2 16

En los problemas 27 a 34, aplique la racionalizacion para simplificar las expresiones en el
inciso a@). A continuacidn, si se le pide, determine el limite en el inciso b).

Vx—3

27.
@) x—9

Sl-
==
=N
—_
S

28.a)

BV,

Vu+4 -3
u—3>5
25 — ¢
5— Vit
32.a) 1{1—1}
h V1+h
4y2
Vyr sy +1-Vy+1
9r?
t+2-2Vr+1

30.a)

31.a)

33.a)

34.a)
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Problemas diversos relacionados con el calculo

En los problemas 35 a 40, la expresion algebraica es una respuesta a un problema de célculo.
No estd simplificada. Simplifiquela.

RS S
35— ¢ — a 36, 31 — (a + 1)°
37. (3x* + 4x — 1)(4)(2x — 3)%(2) + (2x — 3)*(6x + 4)

38. (12x — 1)'A(2)(x* — 1)(2x) + (22 — 1)?(3)(12x — 1)7%3(12)
2x(—4x + 6)'7 — x?(3)(—4x + 6)'*(—4)

[(—4x +6)"P]
1(2x - 1)? (4x + 1)2 — (2x — 1)4

2\4x + 1 (4x + 1)

39.

En los problemas 41 a 46, las ecuaciones son respuestas parciales a problemas de célculo.
Resuelva la ecuacion despejando el simbolo y'.

41. 3y —y —xy = x 2.y =2(x —y)(1 —y")
43.2yy’ + 2x =y’ 4. 2xy? + x*(2y)y’ — 2 = =3y’
— (1 +y) = (x+y)(1 =y
e )0 = e )=y
(x =)
1 ’ ’
6. szyz(xy + y) = 2xyy' + y2

Problemas para calculadora o computadora

En los problemas 47 y 48, use una calculadora o computadora para estimar el limite que
se pide, llenando cada tabla. Redondee a ocho decimales los elementos en cada una de las
tablas.

NN x -1

x—0* 1.1 | 1.01 1.001 1.0001 1.00001 x— 0" 09 | 099 | 0999 | 09999 | 0.99999
=1 =1

Vx — 1 Vx -1

48. lim (1+ x)'

x—0* 0.1 | 0.01 | 0.001 | 0.0001 | 0.00001 x—0" —0.1 | —0.01 | —0.001 | —0.0001 | —0.00001

(1 + x) (1+ x)'~

Para discusion

En los problemas 49 y 50, indique qué maniobras algebraicas son necesarias para evaluar el
limite indicado. Ponga a trabajar sus ideas.

— 1 Vx+27-3
49. lim )687 50. lim ——~ =" 72
1 x® =1 x—0 X

1.5 Algebra y limites
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CAPITULO 1

Ejercicios Las respuestas a problemas impares

seleccionados comienzan en la pagina
de repaso Resp-3.

En los problemas 1 a 20 llene los espacios en blanco.

nEwbd =

®

10.
11.
12.
13.
14.
15.

16.
17.

18.
19.

20.

Una desigualdad cuyo conjunto solucién es (—, 9], es

El conjunto solucién del intervalo definido por la desigualdad —3 < x = 8 es

Si el punto (a, b) estd en el cuadrante IV, entonces (b, a) estd en el cuadrante

El punto (x, —3x) en el segundo cuadrante que estd a 5 unidades de (2, —1) es

Si la gréfica de una ecuacién contiene al punto (2, 3) y es simétrica con respecto al eje x,
también contiene al punto

Si la gréfica de una ecuacién contiene al punto (—1, 6), y es simétrica con respecto al
origen también contiene al punto

Una ecuacién del circulo con centro en (—2, —5) y radio 6 es

Si|2 — x| = 15, entonces x =

La distancia del origen al punto medio del segmento de recta que une a (4, —6) con (—2, 0)
es

La gréfica de y = 2|x|— 5 es simétrica con respecto a

Las 1ntersecc10nes dela graﬁca dey = 2|x| — 5 con los ejes son

El circulo x> — 16x + y* = O es 51metr1<:0 con respecto a

El centro y el radio del circulo x* — 16x + y* = 0 son
Las coordenadas al origen del circulo (x — 1) + (y — 2 = 10 son

Dos puntos del circulo x* + y* = 25, que tengan la misma abscisa x = —3, son
La graficade y = —\V'100 — x? es un
La desigualdad describe el conjunto de puntos en el plano xy que estdn fuera

del circulo x> + y* = 36.

Si(a,a + V/3)esti en la grifica de y = 2x, entonces a =

El conjunto de niimeros reales x cuya distancia entre x y /2 es mayor que 3 se define
con la desigualdad de valor absoluto

Un punto (x, y) en el plano xy, cuyas coordenadas satisfacen xy < 0, estd en el o los
cuadrantes o

En los problemas 21 a 40 conteste “cierto” o “falso”.

21.
22,
23.
24.
25.
26.

27.

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

36.

La palabra no negativo quiere decir lo mismo que la palabra positivo.
El nimero 0 no es positivo ni negativo.

—3 no es mayor que — 1.

Sia < b, entonces b — a es un nimero positivo.

Sia < b, entonces a* < b>.

Para todo nimero real a, —a = a.

. a
Sia <0, entonces — < 0.
—a

Si a*> < a, entonces a < 1.

Si x es un nimero negativo, entonces —x €s un nimero positivo.
El conjunto solucién de |[4x — 6= —1 es (—9, ).
=3t +6|=3|r—2]|

El punto (5, 0) estd en el cuadrante I.

El punto (—3, 7) estd en el cuadrante III.

La distancia entre los puntos (0, 0) y (3, 6) es 9.
Para determinar las intersecciones en el eje y de la gréfica de una ecuacidn, se hace que
x = 0y sedespejay.

No hay un punto en el circulo x> + y* — 10x + 22 = 0 que tenga la abscisa 2.
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37. Un circulo cuya ecuacion se puede poner en la forma x*> + y* + ax + by = 0, debe
pasar por el origen.
38. Los puntos (0, 0), (@, 0), a > 0y (0, b), b < 0 son vértices de un tridngulo rectdngulo.

39. La gréfica de la ecuacién x*y + 4y = x es simétrica con respecto al origen.

40. La desigualdad

= 0 no tiene solucion.
x>+ 64

En los problemas 41 a 44 suponga que 0 < a < b. Compare las expresiones usando simbo-
los de desigualdad.

1
41. a’y ab 42. —ay —b 43.aya + b 4. -y —
a+b

Q=

En los problemas 45 a 50 llene el espacio, ya sea con un signo adecuado de desigualdad o
con un nimero.

45. Six — 10 > 5, entonces x + > 25.
46. Six — 2 =7, entonces x 9.

47. Si —%x = 4, entonces x - 12.

48. Si3x — 6 = 4x — 4, entonces x 2.
49. Si —2 =1 — x =5, entonces =x=
50. Si —3 <x <9, entonces <<

51. En la recta numérica, m = 5 es el punto medio del segmento de recta que une el nimero
a (extremo izquierdo) con el nimero b (extremo derecho). Si d(a, b) = 2, determine a
y b.

52. En el plano xy, deduzca una ecuacion que describa el conjunto de puntos (x, y) que sean
equidistantes de (0, 5) y de (x, —5).

En los problemas 53 a 66, resuelva las desigualdades. Escriba las soluciones usando nota-
cién de intervalos.

53.2x —5=6x+7 54.0x —3<ix+1
55. —4<x—8<4 56.7<3—2x <11
57. x| > 10 58. |—6x| = 42

59. |3x — 4| <5 60. |5 — 2x| =7

61.3x =2x*— 5 62. x> > 6x — 9

63. x> > x 64. (x> — x)(x>2+x) =0
65. L+ x>0 66. 25— 0=

X x—1

En los problemas 67 a 70, simplifique las expresiones en el inciso a). Después, si se lo piden,
determine el limite en el inciso b).

2x — 1 2x — 1
67. b) lim———
R ) lm e
xX>—6x+5 x> —6x+5
68.a) —— b) lim ——F—
@) x—35 )xlgg x—35
x> =16 x> —16
69.a) —F—— b) lim ———
D Vi-2 LRV
1 1 1 1 1 1
70.q) — - > b) lim ( - >
h\3 + h 3 =0 h\3 + h 3

Capitulo 1 Ejercicios de repaso
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Funciones

E# Funciones y graficas

[0 Introduccion Con los objetos y las personas que nos rodean, es ficil establecer una
regla de correspondencia que asocie, esto es, que haga coincidir, los miembros o elementos de
un conjunto con los miembros de otro conjunto. Por ejemplo, cada nimero de seguro social se
relaciona con una persona; cada automévil con un niimero de placas, cada libro tiene cuando
menos un autor, cada estado tiene un gobernador, etc. Hay una correspondencia natural entre
un conjunto de 20 alumnos y un conjunto de, digamos, 25 pupitres en un sal6n de clase, cuan-
do cada uno haya seleccionado y se siente en uno de los que estan disponibles. En matematicas
nos interesa un tipo especial de correspondencia, una correspondencia univoca entre valores,
que se llama funcién.

Una funcién de un conjunto X a un conjunto Y es una regla de correspondencia
que asigna a cada elemento x de X exactamente un elemento y de Y.

En la correspondencia entre alumnos y pupitres, suponga que el conjunto de 20 alumnos  Correspondencia alumno-pupitre
es el conjunto X, y el conjunto de 25 pupitres es el conjunto Y. Esta correspondencia es una
funcién del conjunto X al conjunto Y, siempre que no haya alumno que se siente en dos pupi-
tres al mismo tiempo.

O Terminologia Se acostumbra representar una funcién por una letra, como por ejemplo
/. g o h. Entonces, se puede representar una funcién f'de un conjunto X a un conjunto ¥ mediante
la notacién f:X — Y. El conjunto X se llama dominio de f. El conjunto de elementos correspon-
dientes y del conjunto Y se llama contradominio o rango de la funcion. En el caso de nuestra
funcién alumno/pupitre, el conjunto de alumnos es el dominio y el conjunto de 20 pupitres que
realmente estén ocupados por alumnos es el contradominio. Observe que el contradominio de f
no necesita ser el conjunto entero Y. El elemento tinico y en el contradominio que corresponde
a un elemento seleccionado x en el dominio X se llama valor de la funcién en x, o la imagen
de x, y se escribe f(x). Este ultimo simbolo se lee “efe de equis o “efe en equis”, y se escribe
y = f(x).! Veala Figura2.1.1. Como el valor de y depende de la eleccién de x, a y se le llama va-
riable dependiente; a x se le llama variable independiente. A menos que se indique otra cosa,
aqui supondremos en adelante que los conjuntos X y Y estdn formados por nimeros reales.

FIGURA 2.1.1 Dominio y contra-
! A muchos profesores les gusta llamar entrada de la funcién a x, y salida de la funcién a f(x). dominio de una funcién f
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Vea (6) de la seccién 1.5. P

| EJEMPLO 1 La funcion elevar al cuadrado

La regla para elevar al cuadrado un ndmero real es la ecuacién y = x* o f(x) = x*. Los
valores de fen x = —5y x = /7 se obtienen sustituyendo x, cada vez, por los niimeros

-5y V7:

f(=5)=(=52=25y f(VI)=(V7)}?=1. =

A veces, para resaltar, escribiremos una funcién usando paréntesis, en lugar del simbolo
x. Por ejemplo, podemos escribir la funcién de elevar al cuadrado, f(x) = x%, en la forma

fO)=0) (1)

Esto ilustra el hecho que x es un comodin que puede ser sustituido por cualquier nimero del
dominio de la funcién y = f(x). Asi, si se desea evaluar (1) en, por ejemplo, 3 + h, donde h
representa un nimero real, se pone 3 + & entre los paréntesis y se hacen las operaciones al-
gebraicas adecuadas.

f(3+h)=3+h)>=9+ 6h+ h’

Si una funcién f se define mediante una férmula o una ecuacion, en el caso tipico el
dominio de y = f(x) no se indica en forma expresa. Se verd que normalmente se puede de-
ducir el dominio de y = f(x), ya sea por la estructura de la ecuacién, o por el contexto del
problema.

| EJEMPLO 2 Dominio y contradominio

En el ejemplo 1, como todo nimero real x se puede elevar al cuadrado, y el resultado x* es otro
numero real, f(x) = x% es una funcién de R a R, esto es, f:R — R. En otras palabras, el dominio
de f'es el conjunto R de nimeros reales. Usando la notacién de intervalos, el dominio también
se expresa como (—, ). El contradominio de fes el conjunto de niimeros reales no negativos,
0[0, «); esto se debe a que x* = 0 para todo nimero real x. [ |

[0 Dominio de una funcion Como se vio antes, en general no se especifica el dominio
de una funcién y = f(x) que se define por una férmula. A menos que se indique o esté implicito
lo contrario, se sobreentiende que:

El dominio de una funcion f es el mayor subconjunto del conjunto de niimeros rea-
les para los que f(x) es un niimero real.

A este conjunto se le llama a veces dominio implicito de la funcién. Por ejemplo, no se pue-
de calcular f(0) de la funcién reciproca f(x) = 1/x, ya que 1/0 no es un nimero real. En este
caso se dice que f esta indefinida en x = 0. Como todo nimero real distinto de cero tiene un
reciproco, el dominio de f(x) = 1/x es el conjunto de nimeros reales excepto 0. Con el mismo

razonamiento se ve que la funcién g(x) = 1/x* — 4) no estd definidaen x = =2 0o en x = 2,
por lo que su dominio es el conjunto de nimeros reales, excluyendo a —2 y 2. La funcién raiz
cuadrada, 2(x) = Vx, no estd definida en x = —1, porque V/—1 no es un niimero real. Para

que A(x) = Vx esté definido en el sistema de niimeros reales, se requiere que el radicando,
que en este caso simplemente es x, sea no negativo. En la desigualdad x = 0 se ve que el do-
minio de la funcién 4 es el intervalo [0, %).

| EJEMPLO 3 Dominio y contradominio

Determinar el dominio y el contradominio de f(x) = 4 + Vx — 3.

Solucion El radicando x — 3 debe ser no negativo. Al resolver la desigualdad x — 3 = 0
se obtiene x = 3, por lo que el dominio de fes [3, ). Ahora, como el simbolo \/ representa
la raiz cuadrada no negativa de un nimero, Vx — 3 = 0 para x = 3, y en consecuencia,
4 + Vx — 3 = 4.El valor minimo de f(x)estdenx = 3,yes f(3) = 4 + V0 = 4. Ademis,
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debido a que x — 3 y Vx — 3 crecen cuando x toma valores cada vez mayores, llegamos a la
conclusién de que y = 4. En consecuencia, el contradominio de fes [4, ©). |

| EJEMPLO 4 Dominio de f
Determinar el dominio de f(x) = Vx* + 2x — 15.

Solucién Como en el ejemplo 3, la expresion bajo el signo radical, el radicando, debe
ser no negativa, esto es, el dominio de f es el conjunto de niimeros reales x para los cuales
¥ +2x—15=00(x — 3)(x + 5) = 0. Yaresolvimos esta desigualdad, mediante una tabla de
signos, en el ejemplo 3 de la seccién 1.1. El conjunto solucién de la desigualdad (—o, —5] U
[3, ) también es el dominio de f. [ |

| EJEMPLO 5 Dominios de dos funciones

Determinar el dominio de

S5x

1
D s Y T

Soluciéon Una funcién representada por una expresion fraccionaria no estd definida en
los valores de x para los cuales su denominador es igual a 0.

a) La expresion bajo el radical es la misma que la del ejemplo 4. Como x* + 2x — 15
estd en el denominador, entonces x* + 2x — 15 # 0. Esto excluyeax = —Syax = 3.
Ademis, como x* + 2x — 15 aparece dentro de un radical se debe cumplir que x> +
2x — 15 > 0 para todos los demads valores de x. Entonces, el dominio de la funcién g
es la unién de dos intervalos abiertos (—%, —5) U (3, ).

b) Como el denominador de A(x) se puede factorizar,

X2=3x—4=(x+1)(x—4)

seveque(x + 1) (x —4) = Oparax = —1yx = 4. En contraste con la funcién del in-
ciso a), éstos son los tinicos ndimeros para los que /4 no estd definida. Por consiguiente,
el dominio de la funcién £ es el conjunto de los niimeros reales, excluyendoax = —1
yax =4 [ |

Con la notacién de intervalos, el dominio de & en el inciso b) del ejemplo 5 se puede
escribir como sigue:

(=00, —1) U (—1,4) U (4, »).

Como alternativa para esta complicada union de intervalos ajenos, también se puede expresar
este dominio con la notacién de conjuntos, como {x|x # —1y x # 4}.

[0 Graficas Con frecuencia se usa una funcién para describir fendmenos en ciencias, in-
genieria y comercio. Para interpretar y utilizar datos, se aconseja mostrarlos en forma de una
gréfica. La grafica de una funcién f es la grifica del conjunto de pares ordenados (x, f(x)),
donde x estd en el dominio de f. En el plano xy, un par ordenado (x, f(x)) es un punto, y enton-
ces la grafica de una ecuacién es un conjunto de puntos. Si una funcién estd definida por una
ecuacion y = f(x), entonces la gréfica de fes la gréfica de la ecuacidn. Para obtener puntos de
la gréfica de una ecuacién y = f(x) se escogen nimeros adecuados x;, x,, X3 . . . en su dominio,
se calculan f(x)), f(x,), f(x3). . . , se grafican los puntos correspondientes (x,, f(x,)), (x, f(x2)), (x3,
f(x3)) . . . y a continuacidén se unen esos puntos con una curva. Vea la FIGura 2.1.2. Téngase en
cuenta que:

 un valor de x es una distancia dirigida desde el eje y, y
* un valor de funcién f(x) es una distancia dirigida desde el eje x.

2.1 Funciones y gréficas

y
(. f (1)) (3, f (x3))

}A/f (X 1)

I

I

i
X

FIGuRA 2.1.2 Puntos en la grafica
de una ecuacion y = f(x)
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FIGURA 2.1.4 Interpretacion
grafica del dominio y contra-
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t y« y=4+\Vx-3
El contra-
dominio de |
fes[d,) | (3.4
L
X

'F 'El dominio __
de fes [3, o)

FIGURA 2.1.5 Grafica de la fun-
cion f del ejemplo 6
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Se debe aclarar algo acerca de las figuras de este libro. Con pocas excepciones, en general
es imposible mostrar la grifica completa de una funcidn, y entonces se muestran con frecuen-
cia s6lo las caracteristicas mds importantes de ella. En la figura 2.1.3a), nétese que la grafica
baja en sus lados izquierdo y derecho. A menos que se indique lo contrario, podremos suponer
que no hay sorpresas mds alld de las que hemos mostrado, y que la grafica s6lo contindia en
la forma indicada. La grafica de la figura 2.1.3a) indica el llamado comportamiento final, o
comportamiento global de la funcién: para un punto (x, y) en la gréfica, y — —o cuando x —
—oy y — — % cuando x — . (Diremos mds acerca de este concepto de comportamiento glo-
bal en el capitulo 3.) Si una grafica termina en su extremo derecho o izquierdo, lo indicaremos
con un punto cuando se necesite para aclarar. Vea la figura 2.1.4. Usaremos un punto lleno
para representar que el extremo se incluye en la grafica, y un punto abierto para indicar que el
extremo no se incluye en la gréfica.

[0 Prueba de la recta vertical De acuerdo con la definicién de funcién, sabemos que
a cada x en el dominio de f, corresponde sélo un valor f(x) en el contradominio. Eso quiere
decir que una recta vertical que cruce a la grafica de una funcién y = f(x) (equivale a escoger
una x), s6lo lo puede hacer una vez. Al revés, si cada recta vertical que cruza una gréfica de una
ecuacion lo hace cuando mucho en un punto, entonces la grafica es la grafica de una funcién.
A esta ultima afirmacion se le llama prueba de la recta vertical de una funcién. Vea la Ficura
2.1.3a). Por otra parte, si alguna recta vertical cruza a una grafica de una ecuacién mas de una
vez, la grafica no es la de una funcién. Vea las figura 2.1.30) y 2.1.3¢). Cuando una recta ver-
tical cruza a una grafica en varios puntos, el mismo nimero x corresponde a diferentes valores
de y, lo que contradice la definicién de una funcién.

y I y I
I I
I I
|
I I
I I
I
I
I I
; X -
X i ; X
I I
I I
I I
|
I
I
I
a) Funcion b) No es una funcién ¢) No es una funcién

FIGURA 2.1.3 Prueba de la recta vertical

Si tiene usted una gréfica precisa de una funcién y = f(x), con frecuencia es posible ver el
dominio y el contradominio de f. En la FIcura 2.1.4 se supone que la curva de color es la gréfica
entera y completa de una funcién f. El dominio de f es, entonces, el intervalo [a, b]en el eje x,
y el contradominio es el intervalo [c, d] en el eje y.

| _EJEMPLO B Regreso al ejemplo 3

En la grifica de f(x) = 4 + Vx — 3, de la FiIGura 2.1.5, se ve que el dominio y el contra-
dominio de f son, respectivamente, [3, ) y [4, «). Esto concuerda con los resultados del
ejemplo 3. [ |

Como se vio en la figura 2.1.3b), un circulo no es la gréfica de una funcién. En realidad,
una ecuacién como x> + y* = 9 define (al menos) dos funciones de x. Si esta ecuacion se re-
suelve para y en funcién de x, se obtiene y = V9 — x?. Debido a la convencién del valor
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tinico del signo v/, ambas ecuaciones, y = V9 — x>y y = — V9 — x2, definen funciones.
Como se vio en la seccién 1.4, la primera ecuacién define un semicirculo superior, y la
segunda define a un semicirculo inferior. De las graficas que muestra la FIGURA 2.1.8, el do-
miniode y = V9 — x? es[—3, 3]y el contradominio es [0, 3]; el dominio y el contradominio
dey =—V9 — x?son[—3, 3]y [—3, 0], respectivamente.

YA y=~N9 -2 YA y=—~N9 -2
1 t————+—+——=
—t— —t+—+ X T
a) Semicirculo superior b) Semicirculo inferior

FIGURA 2.1.6 Estos semicirculos son graficas de funciones

[0 Intersecciones Para graficar una funcién definida por una ecuacién y = f(x), se suele
aconsejar que primero se determine si la grafica de finterseca los ejes. Recuérdese que todos
los puntos del eje y tienen la forma (0, y). Asi, si O estd en el dominio de una funcién f, la
interseccion en el eje y, es el punto cuya ordenada es f(0); en otras palabras, es (0, f(0)). Vea
la FIGURA 2.1.74). De igual modo, todos los puntos en el eje x tienen la forma (x, 0). Eso quiere
decir que para determinar las intersecciones con el eje x de la grafica de y = f(x), se determinan
los valores de x que hacen que y = 0. Esto es, se debe despejar x de la ecuacién f(x) = 0. Un
nimero c para el cual

fle)=0

se llama cero de la funcién f, o raiz (o solucién) de la ecuacién f(x) = 0. Los ceros reales de
una funcioén f son las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de la grafica de f. En la
figura 2.1.7b) hemos ilustrado una funcién que tiene tres ceros, x;, x, y x3, porque f(x;) = 0,
f(x,) = 0y f(x3) = 0. Las tres correspondientes intersecciones con el eje x (x, 0), (x,, 0), (x3, 0).
Naturalmente, la grafica de una funcién puede no tener intersecciones con los ejes, lo cual se
ve en la figura 2.1.5.

y o
" y=rw )
(0, f(0))
X o X
(1, ON_ (2, 0) \(x3,0) (x1.0) 10, 0)
a) Intersecciones con b) Tres intersecciones ¢) Una interseccién con el eje y
elejey con el eje x y dos con el eje x

FiGuRA 2.1.7 Intersecciones de la grafica de una funcion f

Una grifica no necesariamente tiene que cruzar un eje coordenado en una interseccion.
La grafica podria ser simplemente tangente al eje, es decir, podria focarlo. En la figura 2.1.7¢),
la grafica de y = f(x) es tangente al eje x en (x,, 0), También, la grafica de una funcién f puede
tener cuando mucho una interseccién con el eje y ya que, si O estd en el dominio de f, s6lo
puede corresponderle un valor de y, que serfa y = £(0).

2.1 Funciones y gréficas

4En el capitulo 3 encontrard mds este

tema.
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FIGURA 2.1.8 Abscisa al origen
aproximada del ejemplo 8
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X

| EJEMPLO 7 Intersecciones

Determinar las intersecciones con los ejes coordenados de la funcién indicada, si es que existen.

x> —=2x —3

X

a) f(x)=x>+2x—-2 b) f(x) =

Solucién

a) Como 0 estd en el dominio de f, f(0) = —2 es la coordenada y de la interseccién con
el eje y de la grdfica de f. La interseccién con el eje y es el punto (0, —2). Para obtener
las intersecciones con el eje x se debe determinar si f tiene ceros reales, esto es, so-
luciones reales de la ecuacién f(x) = 0. Como el lado izquierdo de la ecuacién x* +
2x — 2 = 0 no tiene factores obvios, se aplica la formula general de segundo grado
para obtener x = (2 + V/12). Debido a que V12 = V4 -3 = 2V/3, los ceros de f
son los nimeros 1 — V3 y 1 + V3. Las intersecciones con el eje x son los puntos
(1=v3,0)y(1 + V3,0).

b) Como 0 no estd en el dominio de f( f(0) = —3/0 (no estd definida), la gréfica de fno tiene
interseccién con el eje y. Ahora, como fes una expresion fraccionaria, la inica forma en
que f(x) = 0 es hacer que el numerador sea igual a cero. Si se factoriza el lado izquierdo
de x> — 2x — 3 = 0, se obtiene (x + 1) (x — 3) = 0. Por consiguiente, los nimeros —1
y 3 son los ceros de f. Las intersecciones con el eje x son los puntos (—1, 0) y (3,0). ®

[0 Determinacion aproximada de los ceros Aun cuando sea obvio que la grifica
de una funcién y = f(x) tenga intersecciones con el eje x, no siempre es posible resolver la
ecuacion f(x) = 0. De hecho, es imposible resolver exactamente algunas ecuaciones; a veces 1o
mejor que se puede hacer es aproximar los ceros de la funcién. Una forma de hacerlo es hacer
una grafica muy exacta de f.

| EJEMPLO 8 Ordenadas al origen aproximadas

Con ayuda de un graficador, la gréfica de la funcién f(x) = x* — x + 4 se ve en la FIGURA 2.1 8.
De f(0) = 4, se observa que el punto de cruce con el eje y es (0, 4). Como se ve en la figura,
parece que hay una sola interseccion con el eje x, cuya abscisa puede ser —1.7 o —1.8. Sin
embargo, no hay alguna forma de determinar con exactitud las raices de la ecuacién x> — x
+ 4 = 0. Sin embargo, se puede calcular aproximadamente, o aproximar, la raiz real de esta
ecuacion, con ayuda de la funcién encontrar raiz de una calculadora graficadora o un progra-
ma de dlgebra para computo. De este modo se ve que x = —1.796, por lo que la abscisa al
origen aproximada es (—1.796, 0). Para comprobar, obsérvese que el valor de la funcién

F(=1.796) = (—1.796)* — (—1.796) + 4 ~ 0.0028

€S cercano a cero. |

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

Al trazar la grafica de una funcién nunca debe graficar muchos puntos a
mano. Es algo que hacen bhien las calculadoras graficadoras o las compu-
tadoras. Por otra parte, nunca debe dependerse de una calculadora para
obtener una grafica. Créalo o no, hay profesores de precélculo y de calculo
que no permiten usar calculadoras graficadoras en examenes. En general, no
hay objecion al empleo de calculadoras o computadoras como auxiliares para
comprobar los problemas de tarea, pero en la clase, los profesores quieren
ver el fruto de las mentes de sus alumnos, es decir, su capacidad para analizar. Por
ello, le recomendamos desarrollar su destreza para trazar graficas, hasta el punto de
poder bosquejar rapidamente, a mano, una funcion, al tener una familiaridad basica
con los tipos de funciones, y graficando un minimo de puntos bien escogidos.
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: s 2 Las respuestas a problemas impares seleccionados
Ejercicios -2 P pro® P
comienzan en la pagina RESP-3.
En los problemas 1 a 6, calcule los valores indicados de la funcién.

L Sif(x) = x> = L f(=5), f(=V3),f(3) y f(6)

2.8i f(x) = =2x7 + x; f(=5), f(=3), F(2) y £(7)
3.Sif(x) = Vx + 1; f(=1), £(0), f(3) y f(5)
4.Sif(x) = 2x +4;£(=3), fG). f3) y f(4)
5.8 f(x) = s f(=1), £(0), £(1) y f(V2)

2+1

6.511(x) = 51 S V). £(-1).7(0) y )

-2’
En los problemas 7 y 8 determine

f(x), f(2a), f(a®), f(=5x), f(2a + 1), f(x + h)
de la funcién dada f, y simplifique todo lo posible.

7.0 )=-2( ) +3( ) 8.7C )=( )Y —-2( )+20
9. ;Para qué valores de xes f(x) = 6x* — 1 igual a 23?
10. ;Para qué valoresde xes f(x) = Vx — 4 igual a 4?

En los problemas 11 a 20, determine el dominio de la funcién f.

11. f(x) = Vax — 2 12. £(x) = V15 — 5x
13. f(x) = \/llofx 14. f(x) = %
2x — 5 X
15. f(x) = m 16. f(x) T
1 x + 1
7. 1) = a0 v 25 8.1/ == n
29
9.0 = 5= 5 2.10) = 35

En los problemas 21 a 26, use el método de la tabla de signos para determinar el dominio de
la funcién f.

21. f(x) = V25 — &? 22. f(x) = Vx(4 — x)
23. f(x) = Vx* — 5x 24. f(x) = Vx> —3x — 10
25. f(x) = i;; 2. f(x) = S;X

En los problemas 27 a 30, determine si la grafica que muestra la figura es la grafica de una
funcion.

y Y
27. 28.

~

N~ FIGURA 2.1.10 Grafica del

bl 28
FIGURA 2.1.9 Grafica del probtema

problema 27 . cp
2.1 Funciones y gréficas
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29, y 30. y

\ X

FIGURA 2.1.11 Grafica

del problema 29 FIGURA 2.1.12 Gréfica
del problema 30

En los problemas 31 a 34 use la grifica de la funcion f que se ve en la figura para determinar
su dominio y su contradominio.

31. y 32.

FIGURA 2.1.13 Grafica del
problema 31

FIGURA 2.1.14 Grafica del
problema 32

3. 34. y

FIGURA 2.1.15 Grafica del

problema 33 FIGURA 2.1.16 Gréfica del

problema 34

En los problemas 35 a 42, determine los ceros de la funcién dada f.

35. f(x) =5x+ 6 flx)=-2x+9

3. f(x) = x> —5x + 6 38.f(x)=x—2x—1
39. f(x) = ( x—l)(x+9) 40. f(x) = x* — x* — 2x
41. f(x) = 42.f(x) =2 -V4 -2

En los problemas 43 a 50, calcule las intersecciones con los ejes coordenados, si las hay, de
la gréfica de la funcién indicada f. No haga la grafica.

43. f(x) =3x — 4 44. f(x) = x> —6x + 5
45. f(x) =4(x — 2)* =1 46. f(x) = (2x — 3)(x® + 8x + 16)
47, F(x) = ;2_-1—146 18. f(x) = x(x +xli(; —-6)

49. f(x) =3V4 — x? 50. f(x) =3Vx*—2x—3

En los problemas 51 y 52, encuentre dos funciones y = f|(x) y y = f>(x) definidas por la ecua-
cién indicada. Determine el dominio de las funciones f, y f>.

51.x=y*—>5 52.x% — 4y* =16

CAPITULO 2 Funciones



En los problemas 53 y 54, use la gréfica de la funcidn f que se ve en la figura para estimar
los valores de f(—3), f(—2), f(—1), f(1), f(2) y f(3). Estime la interseccion con el eje y.

53.

y 54.
4 a

|
: / /
7 5 =

|

\4 X -4 7 2 \ 2 / 4 x
| L/, \ ™

|

B <

/N

=4 \ =4

FIGURA 2.1.17 Grafica del problema 53 FIGURA 2.1.18 Grafica del problema 54

En los problemas 55 y 56, use la grafica de la funcién f que muestra la figura para estimar los
valores de f(—2), f(—1.5), f(0.5), f(1), f(2) y f(3.2). Estime las intersecciones con el eje x.

55. y 56. y
/\ 4 4

RRYA
\ N

] [\ I

\ /
-4 -2 Z.\ X -4 2 p 4 x
> \ ] A\
\ \l /
. \/ LV
4 AV 4
FIGURA 2.1.19 Grafica del problema 55 FIGURA 2.1.20 Grafica del problema 56

Problemas diversos relacionados con el calculo

57. En célculo, algunas de las funciones con las que se encontrard el lector tienen como
dominio el conjunto de los enteros positivos n. La funciéon factorial f(n) = n! se define
como el producto de los primeros n enteros positivos, esto es,

fn)=n'=1-2-3---(n—1) n

a) Caleule f(2), f(3)./(5) y (7).

b) Demuestre que f(n + 1) = f(n)-(n + 1).

¢) Simplifique f(n + 2)/f(n).

Otra funcién de un entero positivo n expresa la suma de los primeros n enteros positivos
elevados al cuadrado:

58.

Sn)=tnn+1)2n+1)=1>+22+ -+ n’

a) Calcule el valor de la suma 12 + 2% + - - - + 992 + 100>
b) Calcule n tal que 300 < S(n) < 400. [Sugerencia: Use una calculadora.]

2.1 Funciones y gréficas



Para discusion

59. Deduzca la ecuacién de una funcién y = f(x) cuyo dominio sea a) [3, «), b) (3, ).
60. Deduzca la ecuacién de una funcién y = f(x) cuyo contradominio sea a) [3, ), b) (3, ).

@ Simetria y transformaciones

[0 Introduccion En esta seccién describiremos dos ayudas para trazar grificas de fun-
cién en forma rdpida y exacta. Si usted determina antes que la gréifica de una funcioén tiene al-
guna simetria, entonces puede disminuir el trabajo a la mitad. Ademas, el trazo de una gréfica
de una funcién aparentemente complicada se acelera si se reconoce que en realidad la gréfica
que se pide es una transformacion de la grafica de una funcién mas sencilla. Esta tltima ayuda
de graficado se basa en los conocimientos anteriores del lector acerca de las gréificas de algu-
nas funciones bdsicas.

é A
y y y
x x
x
an=1, flx)=x byn=2, f(x)=x2 on=3, f(x)=x3
y y
y
x
x x
dyn=4, f(x)=x4 on=-1, fo)=x= 1 f)n=—2,f(x)=x—2=é
y y y

_—

X
. x
g)n:%,f(x):xW:\/; h)n:%, f(x)=x1/3=%/; n= %f(x)=x2/3=\3@
\_FIGURA 2.2.1 Breve catalogo de la funcién potencia, f(x) = x", para varias n )
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0 Funciones potencia Una funcién que tenga la forma
f(x) = x",

donde n representa un nimero real, se llama funcién potencia. El dominio de una funcién
potencia depende de la potencia n. Por ejemplo, ya se ha visto, en la seccién 2.1, que para
n=2,n=3yn= —1respectivamente, que:

+ el dominio de f(x) = x* es el conjunto R de los nimeros reales, o sea (—©, ),
« el dominio de f(x) = x'* = Vx es [0, »),
1

* el dominio de f(x) = x~! = e el conjunto R de los nimeros reales, excepto x = 0.

Las funciones sencillas de potencia, o las versiones modificadas de esas funciones, se pre-
sentan con tanta frecuencia en los problemas de calculo que no es necesario gastar un tiem-
po valioso graficdndolas. Sugerimos que se aprenda (memorice) el breve catdlogo de grafi-
cas de funciones de potencia de la Ficura 2.2.1 de la pagina anterior. Probablemente ya sepa
que la gréfica del inciso a) de la figura es una recta, y que la grifica del inciso b) se llama
parabola.

[0 Simetria Enlaseccién 1.4 describimos la simetria de una gréfica con respecto al eje y,
al eje x y al origen. De esos tres tipos de simetrias, la grafica de una funcién puede ser simé-
trica con respecto al eje y, o con respecto al origen, pero la grafica de una funcién distinta de
cero no puede ser simétrica con respecto al eje x. Vea el problema 43 en los ejercicios 2.2. Si
la gréfica de una funcién es simétrica con respecto al eje y se dice que f es una funcién par.
Una funcién cuya gréfica sea simétrica con respecto al origen se llama funcién impar. Para
las funciones, las dos pruebas de simetria que siguen equivalen a las pruebas i) y iif), respecti-
vamente, de la pagina 30. Vea las FiIcuras 2.2.2 y 2.2.3. La funcién cuya grifica estd en la FiGurA
2.2.4 no es ni par ni impar.

PRUEBAS DE SIMETRIA

La gréfica de una funcién f con dominio X es simétrica con respecto a:

i) elejey sif(—x) = f(x) para toda x en X, o bien
ii) el origen si f(—x) = —f(x) para toda x en X.

La interpretacion grafica de estas pruebas se ilustra en las figuras 2.2.2 y 2.2.3. En la
figura 2.2.2, observe que si f es una funcién par y

f(x) f(=x)
| {

(x, y) es un punto en su gréfica, entonces necesariamente (—x, y)

también estd en su grafica. De igual modo, en la figura 2.2.3 se ve que si f es una funcién
impar y

f(x) f=x) = =f(x)

) |
(x, y) es un punto en su gréfica, entonces necesariamente (—x, —y)

estd en su grafica.

2.2 Simetria y transformaciones

]
1
S(=0) i
I
—X X
FIGURA 2.2.2 Funcidn par; la

gréfica tiene simetria con
respecto al eje y

4 Puede usted explicar por qué la

6 porq
gréifica de una funcién no puede ser
simétrica con respecto al eje x?

FIGURA 2.2.3 Funcion impar;
la grafica tiene simetria con
respecto al origen

_

FIGURA2.24 La funcion no es
par ni impar: no hay simetria
con respecto al eje y ni al
origen

X
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| X
FicuRAa2.25 Grafica de y = f(x)

60

| EJEMPLO 1 Funciones impares y pares
a) f(x) = x* es una funcién impar, porque de acuerdo con (2),
f(=x) = (=x) = (=1 = =x* = = f(x).

Al inspeccionar la figura 2.2.1¢) se ve que la gréfica de f es simétrica con respecto al
origen. Por ejemplo, ya que f(1) = 1, entonces (1, 1) es un punto de la grificade y = x°.

Como fes una funcién impar, f(—1) = —f(1) implica que (—1, —1) estd en la gréfica.
b) f(x) = x*? es una funcién par, porque de acuerdo con (1) y las leyes de los expo-
nentes,

la raiz cibicade —1 es—1

\
f(—x) — (_x)2/3 — (_1)2/3x2/3 — (\3/:)2x2/3 — (_1)2x2/3 — )C2/3 — f(x)

En la figura 2.2.1i), se ve que la grifica de f es simétrica con respecto al eje y. Por
ejemplo, como f(8) = 82 = 4, (8, 4) es un punto de la grifica de y = x**. Como f
es una funcién par, f(—8) = f(8) implica que (—8, 4) estd en la misma gréfica.

¢) f(x) = x>+ 1no es par ni impar. En

fl=x)=(=x)+1=-=x"+1
seveque f(—x) # f(x) y f(=x) # —f(x). u

Las gréficas de la figura 2.2.1, donde el inciso g) es la tinica excepcidn, tienen simetria, ya
sea con respecto al eje y o al origen. Las funciones de las figuras 2.2.1b), d), f) e i) son pares,
mientras que las de las figuras 2.2.1a), ¢), €) y h) son impares.

Con frecuencia se puede trazar la grafica de una funcién aplicando cierta transformacion
a la gréfica de una funcién mas simple (como las de la figura 2.2.1). A continuacién examina-
remos dos clases de transformaciones graficas: las rigidas y las no rigidas.

[0 Transformaciones rigidas Una transformacién rigida de una grafica es aquella
que s6lo cambia la posicion de la gréfica en el plano xy, pero no su forma. Ya hemos exami-
nado este concepto, en forma breve, al describir al circulo, en la seccién 1.4. Por ejemplo, el
circulo (x — 2)* + (y — 3)* = 1 con centro en (2, 3) y radio r = 1, tiene exactamente la misma
forma que el circulo x* + y* = 1, con centro en el origen. Se puede imaginar que la grafica de
(x =27+ (y — 3 = leslade x* + y* = 1, pero desplazada dos unidades horizontalmente a
la derecha, y después desplazada tres unidades verticalmente hacia arriba. En el caso de la gra-
fica de una funcién y = f(x), examinaremos cuatro clases de desplazamiento, o traslaciones.

DESPLAZAMIENTOS VERTICALES Y HORIZONTALES

Supongamos que y = f(x) es una funcién, y que ¢ es una constante positiva. En-
tonces, la gréfica de

i) y = f(x) + ces la gréfica de f, desplazada ¢ unidades verticalmente

hacia arriba,

i) y = f(x) — ces la gréfica de f, desplazada c unidades verticalmente
hacia abajo,

iif) y = f(x + ¢)es la grifica de f, desplazada ¢ unidades horizontalmente
hacia la izquierda,

iv) y = f(x — ¢)es la grifica de f, desplazada ¢ unidades horizontalmente
hacia la derecha.

N\ J

Examinemos la gréfica de una funcién y = f(x), que se ve en la Figura 2.2.5. Los despla-
zamientos de la grafica que se describen en i) a iv) son las gréficas, en rojo, de los incisos a)
a d) de la figura 2.2.6. Si un punto de la gréifica de y = f(x) es (x, y), y la gréfica de festd des-
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plazada, digamos que ¢ > 0 unidades hacia arriba; entonces (x, y + ¢) es un punto de la nueva
grafica. En general, las coordenadas x no cambian debido a un desplazamiento vertical. Vea
las FIGURAS 2.2.64) y 2.2.6D). De igual modo, en un desplazamiento horizontal, las coordenadas
y de los puntos en la grafica desplazada son iguales que en la grafica original. Vea las figuras
2.2.6¢)y 2.2.6d).

o g (. )

y
y=f<x>+cﬂ\ y=fx
y=f) ¢
™~ |

< —~
X, )
= f(x) o -
' L y=fw-c ,y=€)
N
a) Desplazamiento vertical hacia arriba b) Desplazamiento vertical hacia abajo
y y
y=f(x+c¢) y=fx) y=f(x) y=flx-o)
N
(x—c, y) pfle—c- x, ) (. y) ¢ ety
X X

¢) Desplazamiento horizontal hacia la izquierda d) Desplazamiento horizontal hacia la derecha

FiGura 2.2.6 Desplazamientos verticales y horizontales de la grafica de y = f(x), por una
cantidad ¢ > 0

| EJEMPLO 2 Desplazamientos horizontales y verticales

Las grificasde y = x* + 1,y =x* — 1,y = (x + 1)y y = (x — 1)* se obtienen a partir de
la grifica de f(x) = x* en la FIGURA 2.2.7a) desplazando esta gréfica, respectivamente, 1 unidad
hacia arriba (figura 2.2.7b), 1 unidad hacia abajo (figura 2.2.7¢), 1 unidad hacia la izquierda
(figura 2.2.7d) y 1 unidad hacia la derecha (figura 2.2.7¢).

=x2
y ygp y=Hl y y y
_\,‘:Js(z y=(x+1)2 y=(x—1)2
y=x2-1

} } X } } X \\ / X } t } X } t } X

a) Punto de partida b) Desplazamiento ¢) Desplazamiento d) Desplazamiento e) Desplazamiento

hacia arriba hacia abajo hacia la izquierda hacia la derecha

FicurA 2.2.7 Graficas desplazadas del ejemplo 2 ]

[0 Combinacion de desplazamientos En general, la grifica de una funcién

y=f(x:|:cl):|:cz, 3

donde ¢, y ¢, son constantes positivas, combina un desplazamiento horizontal (hacia la iz-
quierda o la derecha) con un desplazamiento vertical (hacia arriba o hacia abajo). Por ejemplo,
la graficade y = f(x — ¢;) + ¢, es la gréfica de y = f(x) desplazada c, unidades hacia la dere-
cha, y después ¢, unidades hacia arriba.

2.2 Simetria y transformaciones

hacer primero el desplazamiento

hacia arriba, y después hacia la
derecha.

4El orden en que se hacen los despla-
zamientos es irrelevante. Podria
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y | EJEMPLO 3 Desplazamiento vertical y horizontal de una grafica

Graficary = (x + 1)* — 1.

Solucién De acuerdo con el pérrafo anterior, se ve que (3) es la formay = f(x + ¢|) — ¢,
conc; = 1yc, = 1.Asi, la grificade y = (x + 1)* — 1 es la gréfica de f(x) = x* desplazada 1
unidad hacia la izquierda, seguida de un desplazamiento de 1 unidad hacia abajo. Esta grafica
+ se ve en la FIGURA 2.2.8. [ |

En la gréfica de la figura 2.2.8 se ve de inmediato que el contradominio de la funcién
y =(x+ 1> — 1 = x* + 2xes el intervalo[—1, «) del eje y. También obsérvese que la grifica
tiene las intersecciones con el eje x en (0, 0) y (—2, 0); el lector debe comprobarlo resolviendo
x* + 2x = 0. También, si volvemos a examinar la figura 2.1.5 de la seccién 2.1, veremos que
lagraficade y = 4 + Vx — 3 esla grifica de la funcién raiz cuadrada, f(x) = Vx (figura
2.2.1g) desplazada 3 unidades hacia la derecha y después 4 unidades hacia arriba.

Otra forma de transformar rigidamente la grafica de una funcién es con una reflexién con
respecto a un eje coordenado.

y=@x+1)2-1

FiGuRa 2.2.8 Grafica desplazada
del ejemplo 3

Supongamos que y = f(x) es una funcién. Entonces, la grafica de

i) y= — f(x)es la grafica de freflejada en el eje x,
Reflexion o imagen ii) y = f(—x)es la grifica de freflejada en el eje y.
especular en eje horizontal

En el inciso a) de la Figura 2.2 se ha repetido la grafica de una funcién y = f(x) que se
presenté en la figura 2.2.5. Las reflexiones de esta gréfica, descritas en i) y i), se ilustran en
las figuras 2.2.9b) y 2.2.9¢). Si (x, y) representa un punto de la gréfica de y = f{(x), entonces el
punto (x, —y) estd en la grafica de y = —f(x) y (—x, y) estd en la grifica de y = f(—x). Cada
una de esas reflexiones es una imagen especular de la grifica de y = f(x) en el eje coordenado
respectivo.

Reflexion o imagen
especular en eje vertical

y=-fx)

a) Punto de partida b) Reflexion en el eje x c) Reflexién en el eje y

Ficura 2.2.9 Reflexiones en los ejes coordenados

| EJEMPLO 4 Reflexiones
Graficara) y= —Vx b) y=V—x

Solucién El punto de partida es la grafica de f(x) = V', de la FIGURA 2.2.104).

a) La grificade y = —Vx es la reflexién de la grifica de f(x) = Vx en el eje x. Ob-
sérvese que, en la figura 2.2.10b), ya que (1, 1) estd en la grafica de f, el punto (1, — 1)
estd en la graficade y = — Vx.

b) Lagrificadey = V—xeslareflexion de la graficade f(x) = Vxeneleje y. Obsér-
vese que, en la figura 2.2.10c¢), como (1, 1) estd en la grafica de fel punto (—1, 1) estd
en la grifica de y = V—x. La funcién y = V—x se ve algo extrafia, pero téngase
en cuenta que su dominio estd determinado por el requisito que —x = 0, o lo que es lo
mismo, que x = 0, por lo que la gréfica reflejada esté definida en el intervalo (—, 0].
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y % Y y= N Y

L1

} X } X X
N =V 1
(1,=-1)
a) Punto de partida b) Reflexion en el eje x ¢) Reflexién en el eje y
FIGuRA 2.2.10 Graficas del ejemplo 4 ]

Si una funcidn fes par, entonces f(—x) = f(x) demuestra que una reflexién en el eje y seria
exactamente la misma gréfica. Si una funcién es impar, entonces, de acuerdo con f(—x) =
—f(x), se ve que una reflexi6n de la grafica de fen el eje y es idéntica a la grifica de freflejada
en el eje x. En la FGuRA 2.2.11 la curva en azul es la grafica de la funcién impar f(x) = x°; la
curva roja es la grifica de y = f(—x) = (—x)* = —x’. Nétese que si la curva en azul se refleja  FIGURA2:2.11 Reflexion de una
enel eje y o en el eje x, se obtiene la curva roja. funcion impar en el eje y

[0 Transformaciones no rigidas Si una funcién f se multiplica por una constante

¢ > 0, cambia la forma de la gréfica, pero se conserva, aproximadamente, su forma original. Y (x, 3x) o

La gréfica de y = cf(x) es la de y = f(x) deformada de manera vertical; la gréfica de f se estira ' Estiramiento
(o se alarga, o se elonga) verticalmente, o se comprime (o0 se aplana) de manera vertical, lo vertical
cual depende del valor de c. El estiramiento o la compresién de una gréifica son ejemplos de

transformaciones no rigidas. (x, x)

ESTIRAMIENTOS Y COMPRESIONES VERTICALES

Supongamos que y = f(x) es una funcién y que ¢ es una constante positiva. Enton-
ces, la gréfica de y = cf(x) es la grifica de f

FIGURA 2.2.12 Estiramiento verti-
i) estirada verticalmente por un factor de ¢ unidades, si ¢ > 1, cal de la grafica de f(x) = x
ii) comprimida verticalmente por un factor de ¢ unidades, si0 < ¢ < 1.

Si (x, y) representa un punto en la grafica de f, entonces el punto (x, cy) estd en la grafica de
cf. Las gréficas de y = x y de y = 3x se comparan en la FIGurA 2.2.12; la ordenada de un punto
en la grafica de y = 3x es 3 veces mayor que la ordenada del punto con la misma abscisa, en

la grafica de y = x. La comparacion de las gréficas de y = 10x? (grdfica en azul)y y = %xz \ y= %xz
(grifica en rojo) de la FIGURA 2.1.13 es algo mds dristica; la grifica de y = 15x tiene un aplas-

X
tamiento vertical considerable, en especial cerca del origen. N6tese que en esta descripcion, ¢
es positiva. Para trazar la grafica de y = —10x? uno se la imagina como y = —(10x%), lo cual ~ FiGuRA 2.2.13 Estiramiento verti-
quiere decir que primero se estira verticalmente la grifica de y = x?, por un factor de 10, y cal (azul) y compresién vertical
después se refleja esa grifica en el eje x. (rojo) de la grafica de f(x) = x*
| EJEMPLO 5 Combinacion de transformaciones

Graficary = 2 — 2Vx — 3.
Solucion El lector debe reconocer que la funcién dada es producto de cuatro transforma-
ciones de la funcién bésica f(x) = Vx:

desplazamiento vertical hacia arriba desplazamiento horizontal hacia la derecha
\ i
y=2-2Vx—3
T

reflexion en el eje y  estiramiento vertical
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Comenzaremos con la grafica de f (x) = Vx de la FIGURA 2.2.14 4). A continuacidn, se estira
verticalmente esa grafica, por un factor de 2, para obtener y = 2V/x en la figura 2.2.14b), que
se refleja en el eje x, para obtener y = —2V'x, de la figura 2.2.14c). Esta tercera grifica se
desplaza 3 unidades hacia la derecha, para obtener y = —2Vx — 3 en la figura 2.2.14d). Por
ultimo, la cuarta grafica se desplaza 2 unidades hacia arriba, para obtener y = 2 — 2Vx — 3,
de la figura 2.2.14e). Nétese que el punto (0, 0) de la grafica de f(x) = Vx queda fijo en el
estiramiento vertical y en la reflexion en el eje x, pero bajo el primer desplazamiento (horizon-
tal), el punto (0, 0) se mueve a (3, 0) y en el segundo desplazamiento (vertical), el punto (3, 0)
se mueve a (3, 2).

T+ y=-2x-3

| Py |

0,0

a) Punto de partida

b) Estiramiento
vertical

¢) Reflexién en el eje x

FiGuRA 2.2.14 Graficas de las funciones del ejemplo 5
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G0\

d) Desplazamiento
hacia la derecha

X
y=2_2x/)f3\

e) Desplazamiento
hacia arriba

En los problemas 1 a 10, use las condiciones (1) y (2) para determinar si la funcién y = f{(x)
es par, impar o ni par ni impar. No haga la gréfica.

1. f(x) =4 — &?
3.f(x)=x*—x+4

2. f(x) = x> + 2x
4. fx) =x+x*+x

1
5.7(x) = 30— 6. f(x) ="
7.f(x) =1 —-VI1— x? 8. f(x) = Vx> +x
9. f(x) = || 10. f(x) = x[x]|

En los problemas 11 a 14, indique si la funcién y = f(x), cuya gréfica se presenta, es par,
impar o ni par ni impar.

11. Y 12.
+ y

=

FIGURA 2.2.15 Gréfica del
problema 11
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FIGURA 2.2.16 Grafica del
problema 12



14. y

FIGURA 2.2.17 Gréfica del U
problema 13 1

FIGURA 2.2.18 Gréfica del
problema 14

En los problemas 15 a 18, complete la grafica de la funcién dada y = f(x) si @) f es una fun-
cién par, y b) si f'es una funcién impar.

15.

17. 18.

16.

/ X
FIGURA 2.2.19 Grafica del problema 16
problema 15

FIGURA 2.2.20 Gréfica del

\_/

FIGURA 2.2.21 Grafica del
problema 17

| T T X

=

a

FIGURA 2.2.22 Gréfica del
problema 18

En los problemas 19 y 20, suponga que f(—2) = 4 y que f(3) = 7. Determine f(2) y f(—3).

19. Si fes una funcién par. 20. Si f'es una funcién impar.

En los problemas 21 y 22, suponga que g(—1) = —5 y que g(4) = 8. Determine g(1) y g(—4).

21. Si g es una funcién impar. 22. Si g es una funcién par.

En los problemas 23 a 32, los puntos (=2, 1) y (3, —4) estén en la gréfica de la funcién y =
S(x). Determine los puntos correspondientes en la gréifica que obtuvo con las transformacio-
nes dadas.

23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

la gréfica de f desplazada 2 unidades hacia arriba

la gréfica de f desplazada 5 unidades hacia abajo

la grafica de f desplazada 6 unidades hacia la izquierda

la grafica de f desplazada 1 unidad hacia la derecha

la gréfica de f desplazada 1 unidad hacia arriba y 4 unidades hacia la izquierda
la gréfica de f desplazada 3 unidades hacia abajo y 5 unidades hacia la derecha
la gréfica de freflejada en el eje y

la gréfica de freflejada en el eje x

2.2 Simetria y transformaciones 65



31. la gréfica de f'estirada verticalmente por un factor de 15 unidades
32. la gréfica de f comprimida verticalmente por un factor de i de unidad, y después refleja-
daen el eje x.

En los problemas 33 a 36, use la gréfica de la funcién y = f(x) que se indica en la figura, para
graficar las funciones siguientes:

a)y=f(x)+2 b)y = f(x) —2
oy=f(x+2) d)y=f(x—5)
ey =—f(x) Hy=f(-x)
33. 34.
y_/ Y
_-—|—|—>x -+

FIGURA 2.2.23 Grafica del

bl 23 FIGURA 2.2.24 Grafica del
problema

problema 34
3s. y 36. y

T T T T \ -x
problema 35 \AjL

FIGURA 2.2.25 Grafica del

FIGURA 2.2.26 Grafica del
problema 36

En los problemas 37 y 38, use la grafica de la funcién y = f(x) que muestra la figura, para
graficar las siguientes funciones.

@@y =f(x)+1 )y =f(x)—1
©y=f(x+m) @y=f(x —m/2)
ey=—f(x) f)y = f(—x)
@y =3f(x) )y = —3f(x)

37. y 38. y

[
—

|
bS]
|
: SIEES
|
NI N
3+
=
|
\*"
|
(STE]
-

/N
N\

FIGURA 2.2.28 Grafica del

problema 38

En los problemas 39 a 42, deduzca la ecuacidn de la grafica final después de aplicar las
transformaciones indicadas a la gréifica de y = f(x).

FIGURA 2.2.27 Grafica del
problema 37

39. la grafica de f(x) = x° desplazada 5 unidades hacia arriba y 1 unidad hacia la derecha.

40. la grafica de f(x) = x*, estirada verticalmente por un factor de 3, y a continuacién des-
plazada 2 unidades hacia la derecha.

41. la grafica de f(x) = x*, reflejada en el eje x y desplazada 7 unidades hacia la izquierda.

42. la grifica de f(x) = 1/x, reflejada en el eje y y desplazada 5 unidades hacia la izquierda y
10 unidades hacia abajo.
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En los problemas 43 a 46, describa en palabras como se obtiene la grafica de la primera fun-
cion de la grafica de la segunda funcién, usando transformaciones rigidas y no rigidas.
Grafique cuidadosamente la primera funcion.

B.y=—-1+2V-x+2;y=Vx 44‘y:2+%(—x)3;y=\/;
2 1 1 1

45 y=2-—— y=— 46.y=—1—-—— y=
Y x—17 x Y (x—2)2y x?

Para discusion

47. Explique por qué la gréifica de una funcidn no cero no puede ser simétrica con respecto
al eje x.

48. ;Qué puntos, si los hay, en la gréfica de y = f(x) permanecen fijos, esto es, igual en la
gréfica resultante después de un estiramiento o una compresion vertical? ;Y después de
una reflexion en el eje x? ;Después de una reflexion en el eje y?

49. Indique la relacién que hay entre las grificas de y = f(x)y y = f(|x]).

50. Indique qué relacién hay entre las grificas de y = f(x) y y = f(cx), donde ¢ > 0 es una
constante. Considere dos casos: 0 <c <lyc> I

51. Revise las graficasde y = xy y = 1/x, de la figura 2.2.1. A continuacién indique c6mo
obtener la gréfica de la reciproca y = 1/f(x) a partir de la gréfica de y = f(x). Trace la
gréifica de y = 1/f(x) a partir de la funcién cuya gréfica se ve en la figura 2.2.26.

E* Funciones lineales

[0 Introduccion Lanocién de una linea recta juega un papel importante en el estudio del
célculo diferencial. Hay tres tipos de rectas en el plano xy, o plano cartesiano: rectas horizon-
tales, verticales e inclinadas u oblicuas. En esta seccién veremos que cada una de esas rectas
se origina de una ecuacion lineal

Ax + By + C =0, (1

donde A, By C son constantes reales. La caracteristica que da el nombre de lineal a (1) es que
las variables x y y s6lo aparecen elevadas a la primera potencia. Regresaremos a (1) cuando
repasemos las lineas y sus ecuaciones, pero veamos los casos de especial interés:

C
A=QB¢Q®y=—E, 2
C
A#O,BZO,daxZ—Z, 3)
A#0,B#0,d A ¢ 4
’ ’ a = - - 5
y 3 B 4

La primera y tercera de las anteriores ecuaciones definen funciones. Si —C/B de (2) se deno-
mina b, se obtiene una funcién constante.

FUNCION CONSTANTE

Una funcion constante y = f(x) es una que tiene la forma

y =b,

donde b es una constante.

2.3 Funciones lineales
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1

1

1

1

i
X

Recorrido
horizontal
Xy — Xy
Subida
Yo=Yy
(IR ) A o2t
Recorrido horizontal
H=X

X

b) Tridngulos semejantes

FIGURA 2.3.1 Pendiente de una
recta

El dominio de una funcién constante es el conjunto de nimeros reales (—, ). En la
definicién de una funcién estamos haciendo corresponder a cada nimero real x con el mismo
valor de y, esto es, (x, b). En nuestro ejemplo de una funcién, con los alumnos y pupitres de
la seccion 2.2, eso equivale a que todos los alumnos en un salén de clase estén sentados en
un pupitre. Por otra parte, la ecuacién (3) no define una funcién. No se puede hacer que un
alumno (el valor fijo de x) se siente en todos los pupitres de un salén de clase.

Si se representan —A/B'y —C/B de (4) por a y b, respectivamente, se obtiene la forma de
una funcién lineal.

Una funcién lineal y = f(x) es aquella que tiene la forma

f(x) =ax + b,

donde a # 0y b son constantes.

El dominio de una funcién lineal es el conjunto de nimeros reales (—, ).

[0 Graficas Como las gréficas de las funciones constantes y lineales son lineas rectas, es
adecuado repasar las ecuaciones de todas las rectas. Comenzaremos recordando, de la geome-
tria plana, que a través de dos puntos distintos (x;, y;) y (x,, y,) del plano, pasa sélo una recta
L. Si x; # x,, el nimero

=N

m = —

Xy ™ X (7)
se llama la pendiente de la recta determinada por esos dos puntos. Se acostumbra llamar a
v, — y, el cambio de y, incremento de y, o subida de la recta; x, — x, es el cambio de x,
incremento de x, o recorrido horizontal de la recta. En consecuencia, la ecuacion (7) es

B subida
recorrido horizontal”

Vea la FIGURA 2.3.1a). Todo par de puntos diferentes en una recta determinan la misma pendiente.
Para ver por qué sucede asi, examine los dos tridngulos rectdngulos semejantes, de la figura
2.3.1b). Como sabemos que las relaciones de los lados correspondientes de los tridngulos se-
mejantes son iguales, entonces

V=" _ s N

Xy 7™ Xy x4_X3.

Por consiguiente, la pendiente de una recta es independiente de la eleccién de puntos en ella.

En la FIcura 2.3.2 se comparan las graficas de rectas con pendientes positiva, negativa, cero
e indefinidas. En la figura 2.3.2a) se ve, leyendo la grifica de izquierda a derecha, que una
recta con pendiente positiva (m > 0) sube a medida que x aumenta. La figura 2.3.2b) muestra
que una recta con pendiente negativa (m < 0) baja cuando aumenta x. Si (x;, y,) y (x,, ¥,) son

y y y y
(15 ¥2)
(X5, ¥5) Recorrido horizontal > 0 COTRIY; (¥ ¥p) Recorrido

i ! o - horizontal = 0

' Subidas0 O ! Subida < 0 Subida =0 Gy, yp)

3 X : X X X
G| | N |

Recorrido horizontal > 0 (x5, )

aym>0 bym<0 c)ym=0 d) m indefinida

FIGURA 2.3.2 Rectas y sus pendientes a) a c); recta sin pendiente d)
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puntos en una recta horizontal, entonces y; = y,, por lo que la subida es y, — y, = 0. Por
consiguiente, de acuerdo con (7), la pendiente es cero (m = 0). Vea la figura 2.3.2¢). Si (x, y,)
¥y (2, y,) son puntos de una recta vertical, entonces x; = x,, y su recorrido horizontal es x, —
x; = 0. En este caso se dice que la pendiente de la recta es indefinida, o que la recta no tiene
pendiente. Vea la figura 2.3.2d).

O Ecuacion punto-pendiente (o forma punto-pendiente de la ecuacion
de una recta) Ya podemos deducir una ecuacién de una recta L. Para empezar, suponga-
mos que L tiene la pendiente m, y que (x;, y,) estd en la recta. Si (x, y) representa cualquier otro
punto de L, entonces de acuerdo con (7),

YN

m = .
X — X

Al multiplicar ambos lados de la dltima igualdad por x — x,, se llega a la importante ecuacion.

ECUACION PUNTO-PENDIENTE DE UNA RECTA

La ecuacion punto-pendiente de la recta que pasa por (x;, y,) cuya pendiente es

m, es
y =y =mlx — xy). (8)
| EJEMPLO 1 Ecuacion punto-pendiente
Determinar la ecuacion de la recta con pendiente 6 que pasa por (—1 2).
Solucién Sise hacen m = 6,x, = —% y y, = 2, con la ecuacién (8) se obtiene

y—2 = 6lx - (-D)]
Al simplificar se llega a

y—2=6(x+1) esdecir, y=6x + 5. [ |

| EJEMPLO 2 Ecuacion punto-pendiente

Deducir la ecuacién de la recta que pasa por los puntos (4, 3)y (=2, 5).
Solucién Primero calcularemos la pendiente de la recta que pasa por esos puntos. De
acuerdo con (7),

5—-3 2 1
m= — i

T 2-4 -6 3
Entonces, la ecuacién punto-pendiente (8) da como resultado

ley distributiva

1 {
y—3=—%(x—4) osea y= —

w

x +

W=
|

[0 Ecuacion pendiente-ordenada al origen Toda recta con pendiente (esto es,
toda recta que no sea vertical) debe cruzar el eje y. Si este cruce con el eje y es (0, b), entonces,
con x; = 0, y; = b, la forma punto-pendiente (8) da como resultado y — b = m(x — 0). Esta
ultima ecuacién se convierte en el siguiente resultado.

ECUACION PENDIENTE-ORDENADA AL ORIGEN
DE UNA RECTA

La ecuacion pendiente-ordenada al origen de la recta con pendiente m y or-
denada al origen b es

y = mx + b. 9)

2.3 Funciones lineales

dLa ley distributiva a(b + ¢) = ab
+ ac causa muchos errores en los
trabajos de los alumnos. Un error
frecuente se comete mas o menos
como sigue:

—(2x = 3) = —2x — 3.

El resultado correcto es:

(=1)(2x = 3)
(=1)2x = (-1)3

—2x + 3.

—(2x = 3)
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FIGURA 2.3.3 Las rectas que pa-
san por el origen son y = mx

FIGURA 2.3.4 Rectas
horizontal y vertical del
ejemplo 4

// /
FIGURA 2.3.5 Rectas
paralelas

horizontal X
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[0 Familia de rectas Cuando m # 0, las ecuaciones (8) y (9) resultan en la forma de
la funcion lineal, ecuacién (6). El coeficiente a en (6) es, naturalmente, la pendiente m de la
recta. Cuando b = 0 en (9), la ecuacién y = mx representa una familia de rectas que pasan
por el origen (0, 0). En la Figura 2.3.3 hemos dibujado algunos de los miembros de esa familia.

| EJEMPLO 3 Regreso al ejemplo 2

También se puede usar la forma pendiente-ordenada al origen, ecuacién (9), para obtener
la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos, en el ejemplo 2. Como en ese ejemplo,
se comienza determinando la pendiente, que es m = —3. Entonces, la ecuacién de la recta
es y = —3x + b. Al sustituir las coordenadas de cualquiera de los puntos, (4, 3) 0 (=2, 5)
en esta dltima ecuaciéon podemos determinar b. Si usamos x = 4 y y = 3, entonces
3=—1-4+b porloque b =3+3=2% Laecuaciéndelarectaesy = —ix + 5. m

[0 Rectas horizontal y vertical En el figura 2.3.2¢) vimos que una recta horizontal
tiene la pendiente m = 0. La ecuacién de una recta horizontal que pasa por un punto (a, b)
puede obtenerse de la ecuacion (8), esto es, y — b = 0 (x — a). La ecuacién de una recta ho-
rizontal es, entonces

y = b. (10)

Esto ya lo vimos en las relaciones (5) y en (2), donde —C/B desempeiiaba la parte del simbolo
b. Una recta vertical que pase por (g, b) tiene una pendiente indefinida, y todos los puntos de
ella tienen la misma abscisa. Entonces, la ecuacion de una recta vertical es

X =a. (11)

La ecuacioén (11) es la ecuacién (3), donde —C/A se sustituye por el simbolo a.

| EJEMPLO 4 Rectas horizontal y vertical

Deducir las ecuaciones de las rectas horizontal y vertical que pasan por (3, —1). Graficar esas
rectas.

Solucion Cualquier punto de la recta vertical que pasa por (3, —1) tiene la abscisa 3. En-
tonces, la ecuacion de esta recta es x = 3. De igual modo, cualquier punto de la recta horizontal
que pasa por (3, —1) tiene la ordenada — 1. Entonces, la ecuacion de estarectaes y = —1. Ambas
rectas se graficaron en la FIGuRA 2.3.4. No se debe olvidar que sélo y = —1 es una funcién. [ |

[0 Rectas paralelas v perpendiculares Supongamos que L, y L, son dos rectas
diferentes con pendiente. Esta hipdtesis quiere decir que tanto L; como L, no son verticales.
Entonces, necesariamente L, y L,, o son paralelas o se cruzan. Si las lineas se cruzan y forman
un dngulo recto, se dice que son perpendiculares. Podemos determinar si dos rectas son para-
lelas o perpendiculares, examinando sus pendientes.

PENDIENTES DE RECTAS PARALELAS
Y PERPENDICULARES

Si L, y L, son rectas con pendientes m, y m,, respectivamente, entonces

e L, es paralela a L, si, y s6lo si m; = m,, y

e L, es perpendicular a L, si, y s6lo si m;m, = —1.

Hay varias maneras de demostrar estos teoremas. La demostracién de (12) se puede hacer
usando tridngulos rectingulos semejantes, como en la FIGURA 2.3.5, y el hecho de que las rela-
ciones de los lados correspondientes en esos tridngulos son iguales. Dejamos la justificacién
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de (13) como ejercicio. Vea el problema 64, de los ejercicios 2.3. Observe que la condicién
m;m, = —1 implica que m, = —1/m,, es decir, que las pendientes son reciprocas negativas
entre si. Una recta horizontal y = b, y una recta vertical x = a, son perpendiculares, pero esta
ultima es una recta sin pendiente.

| EJEMPLO 5

Las ecuaciones lineales 3x + y = 2y 6x + 2y = 15 se pueden ordenar en sus formas pendien-
te-ordenada al origen

Rectas paralelas

y=-3x+2 y y=—3x+%,

respectivamente. Como se indicé en color en el renglén anterior, la pendiente de cada recta
es —3. Por consiguiente, las rectas son paralelas. Las graficas de esas ecuaciones se ven en la
FIGURA 2.3.6. ]

| EJEMPLO 6

Deducir la ecuacion de la recta que pase por (0, —3), y que sea perpendicular a la grafica de
4x—3y+6=0.

Solucién Expresaremos la ecuacién lineal indicada en su forma pendiente-ordenada al
origen:

Rectas perpendiculares

4x =3y +6=0 implica que 3y =4x + 6.

Al dividir entre 3 se obtiene y = 3x + 2. Esta recta, cuya grifica se ve en azul en la FIGURA
237, tiene pendiente 3. La pendiente de cualquier recta perpendicular a ella es la reciproca
negativa de 3, o sea —3. Como (0, —3) es la interseccion en el eje de las y de la recta que se
pide, entonces, de acuerdo con (9), su ecuacién es y = —3x — 3. La grafica de esta tltima

ecuacion es la linea roja de la figura 2.3.7. [ |

[0 Graficas Como se mencion6 en secciones anteriores de este capitulo, al graficar una
ecuacion siempre se recomienda tratar de determinar sus intersecciones con los ejes coorde-
nados. Excepto los casos de rectas horizontales y verticales, y de las que pasen por el origen,
una recta tendrd diferentes coordenadas al origen. Naturalmente, todo lo que necesita para
trazar una recta son dos puntos.

| EJEMPLO 7

Graficar la ecuacién lineal 3x — 2y + 8 = 0.
Solucién No hay necesidad de volver a escribir la ecuacion lineal y = mx + b. S6lo
se calculan las intersecciones con los ejes coordenados.

Grafica de una ecuacion lineal

Interseccion con el eje y: Igualando x = 0 se obtiene —2y + 8 = 0, o seay = 4. La orde-
nada al origen es 4, y el cruce con el eje y estd en (0, 4).
Interseccion con el eje x: Igualando y = 0 queda 3x + 8 =0 oseaquex = —5. La
8

abscisa al origen es 0, y el cruce con el eje x estd en (-3, 0).

Como muestra la FIGURA 2.3.8, la recta se traza por las dos intersecciones con los ejes (0, 4) y
8
(=3.0). [

[0 Funciones crecientes y decrecientes Acabamos de ver en las figuras 2.3.2a) y
2.3.2b) que si a > 0 (que, como acabamos de ver también, hace la parte de m), los valores de
una funcién lineal f(x) = ax + b aumentan cuando x crece, mientras que cuando a < 0, los
valores de f(x) decrecen cuando x aumenta. Las nociones de creciente y decreciente se pueden
ampliar a cualquier funcién. La capacidad de determinar intervalos dentro de los cuales una
funcioén fes creciente o decreciente tiene un lugar importante en las aplicaciones del cdlculo.

2.3 Funciones lineales

y=-3x+2

N

y=—3x+%

FIGURA 2.3.6 Recta
del ejemplo 5

i

-/

A

s paralelas

=4x+2

—t X

FIGURA 2.3.7 Rectas perpendi-
culares del ejemplo 6

} } } } X
/s |
3x-2y+8=0
FIGURA 2.3.8 Gréafica de la
ecuacion del ejemplo 7
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S(x2)

S

=

f
a x X b

a) f(x)) < f(xp)

Sxp)

Sf@x)

a xj X, b
b) f(x1) > f(x)

FIGURA 2.3.9 Funcioén creciente en
a); funcion decreciente en b)
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FUNCIONES CRECIENTES/DECRECIENTES

Supongamos que y = f(x) es una funcién definida en un intervalo, y que x; y x, son
dos niimeros cualesquiera en el intervalo, tales que x;, < x, Entonces, la funcién

fes

* creciente en el intervalo, si f (x;) < f(x,). (14)
* decreciente en el intervalo si f(x;) > f(x,). (15)

N\ J

En la FIGURA 2.3.94), la funcidn f es creciente en el intervalo [a, b], mientras que f es decre-
ciente en [a, b]en la figura 2.3.9b). Una funcién lineal f(x) = ax + b es creciente en el intervalo
(=00, %) cuando a > 0, y es decreciente en el intervalo (—2, %) cuando a < 0.

[0 Puntos de interseccion Con frecuencia interesa encontrar los puntos donde se cru-
zan las gréficas de dos funciones. Las intersecciones con el eje x de la grafica de una funcién f
se pueden interpretar como los puntos donde la grafica de f cruza a la grafica de la funcién
constante y = 0. En general, en un punto P de interseccion de las graficas de dos funciones, f
y g, las coordenadas (x, y) de P deben satisfacer las dos ecuaciones, y = f(x) y y = g(x), por lo

que f(x) = g(x).

| EJEMPLO 8 Interseccion de rectas
Determinar el punto donde se intersecan las dos rectas de la figura 2.3.7.
Solucién Seigualany = 3x + 2y y = —2x — 3,y se despeja x:
gx + 2= —Zx -3
G+ D= -3
%x = -5
_ 12
X = —73.
Al sustituir x = —*2 en cualquier ecuacién se llegaay = — 2. El punto de interseccién de las
rectas es (— gz, -9). [

comienzan en la pagina RESP-4.

q Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

En los problemas 1 a 6 determine la pendiente de la recta que pasa por los puntos indicados.
Grafique esa recta.

1. (3,-7), (1,0) 2. (=4, -1), (1, —1)
3.(5,2), (4, —3) 4.(1,4), (6, -2)
5.(-1,2),(3,-2) 6. (8, —3).(2.3)

En los problemas 7 y 8, use la grifica para estimar sus pendientes.

7. y 8- y /
/
~ 5
NG /
X / X
5 / 5

FIGURA 2.3.10 Gréfica del FIGURA 2.3.11 Gréfica del
problema 7 problema 8
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En los problemas 9 a 16, determine la pendiente y las intersecciones con los ejes coordena-
dos de la recta dada. Grafique esa recta.

9.3x —4y +12=0
11.2x =3y =9

13.2x +5y —8=0

10.3x — 3y =3
12. =4x -2y +6=0

y X
4.2 - — 1=
2 10 0

15y + 3x =1 16.y =2x+ 6

En los problemas 17 a 22, deduzca una ecuacién de la recta que pase por (1, 2) y tenga la
pendiente indicada.

17.2 18. 55
19.0 20. -2
21. —1 22. indefinida

En los problemas 23 a 38, deduzca la ecuacidn de la recta que satisfaga las condiciones
indicadas.

23. pasa por(2,3)y (6, —

24. pasapor (5, —6

25. pasapor (8, 1

26. pasapor (2,2

27. pasa por (—2

28. pasa por (0, 0) y por (a, b)

29. pasapor(—2,4)yesparalelaa3x +y—5=0

30. pasapor (1, —3)yes paralelaa2x =5y + 4 =0

31. pasa por (5, —7)y es paralela al eje y

32. pasa por el origen y es paralela a la recta que pasa por (1, 0) y (=2, 6)

33. pasa por (2, 3)y es perpendicularax — 4y + 1 =0

34. pasa por (0, —2)y es perpendicular a 3x + 4y + 5 =0

35. pasa por (—5, —4)y es perpendicular a la recta que pasa por (1, 1)y (3, 11)

36. pasa por el origen y es perpendicular a todas las rectas que tienen pendiente 2.

37. Encuentre las coordenadas del punto P que se muestra en la FIGURA 2.3.12.

38. Una linea a través de (2, 4) tiene la subida 8. Sin buscar la ecuacién de la linea, determi-
ne si el punto (1, —5) estd en la linea.

En los problemas 39 a 42, determine cudles de las rectas indicadas son paralelas o perpendi-
culares entre si.

39.a) 3x —5y+9=0
c) 3x+5y=2
e) 5x—3y+8=0

b) 5x = =3y
d) 3x+5y+4=0
f)Sx—3y—-2=0

40.a) 2x + 4y +3 =0 b) 2x —y=2
¢) x+9=0 d) x=4
e)y—6=0 ) —x—2y+6=0
4l.a) 3x —y—1=0 b) x —3y+9=0
¢)3x+y=0 d) x+3y=1
e) 6x — 3y +10=0 f) x +2y=-8
42.a) y +5=0 b) x=17

¢) 4x + 6y =3
e) 2x —3y—2=0

d) 12x =9y +7=0
f)3x+4y—-11=0

En los problemas 43 y 44, deduzca la funcién lineal con la forma de la ecuacién (6) que
satisfaga las dos condiciones indicadas.

43. f(=1) =5, (1) = 4. f(=1) = 1+ f(2), f(3) = 4f(1)

2.3 Funciones lineales

FIGURA 2.3.12 Rectas del
problema 37
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FIGURA 2.3.13 Graficas del
problema 51
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FiuRA 2.3.14 Circulo y recta
tangente del problema 52

Fahrenheit Celsius Kelvin
F) ©) (K)

212 - Agua- 100} - hirviente -—- §

326 - Agua-- 0 fif congelada-273f

vl v

FIGURA 2.315 Termometros de
los problemas 53 y 54
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En los problemas 45 a 48, determine el punto de interseccién de las graficas correspondien-
tes a las funciones lineales indicadas. Trace las dos lineas.

45. f(x) = —2x + 1,g(x) =4x + 6 46. f(x) =2x +5,g(x) =3x+ 5
47. f(x) =4x + 7,g(x) =3x + 2 48. f(x) = 2x — 10, g(x) = —3x

En los problemas 49 y 50, calcule el cociente de la siguiente funcidn lineal

S+ h) = f(x)
P ;

donde & es una constante.

49. f(x) = —9x + 12 50. f(x) =%x—5

51. Deduzca una ecuacién de la recta L que muestra la FIGURA 2.3.13 si la ecuacién de la curva
enazulesy = x> + 1.

52. Unarecta L tangente a un circulo en un punto P del circulo es perpendicular a la recta
que pasa por Py por el centro del circulo. Deduzca la ecuacién de la recta L, que se ve
en la FIGURA 2.3.14.

Aplicaciones diversas

53. Termémetros La funcién que relaciona a T, en grados Celsius, y T, en grados Fah-
renheit, es lineal.

a) Exprese Tj en funcién de T si (0°C, 32°F) y (60°C, 140°F) estdn en la grdfica de
Tr.

b) Demuestre que 100°C equivale al punto de ebullicién en grados Fahrenheit, 212°F.
Vea la FIGURA 2.3.15.

54. Termémetros: continuaciéon La funcién que relaciona a T, en grados Celsius, con Ty,
en kelvins, es lineal.

a) Exprese Tk en funcién de T si (0°C, 273 K) y (27°C, 300 K) estdn en la grifica de
Tk

b) Exprese el punto de ebullicién, 100°C, en kelvins. Vea la figura 2.3.15.

¢) Se define al cero absoluto como 0 K. ;Cudnto es 0 K en grados Celsius?

d) Exprese Ty como funcion lineal de 7.

e) (Cudnto es 0 K en grados Fahrenheit?

55. Interés simple A interés simple, la cantidad A acumulada durante un tiempo es la fun-
cion lineal A = P + Prt, donde P es el principal, ¢ se expresa en afios y r es la tasa de
interés anual, expresada como decimal. Calcule A después de 20 afios si el principal es
P = 1000y la tasa de interés anual es 3.4%. ;En cudnto tiempo A = 2 200?

56. Depreciacion lineal La depreciacion lineal, o en linea recta, quiere decir que un ar-
ticulo pierde todo su valor inicial de $A en un periodo de n afios, y cada afio pierde una
cantidad A/n. Si un articulo que costé $20 000 cuando era nuevo se deprecia linealmente
en 25 afios, determine la funcidn lineal que exprese su valor V a los x afios, donde 0 = x
= 25. ;Cuadl es el valor del articulo a los 10 afios?

Para discusion

57. Examine la funcién lineal f(x) = %x — 4. Si x cambia una unidad, ;cuéntas uni-
dades cambiard y? ;Y si x cambia 2 unidades? ;Y si x cambia n unidades (n entero
positivo)?

CAPITULO 2 Funciones



58.

59.

60.
61.

62.

63.

64.

E# Funciones cuadraticas

a

Considere el intervalo [x;, x,] y la funcién lineal f(x) = ax + b, a # 0. Demuestre que

f(x] er xz) AC) ; /(x)

y describa la interpretacion geométrica de este resultado, cuando a > 0.

(Cémo deduciria usted una ecuacién de la recta que es perpendicular y divide en

dos partes iguales (es decir, es mediatriz) al segmento de recta cuyos extremos son

(3,10)y (3, 4)?

Usando sélo los conceptos expuestos en esta seccion, ;jcémo demostraria o negaria que

el tridngulo cuyos vértices estan en (2, 3), (—1, —3) y (4, 2) es un tridngulo rectdngulo?

Usando sélo los conceptos expuestos en esta seccion, ;cémo demostraria o negaria que

el cuadrilétero con vértices en (0, 4), (—1, 3) (=2, 8) y (=3, 7) es un paralelogramo?

Si C es una constante real arbitraria, se dice que una ecuacién como 2x — 3y = C define

una familia de rectas. Escoja cuatro valores diferentes de C 'y grafique las rectas corres-

pondientes en los mismos ejes coordenados. ;Qué es verdad en el caso de las rectas que

son miembros de esta familia?

Deduzca las ecuaciones de las rectas que pasan por (0, 4) y que son tangentes al circulo

P+ y =4

Para demostrar la ecuacion (13) usted debe demostrar dos cosas, las partes “s6lo si” y

“si” del teorema.

a) En la Ficura 2.3.16, sin perder generalidad, hemos supuesto que dos rectas perpendi-
culares, y = mx, m; > 0y y = myx, m, < 0 se cortan en el origen. Use la informa-
cidn de la figura para demostrar la parte “sélo si”:

Si L, y L, son rectas perpendiculares con pendientes m; y m,, entonces mm, = —1.
L1,

b) Invierta su argumento del inciso a) para demostrar la parte “si’:

Si L, y L, son rectas con pendientes m, y m,, tales que mym, = —1, entonces L,y L,
son perpendiculares.

Introduccion La funcién de elevacién al cuadrado, y = x%, que tuvo un papel im-

portante en la seccién 2.2, es un miembro de una familia de funciones llamadas funciones
cuadraticas.

FUNCION CUADRATICA

Una funcion cuadratica y = f(x) es una funcién que tiene la forma

f(x) = ax®> + bx + c,

donde a # 0, by c son constantes.

El dominio de una funcién cuadratica f es el conjunto de los niimeros reales (—2, ).

2.4 Funciones cuadraticas

(ls m])

y=nmx

L,

(1,m2)'\

J

Yy =nmpx

- Ny —np

FIGURA 2.3.16 Rectas que cruzan

el origen, del problema 64
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FIGURA 2.4.1 Grafica
de la parabola mas
sencilla
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[0 Graficas La grafica de toda funcién cuadratica, a la que se le llama parabola, tiene la
misma forma bésica que la funcién de elevar al cuadrado, y = X2, que muestra la FIGURA 2.4.1.
En los ejemplos que siguen veremos que las graficas de las funciones cuadréticas (1) sélo son
transformaciones de la gréfica de y = x*

* La gréfica de f(x) = ax’,a>0,esla grificadey = X2, estirada verticalmente cuando
a > 1y comprimida verticalmente cuando 0 < a < 1.

* La grifica de f(x) = ax*, a < 0, es la grifica de y = ax?, a > 0, reflejada en el eje x.

* La gréifica de f(x) = ax’ + bx + ¢, b # 0, es la grifica de y = ax* desplazada horizon-
talmente o verticalmente.

De acuerdo con los dos primeros puntos de esta lista, se llega a la conclusién de que la gréfica
de una funcién cuadrética se abre hacia arriba, como en la figura 2.4.1, si a > 0 y se abre hacia
abajosia < 0.

| EJEMPLO 1 Estiramiento, compresion y reflexion

a) Las grificas de y = 4x?y y = 75x7 son, respectivamente, un estiramiento vertical
y una compresion vertical de la grifica de y = x*. Las graficas de esas funciones se
ven en la FIGURA 2.4.2a); la grifica de y = 4x” se ve en rojo, lade y = rloxz es verde, y
lade y = x* estd en azul.

b) Las grificasdey = —4x%, y = —15x> y y = — x° se obtienen a partir de las graficas
de las funciones del inciso a), reflejdndolas en el eje x. Vea la figura 2.4.2b).

L TN

a) La gréfica en rojo es un estiramiento b) Reflexiones en el eje x
vertical de la grafica en azul;
la gréfica en verde es una compresién
vertical de la grafica en azul

y

FIGURA 2.4.2 Graficas de las funciones cuadraticas del ejemplo 1

[0 Vértice y eje Si la grifica de una funcién cuadritica se abre hacia arriba, a > 0 (o
hacia abajo, a < 0), el punto mds bajo (mds alto) (h, k) de la pardbola se llama vértice. Todas
las pardbolas son simétricas con respecto a una recta vertical que pasa por el vértice (h, k). La
recta x = h se llama eje de simetria, o simplemente eje de la pardbola. Vea la Figura 2.4.3.

y Eje Eje V¥
x= h x=h
| |
I I
I I
| |
i El vértice (h, k)
\ i es el punto mds alto/"i
|
I
I
I
I

(/7,I k) El vértice
Ies el punto mds bajo

a)y=ax2+bx+c,a>0 b)yy=ax2+bx+c,a<0

FIGURA 2.4.3 Vértice y eje de una parabola

CAPITULO 2 Funciones



[0 Forma normal El vértice de una parabola puede determinarse ordenando la ecuacién
f(x) = ax’> + bx + ¢ en su forma normal

f(x) =alx — h)*+ k. )
La forma (2) se obtiene a partir de la ecuacion (1), completando el cuadrado en x. Para com-

pletar el cuadrado en la ecuacién (1) se comienza factorizando el nimero a de todos los térmi-
nos que contienen a la variable x:

f(x) =ax*>+ bx + ¢

al x>+ —x ) + c.
a

Dentro de los paréntesis se suma y se resta el cuadrado de la mitad del coeficiente de x:

b

cuadrado de 5,
|
, b b* b*
f(x) =alx”+—x 5 =] + ¢ < los términos en color suman 0
a 4a”  4a”
AN o
=al x>+ —x + — |- tc < nétese que u’(*%> =-=Z 3)

a 4a 4q 4a” 4a

I
Q
N\
=
J’_
|
N——
[\
N
Q
S
|
>
[\S]

da

La tltima expresion es la ecuacion (2), en la cual se iguala h = —b/2a 'y k = (4ac — b*)/4a.
Si a > 0, entonces por necesidad a(x — h)* = 0. Por consiguiente, f(x) en la ecuacién (2) es
minima cuando (x — h)2 = 0; esto es, cuando x = h. Con un argumento similar se demuestra
que si a < 0en (2), f(x) es un valor mdximo para x = h. Por consiguiente, (%, k) es el vértice de
la pardbola. La ecuacién del eje x de la pardbolaes x = hox = —b/2a.

Si a > 0, entonces la funcién fen (2) es decreciente en el intervalo (—o°, h]y es creciente
en el intervalo [/, ). Si a < 0, sucede exactamente lo contrario, esto es, fes creciente en (—, /]
y sigue decreciente en [/, ©).

Recomendamos mucho que no memorice el resultado del dltimo renglén de las ecua-
ciones (3), sino que practique cada vez completar el cuadrado. Sin embargo, si el profesor
permite la memorizacién para ahorrar tiempo, el vértice se puede determinar calculando las

coordenadas del punto
b b
- —— ) 4
( 2a’ f( 2a)> @)

[0 Intersecciones La grifica de la ecuacién (1) tiene siempre una interseccién con el
ejey, porque f(0) = ¢, por lo que el punto de interseccién con el eje y estd en (0, ¢). Para deter-
minar si la gréfica tiene intersecciones con el eje x, se debe resolver la ecuacién f(x) = 0. Eso
se puede hacer sea por factorizacién o usando la férmula general de segundo orden. Recuerde
que una ecuacion cuadratica ax’> + bx + ¢ = 0, a # 0, tiene las soluciones

—b — Vb* — dac b+ \V/ b* — dac

2a ’ = 2a

xlz

Distinguiremos tres casos, de acuerdo con el signo algebraico del discriminante b*> — 4ac.

* Sib* — 4ac > 0, hay dos soluciones reales distintas, x; y x,. La pardbola cruza el eje x
en (x;, 0) y (x, 0).

2.4 Funciones cuadraticas

4 Vea la seccién 1.4.
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4+ y=x2-2x-3

El contra-
dominio de
fes[—4, o)

X
(3,0

1,-4)

FIGURA 2.4.4 Parabola del ejem-
plo 2

y
EX0)
—t Hat—t—>x

©,-9)
y=—4x2+12x-9

FIGURA 2.4.5 Parabola del
ejemplo 3
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* Sib* — 4ac = 0, hay una sola solucién real x,. El vértice de la pardbola estd en el eje x,
en (x;, 0). La pardbola es tangente al eje x, es decir, lo toca en ese punto.
* Si b* — 4ac < 0, no hay soluciones reales. La pardbola no cruza al eje x.

Como verd en el ejemplo que sigue, se puede obtener un bosquejo razonable de una para-
bola graficando las intersecciones con los ejes coordenados y el vértice.

EJEI\/IPLO 2

Graficar f(x) = x* — 2x — 3.

Solucién Como a = 1 > 0, se ve que la pardbola se abre hacia arriba. De f(0) = —3, se
obtiene el cruce con el eje y en (0, —3). Para ver si hay intersecciones con el eje x, se resuelve
x*> — 2x — 3 = 0. Factorizando:

Grafica usando las intersecciones con los ejes
y el vértice

(x+ 1)(x—=3)=0,

y se ve que las soluciones son x = — 1 y x = 3. Los cruces con el eje x estdn en (— 1, 0) y en
(3, 0). Para ubicar el vértice se completa el cuadrado:

fx)=(*=2x+1)—1-3=(x*-2x+1) — 4.

De esta manera llegamos a la forma normal, que es f(x) = (x — 1} —4.Sih=1yk= —4,la
conclusion es que el vértice estd en (1, —4). Con esta informacién trazamos una pardbola que
pase por estos cuatro puntos, como se ve en la FIGURA 2.4.4.

Una ultima observacion. Al ubicar el vértice, en forma automatica se determina el con-
tradominio de una funcién cuadratica. En este ejemplo, y = —4 es el nimero menor del
contradominio de f, por lo que el contradominio de fes el intervalo [—4, ) en el eje y. [ |

| EJEMPLO 3

Graficar f(x) = —4x* + 12x — 9.

Solucién La gréfica de esta funcién cuadrdtica es una pardbola que se abre hacia abajo,
porque a = —4 < 0. Para completar el cuadrado se comienza sacando a —4 como factor comtn
de los dos términos en x:

El vértice esta en la interseccion con el eje x

—4x* + 12x — 9
= —4(x* - 3x) — 9

a2 - 9 9\ _
4 x 3x + 9
4 4

9
—4(x2—3x+4)—9+9

9
—4( x* = 3x + .
(#-3+3)

Entonces, la forma normal es f(x) = —4(x — 2)%. Con h = 3y k = 0, se ve que el vértice

estaen (3, 0). El cruce con el eje y estd en (0, £(0)) = (0, — 9). Al resolver —4x> + 12x —9 =0
se ve que s6lo hay un cruce con el eje x, en (3,0), lo cual era de esperarse, porque el vértice
(%, 0) estd en el eje x. Como se ve en la FIGURA 2.4.5, se puede obtener un esquema aproximado
s6lo con estos dos puntos. La pardbola es tangente al eje x en (%, 0). [ |

f(x)

| EJEMPLO 4

Graficar f(x) = x* + 2x + 4.

Uso de la ecuacion (4) para encontrar el vértice

CAPITULO 2 Funciones



Solucién La grifica es una pardbola que se abre hacia arriba, porque @ = 1 > 0. Para
fines de ilustracién, usaremos esta vez la ecuacion (4) para determinar el vértice. Con b = 2,
—bf2a = —2/2=—1,y

f(=1) = (=1 +2(-1) +4 =3,

el vértice estd en (— 1, f(—1)) = (=1, 3). Ahora, el cruce con el eje y estd en (0, £(0)) = (0, 4),
pero la férmula cuadratica indica que la ecuacién f(x) = 0, 0 x* + 2x + 4 = 0 no tiene solucio-
nes reales. En vista de lo anterior, la grafica no tiene interseccién con el eje x. Como el vértice
estd arriba del eje x y la pardbola se abre hacia arriba, la grafica debe estar toda arriba del eje x.
Vea la FIGURA 2.4.6. [ |

O Graficas por transformaciones La forma normal, ecuacién (2), describe con cla-
ridad cémo se traza la grafica de cualquier funcién cuadritica a partir de la grifica de y = x°,

comenzando con una transformacion no rigida, seguida por dos transformaciones rigidas:

= ax” es la grifica de y = x* estirada o comprimida verticalmente.
(x — h)* es la gréfica de y = ax? desplazada | & | unidades horizontalmente.
(x — hY + keslagrificade y = a(x — h)* desplazada | k | unidades verticalmente.

La ricura 2.4.7 ilustra los desplazamientos horizontal y vertical en el caso en donde a > 0,
h>0yk>D0.

1
Y |
!
Eje
x?h y=a(x—-h)?2+k
!
y=ax? !
T o4 Vértice (h, k)
P
7 = :
Vértice (0, 0) h |

FIGURA 2.4.7 La grafica en rojo se obtiene desplazando la
gréfica en azul 4 unidades hacia la derecha, y k unidades
hacia arriba

| EJEMPLO 5 Graficas con desplazamiento horizontal

Comparar las grificas dea) y = (x — 2y b) y = (x + 3)%

Solucién La grifica en linea interrumpida azul, en la FIGURA 2.4.8, es la grafica de y = X
Al comparar las funciones a) y b) con la ecuacién (2), se ve en cada casoquea = 1y k = 0.
Eso quiere decir que ninguna de ellas tiene estiramiento o compresion verticales, ni que esté
desplazada verticalmente.

y=(x+3)? y=x2 y=(x-2)2
\ I

FIGURA 2.4.8 Graficas desplazadas del ejemplo 5

2.4 Funciones cuadraticas

FIGURA 2.4.6 Parabola del
ejemplo 4

79



a) Tgualando i = 2, la grifica de y = (x — 2) es la gréfica de y = x* desplazada hori-
zontalmente 2 unidades hacia la derecha. El vértice (0, 0) de y = x* se convierte en el
vértice (2, 0)de y = (x — 2)* Vea la grifica en rojo de la figura 2.4.8.

b) Sihacemos que & = —3, la grificade y = (x + 3)* es la grifica de y = x* desplazada
| =3 | = 3 unidades horizontalmente hacia la izquierda. El vértice (0, 0) de y = x*
se convierte en el vértice (—3, 0)de y = (x + 3)* Vea la grifica en verde de la
figura 2.4.8. [ |

| EJEMPLO B

Graficar y = 2(x — 1)* — 6.

Solucién Esta es la grifica de y = x* estirada hacia arriba verticalmente, seguida por un
desplazamiento horizontal de 1 unidad hacia la derecha, y después por un desplazamiento
vertical de 6 unidades hacia abajo. En la FIGuRA 2.4.9, el lector debe notar la forma en que el
vértice (0, 0) de la gréfica de y = x* se mueve a (1, —6) en la grafica de y = 2(x — 1)* — 6, como
resultado de estas transformaciones. También debe comprender la forma en que el punto (1, 1)
de la figura 2.4.9a) termina siendo el punto (2, —4) de la figura 2.4.94d).

Grafica desplazada

y
= _ 12

y“ y=2x2 y y=2(x—1)2 % y=2x-1)"-6

Toy=2? A

+ T (.2 2,2) 2. -4

T /D T
- x —— ——+>x e

a) Parabola basica b) Estiramiento vertical ¢) Desplazamiento horizontal d) Desplazamiento vertical

FiGuRA 2.4.9 Graficas del ejemplo 6 |

s(1)

FIGURA 2.4.10 Piedra lanza-
da hacia arriba desde una
altura inicial s,
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Las gréficas pueden ayudar a resolver ciertas desigualdades cuando una tabla de signos no
es util porque la funcién cuadrética no se factoriza en forma cémoda. Por ejemplo, la funcién
cuadritica del ejemplo 6 equivale a y = 2x> — 4x — 4. Si se nos pidiera resolver la desigualdad
2x? — 4x — 4 =0, en la figura 2.4.9d) verfamos que y = 0 hacia la izquierda de la interseccién
con el eje x en el eje de las x negativas, y a la derecha de la interseccion con el eje x en el eje
de las x positivas. Las abscisas de estas intersecciones, obtenidas resolviendo 2% —4x—4=0
con la férmula cuadrética, son 1 — V3 yl+ /3. Entonces, la solucién de 26> — 4x — 4 =0

es(—, 1 —V3]JU [l + V3, x).

O Objeto en caida libre Supongamos que un objeto, como una pelota, se lanza ya sea
directamente hacia arriba (hacia abajo) o simplemente se deja caer desde una altura inicial s,.
Entonces, si la direccidn positiva se toma hacia arriba, la altura s(f) del objeto sobre el suelo se
determina con la funcién cuadritica

®)

donde g es la aceleracién debida a la gravedad (—32 pies/s* 0 —9.8 m/s?); v, es la velocidad
inicial que se imparte al objeto, y ¢ es el tiempo, expresado en segundos. Vea la FIGURA 2.4.10.
Si se deja caer el objeto, entonces v, = 0. Para deducir la ecuacién (5), lo cual es un ejercicio
directo en célculo integral, es que el movimiento se efectia cerca de la superficie terrestre, y
entonces no se tiene en cuenta los efectos de retardo debidos a la resistencia del aire. También,
la velocidad del objeto cuando esta en el aire se determina con la funcién lineal

s(t) = 3gt® + vyt + s,

v(t) = gt + v (6)

Vea los problemas 49 a 52, en los ejercicios 2.4.
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EjerCiCiOS Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-5.

En los problemas 1 a 6, trace la grafica de la funcién findicada.

L f(x) = 2x* 2. f(x) = —2x°
3.f(x) =2x* -2 4. f(x) =2x*>+5
5.f(x) = —2x* + 1 6. f(x) = —2x* -3

En los problemas 7 a 18, en el caso de la funcién cuadrética f:

a) Determine todas las intersecciones con los ejes de la grafica de f.
b) Exprese la funcién fen la forma normal.

¢) Determine el vértice y el eje de simetria.

d) Trace la grafica de f.

7. f(x) = x(x +5) 8. f(x) = —x? + 4x

9. f(x) =3 —x)(x+1) 10. f(x) = (x = 2)(x — 6)
11.f(x)=x2—3x+2 12.f(x)=—x2+6x—5
13. f(x) =4x> —4x + 3 14. f(x) = —x* + 6x — 10
15. f(x) = —3x* + x + 1 16. f(x) =x*—2x — 17
17. f(x) = x> — 10x + 25 18. f(x) = —x*+ 6x— 9

En los problemas 19 y 20, calcule el valor maximo o el valor minimo de la funcién f. Indique
cudl es el contradominio de la funcién f.

19. f(x) =3x>—8x + 1 20. f(x) = —2x>—6x+ 3

En los problemas 21 a 24, determine el intervalo mds grande en el que la funcion f sea crecien-
te, y el intervalo mds grande en el que la funcién f sea decreciente.

21. f(x)
23. f(x)

Ix? =25 22. f(x) = —(x + 10)?
—2x% — 12x 24. f(x) = x>+ 8x — 1

En los problemas 25 a 30, describa, en palabras, como se puede obtener la grafica de la fun-
cién indicada a partir de la gréafica de y = x?, mediante transformaciones rigidas o no rigidas.

25. f(x) = (x — 10)? 26. f(x) = (x + 6)*
27. f(x) = —H(x +4)*+9 28. f(x) =10(x — 2)>— 1
29. f(x) = (—x—6)>— 4 30. f(x) = —(1 — x>+ 1

En los problemas 31 a 36, la grafica que se ve es y = x%, desplazada y/o reflejada en el plano
xy. Escriba la ecuacion de la grafica.

31. y 32. 44

FIGURA 2.4.11 Grafica del FIGURA 2.4.12 Grafica del
problema 31 problema 32

2.4 Funciones cuadraticas
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y=—x+6x

FIGURA 2.4.17 Gréficas del

problema 46

y=2x

FIGURA 2.4.18 Distancia del

problema 47
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T “ t

(5, 0)

33.

FIGURA 2.4.13 Grafica
del problema 33 FIGURA 2.4.14 Grafica del

problema 34

36. A

<

x +

FIGURA 2.4.16 Grafica
del problema 36

FIGURA 2.4.15 Grafica
del problema 35

En los problemas 37 y 38, deduzca la funcién cuadrética f(x) = ax* + bx + ¢ que satisfaga las
condiciones indicadas.

37
38

. ftiene los valores f(0) = 5, f(1) = 10, f(—1) = 4
. su gréfica pasa por (2, —1)y los ceros de fson 1 y 3

En los problemas 39 y 40, deduzca las funciones cuadraticas en su forma normal
f(x) = a(x — h)* + k, que satisfaga las condiciones indicadas.

39
40

. el vértice de la grafica de festd en (1, 2), y la grafica pasa por (2, 6)
. el valor maximo de f'es 10; el eje de simetria es x = —1 y la interseccion con el eje y es
(0, 8).

En los problemas 41 a 44, trace la regién del plano xy que esta acotada entre las graficas de las
funciones indicadas. Determine los puntos de interseccion de las graficas.

41
42

y=—x+4, y=x"+2x
y=2x—-2, y=1-x*

3. y=x>+2x+2, y=-x>—2x+2
4. y=x>—6x+1, y=—-x>+2x+1
45. Busque el valor maximo de f(x) = —x + 6 Vx + 10. [Sugerencia: Vea los problemas

46.

47.

48.

19y20.Seat = Vax.]

Considere las grificas que se muestran en la FIGURA 2.4.17. Busque los puntos en ambas
gréficas de 1 = x = 6 de tal modo que la distancia vertical d entre las graficas es un
maximo. ;Cudl es la mdxima distancia vertical?

a) Exprese, en funcién de x, el cuadrado de la distancia d del punto (x, y) en la gréfica de
y = 2x, al punto (5, 0) indicado en la FIGURA 2.4.18.

b) Use la funcién de la parte a) para calcular el punto (x, y) que es el mds cercano a (5, 0).
Como se ve en la FIGURA 2.4.19, una flecha disparada con un dngulo de 45° con respecto a
la horizontal, describe un arco parabélico definido por la ecuacién y = ax* + x + c. Use
el hecho de que la flecha se lanza a una altura vertical de 6 pies, y recorre una distancia
horizontal de 200 pies, para calcular los coeficientes a y c. ;Cudl es la altura mdxima
que alcanza la flecha?
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49.

50.

51.

52.

200 pies : !

FIGURA 2.4.19 Flecha del problema 48

Se dispara una flecha verticalmente hacia arriba, con una velocidad de 64 pies/s, desde

un punto que estd a 6 pies arriba del suelo. Vea la FIGURA 2.4.20.

a) Calcule la altura s(7) y la velocidad v(¢) de la flecha cuando el tiempo es 7 = 0.

b) (Cudl es la altura maxima que alcanza la flecha? ;Cual es la velocidad de la flecha
en el momento en que alcanza su altura maxima?

¢) En qué momento (tiempo) la flecha regresa al nivel de los 6 pies? ;Cudl es su veloci-
dad en ese momento?

La altura sobre el piso a la que llega un cohete de juguete lanzado hacia arriba desde la

azotea de un edificio, se determina por medio de s(f) = —16¢* + 96¢ + 256.

a) (Cudl es la altura del edificio?

b) (Cudl es la altura méaxima que alcanza el cohete?

¢) Calcule el tiempo para que el cohete llegue al suelo.

Se deja caer una pelota desde el techo de un edificio, que estd a 122.5 metros sobre el

nivel del suelo.

a) (Cudl es la altura y la velocidad de la pelota cuando # = 1 s?

b) (En qué tiempo llega la pelota al suelo?

¢) (Cudl es la velocidad de la pelota al chocar con el suelo?

Hace pocos afios, un periddico informé que un escapista planeaba saltar de un puente

en el rio Mississippi, cargado con 70 Ib de cadenas y esposas. En el articulo se afirmaba

que la altura del puente era de 48 pies, y que la velocidad de impacto del escapista, al

llegar al agua, seria de 85 millas por hora. Suponiendo que sélo se dejara caer desde el

puente, entonces su altura (en pies) y su velocidad (en pies/segundo), a los 7 segundos

después de saltar del puente, se definen con las funciones s(f) = —16¢* + 48,y

W) = —32t, respectivamente. Determine si la velocidad de impacto estimada por el

periddico era la correcta.

Aplicaciones diversas

53.

Difusion de una enfermedad Un modelo de la difusién de un virus catarral supone que
dentro de una poblacién de P personas, la rapidez con la que se difunde una enfermedad
es proporcional tanto a la cantidad D de personas que ya son portadores de ella, como

a la cantidad P — D de personas que todavia no estin infectadas. Matematicamente, el
modelo se define con la funcién cuadrética

R(D) = kD(P — D),

donde R(D) es la rapidez de difusién del virus del catarro (en casos por dia) y k > 0 es

una constante de proporcionalidad.

a) Demuestre que si la poblacion P es constante, entonces la enfermedad se extiende
con mds rapidez cuando exactamente la mitad de la poblacién es portadora del
catarro.

2.4 Funciones cuadraticas
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Suelo

FIGURA 2.4.20 Flecha del
problema 49

Difusion de un virus
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b) Suponga que en un pueblo de 10 000 personas hay 125 enfermas el domingo, y que
el lunes se presentan 37 casos nuevos. Estime el valor de la constante k.

¢) Use el resultado del inciso b) para estimar los casos nuevos que se presentardn el
martes. [Sugerencia: La cantidad de personas portadoras de catarro, el lunes, es 162
=125+ 37/]

d) Estime la cantidad de casos nuevos el miércoles, jueves, viernes y sabado.

Para discusion

54. En los problemas 50 y 52 ;cudl es el dominio de la funcién s()? [Sugerencia: No es
(=2, )]

55. En la Luna, la aceleracion debida a la gravedad es la sexta parte de la que hay en la Tie-
rra. Si se lanza verticalmente hacia arriba una pelota desde la superficie lunar, ;alcanza-
ria una altura maxima seis veces mayor que la que alcanza en la Tierra, cuando tiene la
misma velocidad inicial? Argumente su respuesta.

56. Suponga que la funcién cuadrética f(x) = ax* + bx + c tiene dos ceros reales distintos.
(Como demostraria usted que la abscisa del vértice es el punto medio del segmento de
recta que une a las intersecciones con el eje x? Ponga en préctica sus ideas.

q Funciones definidas en intervalos

[0 Introduccion Una funcién f puede contener dos o mds expresiones o féormulas, cada
una de ellas definida para diferentes partes del dominio de f. Una funcién definida de esta ma-
nera se llama funcién definida en intervalos (o funcién definida en secciones o partes). Por
ejemplo,

f(x) =

X2 x<0
x+1, x=0

no son dos funciones, sino una sola en la que la regla de correspondencia estd en dos partes.
En este caso, una parte se usa para los nimeros reales negativos (x < 0) y la otra parte para los
niimeros no negativos (x = 0); el dominio de fes la unién de los intervalos (—2°, 0) U [0, %) =
(=00, %). Por ejemplo, como —4 < 0, la regla indica que se eleve al cuadrado el niimero:

Por ejemplo, la tarifa postal en Estados Unidos para cartas, tarjetas o paquetes es un caso
real de una funcién definida en intervalos. Cuando se escribi6 este libro, el porte por mandar
una carta en sobre tamafio normal, por correo de primera clase, depende de su peso en onzas:

$0.44, 0 < peso= 1onza
$0.61, 1 < peso = 2 onzas
Importe =¢ $0.78, 2 < peso = 3 onzas, (1)

$2.92, 12 < peso = 13 onzas.
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La regla, en las ecuaciones (1), es una funcién P formada por 13 partes (las cartas con mds de
13 onzas se envian por correo prioritario). Un valor P(w) es una de trece constantes; la cons-
tante cambia de acuerdo con el peso w (en onzas) de la carta. Por ejemplo,

P(0.5) = $0.44, P(1.7) = $0.61, P(2.2) = $0.78, P(2.9) = $0.78,
y P(12.1) = $2.92.

El dominio de la funcion P es la unidn de los trece intervalos:

(0,1JuU (1,2] U (2,3]U---U (12,13] = (0, 13].

| EJEMPLO 1 Grafica de una funcién definida en intervalos
Graficar la funcién definida en intervalos
-1, x <0,
f(x) =10, x=0, (2)

x+1, x>0.

Solucién Aunque el dominio de f consiste en todos los nimeros reales (—o°, %), cada
parte de la funcidn se define en una parte diferente de su dominio. Trazaremos

* larecta horizontal y = —1 parax < 0,
* el punto (0, 0) parax = 0, y
e larectay =x + 1 parax > 0.

La grafica se ve en la FIGURA 2.5.1. [ |

El punto lleno en el origen de la figura 2.5.1 indica que la funcidén (2) estd definida en
x = 0, s6lo por f(0) = 0; los puntos vacios indican que las férmulas correspondientes a x < 0
y ax > 0 no definen f cuando x = 0. Como se estdn inventando funciones, vamos a considerar
la definicion:

-1, x =0,

g = { )

x+1, x>0
La grafica de g que se ve en la FIGURA 2.5.2 se parece mucho a la grafica de la funcién (2), pero

(2) y (3) no son la misma funcién, porque f(0) = 0, pero g(0) = —1.

[0 Funcion maximo entero A continuacién describiremos una funcién definida en
intervalos, que se parece a la funcién (1), de “importe postal” , porque ambas son ejemplos
de funciones escalon: cada funcién es constante en un intervalo, y a continuacion salta a otro
valor constante en el siguiente intervalo vecino. Esta nueva funcién, que tiene muchas nota-
ciones, se representard aqui por f(x) = [x], y se define mediante la regla

[x] = n, donde n es un entero que satisfacean < x <n + 1. 4)

A la funcién f'se le llama funcién maximo entero (o funcién entero mayor) porque (4), tradu-
cida a palabras, quiere decir que:

Sfx) es el entero mayor n que es menor o igual a x.

Por ejemplo,

f(6) = 6 porque 6 = x = 6, f(—1.5) = =2 porque —2 = x = —1.5,
£(0.4) = 0porque 0 = x = 0.4, f(7.6) = Tporque 7 = x = 7.6,
f(m) =3 porque 3 = x =, F(=V2) = =2 porque —2 = x = —\V/2,

2.5 Funciones definidas en intervalos

\_\' =0,x=0

,\':!l..\'<0_

FIGURA 2.5.1 Grafica de la funcion
definida en intervalos del
ejemplo 1

a2

FIGURA 2.5.2 Grafica de la fun-
cion g definida en (3)
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4y* y=id
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1+ o—o

—t > X
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FIGURA 2.5.3 Funcidn maximo
entero

y

4l

3+ y=[x-2] e—o
2+ *—0
1+ —0

-1 1 2 3 4 5
+ e—o0
+—o0

—

FIGURA 2.5.4 Grafica desplazada
del ejemplo 2

y asi sucesivamente. El dominio de f es el conjunto de los nimeros reales, y consiste en la
unién de una cantidad infinita de intervalos ajenos; en otras palabras, f(x) = [x]es una fun-
cién definida en intervalos, expresada por

-2, —2=x<-1
-1, —-1=x<0
fx)=[x]=¢ 0, O0=x<I 5)
1, 1=x<2
2, 2=x<3

El contradominio de fes el conjunto de los enteros. En la FIGURA 2.5.3 se muestra una parte de
la grafica de fen el intervalo cerrado [—2, 5].

En computacion, la funciéon méaximo entero se llama funcién piso, y se representa por
f(x) = Lx. Vea los problemas 47, 48 y 53, en los ejercicios 2.5.

| EJEMPLO 2 Grafica desplazada

Graficary = [x — 2].

Solucién La funciénesy = f(x — 2), donde f(x) = [x]. Entonces, la gréfica de la figura
2.5.3 se desplaza a la derecha 2 unidades horizontalmente. Nétese, en la figura 2.5.3, que si n
es un entero, entonces f(n) = [n] = n. Pero en la FiGura25.4, parax = n,y = n — 2. ]

[0 Funciones continuas La grifica de una funcién continua no tiene agujeros, espa-
cios vacios finitos ni interrupciones infinitas. Si bien la definicién formal de continuidad de
una funcién es un tema importante de discusién en calculo, en este curso bastard imaginarla
en términos informales. Con frecuencia, una funcién continua se caracteriza al decir que su
grafica puede trazarse “sin levantar el lapiz del papel”. Los incisos a) a ¢) de la figura 2.5.5
ilustran funciones que no son continuas, es decir, son discontinuas, en x = 2. La funcién

2
—4

f(x)zx =x+2, x#2,
x—2

de la FIGURA 25.54) tiene un agujero en la grafica (no estd el punto (2, f(2)); la funcién

_|x—2\

5 de la figura 2.5.5D) tiene un hueco o salto finito en su gréfica, en x = 2; la

funcién f(x) = en la figura 2.5.5¢) tiene una interrupcién infinita en su grafica, en

x—2

x = 2. La funcién f(x) = x> — 3x + 2 es continua; su grafica se ve en la figura 2.5.5d); no tiene
agujeros, huecos ni interrupciones infinitas.

a) Agujero en la gréfica

b) Hueco finito en la grafica  ¢) Salto infinito en la grafica  d) Sin agujeros, huecos ni saltos

FIGURA 2555 Funciones discontinuas a) a ¢); funcidn continua d)
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El lector debe tener en cuenta que las funciones constantes, lineales y cuadriticas son
continuas. Las funciones definidas en intervalos pueden ser continuas o discontinuas. Las
funciones en (2), (3) y (4) son discontinuas.

[0 Funcion valor absoluto A la funcién y = | x|se le llama funcién valor absoluto, y
surge con frecuencia al estudiar cdlculo. Para obtener su gréfica se trazan sus dos partes, que
consisten en semirrectas perpendiculares:

(6)

—-x, six<O0
y=lx| =

X, six = 0.

Vea la FIGURA 2.5.65). Ya que y = 0 para toda x, otra forma de graficar (6) es tan sélo trazar la
rectay = x y reflejar en el eje x la parte de la recta que estéd debajo de él. Vea la figura 2.5.6b).
El dominio de (6) es el conjunto de los niimeros reales (—%, ©), y como se ve en la figura
2.5.6a), la funcién valor absoluto es una funcién par, decreciente en el intervalo (—o°, 0) y
creciente en el intervalo (0, ); ademds, es continua.

y=-x,x<0 y=x,x20

=
1l
=

Reflejar esta

parte de y = x

en el eje x
a)y=lxl b)

FIGURA 2.5.6 Funcion valor absoluto, ecuacion (6)

En algunas aplicaciones interesa la grafica de valor absoluto de una funcién arbitraria
y = f(x). En otras palabras, de y = | f(x)|. Como | f(x)| es no negativa para todos los nimeros x
en el dominio de f, la grafica de y = | f(x)| no se prolonga abajo del eje x. Ademds, la definicién
de valor absoluto de f(x) es

[ =f(x), sif(x) <0
0l = {f(x), si f(x) =0, @

y demuestra que se debe negar f(x) cuando f(x) sea negativa. No hay necesidad de preocuparse
por resolver las desigualdades (7); para obtener la gréfica de y = |f(x)| se puede proceder igual
que hicimos en la figura 2.5.6b): con cuidado trazar la grifica de y = f(x) y a continuacién
reflejar en el eje x todas las partes de la grafica que estén abajo de ese eje.

| EJEMPLO 3 Valor absoluto de una funcién
Graficary = | —3x + 2|
Solucién Primero trazaremos la gréfica de la funcidn lineal f(x) = —3x + 2. Nétese que,

como la pendiente es negativa, f es decreciente, y su gréfica cruza al aje x en (3, 0). Se traza
con linea de puntos la grafica para x > 3, porque esa parte estd abajo del eje x. Por iltimo,

2.5 Funciones definidas en intervalos
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\para x > 2

3

FIGURA 2.5.7 Grafica de la
funcion del ejemplo 3
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reflejamos hacia arriba la parte, sobre el eje x, para obtener la grafica en forma de v con linea
azul continua, de la FIGuRA 2.5.7. Como f(x) = x es una funcidn lineal simple, no debe sorpren-
der que la gréfica del valor absoluto de cualquier funcién lineal f(x) = ax + b, a # 0, dé como
resultado una gréfica parecida a la de la funcién valor absoluto de la figura 2.5.6a). [ |

Valor absoluto de una funcion

| EJEMPLO 4

Graficar y = | —x* + 2x + 3|.

Solucién Como en el ejemplo 3, comenzaremos trazando la grafica de la funcién f(x) =
—x* 4 2x + 3, calculando las intersecciones con los ejes, que son (—1, 0), (3, 0), (0, 3)y, como
fes una funcién cuadrdtica, su vértice, que estd en (1, 4). Observe que, en la FIGURA 2.5.84), ¥
< 0 parax <—1y parax > 3. Esas partes de la grifica de f se reflejan en el eje x, para obtener
la grafica de y = | —x* + 2x + 3| que vemos en la figura 2.5.8b).

y y:—x2+2x+3 y y:I—x2+2x+3|

a) b)
FiGuRA 2.5.8 Graficas de las funciones del ejemplo 4 ]

@ : . e Las respuestas a problemas impares seleccionados
E_]GI’C]C]OS comienzan en la pagina RESP-6.

En los problemas 1 a 4 determine los valores indicados de la funcién f definida en intervalos:

X~ 4 x #F2
Lf(x)=qx-2’ ;o f(0), £(2), £(=7)
4, x=2
xt—1
21 x#+ *x1
2.£(x) =1 IR CS VN CONIE)
5, x=1
2 >
3f<x>={f?2x’ Y=L 0y, 200, £(~2), f(V2)
X7, x <1
0, x<0
4. f(x) = {x, 0<x<1; f(=3),f(), f(4), f(62)
x+1, x=1
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Si la funcién f definida en intervalos es

7 =

calcule cada uno de los valores siguientes.
a) f(3) b f(~1) o) f(V2)
d) f(1.12) e) f(5.72) H f(m)

1, x es ndmero racional
0, x esnumero irracional,

(Cuadl es la interseccion con el eje y de la grafica de la funcién fen el problema 5?
Determine los valores de x para los cuales la funcién definida en intervalos
X+1, x<0
f(x) B {x2—2, x =0,
es igual al ndmero indicado.
a) 7 b) 0 c) —1
d) —2 e) 1 hH =7
Determine los valores de x para los cuales la funcién definida en intervalos
x+1, x<O0
flx) =142, x=0
X2 x>0,
es igual al nimero indicado.
a) 1 b) 0 c 4
d ; e 2 H —4

En los problemas 9 a 34, trace la gréfica de la funcién definida en intervalos que se indique.
Calcule todas las intersecciones con los ejes de la grafica. Indique todos los niimeros para los
cuales la funcidn es discontinua.

A, Sl _1, <O
9.y:{ o X lo.y:{x X
-1, x>1 x+1, x=0
-3, x< -3 -x2=1, x<0
11.y = x, —3=x=3 12.y = 0, x=0
3, x>3 X2+ 1, x>0
13.y = [x + 2] 14.y =2 + [x]
15.y = —[x] 16.y = [—x]
17.y = [x + 3] 18.y = —|x — 4
19.y =2 — |x] 20.y = —1 — |x|
2Ly = =2 + |x + 1] 2.y =1—3x—2|
23.y = —[5 — 3x| 24.y = [2x — 5|
25.y = |x* — 1] 26.y = |4 — x|
27.y = |x* — 2x| 28.y = |—x? — 4x + 5|
29.y = ||x| — 2 30.y = [Vx -2
3.y = [x* — 1] 32.y = [[x]|
1, x <0 —X, x<0
Boy=Rlx—1], 0=x=2 Mq.y=<1—-|x—1], 0=x=2
1 x>72 x — 2, x>2
35. Sin trazar la grafica, indique el contradominio de la funcién f(x) = (—1)F.

36

. Compare las grficas de y = 2[x]y y = [2x].

2.5 Funciones definidas en intervalos
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En los problemas 37 a 40, deduzca la férmula definida en intervalos de la funcién f cuya gra-
fica se muestra. Suponga que el dominio de fes (—%, ).

37. y 38. y
2 o) \
-4 2 y 4 x -4 -2 2 4 x
=4 =4 \
FIGURA 259 Grafica del problema 37 FIGURA 2.5.10 Grafica del problema 38
39. y 40. y i
/N 1
) N S
—4 2 p 4 x -4 49 p. 4 x
-4 -4
FIGURA 2.5.11 Grafica del problema 39 FIGURA 2.5.12 Grafica del problema 40

En los problemas 41 y 42, trace la grificade y = | f(x)|.

41. fes lafuncién cuya grafica estd en la figura 2.5.9.
42. fes lafuncién cuya grafica se ve en la figura 2.5.10.

En los problemas 43 y 44, use la definicidn de valor absoluto, y exprese la funcién indicada f
como funcién definida en intervalos.

Il -3

43. f(x) = — 4. f(x) = 3]

En los problemas 45 y 46, calcule los valores de la constante k tal que la funcién f definida
en intervalos indicada sea continua en x = 2. Esto es, que la grafica de f no tenga agujeros,
huecos ni saltos en x = 2.

%x+1, x=2 kx+2, x<2

45 f(x) = {kx x>2 46. 1(x) = {x2 +1, x=2
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47. La funcién minimo entero g(x) = [ x]se define como el minimo entero n que es mayor o
igual a x. Llene los espacios en blanco.

(:

, —3<x=-2
—2<x=-1
—1<x=0
s 0<x=1
R 1<x=2
s 2<x=3

48. Grafique la funcién minimo entero g(x) = [x1, definida en el problema 47.

Para discusion

En los problemas 49 a 52, describa con palabras en qué difieren las graficas de las funciones
indicadas. [Sugerencia: Factorice y simplifique.]

2_9 * -9 x#+3
X- — )
970 =22 gl ={x-3 ,
4, x=3
2
-9
al , x#3
h(x) =9x—3
6, x=3
2 _ 746 _x2—7x+6 £ ]
50 f(x) = — 22 g(x) = -1 ’
x—1
g, x=1
X2—Tx+6
— , o x#F1
h(x) = x—1
5, x=1
‘o ol
51. f(x) = R glx) =q¢x* =1’ ,
0, x=1
ol
, X
h(x) =4qx*—1
2, x=1
3_g YO8 L,
52.f(x)=x X g(x)= x—=2’ ,
5, x=2
Co8 L
, X
h(x) =<¢x—2
12, x=2

53. Usando la nocion de reflexion de una grafica en un eje, exprese la funcién minimo ente-
ro g(x) = [x]en términos de la funcién maximo entero flx) = Lx] (veala pagina 86).
54. Describa c6mo graficar la funcién y = | x| + |x — 3| Ponga en préctica sus ideas.

2.5 Funciones definidas en intervalos
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E# Combinacion de funciones

O Introduccion Se pueden combinar dos funciones, f'y g, de varias maneras para crear
nuevas funciones. En esta seccién examinaremos dos de esas maneras de combinar: por ope-
raciones aritméticas y por la operacién de composicién de funciones.

[0 Combinaciones aritméticas Dos funciones se pueden combinar mediante las cua-
tro conocidas operaciones aritméticas de suma, resta, multiplicacién y division.

COMBINACIONES ARITMETICAS

Si f'y g son dos funciones, entonces la suma f + g, la diferencia / — g, el producto
fg y el cociente f/g se definen como sigue:

(f + 8)(x) = f(x) + g(x), (1
(f —&)x) = f(x) — g(x), 2
(f8)(x) = f(x)g(x), ()
<£>(x) = ]gjgi;, siempre que g(x) # 0. “4)

N\ J

EJEI\/IPLO 1 Suma, d.lferenaa, producto y cociente
de funciones

Se tienen las funciones f(x) = x* + 4x y g(x) = x> — 9. De acuerdo con las ecuaciones (1) a (4),
se pueden producir cuatro nuevas funciones:
(f+g)x)=f(x)+g(x)=((*+4x) + (x* —9) =2x* + 4x — 9,
(f —8)(x) = f(x) —g(x) = (& +4x) = (x* = 9) =4x + 9,
(fg)(x) = f(x)g(x) = (x* + 4x)(x*> — 9) = x* + 4x* — 9x* — 36x,
<f>(x) Cf(x) X+ 4x

g g(x) -9’

[0 Dominio de una combinacion aritmética Al combinar aritméticamente dos
funciones, es necesario que /'y g estén definidas en los mismos nimeros x. Por consiguiente, el
dominio de las funciones f + g, f — g y fg es el conjunto de los nimeros reales que son comu-
nes a ambos dominios; esto es, el dominio es la interseccion del dominio de f'y el dominio de
g. En el caso del cociente f/g, el dominio también es la interseccién de los dos dominios, pero
también se deben excluir todos los valores de x para los cuales el denominador g(x) sea cero.
En el ejemplo 1, el dominio de /'y el dominio de g es el conjunto de los nimeros reales (—%, %),
por lo que el dominio de f + g, f — gy fg también es (—o°, ). Sin embargo, como g(—3) = 0
y g(3) = 0, el dominio del cociente de (f/g) (x) es (—, ), excluidos x = —3 y x = 3; en otras
palabras, es (—%, —3) U (=3, 3) U (3, ). En resumen, si el dominio de fes el conjunto X, y
el dominio de g es el conjunto X,, entonces:

° eldominiodef+ g, f—gyfges X, NX,y
¢ el dominio de f/g es el conjunto {x|x € X; N X,, g(x) # 0}.

| EJEMPLO 2 Dominiode f + g

Al resolver la desigualdad 1 — x = 0, se ve que el dominio de f(x) = V1 — xes el intervalo
(=20, 1]. De igual modo, el dominio de la funcién g(x) = Vx + 2 es el intervalo[—2, «). Por
lo anterior, el dominio de la suma

(f + &)(x) = f(x) + g(x) = VI = x + Vix +2
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es la interseccién (—oo, 1] N [—2, ). El lector debe verificar que es interseccion, o el conjunto
de nimeros comunes a ambos dominios es el intervalo cerrado [—2, 1], trazando los intervalos
anteriores en la recta numérica. |

O Composicion de funciones Otro método para combinar las funciones fy g se
llama composicion de funciones. Para ilustrar el concepto supongamos que para una x dada
en el dominio de g, el valor de la funcién g(x) es un nimero en el dominio de la funcién 1. Eso
quiere decir que se puede evaluar f'en g(x); en otras palabras, se puede evaluar f(g(x)). Por ejem-
plo, supongamos que f(x) = x* y que g(x) = x + 2. Entonces, cuando x = 1, g(1) = 3, y como
3 estd en el dominio de f, podemos escribir que f(g(1)) = f(3) = 3* = 9. En realidad sucede
que en el caso de estas dos funciones en particular podemos evaluar f en cualquier valor de la
funcién g(x), esto es,

f(g(x)) = fx +2) = (x + 2)%

La funcién que resulta, llamada composicién de f'y g, se define a continuacion.

COMPQOSICION DE FUNCIONES

Si f'y g son dos funciones, la compeosicion de fy g, representada por f o g, es la
funcién definida por

(f = g)(x) = fg(x)). )
La composicion de g y f, representada por g ° f, es la funcién definida por
(g° f)x) = g(f(x)). (6)

N\ J

Cuando se calcula una composicién como (f° g) (x) = f(g(x)), no olvide sustituir toda x que
aparezca en f(x), en g(x). Vea el inciso «) del siguiente ejemplo.

| EJEMPLO 3 Dos composiciones
Sif(x) = x* + 3x — 1y glx) = 24> + 1, determinar a) (f° g) (x) y b) (g °f) (x).

Solucion

a) Para hacer hincapié, sustituiremos x por el conjunto de paréntesis ( ), y escribiremos f
en la forma

f) =0 »P+3 )-L

Entonces, para evaluar (f° g) (x) se llena cada conjunto de paréntesis con g(x). Entonces

(fog)(x) = f(g(x)) = f(2x* + 1)
— (2)(2 + 1)2 + 3(2)62 + 1) -1 eusc(u+l))3:a:+2(117+1)3

y la ley distributiva
=4x* +4x*+1+3-2x*+3-1-1
= 4x* + 10x% + 3.
b) En este caso, g se escribe en la forma
glx) =20  )P+1.
Entonces
(g f)(x) = g(f(x)) = g(x> + 3x — 1)
=2(x*+3x — 1241 <« uwelatb+c)=((a+b)+c)

=2(x*+6xX°+7x*—6x+1) + 1 =(a+b)+2(a+ b)e + ete.
=2-x*+2-6x3+2:7x*—2-6x+2-1+1
=2x* + 12x% + 14x% — 12x + 3. [ ]

2.6 Combinacion de funciones
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Lea varias veces este parrafo p

FiGura 2.6.1 Dominio de (f° g) (x)
en el ejemplo 6

94

Los incisos a) y b) del ejemplo 3 ilustran que la composicién de funciones no es conmu-
tativa. Esto es, que en general

feg#gef.
El siguiente ejemplo muestra que una funcién se puede componer consigo misma.

| EJEMPLO 4 Composicién de f con f

Si f(x) = 5x — 1, la composicién fo fes

(fof)x) =f(f(x)) = f(5x = 1) =5(5x — 1) — 1 = 25x — 6. m
| EJEMPLO 5 Expresar una funcion como composicion

Expresar F(x) = V6x* + 8 como la composicién de dos funciones, fy g.
Solucién Si definimos fy g como f(x) = Vxy g(x) = 6x> + 8, entonces

F(x) = (fog)(x) = f(g(x)) = f(6x" + 8) = Viox* + 8. u

Hay otras soluciones para el ejemplo 5. Por ejemplo, si las funciones fy g se definen por
f(x) = V6x + 8y g(x) = x*, entonces, obsérvese que (fo g) (x) = f(x*) = V6x* + 8.

O Dominio de una composicién Como indicamos en el ejemplo de la introduccién
a esta descripcion, para evaluar la composicion (f g) (x) = f(g(x)), el nimero g(x) debe estar
en el dominio de f. Por ejemplo, el dominio f(x) = Vxesx = 0, y el dominio de g(x) = x
— 2 es el conjunto de los niimeros reales (—2, ). Tenga en cuenta que no se puede evaluar
f(g(1)), porque g(1) = —1, y —1 no estd en el dominio de f. La funcién g(x) debe satisfa-
cer la desigualdad que define el dominio de f; que es g(x) = 0, para poder sustituir g(x) en
f(x). Esta desigualdad es igual que x — 2 = 0, o sea x = 2. El dominio de la composicién
flg(x)) =Vg(x) =Vx — 2es[2, ©), que s6lo es una porcién del dominio original, (—, ),
de g. En general,

¢ el dominio de la composicion fo g estd formado por los nimeros x en el dominio de g
tales que g(x) esté en el dominio de f.

| EJEMPLO B Dominio de una composicion

Examinemos la funcién f(x) = Vx — 3. De acuerdo con el requisito que x — 3 = 0, se ve
que cualquier nimero x que se sustituya en f debe satisfacer x = 3. Ahora, supongamos que
g(x) = x* + 2, y que se desea evaluar f(g(x)). Aunque el dominio de g es el conjunto de los
nimeros reales, para sustituir a g(x) en f(x) se requiere que x sea un nimero en el dominio, tal
que g(x) = 3. En la FIGURA 26.1 vemos que esta Gltima desigualdad se satisface siempre que x <
—1 0x = 1. En otras palabras, el dominio de la composicién

flg(x) = f(x*+2) =V(x*+2) -3 =V -1

es(—o, —1] U [I, ). -

En ciertas aplicaciones, una cantidad y se expresa en funcién de una variable x, que a su
vez es una funcién de otra variable ¢. Aplicando la composicién de funciones podemos expre-
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sar a y en funcién de 7. El siguiente ejemplo ilustra esta idea; el simbolo V hace la parte de y,
y r hace la parte de x.

| EJEMPLO 7 Inflado de un globo

Un globo meteoroldgico se infla con un gas. Si el radio del globo aumenta con una velocidad
de 5 cm/s, expresar el volumen del globo en funcién del tiempo ¢, en segundos.

Solucién Suponga que cuando se infla el globo, su forma es la de una esfera. Si r re-
presenta el radio del globo, entonces r(f) = 5¢. Como el volumen de una esfera es V = 3777,
la composicién es (Vo r) (f) = V(1)) = V(51), es decir

4 500
V =—m(5t) = —at. [ |
3 3

[0 Nota final Las transformaciones rigidas y no rigidas que estudiamos en la seccién 2.2
son ejemplos de las operaciones sobre funciones que acabamos de describir. En el caso de una
constante ¢ > 0, las transformaciones rigidas definidas por y = f(x) + cy y = f(x) — ¢ son la
suma y la diferencia de la funcién f(x) y la funcién constante g(x) = c. La transformacién no
rigida y = cf(x) es el producto de f(x) por la funcién constante g(x) = c. Las transformaciones
rigidas definidas por y = f(x + ¢)y y = f(x — ¢) son composiciones de f(x) con las funciones
lineales g(x) = x + ¢ y g(x) = x — ¢, respectivamente.

q Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

comienzan en la pagina RESP-7.

En los problemas 1 a 8 determine las funciones f + g, f — g, fg y f/g, y describa sus domi-
nios.

Lf(x)=x*+1, glx)=2x*—x
2.f(x)=x>—4, glx)=x+3

3.f(x)=x, gx)=Vx—1

450 =x =2 gl = —

5.f(x) =3x —4x> + 5x, g(x)=(1 —x)?

4 X
6. f(x) s glx) = —-
7.f(x) =Vx+2, glx)=V5-5x
1 Vx + 4
8'f(x):x2_9’ g(x):f
9. Complete la tabla
X 0 1 2 3 4
f(x) -1] 2] 10 8 0
g(x) 2 31 0 1 4
(feg)x)

2.6 Combinacion de funciones
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10. Complete la tabla, donde g es una funcién impar.

x 0 1 2 3 4
f(x) -2 | -3 0 -1 —4
g(x) 9 7 -6 | -5 | 13

(g°f)x)

En los problemas 11 a 14 determine las funciones fo g y g © f, y describa sus dominios.
1. f(x) =2+ 1, glx)=Vx—1
12.f(x)=x2—x+5, glx) =—x+4

13. f(x) = 2)67—17 g(x) =x+1
1 1
() = gl =

En los problemas 15 a 20, determine las funciones fo gy g ° f.

15. f(x) = 2x — 3, g(x) =4(x + 3)
16. f(x) =x—1, glx)=x°
1 1

x+?, g(x)=;

17. f(x)

2
19. f(x) =x+1, glx)=x+Vx—1
20. f(x) =x>—4, glx)=Vx+3

En los problemas 21 a 24, determine las funciones fo f'y fo (1/f).

21. f(x) =2x + 6 22. f(x) =x*+1
23. f(x) = % 24. f(x) == ;r 4

En los problemas 25 y 26, determine (f° g ° h) (x) = f(g(h(x))).

25. f(x) = Vx, g(x)=x% h(x)=x—1

26. f(x) = x>, g(x) =x*+3x, h(x)=2x

27. En el caso de las funciones f(x) = 2x + 7, g(x) = 3x?, determine (f > g o g)(x).

28. En el caso de las funciones f(x) = —x + 5, g(x) = —4x* + x, determine (f © g ° f ) (x).

En los problemas 29 y 30, determine (fo f° f) (x) = f(f (f(x))).
29, f(x) =2x—5 30. f(x) =x>—1

En los problemas 31 a 34, determine las funciones f'y g tales que F(x) = fo g.

31. F(x) = (x? — 4x)° 32. F(x) = Vox* + 16
33.F(x) = (x—3)*+4Vx—3 34.F(x) =1+ [2x + 9]

En los problemas 35 y 36 trace las graficas de las composiciones fo gy g o f.

35.f(x) = [x[ =2, glx) =[x =2[ 36 f(x) =[x —1], g(x) = [x]
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37. Se tiene la funcién y = f(x) + g(x), donde f(x) =x y g(x) = —[x]. Llene los espacios en
blanco, y a continuacién bosqueje la gréafica de la suma f + g, en los intervalos indica-
dos.

, 3=x<-2
—2=x<-1
, —1=x<0
, 0=x<1
R 1l=x<2
R 2=x<3

38. Encel caso de la funcién y = f(x) + g(x), donde f(x) = |x|y g(x) = [x]. Proceda
como en el problema 37, y a continuacién grafique la suma de f + g.

En los problemas 39 y 40, trace la grafica de la suma f + g.
39. f(x) = |lx — 1], g(x) = x| 40. f(x) = x, g(x) = |x|
En los problemas 41 y 42, trace la gréifica del producto fg.

41. f(x) = x, g(x) = [x] 2. f(x) =x, glx)=[x]

En los problemas 43 y 44, trace la gréfica del reciproco 1/f.

43. f(x) = |x| 4. f(x)=x—-13

Problemas diversos relacionados con el calculo

En los problemas 45 y 46,
a) determine los puntos de interseccion de las graficas de las funciones indicadas.
b) calcule la distancia vertical d entre las graficas, en funcion de x, en el intervalo /
definido por las coordenadas x de sus puntos de interseccion,
¢) use el concepto de vértice de una pardbola para calcular el valor maximo de d en el
intervalo I.

y
4. y 46. y=-=a2+2x+1
3(\
- X
! y=x2-1 id
d !
| X :
\ y=1-x
FIGURA 2.6.2 Grafica del y=x2-6x+1

problema 45 FIGURA 2.6.3 Grafica del

problema 46

Aplicaciones diversas

47. De aves Un avistador de aves ve un pdjaro a 100 pies hacia el este de su posicion. Si el
ave vuela hacia el sur a una velocidad de 500 pies/min, exprese la distancia d del avis-
tador al ave, en funcién del tiempo ¢. Calcule la distancia a los 5 minutos después del
avistamiento. Vea la FIGURA 2.6.4.

2.6 Combinacion de funciones

Avistador 100 pies

Vuelo
del ave

FIGURA 2.6.4 Avistador de aves
del problema 47
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48.

Bacterias Cuando se las cultiva, ciertas bacterias forman colonias circulares. El radio

del circulo, en centimetros, es
4
r(t) =4 — ——,
(¢) 2+ 1

donde el tiempo ¢ es expresado en horas.
a) Exprese el drea de la colonia en funcién del tiempo .
b) Exprese la circunferencia de la colonia en funcién del tiempo .

Para discusion

49.

50.

51.

52,

53.

54

5S.

56.

57.

58.

Suponga que f(x) = x> + 1y g(x) = Vx.Explique: ;Por qué el dominio de
(feog)x) = flg(x) = (Vx)P+1=x+1

no es (—, ©)? 5
Suponga que f(x) = P g(x) =

. Explique: ;Por qué el dominio de
x+3

2 2 2x + 6
08 = 160 = ey = =5

x+3

noes {x|x # 2}?
Encuentre el error en el siguiente razonamiento: Sif(x) = 1/(x — 2)y gx) = 1/Vx + 1,
entonces

<f)(x) _ 1/(x—2) _ Vx+1 s <f>(_1) :@
g Nxr1l x-2 7 g -3

=0.

X A(x) x + 1
E——— y X)) = —"
Vx(x — 10) ’ X

dominio de la funcién y = f(x) + f,(x) + f5(x)?
Suponga que f(x) = x* + 4x, g(x) = x — 2 y h(x) = —x. Explique: Sin hacer la gréfica,
(,como se relacionan las graficas de fo g, gof,fehy hefcon la grifica de f?

Suponga que f;(x) = Vx + 2, /,(x)

. (Cudl es el

. El dominio de cada funcién definida en intervalos,

Fla) = {x, x<0

x+1, x=0,

()_{xz, x=-—1
E\F x—2, x>-1,

es (—o0, ). Indique cémo determinar f + g, f — gy fg. Ponga en préctica sus ideas.

Indique cémo se relaciona la grafica de y = 3{f(x) + | f(x)|} con la grifica de

y = f(x). Ilustre sus ideas, usando f(x) = x> — 6x + 5.

Explique lo siguiente:

a) La suma de dos funciones pares fy g, ;es par?

b) La suma de dos funciones impares f'y g, es impar?

¢) El producto de una funcién f par, por una funcién g impar, ;es par, impar o ninguna
de las dos?

d) El producto de una funcién impar f por una funcién impar g, ;es par, impar o ningu-
na de las dos?

El producto fg de dos funciones lineales con coeficientes reales, f(x) = ax + b, por

g(x) = cx + d, es una funcién cuadrdtica. Explique por qué la gréfica de esta funcién

debe tener al menos una interseccion con el eje x.

Forme dos funciones f'y g diferentes, de tal modo que el dominio de F(x) = fo g sea

[=2,0)U (0, 2].
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@ Funciones inversas

[0 Introduccion Recuerde que una funcién f es una regla de correspondencia, que
asigna a cada valor x en su dominio X, un solo valor, o valor unico, y, en su contradominio.
Esta regla no excluye que el mismo nimero y esté asociado con varios valores diferentes de
x. Por ejemplo, para f(x) = x* + 1, el valor y = 5 se presenta con x = — 2, 0 bien con x = 2.
Por otra parte, para la funcién g(x) = x°, el valor y = 64 sélo se presenta cuando x = 4. En
realidad, para cada valor de y en el contradominio de g(x) = x°, s6lo corresponde un valor de
x en el dominio. A las funciones de esta tltima clase se les asigna un nombre especial.

FUNCION UNO A UNO

Se dice que una funcién f'es uno a uno o biunivoca si cada nimero en el contra-
dominio de f'estd asociado con exactamente un nimero en su dominio X.

[0 Prueba de la recta horizontal La interpretacién geométrica de lo anterior es que
una recta horizontal (y = constante) puede cruzar la grafica de una funcién uno a uno cuando
mucho en un punto. Ademas, si foda linea horizontal que cruza la grafica de una funcién lo
hace cuando mucho en un punto, necesariamente la funcién es uno a uno. Una funcién no es y=x2+1
uno a uno si alguna recta horizontal cruza su grafica mas de una vez.

| EJEMPLO 1 Prueba de la recta horizontal y=c

Las gréficas de las funciones f(x) = x* + 1y g(x) = x°, asf como una recta horizontal y = ¢
que interseca las gréficas de fy g, se ven en la FiIgura 2.7.1. La figura 2.7.1a) indica que hay dos

P 1y

nimeros, X, y x,, en el dominio de f, para los que f(x;) = f(x,) = c. Al inspeccionar la figura X o
2.7.1b) se ve que para toda recta horizontal y = ¢ que cruza la grafica, s6lo hay un nimero x;
en el dominio de g, tal que g(x;) = c. Por consiguiente, la funcién fno es uno a uno, mientras a) No uno a uno
que la funcién g si lo es. [ |
yp y=0
Una funcién uno a uno se puede definir de varias maneras. Con base en la descripcién
anterior, la siguiente afirmacion tiene sentido:
Una funcion f es uno a uno si, y sélo si f(x,) = f(x,) implica que x, = x, para toda x|
X,y X, en el dominio de f. (D N X
)
1
. . . . ., . I —
Enunciada en forma negativa, (1) indica que una funcién f no es uno a uno si se pueden en- y y=c
contrar nimeros x; y x, diferentes (esto es, x; # x,) en el dominio de f tales que f(x;) = f(x,).

El lector vera este enunciado del concepto de funcién uno a uno en el capitulo 5 cuando deba
resolver ciertas clases de ecuaciones. b) Uno a uno
Considere que (1) es una forma de determinar si una funcién fes biunivoca, cuando no se

i FiGuRA 2.7.1 Dos tipos
cuenta con una gréfica.

de funciones del
ejemplo 1

| EJEMPLO 2 Comprobacion de funciones uno a uno

a) Lafuncién es f(x) = x* — 8x + 6. Ahora bien, 0 # 2, pero observe que f(0) = f(2) = 6.
Por consiguiente, fno es uno a uno.

b) Lafunciénes f(x) =

, y sean x; y x, nimeros en el dominio de f. Si supone-
1 B 1
2)61 - 3 2.X2 - 3 ’

1
2x — 3
mos que f(x,) = f(x,), esto es, que

entonces, al sacar el reciproco
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Precaucion: El simbolo /' no re-
presenta al reciproco 1/f. El nimero 4
—1 no es un exponente.

Dominiode f  Contradominio
d

Contradominio de ~ Dominio de
f—l f—]
FIGURA 2.7.2 Funciones fy f*
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de ambos lados se ve que

2x, —3=2x,—3 implica que  2x; = 2x, oseaque  X; = X,.

De acuerdo con (1), se llega a la conclusién que f'es uno a uno. |

[0 Inversa de una funcion uno a uno Supongamos que fes una funcién uno a uno
cuyo dominio es X y contradominio Y. Debido a que todo nimero y en Y corresponde preci-
samente a un nimero x en X, la funcion f en realidad debe determinar una funcién “reversa”
', cuyo dominio es Y y su contradominio es X. Como se ve en la Ficura27.2, fy f ! deben
satisfacer

=y v [0 =x )
En realidad, las ecuaciones en (2) son las composiciones de las funciones fy f~:
oD =y vy G) = x 3)

A la funcién £ ! se le llama inversa de f, o funcién inversa de f. De acuerdo con la conven-
cion que cada elemento del dominio se represente con el simbolo x, la primera ecuacién de (3)
se reacomoda en la forma f(f~'(x)) = x. Resumiremos los resultados en (3).

FUNCION INVERSA

Sea funa funcién uno a uno con dominio X y contradominio Y. La inversa de fes
la funcién f~' cuyo dominio es Yy contradominio es X, para los cuales

f(f'(x)) = x paratoda x en Y, )
£ (f(x)) = x para toda x en X. 5)

Naturalmente, si una funcioén f no es uno a uno, no tiene funcién inversa.

| EJEMPLO 3 Verificar la inversa

Verifique que la inversa de la funcién inyectiva f(x) = 3x + 7 es g(x) = 2x — 14.

Solucion Primero observe que el dominio y el contradominio de ambas funciones es el
conjunto entero de niimeros reales (—%, ©). Ahora podemos usar (4) y (5).

Primero vemos en (4) que

flgx)=flex—14)=302x —14)+T=x—-T+T=x
Para cada ndmero real x. De manera similar, en (5)
g(f(x) =glx+7)=206x+7)—14=x+ 14 — 14 =x

Para cada niimero real x. Esto demuestra que g = f L. [ |

O Propiedades Antes de examinar realmente los métodos para determinar la inversa de
una funcién f uno a uno, primero mencionaremos algunas propiedades importantes de fy de
su inversa f .

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES INVERSAS

i) Dominio de f~! = contradominio de f.

ii) Contradominio de f~! = dominio de f.
iii) y = f(x) equivale a x = £~ (y).
iv) Una funcién inversa f ! es uno a uno.

v) Lainversadef 'esf estoes,(f ) ' =f
vi) La inversa de fes unica.

N\ J
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O Primer método para determinar f ' Describiremos dos maneras de determi-
nar la inversa de una funcién uno a uno f. Ambos métodos requieren resolver una ecuacion; el
primer método comienza con la definicion (4).

| EJEMPLO 4 Inversa de una funcién

o ! 3 b) Determinar el dominio y el contradominio

de f~!. Determinar el contradominio de f.

Solucion

a) Yademostramos, en el inciso b) del ejemplo 2, que f'es uno a uno. Para determinar
la inversa de f usando (4), debemos sustituir a £~ '(x) siempre que x aparezcaenf, y a
continuacién igualar a x la expresion f(f~'(x) ):

a) Determinar la inversa de f(x) =

de esta ecuacion, despejar f~'(x)

l_3x+1
x x

< denominador comtn

Se dividen entre 2 ambos lados de la dltima ecuacién, para llegar a la inversa de f:

_ _3x 41
) =

b) Al examinar f se ve que su dominio es el conjunto de nimeros reales, excepto 2,
estoes, {x|x # %} Ademds, en la inversa que acabamos de determinar se ve que el
dominio de f ' es {x|x # 0}. Como contradominio de f ' = dominio de f, entonces
se ve que el contradominio de f ' es {y|y # 3}. De acuerdo con el dominio de f ' =
contradominio de f también descubrimos que el contradominio de fes {y|y # 0}. H

[0 Segundo método para determinar f ' Lainversa de una funcién fse puede de-
terminar de un modo distinto. Si f ' es la inversa de £, entonces x = £~ '(y). Por consiguiente,
s6lo se deben hacer las dos cosas siguientes:

* Despejar el simbolo x de y = f(x) en funcién de y (si es posible). Con esto se obtiene

x=f"'0)

« Cambiar la definicién de la variable x a y, y de la variable y a x. Con esto se obtiene

y=r""(x).
| EJEMPLO 5 Inversa de una funcion

Determinar la inversa de f(x) = x°.

Solucion En el ejemplo 1 vimos que esta funcion es uno a uno. Para comenzar, la ecua-
cién se expresa en la forma y = x°. Entonces, al despejar x se obtiene x = y'. A continuacién
cambiamos la definicién de las variables para obtener y = x'. Por consiguiente, f ~'(x) = x'?,
lo que es equivalente a f~'(x) = Vx. [ |

A veces se dificulta determinar la inversa de una funcién uno a uno y = f(x), y otras veces
es imposible. Por ejemplo, se puede demostrar que la funcién f(x) = x* + x + 3 es uno a uno,
y por lo tanto tiene inversa f !, pero despejar x de la ecuacién y = x* + x + 3 es dificil para
todos (incluso el profesor). Sin embargo, como f sélo implica potencias enteras positivas de
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x, su dominio es (—, ). Si el lector investiga grificamente a f, verd que su contradominio
también es (—c°, »). En consecuencia, el dominio y el contradominio de f ' son (—, ). Aun
cuando no conociéramos f ~!en forma explicita, tiene mucho sentido hablar de valores como
£7'3)yf7'(5). Enel caso de f ~(3), nétese que £(0) = 3. Eso quiere decir que f~'(3) = 0. ;Po-
dr4 el lector calcular el valor de f~'(5)?

O Graficas de fyvf~ ! Suponga que («, b) representa cualquier punto en la grafica de una
funcién uno a uno f. Entonces, f(a) = b, y

f70) = 7'(f(a) = a

implica que (b, a) es un punto en la grafica de f~'. Como se ve en la FIGURA 2.7.3a), los puntos
(a, b) y (b, a) son reflexiones entre si, en la recta y = x. Eso quiere decir que larectay = x es
la mediatriz del segmento de recta que va de (a, b) a (b, a). Como cada punto en una grifica es
la reflexion de un punto correspondiente en la otra, en la figura 2.7.3b) se ve que las gréficas
de 'y f'son reflexiones entre si en la recta y = x. También se dice que las graficas de f 'y
fson simétricas con respecto a larectay = x.

Y (a, b)
b+ .\\ V=X

N 77

N y

N 7/
N
N
o
/N
N
7 N
7 Y
7/ N
// \\
a —+ 7’
s ® (b.a)
//
7
;
7
.
// 1 1
, T T -x
. a b
a) b)

FIGURA 2.7.3 Las gréficas de fy £ ! son reflexiones en la recta y = x.

| EJEMPLO 6 Graficas de fy f?

En el ejemplo 5 se vio que la inversa de y = x* es y = x'7. En las FIGURAS 2.7.4a) y 2.7.4b) se
muestran las graficas de esas funciones; en la figura 2.7.4c) las graficas se sobreponen en el
mismo sistema coordenado para ilustrar que son reflexiones entre si en la recta y = x.

1/3

a) b) c)
FIGURA 2.7.4 Graficas de fy £~ ! del ejemplo 6 [

Toda funcién lineal f(x) = ax + b, a # 0, es uno a uno.
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| EJEMPLO 7 Inversa de una funcién

Determinar la inversa de la funcién lineal f(x) = 5x — 7.

Solucion Como la grafica de y = 5x — 7 es una recta no horizontal, de acuerdo con la
prueba de la recta horizontal se ve que f es una funcién uno a uno. Para determinar ' se
resuelve y = 5x — 7 para x.

1 7
Sx=y+7 implicaque  x = gy + 5

. . . P . . 1 7
Al intercambiar los nombres de las variables en la tiltima ecuacién se obtiene y = sx + 5. Por

consiguiente, £ '(x) = tx + . Las grificas de fy f ' se comparan en la FIGURA 2.7.5. |

Toda funcién cuadrética f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0, no es uno a uno.

[0 Dominios restringidos En el caso de una funcién f que no es uno a uno, se puede
restringir su dominio de tal manera que la nueva funcién, que consista en f definida en este do-
minio restringido, sea uno a uno, y entonces tenga una inversa. En la mayor parte de los casos
se quiere restringir el dominio para que la nueva funcién conserve su contradominio original.
En el siguiente ejemplo se ilustra este concepto.

| EJEMPLO 8 Dominio restringido

En el ejemplo 1 demostramos graficamente que la funcién cuadrética f(x) = x* + 1 no es uno
a uno. El dominio de fes (—2, »), y como se ve en la FIGURA 2.7.6a), el contradominio es [1, %).
Ahora bien, si f(x) = x* + 1 s6lo se define en el intervalo [0, ©), se ven dos cosas en la figura
2.7.6b): el contradominio de f'se conserva, y f(x) = x> + 1 se confina al dominio [0, °) y pasa la
prueba de la recta horizontal; en otras palabras, es uno a uno. La inversa de esta nueva funcién
uno a uno se obtiene en la forma acostumbrada. Al resolver y = x*> + 1 se ve que

=y-1 y x=+Vy—1 vyentonces y=+Vx— 1.

El signo algebraico adecuado en la dltima ecuacién se determina a partir del hecho de que el
dominio y el contradominio de f ' son [1, %) y [0, %), respectivamente. Eso lleva a seleccionar
a f'(x) = Vx — 1 como inversa de f. Vea la figura 2.7.6¢).

y=x2+1
en [0, «)
-}7
y=Vx—1
en [1, o)
y
+—1 +—+ X | ———— X
a) No es una funcién uno a uno b) Funcién uno a uno ¢) Inversa de la funcion del inciso b)
FIGURA 2.7.6 Funcion inversa del ejemplo 8 ]

2.7 Funciones inversas

FIGURA 2.7.5 Graficas de fy ' en
el ejemplo 7
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@ Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

comienzan en la pagina RESP-7.

En los problemas 1 a 6 se muestra la grafica de una funcién f. Aplique la prueba de la recta
horizontal para determinar si f es uno a uno.

1. y 2. y
X X
FIGURA 2.7.7 Grafica del problema 1 FIGURA 2.7.8 Grafica del problema 2
3. y 4. y

/ X
FIGURA 2.7.9 Grafica del problema 3 FGuRA 27.10 Gréfica del problema 4

5. y 6. y

|
v .
- NN Y

FIGURA 2.7.11 Grafica del problema 5 FIgura27.12 Gréfica del problema 6

En los problemas 7 a 10 trace la grafica de la funcién definida en intervalos f para determinar
si es uno a uno.

-2, 0 -V —x, 0
7. £(x) = {"V; Y 8. f(x) = {\/;j Y
—x — 1, 0 2 , 0
9-f<x):{x2x " 1°-f<x>:{§zf§ i

En los problemas 11 a 14 proceda como en el ejemplo 2a) para demostrar que la funcién
dada f no es uno a uno.

11. f(x) = x* — 6x 12. f(x) = (x = 2)(x + 1)

x2

=— 14. =|x+1
o £() = |x + 10

13. f(x)

En los problemas 15 a 18 proceda como en el ejemplo 2b) para demostrar que la funcién
dada f'si es uno a uno.

-5
15. f(x) = 5x2+ 5 16. f(x) = 2;_ 1

1
17. f(x) = V4 — x 18.f()c)=x3+ !
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En los problemas 19 a 24, proceda como en el ejemplo 3 y verifique que la inversa de la
funcién inyectiva f es la funcién g, demostrando que f(g(x)) = x y g(f(x)) = x.

19. f(x) =x+5 glx)=x-5 20. f(x) =5x — 10; g(x) =ix+2
21 /() = 5 gle) = <= 22, f(x) = Vix + 9 g(x) =3+ — 27
X Vx
- 3
200 = g e = e 2= e =T

En los problemas 25 y 26, la funcién fes uno a uno. Sin determinar f ', calcule su dominio
y su contradominio.

25. f(x) = 4 + Vx 26. f(x) =5 —Vx +8

En los problemas 27 y 28, la funcién fes uno a uno. Se indican el dominio y el contradomi-
nio de f. Determine ' y defina su dominio y su contradominio.

2
27.f(x)=W, x>0,y>0 28. f(x) =2 x>0,y>2

L3

Vi’
En los problemas 29 a 34, la funcién f es uno a uno. Determine f~'. Trace la gréfica de 'y
" en los mismos ejes coordenados.

29. f(x) = —2x + 6 30. f(x) = —2x + 1
3. f(x) =x*+2 R2.f(x)=1-x3
33. f(x) =2 — Vx 4. f(x) = Vx—17

En los problemas 35 a 38, la funcién fes uno a uno. Determine f ', Proceda como en el
ejemplo 4b) y determine el dominio y el contradominio de f~'. A continuacién determine el
contradominio de f.

1 2

35. f(x) = 5 36. /(1) = <
1 —

37. f(x) = 2x7f 5 38. f(x) = — ;

En los problemas 39 a 42, la funcién fes uno a uno. Sin determinar f !, calcule el punto de
la grifica de f ' que corresponde al valor indicado de x en el dominio de f.

39. f(x) =22  + 2x; x =2 40. f(x) =8x—3; x=5

41 f(x) =x+Va; x=9 2. ) =

x+1

_1
2
En los problemas 43 y 44, trace la grifica de f ! a partir de la grifica de f.

43. 44.

(0.1)
O '\f )

7 X
2 0\

(rr, 1)

FIGURA 2.7.13 Grafica del FIGURA 2.7.14 Grafica del
problema 43 problema 44

2.7 Funciones inversas
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En los problemas 45 y 46, trace la grafica de f a partir de la grafica de f .

45. y 46.

3
(09 (1,0)

y=f"1x)

(0, 1) y=f"x

-1,0)
FIGURA 2.7.15 Gréfica del
problema 45

FIGURA 2.7.16 Grafica del
problema 46

En los problemas 47 a 50, la funcién f no es uno a uno en el dominio indicado, pero es uno a
uno en el dominio restringido (el segundo intervalo). Determine la inversa de la funcién uno
a uno e indique su dominio. Trace la grafica de fen el dominio restringido, y la grafica de
" en los mismos ejes coordenados.

47. f(x) = 4x* + 2, (=, »); [0, =)

48. f(x) = (3 —2x)% (=, ©); [3, )
49. f(x) = IN4 -2, [-2,2]; [0,2]
f(x)=V1—=x2[-1,1]; [0, 1]

En los problemas 51 y 52 verifique que f(f~'(x)) = x y que f~'(f(x)) = x.
51 f(x) =5x — 10, f'(x)=3x+2

52, f(x) =

Problemas para discusion

53. Suponga que fes una funcién continua creciente (o decreciente) para toda x de su domi-
nio. Explique por qué f necesariamente es uno a uno.

54. Explique por qué la gréfica de una funcién uno a uno f puede tener cuando mucho una
interseccion con el eje x.

55. La funcién f(x) =|2x — 4|no es uno a uno. ;Cémo se debe restringir el dominio de
fpara que la nueva funcién tenga una inversa? Determine f ' e indique cudles son su
dominio y su contradominio. Trace la grafica de f en el dominio restringido, y la grafica
de ! en los mismos ejes coordenados.

56. ;Qué propiedad tienen en comtin las funciones uno a uno y = f(x) de las FIGURAS 2.7.173)
y 2.7.17b)? Determine dos funciones explicitas mas que tengan esta misma propiedad.
Sea muy explicito acerca de qué tiene que ver esta propiedad con f

y y

N 0. @)

- @\ 7
a) b)

FIGURA 2.7.17 Graficas del problema 56
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E# Traduccion de palabras a funciones

[0 Introduccion En célculo habré casos en los que se espera que usted traduzca las pa-
labras que describen un problema a simbolos matemdticos, para desarrollar o deducir una
ecuacion o una funcion.

En esta seccién nos concentraremos en los problemas con funciones. Comenzaremos con
una descripcién verbal acerca del producto de dos nimeros.

| EJEMPLO 1 Producto de dos niimeros

La suma de dos nimeros no negativos es 15. Expresar el producto de uno con el cuadrado del
otro como funcién de uno de los nimeros.

Solucion Primero, representaremos los dos nimeros con los simbolos x y y, recordando
que “no negativo” quiere decir que x = 0y y = 0. La primera frase dice que x + y = 15; ésta
no es la funciéon que buscamos. La segunda frase describe la funcién que deseamos; se llama
“el producto”. Representemos “‘el producto” por el simbolo P. Ahora bien, P es el producto de
uno de los niimeros, digamos x, por el cuadrado del otro, esto es, por y°.

P = xy°. (1)

No, todavia no terminamos, porque se supone que P es una “funcién de uno de los niime-
ros”. Ahora aprovecharemos que los nimeros x y y se relacionan por x + y = 15. De esta
tltima ecuacién sustituimos y = 15 — x en la ecuacion (1), para obtener el resultado que
deseamos:

P(x) = x(15 — x)2. 2 m
A continuacion se presenta un resumen simbolico del andlisis del problema del ejemplo 1.
x+y=15
sean los nimerosx =0y y =0 p

! e,
La suma de dos nimeros no negativos es 15. Expresar el producto con

X y usar x
—— ———— —_—

el cuadrado del otro como funcién de uno de los nimeros.
Observe que la segunda frase es vaga, porque no dice cudl nlimero se eleva al cuadrado. Eso
quiere decir que, en realidad, eso no importa; la ecuacién (1) también podria escribirse como
P = yx*. También, podriamos haber usado x = 15 — y en (1) para llegar a P(y) = (15 — y)*.
En un ambiente de cdlculo no hubiera importado si trabajaramos con P(x) o con P(y), porque
al determinar uno de los nimeros se determina el otro automaticamente, con la ecuacién x +
y = 15. Esta tltima ecuacion se suele llamar restriccion. Una restriccion no sélo define la
relacion entre las variables x y y, sino con frecuencia establece un limite a la forma en que
pueden variar x y y. Como verd en el ejemplo siguiente, la restriccion ayuda a determinar el
dominio de la funcién que acabamos de construir.

HREVEE Continuacién del ejemplo 1

(Cudl es el dominio de la funcién P(x) en (2)?

Soluciéon Sin conocer el contexto del planteo del problema en el ejemplo 1, habria que
llegar a la conclusién que de acuerdo con la descripcidn de la pagina 50, en la seccién 2.1, el
dominio de

P(x) = x(15 — x)?> = 225x — 30x% + x°

es el conjunto de los nimeros reales (—2, «). Pero en el contexto del problema original, los
nimeros deberian ser no negativos. De acuerdo con los requisitos que x = 0y que y = 15 —

2.8 Traduccidn de palabras a funciones
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Tome nota »

y I
y =25 —x2
Rectangulo
=5 5
a)
y
(X, )
]
S

N P SR

b)
FIGURA 2.8.1 Rectangulo del
ejemplo 3
108

x = 0, se obtienen x = 0y x = 15, lo que quiere decir que x debe satisfacer la desigualdad
simultdnea 0 = x = 15. Si empleamos la notacién de intervalos, el dominio de la funcién
producto P de (2) es el intervalo cerrado [0, 15]. [ |

Otra forma de ver la conclusién del ejemplo 2 es la siguiente: la restriccion x + y = 15
establece que y = 15 — x. Asi, si x pudiera ser mayor que 15 (digamos que x = 17.5), entonces
y = 15 — x seria un nimero negativo, lo cual contradice la hipdtesis inicial que y = 0.

O Problemas de optimizacion Durante el resto de esta seccién se examinaran “pro-
blemas con palabras” que se tomaron directamente de un texto de calculo. Esos problemas,
que se llaman también “problemas de optimizacién” o “problemas aplicados de maximo y
minimo” constan de dos partes, la “parte de precdlculo” donde usted establece la funcién por
optimizar, y la “parte de cdlculo”, donde se efectian las operaciones especificas de cdlculo,
sobre la funcién que se acaba de formular, para determinar su valor mdximo o minimo. La
parte de calculo se suele identificar con palabras como “maximo (o minimo)”, “lo mas grande
posible”, “determinar las dimensiones” y otras parecidas. Por ejemplo, el enunciado real del
ejemplo 1, tal como aparece en un texto de célculo es:

Calcular dos niimeros no negativos cuya suma sea 15, tales que el producto de uno
por el cuadrado del otro sea mdximo.

Para muchos alumnos, la gran dificultad estd en separar las palabras que definen la funcién por
optimizar, de todas las palabras que contiene el enunciado del problema.

Antes de proseguir con ejemplos, se pide al lector leer las Notas para el salon de clase,
al final de esta seccion.

El ejemplo que sigue describe un problema geométrico que pide determinar un “rectan-
gulo mas grande”. Recuerde que no esperamos que resuelva todo el problema tratando de
calcular realmente el “rectingulo mas grande”, pues eso lo haria en un curso de célculo. En
este momento su Unica tarea es escoger las palabras, como vimos en (3), que indiquen cuél es
la funcidn, para formarla entonces usando las variables introducidas. En célculo, la funcién
por optimizar se llama funcién objetivo.

| EJEMPLO 3 Rectangulo maximo

Determinar la funcion objetivo en el siguiente problema de cdlculo:

Un rectangulo tiene dos vértices en el eje x y dos vértices en el semicirculo cuya
ecuacionesy = V25 — x2. Vea la FiguRa 2.8.1a). Determinar las dimensiones del
rectdangulo mdximo.

Solucién En calculo, las palabras “rectingulo maximo” indican que se busca el rectan-
gulo, de los muchos que pueden trazarse en el semicirculo, que tenga el drea maxima. Por
consiguiente, la funcién que se debe construir es el drea A del rectdangulo. Si (x, y), x >0,y >0
representa el vértice del rectdngulo que estd en el circulo y en el primer cuadrante, entonces,
como se ve en la figura 2.8.1b), el drea A es longitud x ancho, es decir

A= (2x) X y = 2xy. 4)
En este problema, la restriccion es la ecuacion y = V25 — x2, del semicirculo. Usaremos

la ecuacion de restriccin para eliminar y en (4) y obtener el drea del rectdngulo, es decir, la
funcién objetivo,

A(x) = 2xV25 — X2, (5)

con lo que se termina la “parte de precalculo” del problema.
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El segundo paso seria el de los procedimientos de cdlculo para determinar el valor de x
con el que la funcién objetivo A(x) asume su valor maximo. ]

Si tuviéramos que examinar la funcién A(x) fuera del contexto del problema, en el ejemplo
3, su dominio hubiera sido [—35, 5]. Como supusimos que x > 0, el dominio de A(x) en la ecua-
cién (4) en realidad es el intervalo abierto (0, 5). Pero en cdlculo usariamos el intervalo cerrado
[0, 5], aun cuando x = 0 y x = 5 harfan que el drea fuera A(0) = 0 y A(5) = 0, respectivamente.
No se preocupe el lector por este ultimo detalle técnico.

| EJEMPLO 4 Cerca de longitud minima

Determinar la funcién objetivo del siguiente problema de calculo:

Un ranchero pretende delimitar un terreno rectangular que tenga 1 000 m? de
superficie. El terreno serd cercado y dividido en dos partes iguales, con una cerca
adicional, paralela a dos lados. Calcular las dimensiones del terreno que requieran
la cantidad minima de cerca.

Solucion El esquema debe ser un rectangulo con una recta en su mitad, similar a lo que
se ve en la Figura 2.8.2. Como muestra la figura, sea x > 0 la longitud del terreno rectangular,
y sea y > 0 su ancho. La funcién que se busca es la “cantidad de cerca”. Si el simbolo F re-
presenta esta cantidad, la suma de las longitudes de las cinco partes, dos horizontales y tres
verticales, de la cerca, es

F = 2x + 3y. (6)

Sin embargo, el terreno cercado debe tener un drea de 1 000 m?, asi que x y y deben relacionar-
se con la restriccion xy = 1 000. De acuerdo con esta ltima ecuacidn, se obtiene y = 1 000/x,
que se puede usar para eliminar y en (6). Por lo tanto, la cantidad de cerca F en funcién de x es
F(x) = 2x + 3(1 000/x), es decir,

Fx) = 20 + 200 200. 7

Ya que x representa una dimension fisica que satisface a xy = 1 000, la conclusién es que
x es positivo. Pero ademds de ésa, x no tiene otra restriccion. Asi, a diferencia del ejemplo
anterior, la funcién objetivo (7) no estd definida en un intervalo cerrado. El dominio de f(x)
es (0, ). [ |

Como se puede ver en la grafica de (7), en la FiGura 2.8.3, F tiene un minimo en algdn valor
de x, por ejemplo x = ¢. Con una calculadora graficadora o una computadora se puede aproxi-
mar ¢ y F(c), pero con cdlculo se pueden determinar sus valores exactos.

Si en un problema intervienen tridngulos, se debe estudiar con cuidado y determinar si se
van a aplicar el teorema de Pitdgoras, tridngulos semejantes o trigonometria.

| EJEMPLO 5 Escalera mas corta

Determinar la funcién objetivo del siguiente problema de célculo:

Un muro de 10 pies estd a S pies de un edificio. Calcular la longitud de la escalera
mds corta, apoyada en el muro, que vaya del suelo hasta el edificio.

Soluciéon Las palabras “escalera mas corta” indican que se necesita una funcién que des-
criba la longitud de la escalera. Sea L esa longitud. Con x y y definidos en la FIGURA 2.8.4, se ve
que hay dos tridngulos rectangulos, que el tridngulo mayor tiene tres lados cuyas longitudes

2.8 Traduccidn de palabras a funciones

Cerca

X

FIGURA 2.8.2 Terreno rectangular
del ejemplo 4

(c, F(c))

i
|
I
I
l

c

FiGurA2.8.3 En el ejemplo 4,
F(c) es el valor minimo de F
parax >0
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Edificio

f

FiGuRA 2.8.4 Escalera del ejemplo 5

sonL,yyx + 5,y el tritngulo menor tiene dos lados cuyas longitudes son x y 10. Ahora bien,
la escalera es la hipotenusa del tridngulo rectangulo mayor, asi que de acuerdo con el teorema
de Pitagoras,

L*= (x + 5+ y~ ®)
Los tridngulos rectangulos de la figura 2.8.4 son semejantes, porque ambos tienen un dngulo
recto y comparten el angulo agudo que forma la escalera con el piso. Entonces aprovechare-
mos que las relaciones de los lados correspondientes son iguales en tridngulos correspondien-
tes. Eso nos permite escribir

10 10(x + 5
Y = demodoque y= M

x+5 x X
Este tltimo resultado se usa en (8),
peersp s (B3
x
=(x + 5)2<1 + IxOZO> « se factoriza (x + 5)?
= (x + 5)2(362:2100> < denominador comin

Se saca la raiz cuadrada para obtener L en funcién de x:

L()C) — x+5 A /xz +100. < la raiz cuadrada de un producto es
X

el producto de las raices cuadradas de los factores

El dominio de la funcién objetivo L(x) es (0, %). [ |
| EJEMPLO B Punto més cercano
y 2. 4) Determinar la funcién objetivo en el siguiente problema de calculo:
T b
/ Encontrar el punto, en el primer cuadrante del circulo x* + y* = 1, que esté mds
T 4 / cercano al punto (2, 4).
T // Solucion Sea (x, y) el punto, en el primer cuadrante del circulo, que estd mas cercano a
'(x, ) (2, 4), y sea d la distancia desde (x, y) hasta (2, 4). Vea la ricura 2.8.5. Entonces, de acuerdo con
K- \J\ la férmula de la distancia, ecuacién (2) de la seccién 1.3,
>
\ d=V(x—27+(y—4)72=Va+)>—4x— 8y +20. ©)
2 4y2= Lo . .
Byi=l En este problema, la restriccion es la ecuacién del circulo x* + y* = 1. Con ella se puede sus-
FIGURA 2.85 Distancia d en el tituir de inmediato x* + y* en (9), por el niimero 1. Ademds, usando la restriccién para escribir
ejemplo 6 y = V1 — x* podemos eliminar y en (9). Asf, la distancia d en funcién de x es:
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d(x) = V21 — 4x — 81 — 2. (10)

Como (x, y) es un punto del primer cuadrante del circulo, la variable x puede ir de 0 a 1, esto
es, el dominio de la funcién objetivo en (10) es el intervalo cerrado [0, 1]. [

@ : . s Las respuestas a problemas impares seleccionados
EJEFC]C]OS comienzan en la pagina RESP-8.

Cuando en un texto de calculo se llega a las secciones dedicadas a proble-
mas de palabras, con frecuencia se reacciona con quejas, ambivalencia y L_.:-__':_,
desgano. Si bien no garantizamos nada, las siguientes sugerencias podrian
ayudarle a resolver los problemas de los ejercicios 2.8.

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

[ &

[

o Trate al menos de tener una actitud positiva. Trate de ser esmerado
y organizado.

e Lea lentamente el problema. A continuacion lea el problema varias veces
mas.

e Ponga atencion a palabras como “maximo”, “minimo”, “mas cercano”, etc.,
porque pueden ser una pista sobre la naturaleza de la funcién que se busca.
Por ejemplo, si un problema pide “el mas proximo”, entonces, con mayor pro-
babilidad, la funcion que usted trata de encontrar implica una distancia; si en
un problema se pide “cantidad minima de material”, la funcién que se busca
puede ser superficie. Vea los problemas 35y 42, en los ejercicios 2.8.

e Cuando sea posible, trace una curva o una figura, e identifique los datos en su
esquema. Haga que su esquema sea sencillo.

e Introduzca variables, y note toda restriccion o relacion entre las variables
(como por ejemplo x + y = 15, en el ejemplo 1).

e Identifique el dominio de la funcién que acaba de construir. Tenga en cuenta
que si el problema menciona “dimensiones”, las variables que representen esas
cantidades deben ser no negativas.

En los problemas 1 a 26, proceda como en el ejemplo 1, y traduzca las palabras a una fun-
cién adecuada. Indique el dominio de la funcién.

1.

L

El producto de dos nimeros positivos es 50. Exprese su suma como funcién de uno de
los nimeros.

Exprese la suma de un nimero distinto de cero y de su reciproco en funcién del niimero.
La suma de dos nimeros no negativos es 1. Exprese la suma del cuadrado de uno, mas
el doble del cuadrado del otro, en funcion de uno de los nimeros.

Sean m y n dos enteros positivos. La suma de dos niimeros no negativos es S. Exprese el
producto de la m-€ésima potencia de uno por la n-ésima potencia del otro en funcién de
uno de los nimeros.

El perimetro de un rectangulo es 200 pulgadas. Exprese el drea del rectdngulo en fun-
cién de la longitud de uno de sus lados.

La superficie de un rectidngulo es de 400 pulgadas®. Exprese el perimetro del rectdngulo
en funcidén de la longitud de uno de sus lados.

Exprese el drea del rectingulo sombreada de la Ficura 2.8.6 en funcién de x.

Exprese la longitud del segmento de recta que contiene al punto (2, 4), como se ve en la
FIGURA 2.8.7, en funcion de x.

2.8 Traduccidn de palabras a funciones

e

Y

~No x+2y=4

(v, y)

<> X

FIGURA 2.8.6 Rectangulo del

problema 7

y
0,y) ¢

2,4

(x, 0)

X

FIGURA 2.8.7 Segmento de recta

del problema 8
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2 pies 2 pies

3 pies 3 pies

FiGura 2.8.8 Cometa para el
problema 20

FIGURA 2.8.9 Alberca del
problema 25

"

\\Longitud

Perimetro

FIGURA 2.8.10 Paquete del
problema 26
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

26.

Exprese la distancia desde un punto (x, y) en la grafica de x + y = 1, al punto (2, 3),
como funcién de x.

Exprese la distancia desde un punto (x, y) en la grifica de y = 4 — %, al punto (0, 1), en
funci6n de x.

Exprese el perimetro de un cuadrado en funcién de su drea A.

Exprese el drea de un circulo en funcién de su didmetro d.

Exprese el didmetro de un circulo en funcién de su circunferencia C.

Exprese el volumen de un cubo en funcién del drea A de su base.

Exprese el drea de un tridngulo equildtero en funcién de su altura A.

Exprese el area de un tridngulo equildtero en funcién de la longitud s de uno de sus
lados.

Un alambre de longitud x se dobla en forma de un circulo. Exprese el drea del circulo en
funcién de x.

Un alambre de longitud L se corta a x unidades de un extremo. Un trozo del alambre se
dobla formando un cuadrado, y la otra parte se dobla para formar un circulo. Exprese la
suma de las dreas en funcién de x.

Se planta un drbol a 30 pies de la base de un poste de alumbrado, que tiene 25 pies de
altura. Exprese la longitud de la sombra del arbol en funcién de su altura.

El armazon de una cometa estd formado por seis trozos de pléstico ligero. El marco
exterior consta de cuatro piezas ya cortadas; dos tienen 2 pies de longitud y dos tienen

3 pies de longitud. Exprese el drea de la cometa en funcién de x, donde 2x es la longitud
de la pieza transversal que se indica en la FIGURA 2.8.8.

Una empresa desea construir una caja rectangular abierta, con 450 pulgadas® de volu-
men, de tal modo que la longitud de su base sea el triple de su ancho. Exprese la superfi-
cie de la caja en funcién del ancho.

Un tanque cénico, con su vértice hacia abajo, tiene 5 pies de radio y 15 pies de altura.
Al tanque se bombea agua. Exprese el volumen del agua en funcién de su profundidad.
[Sugerencia: El volumen de un cono es V = 77r*h. Aunque el tanque es un objeto tridi-
mensional, examine su corte transversal, como tridngulo de dos dimensiones.]

El automévil A pasa por el punto O dirigiéndose hacia el este a una velocidad constan-
te de 40 mi/h; el automévil B pasa por el mismo punto 1 hora después, con rumbo al
norte a una velocidad constante de 60 mi/h. Exprese la distancia entre los vehiculos, en
funcién del tiempo ¢, contando ¢ a partir de cuando el automévil B pasa por el punto O.
En el momento 7 = 0 (expresado en horas), dos aviones tienen una separacion vertical
de 1 milla, y se rebasan con direcciones opuestas. Si los aviones vuelan horizontalmente
con velocidades de 500 mi/h y 550 mi/h, exprese la distancia horizontal entre ellos en
funcidn de t. [Sugerencia: Distancia = velocidad x tiempo. ]

La alberca de la Ficura 2.8.9 tiene 3 pies de profundidad en el extremo bajo, y 8 pies de
profundidad en el extremo hondo; tiene 40 pies de longitud y 30 pies de ancho (de los
extremos); el fondo forma un plano inclinado. Se bombea agua a la alberca. Exprese el
volumen del agua en la alberca en funcién de la altura / del agua sobre el fondo, en el
lado hondo. [Sugerencia: El volumen serd una funcién definida en intervalo, y su domi-
nio serd 0 < i < 8]

El reglamento del servicio postal para paqueteria estipula que la longitud mas el perime-
tro del extremo de un paquete no debe ser mayor que 108 pulgadas. Exprese el volumen
del paquete en funcién del ancho x, como se indica en la FIGURA 2.8.10.

En los problemas 27 a 48 proceda como en los ejemplos 3 a 5, y defina la funcién objetivo
del problema de célculo determinado. Indique el dominio de la funcién objetivo, pero no
trate de resolver el problema.

27.
28.

Determine un nimero que sea mayor que su cuadrado en la mayor cantidad posible.
De todos los rectdngulos que tienen 20 pulgadas de perimetro, indique cudl es el que
tiene la diagonal més corta.
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29.

30

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Un terreno rectangular se va a cercar para limitar tres partes iguales, con dos cercas divi-
sorias paralelas a dos lados. Si el drea por encerrar es de 4 000 m?, calcule las dimensio-
nes del terreno que requieran la minima cantidad de cerca.

Un terreno rectangular se va a cercar para limitar tres partes iguales, con dos cercas
divisorias paralelas a dos lados. Si la cerca total que se va a usar es de 8 000 m, calcule
las dimensiones del terreno que tenga la mdxima 4rea.

Un ranchero desea construir un corral rectangular, de 128 000 p1652 de area, con uno de
sus lados a lo largo de un rio recto. El cercado a lo largo del rio cuesta $1.50 por pie,
mientras que a lo largo de los otros tres lados, cercar cuesta $2.50 por pie. Calcule las
dimensiones del corral, para que el costo de la construccién sea minimo. [Sugerencia: A
lo largo del rio, el costo de x pies de cerca es de 1.50x.]

Se va a encerrar un patio rectangular con una cerca, adosdndola a una casa cuya
longitud es de 40 pies. Vea la FIcura 2.8.11. La cantidad de cerca que se va a usar es
de 160 pies. Calcule las dimensiones del patio para que quede encerrada el drea
maxima.

Ficura2.8.11 Casa y patio del problema 32

Entre todos los rectangulos que tienen el mismo perimetro p, demuestre que el que tiene

el area maxima es un cuadrado. (En este caso, p representa una constante.)

Determine los vértices (x, 0) y (0, y), de la regién triangular sombreada de la Ficura 2.8.12

para que su drea sea minima.

a) Se va a formar una caja rectangular abierta con base cuadrada, y 32 000 cm® de volu-
men. Calcule las dimensiones de la caja que requieran la cantidad minima de mate-
rial. Vea la FIGURA 2.8.13.

b) Sila caja rectangular del inciso a) es cerrada, calcule las dimensiones que requieran

la cantidad minima de material.

Se va a construir una caja rectangular cerrada con base cuadrada. El material para la

tapa cuesta $2 por pie cuadrado, mientras que el material para las caras restantes cuesta

$1 por pie cuadrado. Si el costo total para construir cada caja es de $36, calcule las
dimensiones de la caja con mayor volumen que pueda fabricarse.

Un canalén pluvial se fabrica con corte transversal rectangular con una pieza metélica

de 1 pie x 20 pies, doblando hacia arriba cantidades iguales en el lado de 1 pie. Vea la

FIGURA 2.8.14. {COmo se puede doblar el metal en cada lado para que la capacidad del

canal6n sea mdxima? [Sugerencia: Capacidad = volumen.]

Una ventana Norman consiste en un rectangulo rematado por un semicirculo, como

indica la FIGURA 2.8.15. Si el perimetro total de la ventana es de 10 m, calcule las dimen-

siones de la ventana que tenga el drea maxima.

Una pagina impresa tendrda margenes de 2 pulgadas, en blanco, en los lados, y margenes

de 1 pulgada, en blanco, en las partes superior e inferior. El area de la parte impresa

es de 32 pulg?®. Calcule las dimensiones de la pagina, para usar la cantidad minima de

papel.

2.8 Traduccidn de palabras a funciones
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recta del problema 34
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FIGURA 2.8.16 Cilindro inscrito
del problema 40

<8 pies |
X
L—x T
8 pies
Tabla l

FIGURA 2.8.17 Tabla del
problema 41

43.

Capsula

44.

45.

Ficura 2.8.21 Canalon de agua
del problema 45

40.

41.

42,

Calcule las dimensiones del cilindro circular recto que tenga el mdximo volumen, y que
se pueda inscribir en un cono circular recto de 8 pulgadas de radio y 12 pulgadas de
altura. Vea la FIGURA 2.8.16.

Determine la longitud L maxima de una tabla delgada, que pueda extenderse horizon-
talmente a lo largo de la esquina en dngulo recto de la FIGURA 2.8.17. [Sugerencia: Use
tridngulos semejantes. |

Se va a fabricar una lata de jugo, con forma de cilindro circular recto, para contener un
volumen de 32 pulg®. Vea la Fiura 2.8.18. Calcule las dimensiones de la lata para que en
su construccién se use la minima cantidad de material. [Sugerencia: Material = superfi-
cie total de la lata = superficie de la tapa + superficie del fondo + superficie lateral. Si
se quitan las tapas superior e inferior, y el cilindro se corta recto en su lado y se aplana,
el resultado es el rectdngulo que se ve en la figura 2.8.18¢).]

ud | hil |

a) Cilindro circular b) Tapa y fondo ¢) El lado es rectangular
circulares

FIGuRA 2.8.18 Lata de jugo del problema 42

El lado de un cilindro se va a fabricar con un rectangulo de lamina de plastico. Como el
material pldstico no puede soportarse a si mismo, se incrusta un alambre delgado y rigi-
do, en el pldstico, como se ve en la FIGURA 2.8.19a). Calcule las dimensiones del cilindro
que tenga el volumen maximo y se pueda construir, si la longitud L del alambre es fija.
[Sugerencia: Hay dos restricciones en este problema. En la figura 2.8.19b), la circunfe-
rencia de un extremo circular del cilindro es y.]

Hemisferio

Alambre
\ ,
IL,

X

a) Hoja rectangular b) Lado del cilindro
de material plastico

Ficura 2.8.19 Cilindro del problema 43 FIGURA 2.8.20 Modelo de la
capsula del problema 44

Muchas medicinas se encierran en cdpsulas, como se ve en la foto adjunta. Suponga que
se forma una capsula pegando dos hemisferios a los extremos de un cilindro circular recto,
como se ve en la FIGURA 2.8.20. Si el volumen total de la cdpsula debe ser de 0.007 pulg?,
calcule las dimensiones de ella para que en su construccidn se use la cantidad minima de
material. [Sugerencia: El volumen de una esfera es 377>, y su superficie es 47rr2.]

Un canal6n de agua de 20 pies de longitud tiene sus extremos en forma de tridngulo
isésceles, con lados de 4 pies de longitud. Vea la Figura 2.8.21. Determine la dimension
del lado superior del tridgngulo para que el volumen del canalén sea maximo. [Sugeren-
cia: La tapa y el fondo de un cilindro recto son iguales, pero podrian ser tridngulos, pen-
tdgonos, trapezoides, etc. El volumen de un cilindro recto es el drea de la base X altura.]
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46. Algunas aves vuelan con mas lentitud sobre agua que sobre tierra. Un pédjaro vuela a
6 km/h constante sobre agua, y a 10 km/h sobre tierra. Con la informacién de la FIGURA
2.8.22, determine la trayectoria que debe seguir el ave para que su vuelo tenga un tiem-
po minimo total, entre la orilla de una isla y su nido en la orilla de otra isla. [Sugeren-
cia: Distancia = velocidad x tiempo.]

47. En una carrera, se requiere que una mujer que nade desde un muelle flotante A hasta la
playa y sin parar desde la playa a otro muelle flotante C. Las distancias se muestran en
la FicurA 2.8.23. Ella estima que puede nadar desde el muelle A hasta la playa con una
velocidad constante de 3 millas/h y desde la playa hasta el muelle C con una velocidad
de 2 millas/h. ;) Dénde debera tocar la playa a fin de minimizar el tiempo de nadar de A
aC?

1 milla

|

1 milla

l

Playa
I

| 4 millas |

FiGuRA 2.8.23 La nadadora del problema 47

48. Dos astas de bandera son aseguradas con alambres en un punto entre dos polos. Vea la
FIGURA 2.8.24. ;| Dénde debe ser localizado el punto para minimizar la cantidad de alambre
que se utilizara?

Para discusion

49. En el problema 19 ;qué sucede con la longitud de la sombra del arbol, cuando su altura
se acerca a 25 pies?

50. En un libro de ingenieria, se dice que el drea del octdgono de la FIGURA 2.8.25 es A =
3.31/%. Demuestre que en realidad esta férmula es un calculo aproximado del 4rea. Cal-
cule el area A exacta del octdgono, en funcién de .

@ El problema de la recta tangente

Avan ce O In;c'rfoduccién En un curslo dle calculo ?stlidiaré Zste(; mucgos

z temas diferentes, pero en general, el tema “calculo” se divide en dos
DE CALCULO campos amplios, I;)ero relgcionados, llamados calculo diferencial y
calculo integral. La descripcion de cada uno de esos campos comienza, en forma invariable,
con un problema motivador acerca de la grafica de una funcién. En el caso del cédlculo dife-
rencial, la motivacion es el problema

De la determinacion de una recta tangente a una funcion f,
mientras que el calculo integral se motiva con el problema del
Cdlculo del drea bajo la grdfica de una funcion f.

Examinaremos el primer problema en esta seccion; el segundo se describird en la seccién 3.7.

2.9 EL problema de la recta tangente

Ficura 2.8.22 Ave del problema 46

| 30 pies |

Suelo

FIGURA 2.8.24 Astas del
problema 48

Ficura 2.8.25 Octagono del
problema 50

115



Recta tangente L

enP

FIGURA 2.9.1 Recta
tangente L toca el
circulo en el punto P

Recta tangent:

en P(a, f(a))

X

[

FIGURA 2.9.2 Recta tangente L a
una grafica, en el punto P

y

ectas
secantes

FIGURA 2.9.3 Pendientes de rec-
tas secantes para aproximar la
pendiente m,,, de L

Recta
L, secante

if(a + h) —f(a)

[ a a+h *

FIGURA 2.9.4 Rectas secantes
que se convierten en la recta
tangente L cuando 4 — 0

116

repase (a + b)'paran =2y 3 p

repase la suma de p
fracciones simbdlicas

repase la racionalizacion de p
numeradores y denominadores

[0 Recta tangente a una grafica La palabra rangente proviene del verbo latino tan-
gere, que quiere decir “tocar”. El lector recordard, del estudio de la geometria plana, que una
tangente a un circulo es una linea (recta) L que corta, o toca al circulo, en exactamente un pun-
to P. Vea la Ficura 2.9.1. No es muy fécil definir una recta tangente a la grafica de una funcién
f. La idea de focar implica la nocién de una recta tangente a la grafica de una funcién, no asi
la idea de cruzar la grdfica en un punto.*

Suponga que y = f(x) es una funcién continua. Si, como se ve en la FIGURA 2.9.2, f posee
una recta tangente L a su grafica en un punto P, entonces, ;cudl es la ecuacion de esta recta?
Para contestar esta pregunta se necesitan las coordenadas de P, y la pendiente m,,, de L. En
cuanto a las coordenadas de P no hay dificultad, porque un punto en la grafica de una funcién
f se obtiene especificando un valor de x en el dominio de f. Las coordenadas del punto de
tangencia en x = a son entonces (a, f(a)). Como método para aproximar la pendiente m1,, se
pueden calcular con facilidad las pendientes m,., de rectas secantes que pasen por el punto P
y cualquier otro punto Q en la grifica. Vea la FIcGura 2.9.3.

[0 Pendiente de las rectas secantes Si las coordenadas de P son (a, f(a)), y si las
coordenadas de Q son (a + h, f(a + h)), entonces, como se ve en la FIGURA 2.9.4, la pendiente de
la recta secante que pasa por Py Q es

- subida _ fla+h) ~ f(a)
Msee = Tecorrido horizontal (a+h)—a
(6] Mgee = f(a - h]’)l - f(a) ’ (l)

La expresién del lado derecho de la igualdad en (1) se llama cociente diferencial. Cuando se
hace que & tome valores que se acerquen cada vez mds a cero, esto es, cuando & — 0, el con-
junto de puntos Q(a + h, f(a + h)) se mueve por la curva acercandose cada vez mds al punto
P(a, f(a)). En forma intuitiva se espera que las rectas secantes tiendan hacia la recta tangente L,
y que mg,. — my,, a medida que &7 — 0. Con base en el concepto de limite, que se presentd en
la seccién 1.5, escribiremos m,,, = }lll_r)l(lj M., 0 lo que es lo mismo, de acuerdo con (1),

my, = lim fla+ h})l - f(a), )

h—0

siempre y cuando exista el limite. Igual que con los problemas que se presentaron en la sec-
cién 1.5, nétese que el limite en (2) tiene la forma indeterminada 0/0, cuando i — 0.

No ahondaremos en detalles tedricos acerca de cudndo existe o no el limite (2); esa discu-
sién pertenece propiamente a un curso de cdlculo. Entonces, para simplificar la descripcion,
omitiremos la frase “siempre y cuando exista el limite”. Para este curso basta s6lo tener en
cuenta que puede ser que el limite (2) no exista para ciertos valores de a.

Es muy probable que al principio del curso de célculo se le pida calcular el limite de un
cociente diferencial como (2). El cdlculo de (2) es, en esencia, un proceso de cuatro pasos, y
en tres de ellos s6lo se hacen matemadticas de precdlculo: dlgebra y trigonometria. Los detalles
de las manipulaciones algebraicas o trigonométricas en los tres primeros pasos serdn la meta
principal del lector. Si se hacen con exactitud, el cuarto paso, el de cdlculo, podr4 ser la parte
mds facil del problema. En una preparacion para el calculo recomendamos a usted que sea
capaz de hacer el cdlculo de (2) con funciones donde intervengan

 potencias enteras positivas de x, como x" paran = 1,2y 3,

o . 1 X
« division de funciones, como — y
X" x+1

>y
« radicales, como Vx.

Vea los problemas 1 a 10 en los ejercicios 2.9.

2 Dejaremos para un curso de cdlculo la discusién de muchas sutilezas y cuestiones que rodean al problema de la
recta tangente.
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| EJEMPLO 1 El proceso de cuatro pasos

Calcular la pendiente de la recta tangente a la graficade y = x> + 2enx = 1.
Solucién Primero se calcula el cociente diferencial en (2), cona = 1.
i) El paso inicial es el célculo de f(a + h). Como las funciones pueden ser com-
plicadas, en este paso ayuda imaginar que x, siempre que aparezca en la fun-
cién f(x), es un conjunto de paréntesis (). Para la funcién dada escribimos
fC )= ( )*+ 2.Laideaes sustituir 1 + & en esos paréntesis y hacer las opera-
ciones algebraicas necesarias:

f(+n)=>0+hn*+2
=(1+2n+n*)+2
=3+ 2h + K%

i) El calculo de la diferencia f(a + h) — f(a) es el paso mds importante. Es imperativo
simplificar este paso todo lo posible. Un consejo: en muchos de los problemas que
se le pedira resolver en célculo, podra sacar a & como factor comun en la diferencia
fla + h) — f(a). Para comenzar, calcule f(a), que en este caso es f(1) = 12 +2 = 3. A
continuacién podra usar el resultado del paso anterior:

fA+hn)—f1)=3+2n+h -3
=2h + h®

= h(2 + h) < se sacé h como factor comin

iii) El calculo del cociente diferencial S (a+h) — f (a) ya es directo. De nuevo, use
h

los resultados del paso anterior:

f(1+hn) —F(1) K2+ h)

= =2+ h. < se cancelan las &

h h

iv) Ahora ya es ficil el paso de célculo. De acuerdo con (2),

del renglén anterior iii)
{ \
1+hn)—f(1
My, = lim / ) — /(1) =1lim (2 + h) = 2.
h—0 h h—0
La pendiente de la recta tangente a la grafica de y = x> + 2 en (1, 3)es 2. [ |
| EJEMPLO 2 Ecuacion de la recta tangente

Determinar la ecuacién de la recta tangente cuya pendiente se encontrd en el ejemplo 1.
Solucion Conocemos un punto (1, 3), y una pendiente, m,,, = 2, y entonces, de la ecua-
ci6én punto-pendiente de una recta, se ve que

y—=3=2x—-1) esdecir y=2x+1.

Note que esta ultima ecuacion estd de acuerdo con las intersecciones de y y x con los ejes
coordenados de la linea roja en la FIGURA 2.9.5. |

[0 La derivada Al revisar la figura 2.9.5, imagine que hay rectas tangentes en diversos
puntos de la gréfica de f(x) = x* + 2. En esta funcién en particular se sabe que hay una recta
tangente en cada punto de su grafica. Las rectas tangentes a la izquierda del eje de las orde-

2.9 EL problema de la recta tangente

y=2x+1

Mgy =2

en
T (1,3)

/.

T T / T T
FIGURA 2.9.5 Recta tangente del
ejemplo 2
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nadas tienen pendiente negativa; la recta tangente en (0, 2) tiene pendiente cero, y las lineas
tangentes a la derecha del eje de las ordenadas tienen pendiente positiva (como se ve en el
ejemplo 1). En otras palabras, para una funcién £, el valor de m,, en un punto (a, f(a)) depende
de la eleccién del nimero a. En general, hay cuando mucho un valor de m,,, para cada ntimero
a en el dominio de una funcién f. Mds especificamente, m,,, €s a su vez una funcién con un
dominio que es un subconjunto del dominio de la funcién f. Ademads, suele ser posible obtener
la férmula de la funcion de la pendiente. Esto se hace calculando el limite del cociente dife-

flx +h) — fx)
h

de haber calculado el limite. La funcién de la pendiente derivada de esta forma de f'se dice que

es la derivada de f'y se representa por el simbolo f' (y no por m,).

rencial cuando & — 0. A continuacién sustituimos un valor de x después

LA DERIVADA

La derivada de una funcién y = f(x) es la funcién f* definida por

£+ ) = £(x).

h—0 h

f'(x) = lim

HREVEE Regreso al ejemplo 1

Determinar la derivada de f(x) = x* + 2.

Soluciéon Procederemos exactamente como en el ejemplo 1, pero determinaremos f(x + /1)
en lugar de f(1 + h). En los tres primeros casos se calcula el cociente diferencial; en los pa-
sos i) y iii) se usan los resultados del paso anterior. En el paso iv) se determina el limite del
cociente diferencial.

D fix+h)=(x+h)?+2=x>+2xh+h*+2
i) f(x +h) — f(x) =x>+2xh + K> +2 — (x> + 2)
=x*+2xh+h*+2—x2-2

= 2xh + h?
=h(2x + h)
+h) — h(2x + h
lll) f(x 11 f(X) = ( xh ) =2x+h < s simplifican las h

iv) De acuerdo con (3), la derivada de fes el limite del resultado en iii), cuando & — 0.
Durante el proceso de reduccién cada vez mayor de A, se mantiene fija x. Por consi-
guiente,

f(x) = 1111’_1}(1)(2)6 + h) = 2x.

Ahora tenemos dos funciones; de f(x) = x* + 2 hemos obtenido la derivada f'(x) = 2x. Cuando
se evalda en un nimero x, la funcion f da la ordenada de un punto en la gréfica, y la funcién
derivada f’ da la pendiente de la tangente en ese punto. Ya vimos en el ejemplo 1 que f(1) = 3

yf(1)=2. n

Con ayuda de la derivada f'(x) = 2x se pueden determinar pendientes en otros puntos de
la gréfica de f(x) = x* + 2. Por ejemplo,

0)=2 <— el punto de tangencia es (0, 2
enx =0
’ f'(O) =0 <— la pendiente de la recta tangente en ((), 2) esm =0
-3) =11 <— el punto de tangencia es ( —3, 11
3
en x = s
f'(—3) = —6 <— la pendiente de la recta tangente en (*3, | l) esm = —6

El hecho que f'(0) = 0 quiere decir que la recta tangente es horizontal en (0, 2).
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| EJEMPLO 4 Derivada de una funcion

Calcular la derivada de f(x) = 2% — 4x + 5.

Solucién
i) Lafunciénesf( )=2( )*+4( )+ 5y entonces

fx+h)=2(x+h)—4(x + h) + 5.

En este caso las operaciones algebraicas son un poco mas complicadas que las del
ejemplo anterior. Usaremos el desarrollo del binomio (a + b)’ y la ley distributiva.
Entonces

Flx+h) =206 + 36 + 3xh> + 1) —4(x + h) + 5
— 2)(3 + 6)62/1 + 6xh2 + 2h3 —4x —4h + 5 (_dos aplicaciones

de la ley distributiva
ii) Como ya lo dijimos, en este paso se busca un factor de /:

flx+h)— flx) = 2x3 + 6x%h + 6xh* + 2h% — 4x
—4h+5— (2% — 4x + 5)
=2x* + 6x’h + 6xh* + 2k — 4x
—4h + 5 — 2x3 + 4x — 5 <« lostérminos en color suman 0
= 6x°h + 6xh* + 2h* — 4h
= h(6x® + 6xh + 2h* — 4) <« sacar h como factor comiin

ii) Usaremos el altimo resultado:

flx+h) — f(x) _ h(6x% + 6xh + 21> — 4)

h h
= 6x> + 6xh + 2h*> — 4

< se cancelan las &

iv) Segin (3) y el paso anterior, la derivada de fes

f'(x) = ]1111%(6)62 + 6xh + 20 — 4) = 6x* — 4. [

| EJEMPLO 5 Ecuacion de la recta tangente

Encontrar una ecuacion de la recta tangente a la grafica de f(x) = 2/x, en x = 2.
Solucion Comenzaremos determinando la derivada de f. En el segundo de los cuatro
pasos tendremos que combinar dos fracciones simbdlicas mediante un comin denominador.

i) f(x + h) =

x+h

i) f(x + h) = f(x) =

2 2
x+h X

2 x 2x + h

= <« el comiin denominador es x(x + /)

x+hx xx+h

2x — 2x — 2h
i — «—~2x—2x=0
x(x + h)
—2h
=~ <« estd el factor de &
x(x + h)

2.9 EL problema de la recta tangente

4 Vea (7) en la pagina 36.
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FIGURA 2.9.6 Recta tangente del
ejemplo 5
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FIGURA 2.9.7 Recta secante y
recta tangente en (a, f(a))

Repase (1) y (2) de la seccion 1.5. P
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iif) El ultimo resultado se divide entre 4, o con mds precision, entre 1 Se invierte y se

1
multiplica por Z:

—2h
fx+h)—f(x) x(x+h) =20 1 =2 .
h ﬁ x(x + h) h x(x + h) Se cancelan las n
1

iv) De (3), la derivada de f'es
=2 -2

! =lim———~ .
') =0 x(x + h) X%
Ahora podemos encontrar la ecuacién de la recta tangente en el punto que corresponde a
x = 2.De f(2) = 2/2 = 1, se obtiene el punto de tangencia (2, 1). Entonces, de la derivada f'(x)
= —2/x* se ve que f'(2) = —2/4, por lo que la pendiente de la recta tangente en (2, 1) es —3.
De acuerdo con la ecuacién punto-pendiente de una recta, la ecuacién de la recta tangente es

y—1=-3(x—2) oseaque y=—j3x+2.

La gréifica de y = 2/x es la gréfica de y = 1/x estirada verticalmente (vea la figura 2.2.1¢). En
la FIGURA 2.9.6 la recta tangente en (2, 1) se muestra en rojo. ]

[0 Nota final Hay una definicién alternativa de la derivada. Si hacemos que x = a + h
en (2), entonces & = x — a. En consecuencia, la pendiente de la recta secante que pasa por

f(x) = f(a)

P(a, f(a)) y Q(x, f(x)), como se ve en la FIGURA 2.9.7, €3 T Cuando i — 0, se debe

cumplir que x — a, y entonces la derivada (3) toma la forma

f'(a) = lim ——————=. “

| EJEMPLO B Uso de la ecuacién (4)

Usar la ecuacién (4) para calcular la derivada de f(x) = 4x* — 5x + 9.

Solucién Usaremos el proceso de cuatro pasos, exactamente como en los ejemplos 3 y 4.
Los pasos algebraicos son un poco diferentes; el andlogo del consejo en ii) es buscar el factor
x — aen ladiferencia f(x) — f(a). Con frecuencia, en el paso ii) se necesitard sacar como factor
comun la diferencia de dos cuadrados, diferencia de dos cubos, etcétera.

i) fla) = 4a> — 5a + 9

i) f(x) = fla) = 4x* = 5x + 9 — (4a* — 5a + 9)
=4x> —5x+9 —4a®> + 5a — 9
— 2 2 reagrupar términos como
=4x" = 5x —da” + Sa Hprcparacién para factorizar
= 4x* — 4a* — 5x + 5a
_ 2 2 el primer término es la
- 4()( —a ) - S(X - a) “~ diferencia de dos cuadrados
= 4(x - a)(x + a) — S(X — a) <« observe el factorde x — a
=(x —a)[4(x + a) — 5]
=(x—a)(4x + 4a — 5)
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f(x) = fla)  (x —a)(4x + 4a — 5)

lll) - < cancelar x — a

X —a X —a
=4x +4a—5
iv) En el proceso de llegar al limite indicado en la ecuacién (4), a se mantiene fijo. En-
tonces
f’(a) = /1(111;11(496 + 4a — 5) = 8a — 5. <« ellimite de 4x cuando x — aes4a [

Como podemos ver en la ecuacién (4) y en el dltimo renglén del ejemplo 6, la derivada
proviene de una funcién del simbolo a, y no de x, esto es, f'(@) = 8a — 5. En consecuencia, (4)
no se usa con tanta frecuencia como (3) para calcular una derivada. Vea los problemas 33 a 40
en los ejercicios 2.9. Sin embargo, la ecuacion (4) es importante, porque su uso conviene en
algunos aspectos tedricos del calculo diferencial.

Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-8.

En los problemas 1 a 10 proceda como en el ejemplo 1.

fla+h) = fla)
h

del valor indicado de a.

a) Calcule el cociente diferencial

fla+h) - f(a)
., .
¢) Use el resultado del inciso b) para deducir una ecuacién de la recta tangente en el punto
de tangencia.

b) Entonces, si se le pide, calcule m,,, = ;111—13(1)

1L f(x)=x*—6,a=3 2. f(x) = =3x2+ 10,a = —1
3.f(x)=x2—3x,a=l 4.f(x)=—x2+5x—3,a=—2
5 f(x) = —2x*+x,a=2 6. f(x) =8x>—4,a=13
7.f(x)=i,a=—l 8. f(x) = 4 ,a=2

2x x—1
9. f(x) =\/;c,a =4 10. f(x) =%,a =

En los problemas 11 a 26 proceda como en los ejemplos 3 y 4.

fx+h) = f(x)

a) Calcule el cociente diferencial h de la funcién indicada.
+ -
b) Entonces, si se le pide, calcule la derivada f'(x) = lim flx h;)l f(x)'
h—0
11. f(x) = 10 12. f(x) = —3x + 8
13. f(x) = —4x? 14. f(x) = x*— x
15. f(x) =3x* — x + 7 16. f(x) =2x*+ x — 1
17. f(x) = x>+ 5x — 4 18. f(x) = 2x° + x*
1 3
19. = 20. =
) = ) = 5
by 2x + 3
21 = 22, =
F) = Fl) ==
1 1
23, f(x) =x + — 24. f(x) = —
X X

25. f(x) = 2Vx 26. f(x) = V2x + 1

2.9 EL problema de la recta tangente
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En los problemas 27 a 32 use las derivadas adecuadas que obtuvo en los problemas 11 a 26.
Para la funcién dada, determine el punto de tangencia y la pendiente de la recta tangente del
valor indicado de x. Deduzca la ecuacién de la recta tangente en ese punto.

27. f(x) =322 —x+7, x=2 28. f(x) =x>—x, x=3
29.f(x)=x3+5x—4, x=1 30.f(x)=2x3+x2, x=—%
1 3
31 =x+—, x=3% 32. = ;ox=—1

f) =t x=) [0 =3

En los problemas 33 a 40 proceda como en el ejemplo 6.

a) Calcule el cociente diferencial de la funcién indicada.

) — f(a)

b) Entonces, si se le pide, calcule la derivada f'(a) = lim M_

x—a X —d

33. f(x) =3x2 + 1
35. f(x) = 10x°

4. f(x) =x*—8x—3
36. f(x) = x*
38. f(x) = 3xx_ !

40. f(x) = —Vx + 9

3. f(x) =+
39. £(x) = V7x

Para discusion

41. Use la ecuacion (3) o (4) para calcular la derivada de f(x) = x> — 3x* — 9x. Determine
los puntos de la grafica de fen los que f'(x) = 0. Describa una interpretacién geométrica
de sus resultados.

42. Use la ecuacion (3) o (4) para calcular la derivada de f(x) = x'?. [Sugerencia: Recuerde,
de la seccién 1.5, que a* — b* = (a — b) (a* + ab + b?).]

43. ;Cudl es la recta tangente a la grafica de una funcién lineal f(x) = ax + b?

44. Si f'(x) > 0 para toda x en un intervalo, entonces, ;qué se puede decir acerca de fen el
intervalo? Si f'(x) < 0 para toda x en un intervalo, ;qué se puede decir acerca de f en
el intervalo? [Sugerencia: Trace una grifica.]

45. Sifes una funcion pary (x, y) estd en la grafica de f, entonces (—x, y) también estd en la
gréfica de f. ;Como se relacionan las pendientes de las tangentes en (x, y) y (—x, y)?

46. Sifes una funcién impar, y (x, y) estd en la grafica de f, entonces (—x, —y) también estd
en la gréfica de f. ;Como se relacionan las rectas pendientes de las tangentes en (x, y) y
(=x, =y

47. Se tiene un semicirculo cuya ecuacién es f(x) = V1 — x*. Explique cémo se puede
encontrar la derivada f'(x) usando sélo la propiedad geométrica que el radio de un circu-
lo es perpendicular a la tangente en un punto (x, y) del circulo.

48. Se tiene un semicirculo cuya ecuacién es f(x) = V1 — x*. Use la ecuacién (3) para
determinar la derivada f'(x), y compare su resultado con el del problema 47.

49. Busque la ecuacién de la linea de tangente que se muestra en color rojo en la FIGURA 2.9.8
de la grafica de y = f(x) en el punto P. ;Qué son f(—3)y f'(—3)?

50. Busque la ecuacién de la linea de tangente que se muestra en color rojo en la FIGURA 2.9.9
de la grafica de y = f(x) en el punto P. ;Qué es f'(3)? ;Cuél es el punto de interseccion y
de la linea de tangente?
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Ejercicios Las respuestas a problemas impares

seleccionados comienzan en la pagina
de repaso Resp-s.

CAPITULO 2

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en blanco.

2% —1

1. Sif(x) = );7”’ entonces (3, ) es un punto en la grifica de f.
x

. Ax

2.Si f(x) = ———— y f(2) = 3, entonces A =
10x — 2 |

3. El dominio de la funcid = —

ominio de la funcién f(x) mes

El contradominio de la funcién f(x) = |x| — 10es

Los ceros de la funcién f(x) = V' x?> — 2x son
Si la gréfica de fes simétrica con respecto al eje y, f(—x) =
Las rectas 2x — 5y = 1 y kx + 3y + 3 = 0 son paralelas si k = .
Las intersecciones con los ejes coordenados de la recta —4x + 3y — 48 = 0 son
La gréﬁca de una funcién lineal en la cual f(—2) = 0y f(0) = —3 tiene la pendiente
m =
10. Una ecuacién de una recta que pasa por (1, 2) y es perpendicular a y = 3x — 5,

es .
11. Las intersecciones con los ejes coordenados de la pardbola f(x) = x* — 2x — 1 son

e n B

12. El contradominio de la funcién f(x) = —x* + 6x — 21 es .

13. La funcién cuadritica f(x) = ax® + bx + c, en la cual f(0) = 7, y cuya tnica interseccién
con el eje x es (—2, 0), es f{x) = .

14. Sif(x) = x + 2y g(x) = x> — 2x, entonces (f° g)(—1) =

15. El vértice de la gréfica de f(x) = x* es (0, O). Por consiguiente, el vértice de la grafica de
y= —5(x — 10)* + 2 estd en

16. Si f~'(x) = Vx — 4 es lainversa de una funcién uno a uno f, sin determinar f determi-
ne el dominio de f: y el contradominio de f:

17. La interseccién con el eje x de una funcién uno a uno fes (5, 0), por 10 que la intersec-
cién con el eje y de f !

18. Lainversade f(x) =

i1 T —
19. El punto (a, 16a) estd en la gréfica de

4x — 3, x<0O0
flx) = x3 0=x=1
x>+64, x>1
paraa =

20. Para f(x) = [x + 2] — 4, f(=5.3) =
En los problemas 21 a 40 conteste cierto o falso.

21. Los puntos (0, 3), (2, 2) y (6, 0) son colineales.

22. La grafica de una funcién sé6lo puede tener una interseccién con el eje y.
23. Sifes una funcién tal que f(a) = f(b), entonces a = b.

24. Ninguna funcién no cero f puede ser simétrica con respecto al eje x.

25. El dominio de f(x) = (x — 1)"" es (—o, ).

26. Si f(x) = x yg(x) = Vx + 2, entonces el dominio de g/f es [—2, ).
27. Una funcidn fes uno a uno si nunca asume el mismo valor dos veces.
28. Dos rectas con pendientes positivas no pueden ser perpendiculares.

29. La ecuacién de una recta vertical que pasa por (2, —5)es x = 2.

Capitulo 2 Ejercicios de repaso
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30. Un punto de interseccién de las grificas de fy f~' debe estar en la recta y = x.
31. La funcién uno a uno f(x) = 1/x tiene la propiedad que f = f~'.

32. La funcién f(x) = 2x* + 16x — 2 decrece en el intervalo [—7, —5].

33. Ninguna funcién par puede ser uno a uno.

34. Todas las funciones impares son uno a uno.

L
f) 7/

36. Sifes una funcién creciente en un intervalo que contiene a x; < x,, entonces f(x,) <
15

37. La funcidn f(x) = | x| — 1 es decreciente en el intervalo [0, %).

38. Para composicién de funciones, f (g + h)=fog +f oh.

39. Si la interseccién de la gréfica de una funcién con el eje y es (0, 1), la interseccién con el
eje y para la graficade y = 4 — 3f(x)es (0, 1).

40. Para toda funcion f, f(x; + x,) = f{x;) + f(xo).

35. Si una funcién fes uno a uno, entonces f'(x) =

En los problemas 41 y 42 identifique dos funciones, f'y g, talesque h = f o g.

(3’“7_25)2 42.h(x) =4(x+1) = Vx + 1

X

41. h(x) =

43. Escriba la ecuacién de cada funcién nueva si la grafica de f(x) = x> — 2 es
a) desplazada 3 unidades hacia la izquierda.
b) desplazada 5 unidades hacia abajo.
¢) desplazada 1 unidad hacia la derecha, y 2 unidades hacia arriba.
d) reflejada en el eje x.
e) reflejada en el eje y.
f) estirada verticalmente un factor de 3.
44. La FicurA 2E.1 muestra la grfica de una funcién f cuyo dominio es (—o, ). Trace la
grafica de las siguientes funciones:

a)y=f(x)—m b) y=f(x —2)
c)y=f(x+3)+§ d) y=—f(x)
e) y = f(—x) N y=2f(x)

En los problemas 45 y 46, use la grafica de la funcién uno a uno fde la figura 2.E.1.

45. Describa el dominio y el contradominio de f .

46. Trace la grifica de f .
47. Exprese y = x — |x| + |x — 1| como funcién definida en intervalos. Trace la gréfica de la
funcién.

48. Trace la grafica de la funcién y = [x] + [—x]. Indique los nimeros para los que la
funcién es discontinua.

En los problemas 49 y 50, examine la grafica de la funcién f'e indique el dominio de la
funcion g.

49. f(x) = x> — 6x + 10, g(x) =Vx*—6x+ 10

50. f(x) = —x*+7x —6, g(x)= !

V—x2+7x—6

En los problemas 51 y 52, la funcién dada f es uno a uno. Determine f .

51, f(x) = (x + 1) 52. f(x) = x + Vx

53. Exprese el drea de la regién sombreada de la FiIGura 2E.2 en funcién de h.
54. Determine la funcién cuadratica que describa al arco parabdlico de la FIGURA 2E.3.
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55. El didmetro d de un cubo es la distancia entre vértices opuestos, como se ve en la FIGURA
2E4. Exprese el didmetro d en funcién de la longitud s de un lado del cubo; primero
exprese la longitud y de la diagonal de la figura 2.R.4, en funcién de s.

56. Un cilindro circular de altura 4 se inscribe en una esfera de radio 1, como se ve en la
FIGURA 2E5. Exprese el volumen del cilindro en funcién de 4.

57. Un diamante de béisbol es un cuadrado que tiene 90 pies por lado. Vea la FIGURA 2E6.
Cuando un jugador logra un hit home run, trota en torno al diamante con una velocidad
de 6 pies/s.

a) Cuando el jugador trota entre el plato y la primera base, exprese su distancia al plato
en funcién del tiempo ¢, donde # = 0 corresponde al momento en que dejé el plato;
estoes, 0 =t =15.

b) Cuando el jugador trota entre el plato y la primera base, exprese su distancia a la
segunda base, en funcién del tiempo ¢, donde 0 = ¢ = 15.

Segunda base

90 pies

o

FIGURA 2.E.7 Circulos del
problema 58

Home

FiGurA 266 Jugador de béishol
en el problema 57

58. Vea los cuatro circulos de la Ficura 2E.7. Exprese el drea de la regién sombreada entre
ellos, en funciédn de A.

En los problemas 59 a 62, determine la funcién objetivo del problema de célculo que se
indica. No trate de resolver el problema.

59. Calcule el valor minimo de la suma de 20 veces un nimero positivo, y 5 veces el reci-
proco de ese nimero.

60. Un ranchero quiere usar 100 m de cerca para hacer un cercado diagonal que una dos
muros existentes, que se encuentran y forman un angulo recto. ;Cémo debe hacer para
que el drea encerrada por los muros y la cerca sea maxima?

61. El campo de atletismo que se ve en el contorno negro de la FiIGurA 2.E.8 debe consistir en
dos partes paralelas, rectas, y dos semicirculares. La longitud de la pista debe ser de 2
km. Calcule el disefio de la pista para que el terreno rectangular encerrado por ella sea
mdximo.

62. Se va a construir un oleoducto desde una refineria, cruzando una ciénaga, para llegar a
los tanques de almacenamiento. Vea la Ficura 2. El costo de construccién es de $25 000
por milla en la ciénaga, y $20 000 por milla en tierra firme. ; Cémo se debe trazar el
oleoducto para que el costo de construccién sea minimo?

fx+h) = f(x)
h

En los problemas 63 a 66, determine f'(x) = lim de la funcién indi-

cada. o

Deduzca una ecuacion de la tangente en el valor indicado de x.

63. f(x) = x=2 64. f(x) = x* — x2,
65. f(x) = 2_712 66. f(x) = x + 4Vx, x=4

—3x2 + 16x + 12, x=—1

1
X =3

Capitulo 2 Ejercicios de repaso
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Tanques de almacenamiento

4 millas
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Funciones
polinomiales y
funciones racionales

E!# Funciones polinomiales

O Introduccion Enel capitulo 2 graficamos funciones comoy = 3,y = 2x — 1, y = 5x
— 2x + 4 yy = x°. Esas funciones, en las que la variable x estd elevada a una potencia entera no
negativa, son ejemplos de un tipo mas general de funcién, llamado funcién polinomial. En esta
seccion, nuestra meta es presentar algunos lineamientos generales para graficar esas funciones.
Primero, presentaremos la definicién formal de una funcién polinomial (o polindmica).

FUNCION POLINOMIAL

Una funcién polinomial y = f(x) es una funcién que tiene la forma

f(x) =ax" +a, x" '+ -+ ax? + ax + a, (1)

en donde los coeficientes a,, a, _ i, . . . a,, a; y a, son constantes reales, y n es un
entero no negativo.

El dominio de toda funcién polinomial fes el conjunto de todos los nimeros reales (—2, o).
Las siguientes funciones no son funciones polinomiales:

no €s un entero no I]Cgﬂ[i\'() \L l/ no €s un entero no ncgalivo
_ =i — A 2
y = 5x* — 3x y y =2x2 — 4,

La funcién
potencias enteras no negativas

{ { 1 1 1
y=8x>—3x*—10x° + 7Tx* + 6x + 4

es polinomial, y en ella se interpreta que el niimero 4 es el coeficiente de x°. Como 0 es un
entero no negativo, una funcién constante como y = 3 es un polinomio, porque es lo mismo
que y = 3x°.

[0 Grado Las funciones polinomiales se clasifican por su grado. La mayor potencia de x
de un polinomio se llama grado. Entonces, si a, # 0, se dice que f(x) en la ecuacién (1) tiene el
grado n. El nimero q, en (1) se llama coeficiente principal y g, se llama término constante
de la funcién polinomial. Por ejemplo,

grado !
5
f(x) =3x" —4x> — 3x + 8,
0 T
coeficiente principal término constante
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es un polinomio de grado 5. Ya hemos estudiado polinomios especiales en las secciones 2.3 y
2.4. Los polinomios de grados n = 0, n = 1 y n = 2 son, respectivamente,

f(x) = a, funcién constante
R Seccién 2.3
f(x) = ax + ay, funcion lineal

f(x) = a,x*> + a;x + a,, funcién cuadratica} scccion2.4

A su vez, los polinomios de grados n = 3, n = 4 y n = 5 se llaman, respectivamente, fun-
ciones ciibicas, de cuarto orden y de quinto orden. La funcién constante f(x) = 0 se llama
polinomio nulo.

[0 Graficas Recordemos que la gréfica de una funcién constante f(x) = g, es una recta
horizontal; la grifica de una funcién lineal f(x) = a;x + a, es una recta con pendiente
m = a,, y la grifica de una funcién cuadritica f(x) = a,x*> + a,x + a, es una parabola. Vea
las secciones 2.3 y 2.4. Esas declaraciones descriptivas no pueden continuar para graficas de
funciones polinomiales de grado mayor. ;Cual es la forma de la grafica de una funcién polino-
mial de quinto grado? Sucede que la grafica de una funcién polinomial de grado n = 3 puede
tener varias formas posibles. En general, para graficar una funcién polinomial fde gradon = 3
se necesita el cdlculo, o bien usar una herramienta graficadora. Sin embargo, veremos en la
descripcion siguiente que al determinar

* desplazamiento,

* comportamiento en los extremos,
e simetria,

* intersecciones y

e comportamiento local

de la funcion, en algunos casos se puede bosquejar rdpidamente una grafica razonable de una
funcién polinomial de mayor grado, y al mismo tiempo reducir al minimo el graficado de
puntos. Antes de explicar cada uno de estos conceptos regresaremos a la nocién de la funcién
potencia, que presentamos primero en la seccion 2.2.

O Funcién potencia Un caso especial de la funcién potencia (vea la seccién 2.2) es la
funcién polinomial de un solo término o monomial,

S = x", n entero positivo. (2)

Las graficas de fde grados n = 1, 2, 3,4, 5y 6 se ven en la FIGURA 3.1.1. Lo interesante acerca
de (2) es que todas las graficas con n impar son bdsicamente iguales. Las caracteristicas no-
tables son que las graficas son simétricas respecto al origen, y se aplanan cada vez mds cerca
del origen a medida que aumenta el grado n. Vea las figuras 3.1.1a) a 3.1.1¢). Una observacién
parecida es valida en el caso de las graficas de (2), de n par, excepto, naturalmente, que las
gréficas son simétricas con respecto al eje y. Vea las figuras 3.3.1d) a 3.1.1f).

O Graficas desplazadas Recuerde, de la seccién 2.2, que para ¢ > 0, las gréficas de las
funciones polinomiales de la forma

y=ax" + c, y=ax"—c

y =a(x + ¢)", y =a(x —¢)"
se pueden obtener con desplazamientos verticales y horizontales de la grafica de y = ax". Tam-
bién, si el primer coeficiente a es positivo, la grafica de y = ax” es un estiramiento vertical de

la grafica del polinomio bdsico de un solo término f(x) = x", o bien una compresién vertical
de ella. Cuando a es negativo, también se produce una reflexion en el eje x.

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



y y y
X X X
an=1,fx)=x byn=3,f(x)=x3 on=5,f(x)=x5
y y y
X X X
d)yn=2,f(x)=x2 eyn=4,f(x)=x* Hn=6,f(x)=x6
FIGURA 3.1.1 Breve catdlogo de la funcién potencia f(x) = x", n=1,2,...,6 )
| EJEMPLO 1 Graficas de funciones polinomiales desplazadas

La grificade y = —(x + 2)* — 1 es lade f(x) = x’ reflejada en el eje x, desplazada 2 unidades
hacia la izquierda y después desplazada verticalmente 1 unidad hacia abajo. Primero repase la
figura 3.1.1b), y después vea la FIGURA 3.1.2. [ |

[0 Comportamiento en los extremos Es importante conocer la forma de una fun-
cién polinomial con un solo término, f(x) = x", por otra raz6n. Primero, examine las gréficas
generadas por computadora de las FIGURAS 3.1.3 y 3.1.4. Aunque la primera se parece a las gra-
ficas de las figuras 3.1.10) y 3.1.1¢) y la segunda se asemeja a las de la figura 3.1.1d) a f),
las funciones que se grafican en estas dos figuras no son alguna funcién potencia f(x) = x”
impares, ni f(x) = x" pares. Por ahora no indicaremos qué funciones especificas son, pero baste
decir que ambas fueron graficadas en el intervalo [—1 000, 1 000]. De lo que se trata es esto: la
funcion cuya grafica aparece en la figura 3.1.3 podria ser casi cualquier funcién polinomial

f(x) =ax"|+a, \x"" '+ ---+a1x+a0‘ 3)

con a, > 0, de grado n impar, n = 3, 5, ... cuando se grafica en [—1 000, 1 000]. De igual
modo, la gréfica de la figura 3.1.4 podria ser la de cualquier funcién polinomial (1) con a, > 0,
de grado n par, n = 2,4, ... cuando se grafica en un intervalo grande en torno al origen.
Como indica el siguiente teorema, los términos encerrados en el rectingulo de color, en (3),
son irrelevantes cuando se considera globalmente una grafica de una funcién polinomial, esto
es, cuando | x | es grande. La forma en que se comporta una funcién polinomial f cuando | x| es
muy grande se llama comportamiento en los extremos.

COMPORTAMIENTO EN LOS EXTREMOS

Para | x | muy grande, esto es, cuando x ——0 y x — 0, la gréfica de una funcién

polinomial f(x) = a,x" + a,_;x" ' + -+ + a,x* + a;x + a,, se asemejaala
graficade y = a,x".

3.1 Funciones polinomiales

y=—(x+ 2)3 -1

FIGURA 3.1.2 Grafica reflejada
y desplazada del ejemplo 1

FIGURA 3.1.3 Grafica
misterio #1

<

FIGURA 3.1.4 Grafica
misterio #2
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Para saber por qué la grifica de una funcién polinomial como f(x) = —2x* + 4x* + 5
se parece a la grifica del polinomio y = —2x°, de un solo término, cuando | x | es grande, se
factoriza la mayor potencia de x, esto es, X

los dos términos se vuelven
despreciables cuando | x| es grande
\J )
4 5
flx)=x-—2+—-+75) %)
X x3

Si se deja que | x| crezca sin lfmite, tanto 4/x como 5/x° se pueden hacer tan cercanos a 0 como
se quiera. Asi, cuando | x | es grande, los valores de la funcién f en (4) se aproximan mucho a
los valores de y = —2x°.

Sélo puede haber cuatro tipos de comportamiento en los extremos de una funcién polino-
mial f. Aunque dos de esos comportamientos ya se ilustraron en las figuras 3.1.3 y 3.1.4, los
incluimos de nuevo en el resumen grafico de la figura 3.1.5. Para interpretar las flechas de la Fi-
GURA 3.1.5, examine la figura 3.1.5a). La posicion y la direccion de la flecha izquierda (la flecha
izquierda apunta hacia abajo) indican que cuando x — —, los valores de f(x) son negativos
y de gran magnitud. Dicho de otra manera, la grafica se dirige hacia abajo cuando x — —.
De igual modo, la posicién y la direccién de la flecha derecha (la flecha derecha apunta hacia
arriba) indican que la gréfica se dirige hacia arriba cuando x — .

4 N

Jx)=a,x"+ an_lx”‘l +tax+ag

n entero
positivo impar

Resumen j \

grafico del
comportamiento a)a,>0 b) a,<0
en los extremos
de funciones y y
polinomiales \ f

n entero
positivo par

1\

c)a,>0 d)a,<0

FIGURA 3.1.5 EL comportamiento en los extremos de un polinomio f
depende de su grado n y del signo de su primer coeficiente, a,

. J

Los huecos entre las flechas de la figura 3.1.5 corresponden a cierto intervalo en torno al
origen. En esos huecos, la grafica de ftiene comportamiento local, en otras palabras, muestra
las caracteristicas de una funcién polinomial de determinado grado. Este comportamiento
local incluye las intersecciones con los ejes coordenados de la grifica, el comportamiento de
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la gréfica en las intersecciones con el eje x, los puntos criticos de la grafica y la simetria ob-
servable de ella (si es que la tiene). En una funcién polinomial fun punto critico es un punto
(¢, f(c)) en el que f cambia de direccidn; esto es, la funcién f cambia de creciente a decreciente,
o viceversa. La grafica de una funcién polinomial de grado n puede tener hasta n — 1 puntos
criticos. En cdlculo, un punto critico se llama extremo relativo o extremo local. Un extremo
local puede ser un maximo o un minimo. Si (c, f(c)) es un punto critico o un extremo local,
entonces, en una cercania de x = ¢, la funcién f(c) tiene el valor mdximo (méximo local) o
minimo (minimo local). En un méximo local (c, f(c)), la gréfica de un polinomio f debe cam-
biar de creciente inmediatamente a la izquierda de x = ¢, a decreciente inmediatamente a la
derecha de x = ¢, mientras que en un minimo local (c, f(c)) la funcién f cambia de decreciente
a creciente. Estos conceptos se ilustrardn en el ejemplo 2.

[0 Simetria Es facil indicar, por inspeccidn, las funciones polinomiales cuyas graficas tie-
nen simetria con respecto al eje y o al origen. Las palabras “par” e “impar” en las funciones
tienen un significado especial para las funciones polinomiales. Recuerde que una funcién par
es aquella en la cual f(—x) = f(x), y que una funcién impar es una en la que f(—x) = —f(x). Es-
tas dos condiciones son validas para las funciones polinomiales en las que todas las potencias
de x son enteros pares y enteros impares, respectivamente. Por ejemplo,

potencias pares ————  potencias impares ————————  potencias diversas

Tl l 1 U
fx) =5x" =7x* f(x) =10x" +7x° + 4x  f(x) = =3x" + 2x* + X + 2

funcién par funcién impar ni par ni impar

Una funcién como f(x) = 3x°® — x* + 6 es par, porque las potencias obvias son enteros pares;
el término constante 6 es, en realidad, 6x°, y 0 es entero par no negativo.

O Intersecciones La grafica de toda funcién polinomial f cruza el eje y, porque x = 0
estd en el dominio de la funcién. El punto de cruce con el eje y es (0, f(0)). Recuerde que
un nimero ¢ es una raiz de una funcién f si f(c) = 0. En esta descripcién supondremos
que ¢ es una raiz real. Si x — ¢ es un factor de una funcién polinomial f; es decir, si f(x) =
(x — ¢)g(x), donde g(x) es otro polinomio, entonces es claro que f(c) = 0y que el punto corres-
pondiente de la grifica es (¢, 0). Entonces, las raices reales de una funcién polinomial son
las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de su grifica con el eje x. Si (x — ¢)"es
un factor de f, donde m > 1 es un entero positivo, y si (x — ¢)" " ! no es un factor de f, se
dice entonces que es una raiz repetida, o con mayor propiedad, una raiz de multiplicidad
m. Por ejemplo, f(x) = x> — 10x + 25 equivale a f(x) = (x — 5). Por consiguiente, 5 es una
rafz repetida, o una raiz de multiplicidad 2. Cuando m = 1, ¢ es una raiz simple. Por ejem-
plo, —% y % son raices simples de f(x) = 6x* — x — 1, porque f se puede expresar como
f(x) =6(x + %)(x - %) El comportamiento de la grifica de f en un cruce con el eje x
(¢, 0), depende de que ¢ sea una raiz simple o una raiz de multiplicidad m > 1, donde m es un
entero par o impar.

* Si ¢ es una raiz simple, la grifica de f atraviesa directamente el eje x en (c, 0). Vea la

FIGURA 3.1.6a).

* Si ¢ es una raiz de multiplicidad impar m = 3, 5, . . ., la grafica de f atraviesa el eje x,
pero estd aplanada en (c, 0). Vea la figura 3.1.6D).

* Si ¢ es una raiz de multiplicidad par m = 2, 4, . . . ., la grafica de f'es tangente al eje x,

o lo toca, en (c, 0). Vea la figura 3.1.6¢).

En el caso en que ¢ sea una raiz simple, o una raiz de multiplicidad impar, m = 3,5, . . . f(x)
cambia de signo en (c, 0), mientras que si ¢ es una raiz de multiplicidad par, m = 2,4, ...,
f(x) no cambia de signo de (c, 0). Observe que, dependiendo del signo del primer coeficiente
de la funcién polinomial, las graficas de la figura 3.1.6 se podrian reflejar en el eje x. Por

3.1 Funciones polinomiales

(¢, 0)

a) Raiz simple

(¢, 0)

b) Raiz de multiplicidad
impar m =3,5,...

(c,0)

¢) Raiz de multiplicidad
parm=2,4,.

FIGURA 3.1.6 Intersecciones
de una funcién polinomial

Sfx) con el eje x
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FIGURA 3.1.7 Grafica de la
funcién del ejemplo 2

X
(3,0

(1,0)

FIGURA 3.1.8 Grafica de la
funcién del ejemplo 3
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ejemplo, en una raiz de multiplicidad par la gréifica de f podria ser tangente al eje x, desde
abajo de ese eje.

| EJEMPLO 2 Grafica de una funcion polinomial

Graficar f(x) = x* — 9x.
Solucién Veamos algo que se debe entender para bosquejar la grafica de f:

Comportamiento en los extremos: Sino se tienen en cuenta todos los términos, salvo el
primero, se ve que la gréfica de f se parece a la de y = x° para | x | grande. Esto es,
la gréfica baja hacia la izquierda cuando x — —oc, y sube hacia la derecha cuando
x — o0, como se ve en la figura 3.1.5a).

Simetria: Como todas las potencias son enteros impares, f es una funcién impar. La gra-
fica de fes simétrica respecto al origen.

Intersecciones: f(0) = 0, y entonces el cruce con el eje y es (0, 0). Al igualar f(x) = 0 se
ve que se debe resolver x> — 9x = 0. Esto se factoriza

diferencia de cuadrados

x(x?=9)=0 osea x(x—3)(x+3)=0

se ve que las raices de fson x = 0 y x = £3. Los cruces con el eje x estdn en (0, 0),
(=3,00y(3,0)

Grdfica: De izquierda a derecha, la grafica sube (f es creciente) desde el tercer cuadrante
y pasa por (=3, 0), porque —3 es una raiz simple. Aunque la gréfica sube al pasar por
esta interseccidn, debe regresar hacia abajo (f decreciente) en algtin punto del segun-
do cuadrante, para poder atravesar (0, 0). Como la grifica es simétrica con respecto
al origen, su comportamiento es exactamente el contrario en los cuadrantes primero
y cuarto. Vea la FIGURA 3.1.7. [ |

En el ejemplo 2, la grifica de f tiene dos puntos criticos. En el intervalo [—3, 0] hay un
madximo local, y en el intervalo [0, 3] hay un minimo local. No tratamos de localizar con pre-
cision esos puntos; eso es algo que, en general, necesitaria las técnicas del cdlculo. Lo mejor
que podemos hacer con las matemadticas de precdlculo, para refinar la gréfica, es recurrir a
graficar puntos adicionales en los intervalos de interés. Por cierto, f(x) = x* — 9x es la funcién
del intervalo [—1 000, 1 000] cuya grafica se ve en la figura 3.1.3.

| EJEMPLO 3 Grafica de una funcion polinomial

Graficar f(x) = (1 — x) (x + 1}
Solucién Se hace la multiplicacién y resulta f(x) = —x* — x> + x + 1.

Comportamiento en los extremos: Vemos, en el renglon anterior, que la grafica de f se
parece a la grifica de y = —x° para| x| grande, justo lo contrario del comportamiento
en los extremos de la funcién del ejemplo 2. Vea la figura 3.1.50).

Simetria: Como se ve de f(x) = —x’ —x* + x + 1, hay potencias pares e impares de x.
Por consiguiente, f ni es par ni impar; su grifica no posee simetria respecto al eje y
o al origen.

Intersecciones: f(0) = 1, y entonces la interseccion con el eje y estd en (0, 1). En la forma
factorizada de f(x) del enunciado se ve que las intersecciones con el eje x estdn en
(=1,0)yen(l,O0).

Grdfica: De izquierda a derecha, la gréfica baja (f decreciente) desde el segundo cuadran-
te y entonces, como — 1 es una raiz de multiplicidad 2, la gréfica es tangente al eje
x en (—1, 0). Entonces la grafica sube (f es creciente) conforme pasa a través de la
interseccion con el eje y (0, 1). En algtn punto del intervalo [—1, 1], la gréfica se va
hacia abajo (f decreciente) y, como 1 es una raiz simple, atraviesa el eje x en (1, 0),
dirigiéndose hacia abajo, en el cuarto cuadrante. Vea la FIGURA 3.1.8. [ |
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En el ejemplo 3 de nuevo hay dos puntos criticos. Debe quedar en claro que el punto
(=1, 0) es un punto critico (f cambia de decreciente a creciente en —1) y f{—1) = 0 es un
minimo relativo de f. También hay un punto critico (f cambia de creciente a decreciente en
ese punto) en el intervalo [—1, 1]y el valor de la funcién en este punto es un méximo relativo
def.

| EJEMPLO 4 Raices de multiplicidad dos

Graficar f(x) = x* — 4x% + 4.

Solucién Antes de seguir, obsérvese que el lado derecho de f es un cuadrado perfecto.
Estoes, f(x) = (x> — 2)% Comox*> — 2 = (x — V2)(x + V2), de acuerdo con las leyes
de los exponentes se puede escribir

f(x) = (x = V2)%(x + V2) (5)

Comportamiento en los extremos: Al inspeccionar f(x) se ve que su grafica se parece a la
de y = x* ante | x| grandes. Esto es, la gréfica sube hacia la izquierda cuando x — —
y sube hacia la derecha cuando x — %, como se ve en la figura 3.1.5¢).

Simetria: Como f(x) sélo contiene potencias pares de x, es una funcién par, y entonces su
gréfica es simétrica con respecto al eje y.

Intersecciones: f(0) = 4, por lo que la interseccién con el eje y estd en (0, 4). Por inspec-
cién de (5) se ve que las intersecciones con el eje x estdn en (— V2, 0) y (V2,0).

Grdfica: De izquierda a derecha, la grafica baja desde el segundo cuadrante y entonces,
como — V2 es una raiz de multiplicidad 2, la grafica toca al eje xen (— V2, 0). Des-
pués, la grifica sube desde aqui hasta la interseccién con el eje y en (0, 4). Después,
se aplica la simetria respecto al eje y para completar la grafica en el primer cuadrante.
Vea la FIGURA 3.1.9.

En el ejemplo 4, la grafica de f tiene tres puntos criticos. De acuerdo con la multiplicidad
par de la raiz, y de la simetria respecto al eje y, se puede deducir que las intersecciones con
el eje x en (—V2,0)y (V2,0) son puntos criticos, y f(—=V2) =0 y f(V2) = 0 son mi-
nimos locales, y que la interseccién con el eje y en (0, 4) es un punto critico y f(0) = 4 es un
méximo local.

| EJEMPLO 5 Raiz de multiplicidad tres
Graficar f(x) = —(x + 4) (x — 2)°.

Soluciéon

Comportamiento en los extremos: Por inspeccion de f'se ve que su grafica se parece a la
grifica de y = —x* para grandes valores de | x |. Este comportamiento de fen la fron-
tera se ve en la figura 3.1.5d).

Simetria: La funcién fni es par ni es impar. Se demuestra, en forma directa, que f(—x) #
J&x), y que f(=x) # —f(x).

Intersecciones: f(0) = (—4)(—2) = 32, asi que el cruce con el eje y estd en (0, 32).
Se ve, en la forma factorizada de f(x), que los cruces con el eje x estdn en (—4, 0)
y (2, 0).

Grdfica: De izquierda a derecha, la grafica sube desde el tercer cuadrante y entonces,
como —4 es una raiz simple, atraviesa directamente el eje x en (—4, 0). En algtn
lugar del intervalo [—4, 0], 1a funcién f debe cambiar de creciente a decreciente, para
que su gréfica pase por la interseccién con el eje y en (0, 32). Después de que pasa
por ese punto, la grfica de esta funcién contintia decreciendo, pero como 2 es una
raiz de orden tres, la gréfica se aplana al pasar por (2, 0), y va hacia abajo en el cuarto
cuadrante. Vea la FIGURA 3.1.10. [ |

Note que, en el ejemplo 5, como f'es de grado 4, su grafica podria tener hasta tres puntos
criticos. Pero como se ve en la figura 3.1.10, esa grifica s6lo posee un punto critico, y ese
punto es un maximo local.

3.1 Funciones polinomiales

y=x*—4x2+4

Y

0,4

\2,0) | (2,0)

FIGURA 3.1.9 Grafica de la
funcion del ejemplo 4
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FIGURA 3.1.10 Grafica de la
funcion del ejemplo 5
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| EJEMPLO 6 Raices de multiplicidad dos y tres

Graficar f(x) = (x — 3) (x — 1)(x + 2)~

Solucién La funcién fes de grado 6, por lo que su comportamiento en los extremos se
parece a la grifica de y = x° para | x| grande. Vea la figura 3.1.5¢). También, la funcién f ni es
par ni es impar; su grafica no tiene simetria respecto al eje y ni al origen. La interseccién con el
eje y estd en (0, f(0)) = (0, —24). De acuerdo con los factores de f se ve que las intersecciones
con el eje x de la grdfica estdn en (—2, 0), (1, 0) y (3, 0). Como —2 es una raiz de multiplicidad
3, la gréfica de f se aplana al pasar por (—2, 0). Debido a que 1 es una raiz de multiplicidad 2,
la gréfica de f es tangente al eje x en (1, 0). Como 3 es una raiz simple, la grafica de f atraviesa
directamente al eje x en (3, 0). Agrupando todas estas propiedades se obtiene la grafica de la
FIGURA 3.1.11. ]

En el ejemplo 6, en vista de que la funcién fes de grado 6, su grafica podria tener hasta
cinco puntos criticos. Pero como se ve en la figura 3.1.11, sé6lo hay tres puntos criticos. Dos
de ellos son minimos locales, y el restante, que es (1, 0), el valor de la funcién f(1) = 0 es un
maéximo local.

[0 Teorema del valor intermedio Una funcién polinomial fes una funcién continua.
Tenga presente que eso quiere decir que la grifica de y = f(x) no tiene interrupciones, huecos
ni agujeros en ella. El siguiente resultado es una consecuencia directa de la continuidad.

TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Supongamos que y = f{(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b]. Si

fla) # f(b) para a < b, y si N es cualquier nimero entre f(a) y f(b), entonces existe
un ndmero ¢ en el intervalo abierto (a, b) para el cual f(c) = N.

Como se ve en la FIGURA 3.1.12, el teorema del valor intermedio sélo establece que f(x) asu-
me todos los valores entre los nimeros f(a)y f(b). En particular, si los valores de la funcién f(a)
y f(D) tienen signos contrarios, entonces si N = 0, se puede decir que hay al menos un nimero
en (a, b) para el cual f(c) = 0. En otras palabras, si f(a) > 0, f(b) < 0, o f(a) < 0y f(b) > 0,
entonces f(x) tiene al menos una raiz ¢ en el intervalo (a, b). La factibilidad de esta conclusién
se ilustra en la FIGURA 3.1.13.

fla) >

X I : X
) <0 Fa@<o |/ Cz\/% b

a) Una raiz c en (a, b) b) Tres raices ¢, ¢,, ¢y en (a, b)

Q
o
/@-

FIGURA 3.1.13 Ubicacion de las raices usando el teorema del valor intermedio

| EJEMPLO 7 Uso del teorema del valor intermedio

Se tiene la funcién f(x) = x* + x — 1. Como fes continua en el intervalo [—1, 1],

f(=1)==-3<0 y f(1)=1>0,

y 0 satisface —3 < 0 < 1, de acuerdo con el teorema del valor intermedio se sabe que la gra-
fica de f debe cruzar la recta y = 0 (el eje x). Con mds precision, existe un ndmero real ¢ en el
intervalo abierto (—1, 1) tal que f(c) = 0. [ |
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comienzan en la pagina RESP-9.

q Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

En los problemas 1 a 8 proceda como en el ejemplo 1 y use las transformaciones para bos-
quejar la grafica de la funcién polinomial indicada.

Ly=x-3 2.y=—(x+2)°
3.y=(x—2)P+2 4.y=3—(x +2)
5.y=(x—5)* 6.y=x*—1
7.y=1—(x—1)* 8.y=4+(x+1)*

En los problemas 9 a 12 determine si la funcién polinomial indicada f'es par, impar o ni par
ni impar. No haga la gréfica.

9. f(x) = —2x> + 4x 10. f(x) = x* = 5x*+ 7
1. f(x) = x>+ 4x* + 9x + 1 12. f(x) = X*(x + 2)(x — 2)

En los problemas 13 a 18 indique a qué funcién polinomial de a) a /') corresponde cada grafica.

a) f(x) = x*(x — 1)° b) f(x) = —x*(x — 1)
o) f(x) = *(x = 1)° d) f(x) = —x(x = 1)’
e) f(x) = —x*(x — 1) D fx) =2 - 1)
13. y 14. y 15.\

7 x x =

FIGURA 3.1.16 Grafica del

FIGURA 3.1.14 Grafica del FIGURA 3.1.15 Grafica del
problema 13 problema 14 problema 15
16. | v 17. 18.

X
; X
X
FIGURA 3.1.18 Gréfica del
problema 17

FIGURA 3.1.17 Grafica del

problema 16 FIGURA 3.1.19 Grafica del

problema 18

En los problemas 19 a 22, construya una funcién polinomial f que tenga las propiedades
dadas. No hay ninguna respuesta tinica.

19. fes de grado 4, su gréfica es simétrica con respecto al eje y, y el punto de interseccién y
es (0, —6).
20. fesde grado 5, 0 es un cero de multiplicidad 3, su gréfica es simétrica con respecto al

origen.
21. ftiene cuatro ceros reales, 1 es un cero sencillo, —3 es un cero de multiplicidad 2, se
comportan como y = —7x* para valores grandes de |x|.

22. fes de grado 6, tiene cuatro ceros reales, 2 es un cero de multiplicidad 3, se comportan
como y = 2x° para valores grandes de |x], f(0) = 8.

3.1 Funciones polinomiales
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FIGURA 3.1.21 Grafica del
problema 46
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En los problemas 23 a 44 proceda como en el ejemplo 2 y trace la gréfica de la funcién
polinomial findicada.

23. f(x) = x> — 4x 24. f(x) = 9x — x°

25. f(x) = —x* + x* + 6x 26. f(x) = x> + 7x* + 12x

27. f(x) = (x + 1)(x —2)(x — 4) 28. f(x) =2 —x)(x+2)(x + 1)
29. f(x) = x* — 4x3 + 3x? 30. f(x) = x*(x — 2)?

3. f(x) = (x* = x)(x* = 5x + 6) 32. f(x) = x*(x* + 3x + 2)
33.f(x) = (x> = 1)(x*+9) M. f(x) =x*+5x>—6

35. f(x) = —x* +2x> — 1 36. f(x) =x*—6x>+9

37. f(x) = x* + 3x4° 38. f(x) = x(x — 2)°

39. f(x) = x° — 4x° 40. f(x) = (x —2) = (x —2)°
41. f(x) = 3x(x + 1)*(x — 1)? 2. f(x) = (x + 1)*(x —1)°

43. f(x) = —3x%(x + 2)3%(x — 2)? 44. f(x) = x(x + 1)*(x = 2)(x — 3)

45. La grafica de f(x) = x> — 3x se ve en la FIGURA 3.1.20.
a) Use la figura para obtener la gréfica de g(x) = f(x) + 2.
b) Usando sélo la gréifica que obtuvo en el inciso a), escriba la ecuacién, en forma fac-
torizada, de g(x). Entonces compruebe, multiplicando los factores, que su ecuacion
de g(x)es igual que f(x) + 2 = x* — 3x + 2.

2+ 2,2

(-2,-2) -2+ 1.2

FIGURA 3.1.20 Grafica del problema 45

46. Deduzca una funcién polinomial f del menor grado posible, cuya gréafica sea consistente
con la de la FIGURA 3.1.21.

47. Calcule el valor de k tal que (2, 0) sea un cruce de la grifica con el eje de las x. La fun-
cién es f(x) = kx> —x* + 5x + 8.

48. Calcule los valores de k, y k, tales que las intersecciones con el eje x de la gréfica de f(x)
= kx* — kX’ + x —4desténen(—1,0)y (1, 0).

49. Calcule el valor de k tal que el cruce con el eje y de la grifica de f(x) = x* — 2x* + 14x
— 3kesté en (0, 10).

50. Se tiene la funcién polinomial f(x) = (x — 2)* * '(x + 5), donde n es un entero positivo.
(Para qué valores de n la gréfica de f toca, pero no cruza, al eje x en (2, 0)?

51. Se tiene la funcién polinomial f(x) = (x — 1)* ¥ %x + 1), donde n es un entero positivo.
(Para qué valores de n la gréfica de f cruza al eje x en (1, 0)?

52. Se tiene la funcién polinomial f(x) = (x — 5/*"(x + 1)** ', donde m y n son enteros
positivos.
a) (Para qué valores de m la gréfica de f cruza al eje x en (5, 0)?
b) (Para qué valores de n la grifica de f cruza al eje x en (— 1, 0)?

En los problemas 53 y 54 aplique el teorema del valor intermedio para determinar si hay una
raiz en la funcién f dada en los intervalos indicados. No trace la grafica.

53. f(x) = 60x> — 13x* — 145x — 28; [—2,—1],[—1,0],[0, 1], [1,2]
54. f(x) = 8x* — 23x3 + 23x2 — 26x + 15; [—1,0],[0, 1], [1,2],[2, 3]

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



Problemas diversos relacionados con el calculo

5S.

56.

57.

58.

Construccion de una caja Se puede hacer una caja abierta con una pieza rectangular
de cartdn, quitando un cuadrado de longitud x de cada esquina, y doblando los lados
hacia arriba. Vea la Ficura 3.1.22. Si el cartén mide 30 cm por 40 cm, demuestre que el
volumen de la caja resultante se determina mediante

V(x) = x(30 — 2x)(40 — 2x).

Trace la grafica de V(x) de x > 0. ;Cual es el dominio de la funcién V?

|
i {30cm
|
|

FIGURA 3.1.22 Caja del problema 55

Otra caja Para conservar su forma, la caja del problema 55 necesita cinta adhesiva, o
algun sujetador para las esquinas. Una caja abierta que se mantiene firme puede hacerse
sacando un cuadrado de longitud x de cada esquina de una pieza rectangular de carton,
cortando la linea llena y doblando en las lineas interrumpidas, que se ven en la FIGURA
3.1.23. Deduzca una funcién polinomial V(x) que exprese el volumen de la caja resultan-
te, si el cart6n original mide 30 cm por 40 cm. Trace la grifica de V(x) de x > 0.

30 cm

FIGuRA 3.1.23 Caja del problema 56

Hacer una copa Una copa cénica estd hecha de una pieza circular de papel de un radio
R, recortando un sector circular y luego juntando las orillas rayadas como se muestra en
la FIGURA 3.1.24. Busque una funcién polinomial V(h) que dé el volumen de la copa cénica
en términos de su altura.

Reloj de arena Un chorro de arena fluye desde la mitad superior del reloj cénico que
se muestra en la FIGURA 3.1.25 hacia la mitad inferior con velocidad constante. Busque una
funcién polinomial V(i) que dé el volumen de la pila de arena del fondo. Suponga que la
parte superior de la pila sea plana. [Sugerencia: Use tridngulos similares.]

Para discusion

59.

60.

Examine la figura 3.1.5. A continuacién, explique si pueden existir funciones polino-
miales cubicas que no tengan raices reales.

Suponga que una funcién polinomial f tiene tres raices, —3, 2 y 4, y que el compor-
tamiento en los extremos de su grafica baja hacia la izquierda cuando x — —, y baja
hacia la derecha cuando x — . Explique cudles serian las ecuaciones posibles de f.

3.1 Funciones polinomiales

‘ Recorte
a)
I '
)

b

FiGuRA 3.1.24 Copa del
problema 57

12 cm
Ry N || &
12—h
12 cm _—
h

o

FIGURA 3.1.25 Reloj de arena del
problema 58
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Problemas para calculadora o computadora

En los problemas 61 y 62, use una funcién graficadora para examinar la grafica de la funcién
polinomial indicada en los intervalos que se indican.

61. f(x) = —(x — 8)(x + 10)%; [—15,15],[—100, 100], [—1 000, 1 000]

62. f(x) = (x = 5)*(x + 5)% [—10,10],[—100, 100], [—1 000, 1 000]

Eﬂ Division de funciones polinomiales

[0 Introduccion Sip > 0y s > 0 son enteros tales que p = s, entonces p/s se llama
fraccion impropia. Si se divide p entre s se obtienen niimeros tinicos, ¢ y r, que satisfacen

p r
— = 1
P q+s o p=sq+r, (D

donde 0 = r < s. El nimero p se llama dividendo, s es el divisor, g es el cociente y r es el

residuo. Por ejemplo, se tiene la fraccion impropia 5. Al hacer la divisién aritmética se
obtiene
45 <« cociente
divisor — 23W52 <« dividendo
% <— se resta
132 @
115

17.  « residuo
El resultado de (2) se puede escribir en la forma 132* = 45 + 12, donde %} es una fraccién
propia, porque el numerador es menor que el denominador; en otras palabras, la fraccion es
menor que 1. Si multiplicamos este resultado por el divisor 23, obtendremos la forma especial
de escritura del dividendo p, ilustrada en la segunda ecuacién de (1):

cociente residuo
1 \
1052 =23-45 + 17. 3)
1

divisor

[0 Division de polinomios El método para dividir dos funciones polinomiales f(x) y
d(x) se parece a la divisién de enteros positivos. Si el grado de un polinomio f(x) es mayor o
igual que el grado del polinomio d(x), entonces f(x)/d(x) se llama también fracciéon impropia.
Un resultado andlogo a (1) se llama algoritmo de division de polinomios.

ALGORITMO DE DIVISION

Sean f(x) y d(x) # 0 polinomios, donde el grado de f(x) es mayor o igual al grado
de d(x). Entonces, existen polinomios unicos, g(x) y r(x) tales que

flx) r(x)
O

en donde Hx) tiene grado menor que el grado de d(x).

f(x) = d(x)q(x) + r(x), @

N
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El polinomio f(x) se llama dividendo, d(x) es el divisor, ¢(x) es el cociente y r(x) es el
residuo. Como r(x) tiene grado menor que el de d(x), la expresién racional Hx)/d(x) se llama
fraccion propia.

Observe, en (4), que cuando /(x) = 0, entonces f(x) = d(x)g(x), por lo que el divisor d(x) es
un factor de f(x). En este caso se dice que f(x) es divisible entre d(x) o, en terminologia antigua,
que d(x) divide exactamente a f(x).

| EJEMPLO 1 Division de dos polinomios

Usar la division para calcular el cociente de g(x) y el residuo r{(x) cuando el polinomio f(x) =
3x* —x? — 2x + 6 entre el polinomio d(x) = x* + 1.
Solucion Por division,

3x — 1 <« cociente
divisor —  x2 + 1)3x3 — x2—=2x + 6 <« dividendo
3x° + 0x? + 3x < se resta
3 (5)
—x"—5x+6
—x24+0x — 1

—5x +7 <« residuo
El resultado de la divisién (5) se puede escribir como sigue:

3»x3—)cz—2x+6_3 _1+—5x+7
2+ 1 * X24+17

Si se multiplican ambos lados de la tltima ecuacién por el divisor x* + 1, se obtiene la segun-
da forma de (4):

3 —xP=2x+6=(x2+1)0Bx—1)+ (-5x + 7). (6) m

Si el divisor d(x) es un polinomio lineal x — ¢, entonces, de acuerdo con el algoritmo de
division, el grado del residuo r es 0; esto es, r es una constante. Asi, (4) se transforma en

fx) = (x =c)g(x) +r. )

Cuando se sustituye el nimero x = c¢ en (7), se descubre una forma alternativa de evaluar una
funcién polinomial:

0
-

fle)=(c—c)glc) +r=r.

Al resultado anterior se le llama teorema del residuo.

TEOREMA DEL RESIDUO

Si un polinomio f(x) se divide entre un polinomio lineal x = ¢, el residuo r es el
valor de f(x) en x = c; esto es, f(c) = r.

| EJEMPLO 2 Calculo del residuo

Aplicar el teorema del residuo para calcular r cuando f(x) = 4x* — x> + 4 se divide entre x — 2.
Solucién Segin el teorema del residuo, el residuo r es el valor de la funcién f evaluada
enx = 2.

r=£(2) =420 - (2?+4=32 ®) =

3.2 Division de funciones polinomiales
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El ejemplo 2, en donde se determina un residuo r calculando el valor de una funcién f(c),
es mds interesante que importante. Lo que s/ es importante es el problema inverso: determinar
el valor de la funcidn f(c) calculando el residuo r por divisién de fentre x — ¢. Los dos ejem-
plos que siguen ilustran este concepto.

| EJEMPLO 3 Evaluacion por division

Aplicar el teorema del residuo para determinar f(c) para f(x) = x> — 4x> + 2x — 10, cuando
c=—3.

Solucién El valor f(—3) es el residuo cuando f(x) = x° — 4x* 4+ 2x — 10 se divide entre
x — (—3) = x + 3. Para fines de la divisién, se deben tener en cuenta los términos faltantes en
x*y x?, escribiendo el dividendo como sigue:

f(x) = x>+ 0x* — 4x* + 0x* + 2x — 10.
xt—=3x 4+ 5x% — 15x + 47

Entonces, x+3)x5+0x* —4x* + 0x>+ 2x— 10 )
x4 3x*
=3x* —4x*+ 0x*+ 2x — 10
—3x* — 9x?
534+ 0x2+ 2x— 10
5x° + 15x2
—15x*+ 2x— 10
—15x2 — 45x
47x — 10
47x + 141
—151
El residuo r en la divisién es el valor de la funcién fen x = — 3;estoes, f(—3) = —151. W

[0 Division sintética Después de resolver el ejemplo 3 es 16gico preguntar por qué
se querria calcular el valor de una funcién polinomial f por division. La respuesta es: no nos
ocupariamos de hacerlo, si no existiera la division sintética. La division sintética es un mé-
todo abreviado para dividir un polinomio f{(x) entre un polinomio /ineal x — ¢; no se requiere
escribir las diversas potencias de la variable x, sino s6lo los coeficientes de esas potencias en el
dividendo f(x) (que debe incluir todos los coeficientes 0). También es una forma muy eficiente
y rédpida de evaluar f(c), porque en el proceso sélo se utilizan las operaciones aritméticas de
multiplicacién y suma. No intervienen elevaciones a potencia, como 2* ni 2% en la ecuacién
(8). A continuacién presentamos la misma division de (9), en forma sintética:

=3 1 0 -4 0 2 -10
-3 9 —15 45 —141 (10)
1 =3 5 —15 47 |=151=r=f(-3)

Recuerde que el renglén inferior de nimeros en (10) es el de los coeficientes de las diver-
sas potencias de x en el cociente g(x) cuando f(x) = x> — 4x* + 2x — 10 se divide entre x + 3.
El lector debe comparar lo anterior con el cociente que obtuvo por division en (9).

E-JEI\/IPLO a Uso de la. f|1v1s1on sintética para evaluar
una funcion

Aplicar el teorema del residuo para determinar f(c), para

Fflx) = =3x0+4x + x* —8x* —6x2+ 9

cuando ¢ = 2.

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



Solucién Usaremos division sintética para determinar el residuo r en la division de f
entre x — 2. Comenzaremos escribiendo todos los coeficientes en f(x), incluyendo 0, el coefi-
ciente de x. En

2] -3 4 1 -8 -6 0 9
-6 —4 -6 —28 —68 —136
-3 -2 -3 —14 =34 -68 |-127=r

se ve que f(2) = —127. [ |

I JEMPLO 5 Uso de la' fllVlSlOl‘l sintética para evaluar
una funcion

Usar divisién sintética para evaluar f(x) = x> — 7x* + 13x — 15enx = 5.
Solucién Segiin la division sintética
5501 -7 13 -I5
5 —10 15
1 -2 3 0=r
se ve que f(5) = 0. [ |

El resultado del ejemplo 5, f(5) = 0, muestra que 5 es una raiz de la funcién dada f. Es
mads, hemos encontrado también que f es divisible entre el polinomio lineal x — 5. Visto de
otra manera, x — 5 es un factor de f. La division sintética muestra que f(x) = x* — 7x* + 13x
— 15 equivale a

f(x) = (x—5)(x* — 2x + 3).

En la siguiente seccion investigaremos mads el uso del algoritmo de la divisioén y del teore-
ma del residuo, como ayuda para determinar raices y factores de una funcién polinomial.

@ Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

comienzan en la pagina RESP-10.

En los problemas 1 a 10 use la division larga para determinar el cociente ¢(x) y el residuo Hx)
cuando el polinomio f(x) se divide entre el polinomio indicado d(x). En cada caso, escriba la
respuesta en la forma f(x) = d(x)q(x) + Hx).

1. f(x) =8x*+ 4x — 7; d(x) = x*
(x) =x>4+2x—3; dlx)=x>+1
() =5—7x*+4x+1; dx)=x*+x—1
(x)
5.f(x) =2x +4x> = 3x+5; d(x)=(x+2)
6. fx)=x>+x2+x+1; dlx)=02x+1)
(x)
8. f(x) =x*+8; dx)=x*+2x—1
9. f(x) =6x° +4x*+ x% dx)=x>-2
10. f(x) =5x° — x>+ 10x* + 32 = 2x + 4; d(x)=x>+x—1
En los problemas 11 a 16 proceda como en el ejemplo 2 y aplique el teorema del residuo
para determinar r cuando f(x) se divide entre el polinomio lineal indicado.
11. f(x) =2x> —4x + 6; x —2
12. f(x) =3x>+7x —1; x+3
13. f(x) =x* —4x*>+5x+2; x—3

3.2 Division de funciones polinomiales
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14. f(x) =52+ x> —4x—6; x+1
15 f(x) =x* —x*+2x> +3x—5; x—3
16. f(x) =2x* —Ix*+ x — 1; x+%

En los problemas 17 a 22, proceda como en el ejemplo 3 y use el teorema del residuo para
calcular f{c) con el valor indicado de c.

17. f(x) =4x> — 10x + 6; ¢ =2

18. f(x) =6x> +4x —2; ¢c=1

19. f(x) =x*+3x*+ 6x+6; ¢c=-5

20. f(x) = 15x> + 17x* — 30; ¢ =1

21 f(x) = 3x* — 522+ 20; ¢c=3

22. f(x) = 14x* — 60x> + 49x> — 21x + 19; ¢ =1

En los problemas 23 a 32, use la divisién sintética para calcular el cociente g(x) y el residuo
Hx) cuando se divide f{(x) entre el polinomio lineal indicado.

. 2
24, f(x) =4x> —8x+6; x —3
25.fx=x3—x2+2; x+3
26.fx=4x3—3x2+2x+4; x =17
. X
28. f(x =4x* +3° - x*—5x—-6; x+3
X
2

En los problemas 33 a 38 use la divisién sintética y el teorema del residuo para calcular f{c)
para el valor indicado de c.

33 f(x) =4x? —2x+9; c=-3

4. f(x) =3x* —5x2+27; c=13

35. f(x) = 14x* — 60x> + 49x* — 21x + 19; ¢ =1
36. f(x) =3x° +x*—16; c= -2

3. f(x) =2x° =3+ x* —2x+1; c=4

38. f(x) =x" =3 +2x* —x+10; ¢c=5

En los problemas 39 y 40 use la divisi6n larga para determinar el valor de k tal que f(x) sea
divisible entre d(x).

3. f(x) =x*+ 3 +3x+kx —4; dx)=x*-1
40. f(x) =x = 3x* + 7+ kx> +9x —5; dx)=x>—x+1

En los problemas 41 y 42 use la divisi6n sintética para calcular el valor de k tal que f(x) sea
divisible entre d(x).

4. f(x) =kx* + 222+ 9%; d(x) =x—1
R.f(x)=x+ kx> —2kx+4; dx)=x+2
43. Determine el valor de k tal que el residuo de la division de
f(x) = 3x* — 4kx + 1 entre d(x) = x + 3 sea r = —20.
44. Cuando f(x) = x* — 3x — 1 se divide entre x — c, el residuo es r = 3. Determine c.
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Raices y factores de funciones

EEE polinomiales

[0 Introduccion En la seccién 2.1 vimos que una raiz de una funcién f es un nimero ¢
para el cual f(c) = 0. Una raiz de una funcién f puede ser un nimero real o uno complejo.
Recuerde que un niimero complejo tiene la forma

z=a+ bi, enelque 2= -1,

y a 'y b son niimeros reales. Al niimero a se le llama parte real de z, y a b se le llama parte
imaginaria de z. El simbolo i se llama unidad imaginaria y se acostumbra definirlo como
i =\V/—1.Siz=a + bies un niimero complejo, entonces 7 = a — bi se llama su conju-
gado. Asf, la sencilla funcién polinomial f(x) = x* + 1 tiene dos raices complejas, porque las
soluciones de x> + 1 = 0 son :l:\/TI, estoes,soniy — i.

En esta seccion exploraremos la relacion entre las raices de una funcién polinomial f, la
operacion de division y los factores de f.

HEEYERE Raiz real

Se tiene la funcién polinomial f(x) = 2x* — 9x* + 6x —1. El nimero real } es una raiz de la
funcién, ya que

| EJEMPLO 2 Raiz compleja

Para la funcién polinomial f(x) = x* — 5x* + 8x — 6, el niimero complejo 1 + i es una de sus

raices. Para comprobarlo usaremos el desarrollo del binomio (a + b)’ y el hecho que i = — 1,
y que i = —i.
fA+i)=0+iP=-5(1+i)*+81+i)—6

P4+3-12i+3-1-2+3)—-5012+2i+&2)+8(1+i)—6
=2 +2i) —5(2i) + (2 + 8i)
—2+2)+ (10— 10)i =0 + 0i = 0. u

(
(
(
(

[0 Teorema del factor Ahora ya podemos relacionar la nocién de una raiz de una fun-
cién polinomial £, con la divisién de polinomios. De acuerdo con el teorema del residuo, cuan-
do f(x) se divide entre el polinomio lineal x — ¢, el residuo es r = f(c). Si ¢ es una raiz de f,
entonces f(c) = 0 implica que r = 0. Por la forma del algoritmo de la divisién que se presentd
en (4), seccion 3.2, se puede escribir f como

f(x) = (x = c)g(x). )

Asi, si ¢ es una raiz de una funcién polinomial f, entonces x — ¢ es un factor de f(x). Al revés,
si x — ¢ es un factor de f(x), entonces f tiene la forma de la ecuacion (1). En este caso, de in-
mediato se ve que f(c) = (¢ — ¢)g(c) = 0. Estos resultados se resumen en el siguiente teorema
del factor.

3.3 Raices y factores de funciones polinomiales

4 Vea (7) en la seccién 1.5.

143



144

TEOREMA DEL FACTOR

Un niimero c es una raiz de una funcién polinomial f'si, y sélo si, x — ¢ es un fac-
tor de f(x).

Si una funcién polinomial fes de grado i, y si (x — ¢)", m = n, es un factor de f{x), entonces
se dice que ¢ es una raiz de multiplicidad m. Cuando m = 1, ¢ es una raiz simple. Lo que es
lo mismo, se dice que el nimero ¢ es una raiz de multiplicidad m de la ecuacién f(x) = 0. Ya
hemos examinado el significado gréfico de raices reales repetidos de una funcién polinomial
f, en la seccion 3.1. Vea la figura 3.1.6.

| EJEMPLO 3 Factores de un polinomio

Determinar si
a) x + 1esun factor de f(x) = x* — 5x* + 6x — 1,
b) x — 2esun factor de f(x) = x* + 3x* + 4.

Solucién Usaremos division sintética para dividir f(x) entre el término lineal indicado.
a) De la division
=1 1 0 -5 6 -1
-1 1 4 -10
1 -1 —4 10 |[-1l=r=f(-1)

se ve que f(—1) = —11, porlo que —1 no es una raiz de f. La conclusién es que x — (—1)
= x + 1 no es un factor de f(x).
b) De la division

20 1 -3 0 4
2 -2 -4
1 -1 =2 [0o=r=f(2)

se ve que f(2) = 0. Eso quiere decir que 2 es una raiz, y que x —2 es un factor de f(x).
En la divisi6n se observa que el cociente es g(x) = x* — x — 2, y entonces f(x) = (x — 2)
(*—x—2). [ |

[0 Cantidad de raices En el ejemplo 6 de la seccién 3.1 se grafic6 la funcién polino-
mial

) = (x = 3)(x = 1)*(x + 2)°. 2)

El nimero 3 es una raiz de multiplicidad uno, o una raiz simple de f; el nimero 1 es una raiz
de multiplicidad dos, y —2 es una raiz de multiplicidad tres. Aunque la funcién f tiene tres
raices distintas (diferentes entre si), es decir, que f tiene seis raices, porque se cuentan las
multiplicidades de cada raiz. Por consiguiente, para la funcién fen (2), la cantidad de raices
es 1 + 2 + 3 = 6. La pregunta cudntas raices tiene una funcioén polinomial f se contesta a
continuacion.

TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA

Una funcién polinomial f de grado n > 0 tiene cuando menos una raiz.

El teorema anterior lo demostrd por primera vez el matematico alemédn Carl Friedrich
Gauss (1777-1855), en 1799, y se considera una de las grandes aportaciones en la historia de

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



las matematicas. En su primera lectura, este teorema no parece decir mucho, pero cuando se
combina con el teorema del factor, el teorema fundamental del dlgebra indica que:

Toda funcion polinomial f de grado n > 0 tiene exactamente n raices. 3)

Naturalmente, si una raiz estd repetida, por tener multiplicidad &, se cuenta k veces esa raiz.
Para demostrar (3), de acuerdo con el teorema fundamental del dlgebra f tiene una raiz (lla-
mémoslo c;). Segun el teorema del factor, se puede escribir

f(x) =(x - Cl)ql(x)’ 4)

siendo g, una funcién polinomial de gradon —1. Sin — 1 # 0, entonces, con un procedimien-
to igual, se sabe que ¢, debe tener una raiz (Ilamémoslo c¢,), y entonces (4) se convierte en

f(x) = (x = e)(x = &)gn(x),

en donde g, es una funcién polinomial de gradon — 2. Sin — 2 # 0, se continda y se llega a

f(x) = (x = e)(x = ) (x = ¢3)gs(x), )

y asi sucesivamente. Al final se llega a una factorizacién de f(x) con n factores lineales, y el
tltimo factor g,(x) es de grado 0. En otras palabras, ¢,(x) = a,, en donde a, es constante. He-
mos llegado a la factorizacién completa de f(x). Tenga en cuenta que algunas, o todas, de las
raices ¢y, . . . , ¢, de (6) pueden ser nimeros complejos a + ib, donde b # 0.

TEOREMA DE LA FACTORIZACION COMPLETA

Sean ¢, ¢, - . ., ¢, las n raices (no necesariamente distintas) de la funcién polino-
mial de grado n > 0:

fx) =ax"+ a,_x" '+ -+ ax* + a;x + a,.
Entonces, f(x) se puede escribir como un producto de n factores lineales

F(x) = a(x = e)(x = &) - (x — ). (©6)
N\ Y,

En el caso de una funcién polinomial de segundo grado, o cuadritica, f(x) = ax* + bx + ¢,
donde los coeficientes a, b y ¢ son nimeros reales, las raices ¢, y ¢, de f se pueden determinar
con la férmula cuadrética o férmula general:

—-b — Vb* — 4ac y _ —b+ \V/ b* — 4ac (7

2a @ 2a

¢ =

Los resultados en (7) relatan toda la historia acerca de las raices de la funcion cuadratica: las
raices son reales y distintas cuando b* — 4ac > 0; son reales con multiplicidad dos cuando
b* — 4ac = 0, y son complejos y distintos cuando b* — 4ac < 0. Como consecuencia de (6),
la factorizacién completa de una funcién polinomial cuadratica es

f(x) = alx = e))(x = o). (®)

| EJEMPLO 4 Regreso al ejemplo 1

En el ejemplo 1 demostramos que 3 es una raiz de f(x) = 2x* — 9x* + 6x — 1. Por consiguien-
te, x — 3 es un factor de f(x), y ahora sabemos que f(x) tiene tres raices. La divisi6n sintética

il 2 =9 6 -1
1 -4 1
2 =8 2 0=r

3.3 Raices y factores de funciones polinomiales
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demuestra de nuevo que j es una raiz de f(x) (el residuo 0 es el valor de (1)) y, ademds, nos da
el cociente g(x) obtenido en la divisién de f(x) entre x — 3; estoes, f(x) = (x — 3)(2x* — 8x
+ 2). Como se indica en (8), ya se puede factorizar el cociente cuadratico g(x) = 2x* — 8x +
2, cuyas raices de 2x* — 8x + 2 = 0 se determinan mediante la férmula cuadrtica:
1Vag =V16-3=V16V3 = 4V3
—(-8) + V(-8 —4(2)(2) 8+V48 8+4V3
4 4 4

_AeEVE s

X =

Entonces, las raices restantes de f(x) son los nimeros irracionales 2 + V3 y 2 — V3. Si
el primer coeficiente es a; = 2, entonces, de acuerdo con (8), la factorizacién completa de

flx)es

F(x) =2(x = Dlx = 2+ V3)(x - (2 -V3))
=2(x—%)(x—2—\/§)(x—2+\5). |

| EJEMPLO 5 Uso de la division sintética

Determinar la factorizacién completa de

flx) = x* —12x% + 47x% — 62x + 26

si 1 es una raiz de f con multiplicidad 2.
Solucién Sabemos que x — 1 es un factor de f(x); entonces, con la division

1 1 —12 47 —-62 26
1 —11 36 -26
1 —11 3 -26 [0=r

se ve que f(x) = (x — 1)(x* = 11x* + 36x — 26).
Debido a que 1 es una raiz de multiplicidad dos, x — 1 debe ser también un factor del cociente
g(x) = x* — 11x* + 36x —26. Con la divisién
1 1 -11 36 —26
1 -10 26
1 -10 26 0=r

la conclusién es que g(x) se puede expresar como g(x) = (x — 1) (x* —10x + 26). Por consi-
guiente,

f(x) = (x — 1)%(x*> — 10x + 26).

Las dos raices que restan se determinan resolviendo x> —10x + 26 = 0 con la férmula cua-
dratica, que son los nimeros complejos 5 + i y 5 — i. Como el primer coeficiente es ay = 1,
la factorizacién completa de f(x) es

Fx) = (=12 = (5+))(x = (5-1))
=(x—-—DHx—-5-i)(x—5+1i). [ ]

| EJEMPLO 6 Factorizacion lineal completa

Encontrar una funcién polinomial f de grado tres cuyas raices sean 1, —4y 5, tal que su grafica
tenga el cruce con el eje de las ordenadas en (0, 5).
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Solucién En razén de que se tienen tres raices, 1, —4y S5,sevequex — 1, x + 4yx — 5
son factores de f. Sin embargo, la funcién polinomial que se busca no es

fl) = (x = Dx +4)(x - 9). ©)

La razén es que todo multiplo constante distinto de cero de fes un polinomio diferente con las
mismas raices. También obsérvese que la funcién (9) da como resultado f(0) = 20, pero lo que
se quiere es que f(0) = 5. Por consiguiente, se debe suponer que f tiene la forma

f(x) =alx = D(x + 4)(x = 5), (10)
en donde a es una constante real. Con (10), f(0) = 5 resulta
f(0)=a(0—1)(0+4)(0—5)=20a=>5
y entonces @ = 3; = 3. La funcién que se busca es, entonces
flx) =3(x = 1)(x + 4)(x — 5). [

En la introduccién dijimos que las raices complejas de f(x) = x* + 1 son iy —i. En el
ejemplo 5, las raices complejas son 5 + iy 5 — i. En cada caso, las raices complejas de la fun-
cién polinomial son pares conjugados. En otras palabras, una raiz compleja es el conjugado
del otro. Eso no es una coincidencia; las raices complejas de los polinomios con coeficientes
reales aparecen siempre en pares conjugados.

TEOREMA DE LAS RAICES COMPLEJAS

Sea f(x) una funcién polinomial de grado n > 1 con coeficientes reales. Si z es una
raiz compleja de f(x), entonces el conjugado z también es una raiz de f(x).

| EJEMPLO 7 Regreso al ejemplo 2

En el ejemplo 2 se demostré que 1 + i es una raiz compleja de f(x) = x* — 5x* + 8x — 6.
Como los coeficientes de f son nimeros reales, la conclusion es que otra raiz es el conjugado
de 1 + i, es decir, 1 — i. Con ello se conocen dos factores de f(x), x — (1 + i)y x — (1 — ). Al
multiplicar se obtiene

(x—1=ix—=14+i)=x>—2x+2.

Asi, se puede escribir
fx)=(x—1—i)(x — 1 +i)g(x) = (x* = 2x + 2)q(x).

La funcién g(x) se determina mediante la divisién larga de f(x) entre x*> — 2x + 2. (No se puede
hacer la divisién sintética, porque no se estd dividiendo entre un factor lineal.) Entonces,
x —3
X =2x+2)x' —5x>+8x— 6
X3 —2x% + 2x

—3x>+6x—6
—3x*+6x—6
0

y se ve que la factorizacién completa de f(x) es
flx)=(x—1—-i)(x—1+i)(x—3).
Las tres raices de f(x)son 1 + i, 1 — iy 3. [ |

3.3 Raices y factores de funciones polinomiales
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Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-10.

En los problemas 1 a 6 determine si el nimero real indicado es una raiz de la funcién po-
linomial f. En caso de serlo, determine todas las demads raices y a continuacion presente la
factorizacién completa de f(x).

L1; f(x)=4x>—9x*+6x—1 2.4 f(x) =2x"— x>+ 32x — 16
3.5, f(x) =x*—6x>+6x+5 4.3; f(x)=x>—=3x>+4x— 12
5. -3 f(x)=3x—10x>—2x + 4 6. —2; f(x)=x>—4x>—2x+20

En los problemas 7 a 10 compruebe que cada uno de los nimeros indicados sean raices de la
funcién polinomial f. Determine todas las demads raices y a continuacion indique la factoriza-
ci6én completa de f{(x).

7.-3,5; f(x) =4x* —8x* — 61x* + 2x + 15

81,3 f(x)=8x"—30x3+23x> +8x -3

9. 1, —% (multiplicidad 2); f(x) = 9x* + 69x> — 29x% — 41x — 8

10. —\/5, \/5; flx)=3x*+ 23— 17x* = 5x + 10

En los problemas 11 a 16 use la division sintética para determinar si el polinomio lineal

indicado es un factor de la funcién polinomial f. En caso de serlo, determine todas las demads
raices, e indique la factorizacién completa de f(x).

11.x — 5; f(x) =2x> + 6x — 25

12.x + 3 f(x) =10x2 — 27x + 11
13.x—1; fx)=x*4+x-2
M.x+3 fx)=2—x2+x+1
15.x — 3, f(x) =3x*—3x>+8x — 2
16. x — 2; f(x) =x*—6x*— 16x + 48

En los problemas 17 a 20 use la divisién para demostrar que el polinomio indicado es un
factor de la funcién polinomial f. Calcule todas las demas raices e indique la factorizacion
completa de f(x).

17. (x — 1)(x = 2); f(x)=x*—3x"+6x>—12x + 8
18. x(3x — 1); f(x) =3x* — 7x* + 5x — x
19. (x —1)% flx)=2x*+x*—5x>—x+3

20. (x +3)% f xt—4x® — 22x% + 84x + 261

En los problemas 21 a 26 verifique que el nimero complejo indicado sea una raiz de la fun-
cién polinomial f. Proceda como en el ejemplo 7 para determinar todas las demds raices, y a
continuacién indique la factorizacién completa de f(x).

21.2i; f(x) =3x% — 5x% + 12x — 20

22,30 f(x) = 12x> + 8x> + 3x + 2

23. -1+ f(x)=5x>+12x>+ 14x + 4

24, —i; f(x)=4x* —8x  +9x*—8x + 5
25.1 + 2i; f(x) =x*—2x%—4x> 4+ 18x — 45
26.1 +i; f(x)=6x*—11x>+9x*+4x — 2
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En los problemas 27 a 32, determine la funcién polinomial f, con coeficientes reales, del
grado indicado, que posea las raices indicadas.

27. grado 4; 2,1, —3 (multiplicidad 2)
28. grado 5; —4i, —%, % (multiplicidad 2)
29. grado 5; 3 + i, 0 (multiplicidad 3)
30. grado4; 51,2 — 3i

31. grado2; 1 — 6i

32. grado2; 4 + 3i

En los problemas 33 a 36 determine las raices de la funcién polinomial f. Indique la multipli-
cidad de cada raiz.

33. f(x) = x(4x — 5)*(2x — 1)? 34. f(x) = x* + 6x3 + 9x?
35. f(x) = (9x2 — 4)2 36. f(x) = (x> + 25)(x* — 5x + 4)?

En los problemas 37 y 38 determine el o los valores de k tales que el nimero indicado sea
una raiz de f(x). A continuacién indique la factorizacién completa de f(x).

37.3; f(x) = 203 — 22 + k 38. 1 F(x) = x> + 522 — K2x + k

En los problemas 39 y 40 deduzca la funcién polinomial f que tenga el grado indicado y
cuya gréfica estd en la figura.

39. grado 3 40. grado 5
y y
1 sl
! I
— — —— x
—+ : X
1 2

FIGURA 3.3.1 Grafica del problema 39 T

FiGuRA 3.3.2 Grafica del problema 40

Para discusion

41. Explique lo siguiente:

a) Para cudles valores enteros positivos de n es x — 1 un factor de f(x) = x" — 1?
b) Para cudles valores enteros positivos de n es x + 1 un factor de f(x) = x" + 1?

42. Suponga que f(x) es una funcién polinomial de grado tres, con coeficientes reales. ;Por
qué f(x) no puede tener tres raices complejas? Dicho de otro modo, ;por qué al menos
una raiz de una funcién polinomial cibica debe ser un nimero real? ;Se puede generali-
zar este resultado?

43. ;Cudl es el grado mds pequefio que puede tener una funcién polinomial f(x) con coefi-
cientes reales, para que 1 + i sea una raiz compleja de multiplicidad dos? ;Y de multi-
plicidad tres?

44. Sea z = a + bi. Demuestre que z + z y que zz son nimeros reales.
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45. Sea z = a + bi. Con los resultados del problema 44 demuestre que

fx) = (x = 2)(x = 2)

es un funcién polinomial con coeficientes reales.

Raices reales de funciones

S22 polinomiales

[0 Introduccion En la seccién anterior vimos que, como consecuencia del teorema fun-
damental del dlgebra, una funcién polinomial f'de grado n tiene n raices cuando se cuentan las
multiplicidades de las raices. También vimos que una raiz de una funcién polinomial puede
ser un nimero real o un nimero complejo. En esta seccién limitaremos nuestra atencion a las
raices reales de funciones polinomiales con coeficientes reales.

[0 Raices reales Siuna funcién polinomial f de grado n > 0 tiene m raices reales ¢, ¢,,
., ¢, (no necesariamente diferentes), entonces, por el teorema del factor, cada uno de los
polinomios lineales x — ¢, x — ¢, ... x — ¢, son factores de f(x). Esto es,

fx) = (x = e)x = ) - (x = ¢,)q(x),

en donde ¢(x) es un polinomio. Entonces 7, el grado de f, debe ser mayor que, o quizd igual a
m, la cantidad de raices reales, cuando cada uno se cuenta de acuerdo con su multiplicidad. En
palabras un poco diferentes, esto se dice asi:

CANTIDAD DE RAICES REALES

Una funcién polinomial f'de grado n > 0 tiene cuando mucho n raices reales (no
necesariamente distintas).

Ahora resumiremos algo de lo que se refiere a las raices reales de una funcién polinomial

fde grado n:

* fpuede no tener raices reales.

Por ejemplo, la funcién polinomial de cuarto grado f(x) = x* + 9 no tiene raices reales, porque
no existe niimero real alguno x que satisfaga x* + 9 = 0, es decir, x* = —9.

* fpuede tener m raices reales, donde m < n.
Por ejemplo, la funcién polinomial de tercer grado f(x) = (x — 1) (x* + 1) tiene una raiz real.
* fpuede tener n raices reales.

Por ejemplo, al factorizar la funcién polinomial de tercer grado f(x) = x> — x en la forma f(x)

=x(x* — 1) = x(x + 1) (x — 1), se ve que tiene tres raices reales.
e ftiene cuando menos una raiz real cuando » es impar.

Es una consecuencia de que las raices complejas de una funcién polinomial f con coeficientes
reales deban aparecer como pares conjugados. Asi, si hubiera que escribir una funcién poli-
nomial ctbica arbitraria, como f(x) = x> + x + 1, ya sabriamos que f no puede tener tan s6lo
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una raiz compleja, ni puede tener tres raices complejas. Dicho de otro modo, f(x) = x* + x + 1
tiene exactamente una raiz real, o tiene exactamente tres raices reales.

* Si los coeficientes de f(x) son positivos, y el término constante a, # 0, entonces todas
las raices reales de f deben ser negativas.

[0 Determinacion de raices reales Una cosa es hablar de la existencia de raices rea-
les y complejas de una funcién polinomial, y un problema totalmente diferente es determinar
esas raices. El problema de encontrar una férmula que exprese las raices de una funcién poli-
nomial f general, de grado n, en términos de sus coeficientes ha confundido a los matematicos
durante siglos. En las secciones 2.4 y 3.3 vimos que, en el caso de una funcién polinomial de
segundo grado f(x) = ax® + bx + c, en la que los coeficientes a, b y ¢ son niimeros reales, se
pueden determinar las raices ¢, y ¢, aplicando la férmula cuadratica.

El problema de determinar raices de funciones polinomiales de tercer grado, o ctbicas,
fue resuelto en el siglo xv1, por el trabajo pionero de Niccolo Fontana, matematico italiano
(1499-1557), llamado Tartaglia, “el tartamudo”. Alrededor de 1540, otro matematico italiano,
Lodovico Ferrari (1522-1565), descubri6 una férmula algebraica para determinar las raices
de funciones polinomiales de cuarto grado, o cudrticas. Como esas formulas son complicadas
y dificiles de usar, casi nunca se describen en los cursos elementales.

Nadie, durante los siguientes 284 afios, descubri6 alguna férmula para determinar raices
de funciones polinomiales generales, de grados cinco y mayores... jpor una buena razén! En
1824, a los 22 afios, Niels Henrik Abel, matemético noruego (1802-1829), demostré que es
imposible llegar a esas férmulas que definan las raices de todos los polinomios generales de
grados n = 5, en términos de sus coeficientes.

[0 Raices racionales Las raices reales de una funcién polinomial son nimeros raciona-
les o irracionales. Un nimero racional es un nimero que tiene la forma p/s, donde p y s son
enteros, y s # 0. Un niimero irracional es uno que no es racional. Por ejemplo, ; y —9
son ndmeros racionales, pero V2 y 7 son irracionales; esto es, ni V2 ni 7 se pueden escribir
en forma de una fraccién p/s, donde p y s son enteros. Entonces, ;cOmo se determinan raices
reales de funciones polinomiales de grado n > 2? Las malas noticias son que en el caso de
raices reales irracionales podriamos tener que contentarnos con usar una gréfica exacta para
de un “vistazo” indicar su lugar en el eje x, y a continuacién usar uno de los muchos y compli-
cados métodos para aproximar la raiz, que se han inventado a lo largo de los afios. La buena
noticia es que siempre se pueden determinar las raices reales racionales de cualquier funcién
polinomial con coeficientes racionales. Ya vimos que la divisién sintética es un método ade-
cuado para determinar si cierto ndimero ¢ es una raiz de una funcién polinomial f{(x). Cuando
el residuo, en la divisién de f(x) entre x — ¢, es r = 0, se ha encontrado una raiz de la funcién
polinomial £, porque r = f(c) = 0. Por ejemplo, 3 es una raiz de f(x) = 18x* — 15x> + 14x — 8,
porque

318 —15 14 -8
12 -2 8
18 -3 12 |0=r.

Entonces, de acuerdo con el teorema del factor, tanto x — % como el cociente 18x> — 3x + 12
son factores de f, y se puede escribir la funcién polinomial como el producto

f(X) = ( %)( 18)( - 3X + 12) < Se saca 3 como factor comtn de una
( %) (3 )( — x + 4) funcién polinomial cuadrética (1)
= (3x —2)(6x* — x + 4).

Como se describi6 en la seccidn anterior, si se puede factorizar el polinomio hasta que el factor
restante sea un polinomio cuadrético, se pueden entonces determinar las raices restantes con
la férmula cuadrética. En este ejemplo, la factorizacion de las ecuaciones (1) es todo lo que se
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puede avanzar usando niimeros reales, porque las raices del factor cuadratico 6x* — x + 4 son
complejos (verifiquelo). Pero la multiplicacién indicada en (1) ilustra algo importante acerca
de las raices reales. El primer coeficiente, 18, y el término constante, —8, de f(x) se obtienen
con los productos

-8

1
(3x — 2)(6x* — x + 4).
(|

18

Vemos entonces que el denominador 3 de la raiz racional % es un factor del primer coeficiente,
18, de f(x) = 18x® — 15x* + 14x — 8, y que el numerador 2 de la raiz racional es un factor del
término constante — 8.

Este ejemplo ilustra el siguiente principio general para determinar las raices racionales
de una funcién polinomial. Lea con cuidado el siguiente teorema; los coeficientes de f no s6lo
son nimeros reales; deben ser enteros.

TEOREMA DE LAS RAICES RACIONALES

Sea p/s un nimero racional en sus términos mas simples, y ademds una raiz de la
funcién polinomial

f(x) =ax" +a,_\x" '+ -+ ax* + ax + a,

en donde los coeficientes a,, a, _ |, . . . , a,, a;, a, son enteros, y a,, # 0. Entonces,
p es un factor entero del término constante a, y s es un factor entero del primer

coeficiente a,,.
\_ § J

El teorema de las raices racionales merece ser leido varias veces. Nétese que el teorema
no asegura que una funcién polinomial f, con coeficientes enteros, deba tener una raiz racio-
nal; mds bien afirma que si una funcién polinomial f con coeficientes enteros tiene una raiz
racional p/s, entonces necesariamente

p < es un factor entero de g,
N

< es un factor entero de a,,

Formando todos los cocientes posibles de cada factor entero a, con cada factor entero de a,, se
puede formar una lista de raices racionales potenciales de f.

| EJEMPLO 1 Raices racionales

Determinar todas las raices racionales de f(x) = 3x* —10x’ —3x* + 8x — 2.
Solucién Se identifican el término constante a, = —2 y el primer coeficiente a, = 3,y a
continuacién se hace una lista de todos los factores enteros de a, y a,, respectivamente:

p: £1,£2,
s: +1, £3.

Ahora se forma una lista de todas las raices racionales posibles p/s, dividiendo todos los fac-
tores de p entre +1 y £3:

% 41,42, 4L +2 2)

Sabemos que la funcién polinomial f dada, de cuarto grado, tiene cuatro raices; si alguno de
ellos es un nimero real y es racional, debe estar en la lista (2).
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Para determinar cudl de los nimeros en (2) son raices, si es que las hay, podriamos hacer
una sustitucién directa en f(x). Sin embargo, la divisién sintética suele ser un método mds efi-
ciente para evaluar f(x). Comenzaremos probando —1:

-1 3 -10 -3 8 -2
-3 13 -10 2 3)
3 -13 10 -2 |o=r

El residuo cero indica que » = f(—1) = 0, y asi{ — 1 es una raiz de f. Por consiguiente, x — (—1)
= x + 1 es un factor de f. Usando el cociente determinado en (3) se puede escribir

f(x) = (x + 1)(3x° — 13x% + 10x — 2). (4)

En la ecuacién (4) se ve que cualquier otra raiz racional de f debe ser una raiz del cociente
3x® — 13x* + 10x — 2. Como este tltimo polinomio tiene grado menor, serd mds facil aplicar
la division sintética en €l que en f(x) para llegar a la siguiente raiz racional. En este punto del
proceso, el lector deberia comprobar si la raiz que se acaba de encontrar es una raiz repetida.
Eso se hace determinando si la raiz que se encontré también es una raiz del cociente. Una
comprobacion rdpida, usando divisidn sintética, demuestra que — 1 no es una raiz repetida de
f, porque no es una raiz de 3x* — 13x> + 10x — 2. Entonces se prosigue determinando si el
nimero 1 es una raiz racional de f. En realidad no lo es, porque la divisién

H 3 —13 10 -2 < coeficientes del cociente
3 —10 0 (5)
3 —10 0 [—2=r

indica que el residuo es r = —2 # 0. Al revisar § se tiene que

i 3 —-13 10 -2
1 —4 2 (6)
3 —-12 6 [0=r

Por consiguiente, § sf es una raiz. En este momento podemos dejar de usar la divisién sin-
tética, porque (6) indica que el factor que resta de f es el polinomio cuadritico 3x*> — 12x
+ 6. De acuerdo con la férmula cuadritica se llega a que las raices reales que restan son
2 + V2 y 2 — V2. Por consiguiente, el polinomio dado ftiene dos raices racionales, —1 y
1,y dos raices irracionales, 2 + V2 y 2 — V2. [ |

Si el lector tiene acceso a computadoras, su seleccidon de los nimeros racionales que se
van a probar en el ejemplo 1 podrd motivarse con una grifica de la funcién f(x) = 3x* —10x* —
3x? + 8x — 2. Con ayuda de una funcién graficadora se obtienen las grificas de la FIGURA 3.4.1.
En la figura 3.4.1a), parece que ftiene al menos tres raices reales. Pero al “acercarse” a la gra-

y y
\ 107 / 0.25
1 1 1 1 x . 1 /-\I 1 1 x
| T T T T T T T T
N 2 3| 4 0rsl  02/04 0% 08 1
04 0.25
-05+
204+ -0.75+
30 -
el -125+
-40 + -1.5+
a) Gréfica de fen el intervalo [-1, 4] b) Acercamiento de la gréfica, en el intervalo [0, 1]

FIGURA 3.4.1 Grafica de la funcion f del ejemplo 1
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fica en el intervalo [0, 1], figura 3.4.1b), se ve que en realidad f tiene cuatro raices reales: una
negativa y tres positivas. As{, una vez determinada una raiz racional negativa de f, se pueden
desechar todos los demds nimeros negativos de la primera lista como raices potenciales.

| EJEMPLO 2 Factorizacion completa

Como la funcién f'del ejemplo 1 es de grado 4, y hemos determinado cuatro raices reales, se
puede indicar su factorizacién completa. Usando el primer coeficiente a, = 3, entonces, de
(6) en la seccién 3.3,

fx) =

3x + Dx = Hlx = 2= V2)(x = (2+V2))
3+ Dx —Hx =2+ V2)(x —2 - V2). n

| EJEMPLO 3 Raices racionales

Determinar todas las raices racionales de f(x) = x* + 4x* + 5x* + 4x + 4.
Solucién En este caso, el término constante es a, = 4, y el primer coeficiente es a, = 1.
Los factores enteros de a, y a, son, respectivamente:

p: 1,42, +4,
K==

La lista de todas las raices racionales posibles p/s es:
Poa1 40,44

Como todos los coeficientes de f son positivos, la sustitucién de un nimero positivo de la lista
anterior en f(x) no podré hacer que f(x) = 0. Asf, los dnicos nimeros que son raices racionales
potenciales son —1, —2 y —4. Mediante la division sintética

-1 1 4 5 4 4
-1 -3 -2 =2
13 2 2 [2=r

se comprueba que —1 no es una raiz. Sin embargo, de

2| 1 4 5 4 4
-2 -4 -2 —4
12 1 2 |o=r

se ve que —2 es una raiz. Ahora se investiga si —2 es una raiz repetida. Usando los coeficientes
del cociente,

=2/ 1 21 2
-2 0 -2
10 1 [o=r

entonces —2 es una raiz de multiplicidad 2. Hasta ahora se ha demostrado que
Flx) = (x +2)%(x* + 1).

Como las raices de x* + 1 son los complejos conjugados i y —i, se puede llegar a la conclusién
que —2 es la dnica raiz real de f(x). [ |
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| EJEMPLO 4 Sin raices racionales

Se tiene la funcién polinomial f(x) = x> — 4x — 1. Las tnicas raices racionales posibles son
—1y 1,y es fécil ver que ni f(—1) ni f(1) son raices. Entonces, f tiene raices no racionales.
Como f'tiene grado impar, tiene al menos una raiz real, y entonces esa raiz debe ser un niimero
irracional. Con ayuda de una funcién graficadora se obtuvo la grafica de la FiguRA 3.4.2. Note
que, en la figura, la grafica a la derecha de x = 2 no puede regresar hacia abajo, asi como tam-
poco la grafica alaizquierda de x = —2 no puede regresar hacia arriba y entonces cruzar al eje
X cinco veces, porque esa forma de la grafica seria inconsistente con el comportamiento de fen
los extremos. Por lo tanto, se puede decir que la funcion f posee tres raices reales irracionales y
dos raices complejas conjugadas. Lo mejor que se puede hacer en este caso es aproximar esas
raices. Con un programa computarizado de algebra, como Mathematica, se pueden aproximar
las raices reales y complejas. Se ve que esas aproximaciones son —1.34, —0.25, 1.47, 0.061
+ 1.42iy 0.061 — 1.42i. ]

Aunque en el teorema de las raices racionales se requiere que los coeficientes de una fun-
cion polinomial f sean enteros, en algunos casos ese teorema se puede aplicar a una funcién
polinomial con algunos coeficientes reales no enteros. En el siguiente ejemplo se ilustra este
concepto.

| EJEMPLO 5 Coeficientes no enteros

Determinar las raices racionales de f(x) = 2x* — Bx> + £x* — 3x — 3.
Solucién Si se multiplica f por el minimo comiin denommador, 12, de todos los coefi-
cientes racionales, se obtiene una nueva funcién g, con coeficientes enteros:

g(x) = 10x* — 23x* 4+ 40x> — 36x — 9.
En otras palabras, g(x) = 12f(x). Si ¢ es una raiz de la funcién g, entonces ¢ también es una

raiz de f, porque g(c) = 0 = 12 f(c) implica que f(c) = 0. Después de hacer las operaciones
numéricas en la lista de las raices racionales potenciales,

o

fz £, £3, +£9, £, £3 9 4L £33 £ 4L L3 10

se ve que —+ y 2 son raices de g, y por consiguiente son raices de f. [ |

Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-10.

En los problemas 1 a 20 determine todas las raices racionales del polinomio f.

lf()—5x3—3x2+8x+4 Zf(x)—2x3+3x2—x+2
flx)=x>—8x -3 flx)=2x—7x* = 17x + 10
flx) =4x*—7x* +5x — 1 6f(x)—8x—2x + 15x2 —4x — 2

7f(x)—x +2x°+ 1022+ 14x + 21 8. f(x) =3x*+5x2+1

9. f(x) =6x* — 5x* —2x2 — 8x + 3 10. f(x) = x* + 2x* — 22 — 6x — 3

11. f(x) = x* + 6x> — 7x 12. f(x) = x° — 2x* — 12x

13. f(x) = x>+ x* — 5x° + x? — 6x 14. f(x) = 128x° — 2

15. f(x) =3x° = 2x2 + x -3 16. f(x) = 02x> — x + 0.8

17. f(x) = 2.5x> + x> + 0.6x + 0.1 18f(x)=4x+3x2+3x+3

19. f(x)=6x"+2x° — x> —Ix+ ¢ ) =xt i+ - -4

3.4 Raices reales de funciones polinomiales
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En los problemas 21 a 30, determine todas las raices reales del polinomio f. A continuacién
factorice f(x) usando s6lo nimeros reales.

21. f(x) = 8x* + 5x> — 11x + 3

22. f(x) = 6x° + 23x* + 3x — 14
23. f(x) = 10x* — 33x + 66x — 40

flx) = xt—2x% — 23x% + 24x + 144
25. f(x) x4 4x* — 6x3 — 24x% + 5x + 20

f(x) = 18x° + 75x* + 47x% — 52x* — 11lx + 3
27. f(x) 4x° — 8x* — 24x3 + 40x> — 12x

f(x) 6x° + 11x* — 3x3 — 242

f(x) = 16x° — 24x* + 25x% + 39x* — 23x + 3

flx) = x® — 12x* + 48x> — 64
En los problemas 31 a 36, encuentre todas las soluciones reales de la ecuacién.
3.2 + 3x2+5x+2=0 2.5 —3x2=—4
3B.2x + 7 -8 = 25x —6=0 34.9x* + 21x° + 22x + 2x — 4 =0

35. 0 =24+ 2 —4x*+5x—2=0 36.8x* —6x° —Tx>+6x—1=0

En los problemas 37 y 38, deduzca una funcién polinomial f; del grado indicado, con coefi-
cientes enteros y que tenga las raices racionales indicadas.

37. grado4; —4,5,1,3

38. grado 5; —2, —2,%, 1 (multiplicidad dos)

39. Use el teorema del valor intermedio (vea la seccion 3.1) para demostrar que la funcién
polinomial f(x) = 4x* — 11x* + 14x — 6 tiene una raiz en el intervalo [0, 1]. Determine
la raiz.

40. Haga una lista de todas las raices racionales posibles de

f(x) = 24x% — 14x* + 36x + 105.
pero no haga la prueba con ellas.

En los problemas 41 y 42, determine la funcién polinomial ctibica f que satisfaga las condi-
ciones indicadas.

41. raices racionales 1y 2, f(0)=1yf(—1)=4
42. raiz racional 3, raices irracionales 1 + V3 y 1 — V/3; el coeficiente de x es 2.

Problemas diversos relacionados con el calculo

43. Construccion de una caja Se va a hacer una caja sin tapa a partir de una pieza cuadra-
da de cartén, cortando piezas cuadradas en cada esquina, y después doblando los lados
hacia arriba. Vea la Ficura 3.4.3. La longitud de un lado del cartén es 10 pulgadas. Calcu-
le la longitud del lado de los cuadrados que se quitaron en las esquinas, si el volumen de
la caja debe ser de 48 pulg’.

Saque

e

Doblez — !

a) b)

FIGURA 3.4.3 Caja del problema 43
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44. Flexion de una viga Una viga en voladizo tiene 20 pies de longitud, y se carga con 600
Ib en su extremo derecho; se flexiona una cantidad d(x) = 15t (60x% — x3), donde d
se expresa en pulgadas y x en pies. Vea la FIGURA 3.4.4. Calcule x cuando la flexién es de
0.1215 pulg. También cuando la flexién es de 1 pulgada.

Para discusion

45. Explique: ;Cudl es el nimero maximo de veces que las gréficas de las funciones polino-
miales dadas se puedan intercruzar?

a) f(x) =ax® + ax* + ax + a,, g(x) = byx* + byx + b,
b) f(x)=x+ax®+ ax + ap g(x) = x* + bx* + byx + b,

46. Considere la funcién polinomial f(x) = x" + a,_x" "' + -+ + a;x + a,, donde los
coeficientes a, _ |, . . . , a;, ay son enteros pares distintos de cero. Explique por qué —1y
1 no pueden ser raices de f(x).
47. Si el coeficiente principal de una funcién polinomial f con coeficientes integros es 1,
(,qué se puede decir sobre los posibles ceros reales de f?
48. Si k es un nimero primo (un nimero entero positivo mayor a 1 cuyos tinicos factores de
nimero entero son €l mismo y 1) tal como k > 2, ;cudles son los posibles ceros raciona-
les de f(x) = 6x* — 9x* + k?
49. a) El nimero real V2 es un cero de la funcién polinomial f(x) = x* — 2. ;C6mo se
demuestra en esta seccién que /2 es irracional?
b) Use la idea implicada en la parte a) para comprobar que el nimero real 1 + \/2 es
irracional.
50. Sin hacer trabajo alguno, explique por qué la funcién polinomial

F(x) = 4x" + 9x8 + 5x* + 1322 + 3

no tiene ceros reales.

Eﬂ Funciones racionales

[0 Introduccion Muchas funciones se forman a partir de funciones polinomiales, con
operaciones aritméticas y composicion de funciones (vea la seccién 2.6). En esta seccion se
formard una clase de funciones, con el cociente de dos funciones polinomiales.

FUNCION RACIONAL

Una funci6n racional y = f(x) es una funcién que tiene la forma

(1

\ en donde Py Q son funciones polinomiales.

Por ejemplo, las siguientes funciones son racionales:

polinomio
)
X B-x+7 1
y = > y = > y ==
x> +5 x+ 3 X
T
polinomio

3.5 Funciones racionales

Q[

b

~——20 pies—»‘

FIGURA 3.4.4 (aja del
problema 44
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x=1

FIGURA 3.5.1 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 1
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La funcién

\/; < 1o es un polinomio

x2=1

y =

no es una funcién racional. En (1), no se puede permitir que el denominador sea cero. Enton-
ces, el dominio de una funcién racional f(x) = P(x)/Q(x) es el conjunto de todos los ndmeros
reales, excepto aquellos nimeros en los cuales el denominador Q(x) sea cero. Por ejemplo, el
dominio de la funcién racional f(x) = (2x* — 1)/(x*> — 9) es {x|x # —3, x # 3}, o bien
(=0, —3) U (—3,3) U (3, =). No es necesario decir que tampoco se permite que el deno-
minador sea el polinomio nulo, Q(x) = 0.

[0 Graficas Esun poco mds complicado graficar una funcién racional f que una funcién
polinomial, porque ademads de poner atencién en

* las intersecciones con los ejes,
* la simetria 'y
¢ el desplazamiento o reflexién o estiramiento de graficas conocidas,

también se deben vigilar

* el dominio de fy
* los grados de P(x)y Q(x).

Estos dos dltimos temas son importantes para determinar si una grafica de una funcion racio-
nal tiene asintotas.

La interseccién con el eje y estd en el punto (0, f(0)), siempre que el nimero 0 esté en el
dominio de f. Por ejemplo, la grifica de la funcién racional f(x) = (I — x)/x no cruza el eje
y, porque f(0) no estd definida. Si los polinomios P(x) y O(x) no tienen factores comunes, en-
tonces las intersecciones con el eje x en la gréfica de la funcién racional f(x) = P(x)/Q(x) son
los puntos cuyas abscisas son las raices reales del numerador P(x). En otras palabras, la Gnica
forma en que f(x) = P(x)/Q(x) = 0 es hacer que P(x) = 0. La gréfica de una funcién racional
fes simétrica con respecto al eje y si f(—x) = f(x), y simétrica con respecto al origen si f{—x)
= —f(x). Como es facil localizar una funcién polinomial par o impar (vea la pagina 131), una
forma facil de determinar la simetria de la grafica de una funcién racional es la siguiente. Se
considera que P(x) y Q(x) no tienen factores comunes.

* El cociente de dos funciones pares es par. 2)
* El cociente de dos funciones impares es par. 3)
* El cociente de una funcién par y una impar es impar. “)

Vea el problema 48, en los ejercicios 3.5.

Ya hemos visto las grificas de dos funciones racionales simples, y = 1/xy y = 1/x°, en las
figuras 2.2.1e) y 2.2.1f). Se pide al lector que repase ahora esas gréficas. Observe que P(x) = 1
es una funcién par, y que Q(x) = x es una funcién impar, por lo que y = 1/x es una funcién
impar, de acuerdo con (4). Por otra parte, P(x) = 1 es una funcién par, asi como Q(x) = x%, por
lo que y = 1/x* es una funcién impar, de acuerdo con (2).

| EJEMPLO 1 Funcién reciproca desplazada

2
x—1

Graficar la funcién f(x) =

Solucién La gréfica no tiene simetria, porque Q(x) = x — 1 no es funcién par ni impar.
Como f(0) = —2, la interseccién con el eje y estd en (0, —2). Como P(x) = 2 nunca es 0, no hay
intersecciones con el eje x. También, el lector debe reconocer que la grafica de esta funcién
racional es la de la funcién reciproca y = 1/x, estirada verticalmente en un factor de 2, y tras-
ladada 1 unidad hacia la derecha. El punto (1, 1) estd en la gréfica de y = 1/x; en la FIGURA 3.5.1,
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después del estiramiento vertical y el desplazamiento horizontal, el punto correspondiente en
la graficade y = 2/(x — 1)es (2, 2).

La recta vertical x = 1, y la recta horizontal y = 0 (la ecuacién del eje x) tienen especial
importancia en esta grafica.

La linea interrumpida vertical x = 1 de la figura 3.5.1, es el eje y de la figura 2.2.1e),
desplazado 1 unidad hacia la derecha. Aunque el niimero 1 no estd en el dominio de la funcién
dada, se puede evaluar f'en valores de x cercanos a 1. Por ejemplo, se puede verificar que

X 0.999 1.001
f(x) | =2000 |2000

(&)

Esta tabla muestra que en el caso de valores de x cercanos a 1, los valores correspondientes
de la funcién f(x) tienen valor absoluto grande. Por otra parte, en el de valores de x cuando | x|
es grande, los valores correspondientes de la funcién f(x) son cercanos a cero. Por ejemplo, el
lector puede comprobar que

X —999 | 1001
f(x) | —0.002 | 0.002

(6)

Desde el punto de vista geométrico, cuando x tiende a 1, la gréfica de la funcién tiende a la
recta vertical x = 1, y cuando | x| aumenta sin 1imite, la gréfica de la funcién tiende a la recta
horizontal y = 0. u

[0 Asintotas Recordemos, de laseccion 1.5, que para indicar que x se acerca a un nimero
a se usa la notacién

* x—a , paradecir que x tiende a a desde la izquierda, esto es, a través de nimeros que
son menores que d;

. + . . c .
x — a", para decir que x tiende a a desde la derecha, esto es, a través de nimeros que
son mayores que a, y

* x — a, para decir que x tiende a a desde la izquierda y también desde la derecha.

También se usan los simbolos de infinito, asi como la notacion

* x — —o para indicar que x se vuelve no acotado en la direccion negativa, y
e x — o para indicar que x se vuelve no acotado en la direccion positiva.

Se dan interpretaciones parecidas a los simbolos f(x) — —% y f(x) — . Estas notaciones son
una forma comoda de describir el comportamiento de una funcién ya sea cerca de un nimero
X = a, o cuando x aumenta hacia la derecha o disminuye hacia la izquierda. Asi, en el ejemplo
1 se ve que, de acuerdo con (5) y la figura 3.5.1,

f(x) > —o cuando x = 1~ y f(x) = o cuando x — 17,
En palabras, la notacion del renglon anterior quiere decir que los valores de la funcién decre-
cen sin limite cuando x tiende a 1 desde la izquierda, y que los valores de la funcidn crecen
sin limite cuando x tiende a 1 desde la derecha. De acuerdo con (6) y la figura 3.5.1, también
debe quedar claro que
f(x) >0cuando x > —» y  f(x)— 0cuando x — .
En la figura 3.5.1, la recta vertical cuya ecuacion es x = 1 se llama asintota vertical de la

gréfica de f, y la recta horizontal cuya ecuacion es y = 0 se llama asintota horizontal de
la grafica de f.

3.5 Funciones racionales
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En esta seccién examinaremos tres tipos de asintotas, que corresponden a los tres tipos de
rectas que estudiamos en la seccion 2.3: rectas verticales, rectas horizontales y rectas inclina-
das (u oblicuas). La caracteristica de cualquier asintota es que la gréfica de una funcién f debe
acercarse, o tender, a la recta.

ASINTOTA VERTICAL

Se dice que una recta x = a es una asintota vertical de la grafica de una funcién f,
si se cumple al menos una de las seis condiciones siguientes:

f(x) > —© cuando x —>a, f(x) > cuando x —>a,
f(x) > — cuando x —>a”, f(x) > cuando x—>a*, (7)
f(x) > —« cuando x —aq, f(x) > cuando x — a.

J

La Ficura 355.2 ilustra cuatro de las posibilidades que indica (7) sobre el comportamiento
no acotado de una funcién f cerca de una asintota vertical x = a. Si la funcién tiene la misma
clase de comportamiento no acotado desde ambos lados de x = a, se expresa ya sea como

f(x) >  cuando x —aq, (3)
o0 bien como f(x) > —o cuando x— a. )]

En la figura 3.5.2d) se ve que f(x) — % cuando x — a~ y que f(x) — % cuando x — a”; por
consiguiente, se escribe f(x) — o cuando x — a.

y y

X=a xX=a

| |

| | |
| | |
| | |
|x=a I I
| | |
L X L X L X
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |

L

J

a) f(x) = eocuando x - a~  b) f(x) > —eo cuando x = a*  ¢) f(x) — eo cuando x — a’; d) f(x) = eo cuando x = a
f(x) = —eo cuando x — a™*

-

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
[
Ix—a

FIGURA 35.2 La recta x = a es una asintota vertical

Six = a es una asintota vertical de la grafica de una funcion racional f(x) = P(x)/Q(x), en-
tonces, los valores de la funcién f(x) se vuelven no acotados cuando x tiende a a desde ambos
lados, esto es, desde la derecha (x — a™) y también desde la izquierda (x — a”). Las graficas
de las figuras 3.5.2¢) y 3.5.2d) (o la reflexién de esas grificas en el eje x) son gréficas tipicas
de una funcién racional con una sola asintota vertical. Como se ve en esas figuras, una funcién
racional con una asintota vertical es una funcién discontinua. Hay una interrupcién infinita
en cada grafica, en x = a. Como se ve en las figuras 3.5.2¢) y 3.5.2d), una sola asintota vertical
divide al plano xy en dos regiones, y dentro de cada regién hay una sola parte, o rama, de la
gréfica de la funcién racional f.

ASINTOTA HORIZONTAL

Se dice que unarecta y = ¢ es una asintota horizontal de la gréfica de una funcién

£, si

f(x) > ccuandox > — osi  f(x) — ¢ cuando x — . (10)
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En la Ficura 3.5.3 hemos ilustrado algunas asintotas horizontales tipicas. Se ve que, junto
con la figura 3.5.3d), en general la grafica de una funcién puede tener cuando mucho dos asin-
totas horizontales, pero que la grifica de una funcion racional (f(x) = P(x)/Q(x) puede tener
una, cuando mucho. Si la grafica de una funcién racional f tiene una asintota horizontal y = c,
entonces, como se ve en la figura 3.5.3¢),

f(x) > ccuandox —> — y f(x) = ¢ cuando x — o,
y y
X X
a) f(x) = ccuando x = e b) f(x) — ¢ cuando x — —o ¢) f(x) = ¢ cuando x — —oo,

f(x) = ¢ cuando x — oo

FIGURA 3.5.3 La recta y = ¢ es una asintota horizontal en a), b) y ¢)

El dltimo renglén es una descripcién matemadtica del comportamiento en los extremos de la
grafica de una funcién racional con asintota horizontal. También, la grafica de una funcién
nunca puede cruzar una asintota vertical; pero, como se ve en la figura 3.5.3a), una gréfica si
puede cruzar una asintota horizontal.

ASINTOTA OBLICUA

Se dice que una recta y = mx + b, m # 0, es una asintota inclinada, o asintota
oblicua, de la gréfica de una funcién £, si

f(x) = mx + bcuando x —> —o® (an

o bien f(x) = mx + b cuando x — <°.

J

La notacién en (11) quiere decir que la grafica de f tiene una asintota oblicua siempre que los
valores de la funcion f(x) se acercan cada vez mds a los valores de y en larecta y = mx + b,
cuando el valor absoluto de x crece. Otra forma de enunciar (11) es: unarectay = mx + b es
una asintota oblicua de la grifica de f; si la distancia vertical d(x) entre los puntos con la misma
abscisa, en las dos gréficas, satisface

d(x) = f(x) = (mx + b) = 0 cuando x = — o0 cuando x —> .

Vea la FIGURA 3.5.4. Se nota que si una gréifica de una funcién racional f(x) = P(x)/Q(x) posee una
asintota oblicua, puede tener asintotas verticales, pero no puede tener una asintota horizontal.

Desde el punto de vista prictico, las asintotas verticales y horizontales de la grafica de
una funcién racional f se pueden determinar por inspeccién. Entonces, para fines de esta des-
cripcién, supongamos que

P(x) ax"+a,x""+ - +ax+a
O(x)  bx"+ b, x" '+ -+ + bx+ b,

flx) = ,a,#0,b,#0, (12

representa una funcién racional general.

[0 Determinacion de asintotas verticales Supongamos que los polinomios P(x)y
QO(x) en (12) no tienen factores comunes. En ese caso:

* Si a es un nimero real tal que Q(a) = 0, la recta x = a es una asintota vertical de la
gréfica de f.

3.5 Funciones racionales

4No se olvide de esto.

d) f(x) — ¢ cuando x — —oo,
J(x) = ¢, cuando x — oo

4 Una asintota inclinada también se
llama asintota oblicua.

FIGURA 354 La asintota oblicua

esy=mx+b
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Debido a que Q(x) es un polinomio de grado m, puede tener hasta m raices reales, y entonces
la gréfica de una funcién racional f puede tener hasta m asintotas verticales. Si la grafica de
una funcidn racional f tiene, por ejemplo, k asintotas verticales (k = m), entonces las k rectas
verticales dividen al plano xy en k + 1 regiones. Por lo tanto, la grafica de esta funcién racional
tendria k + 1 ramas.

| EJEMPLO 2 Asintotas verticales

2x + 1
a) Por inspeccién de la funcién racional f(x) = 2 _ 4 Seveque el denominador Q(x)
X2 —

=x*—4=(x+2)(x—2)=0enx = —2yenx = 2. Son las ecuaciones de las asintotas

verticales de la gréfica de f. Esta gréfica tiene tres ramas: una a la izquierda de la recta x
= —2,unaentre las rectas x = —2 y x = 2, y una a la derecha de la recta x = 2.

b) La gréfica de la funcién racional f (x) = no tiene asintotas verticales,

XX+ x+4

porque Q(x) = x* + x + 4 # 0 para todos los niimeros reales. [ |

[0 Determinacion de las asintotas horizontales Cuando describimos el com-
portamiento en los extremos, de un polinomio P(x) de grado n, hicimos notar que P(x) se
comporta como y = a,x", esto es, P(x) = a,x", para valores absolutos grandes de x. En conse-
cuencia, se ve en

las potencias menores de x son
irrelevantes cuando x — =+ %

d

+a,x" '+ s+ ax + ao‘

a,x"

flx) =

m
b, x

+ b, X" s byx by

an _ anx an —
que f(x) se comporta como y = bfx” ™ porque f(x) = e bfx" ™ para x — + .
Por lo tanto: m m m
0
{
. an an
Sin=m, f(x)= bfx” "— % cuando x —> + oo. (13)
negativa
!
. an — an 1
Sin<m, f(x)=—"x""="—=—>0 cuando x = =4 %, (14)
b, b, X" "
positiva
{
a,
Sin>m, f(x)= bfx” " o0 cuando x — =+ . (15)

m

De acuerdo con (13), (14) y (15), sacamos en claro las tres propiedades siguientes de las asin-
totas horizontales de la grafica de f(x) = P(x)/Q(x):

¢ Siel grado de P(x) = grado de Q(x), entonces y = a,/b,, (el cociente de

los primeros coeficientes) es una asintota horizontal. (16)
¢ Siel grado de P(x) < grado de Q(x), entonces y = 0 es una asintota horizontal.  (17)
* Si el grado de P(x) > grado de Q(x), entonces la gréfica de f no tiene

asintota horizontal. (18)
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| EJEMPLO 3 Asintotas horizontales

Determinar si la grafica de cada una de las funciones racionales tiene una asintota horizontal

a) f(x) b) f(x) = ¢) f(x) =

8x% + x 2P+ 3x2—x+6 2x + 3

Soluciéon

a) Ya que el grado del numerador 3x* + 4x — 1 es igual al grado del denominador 8x* + x
(ambos grados son 2), de acuerdo con (13):

3
flx)==x*>"%= < cuando x —> =+ .

Como se resume en (16), y = % es una asintota horizontal de la gréfica de f.
b) En vista de que el grado del numerador 4x° + 7x + 8 es 3, y que el grado del denomi-
nador 2x* + 3x> — x + 6 es 4 (y 3 < 4), de acuerdo con (14),

4 2
flx) = 5x3’4 =70 cuando  x— &

Como se resume en (17), y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal de la grafica de f.
¢) Como el grado del numerador 5x* + x> — 1 es 3, y el grado del denominador 2x + 3
es 1 (y3 > 1), de acuerdo con (15):

5 5
flx) = KX = Exz — ®© cuando x— £ .

Como se indica en (18), la grafica de f no tiene asintota horizontal. |

En los ejemplos de graficado que siguen supondremos que P(x) y O(x) en (12) no tienen
factores comunes.

| EJEMPLO 4 Grafica de una funcion racional
. 3 —x
Graficar la funcién f(x) = Py

Solucion Algo de lo que se debe buscar para trazar la grafica de f'es lo siguiente:

Simetria: No tiene simetria. P(x) = 3 — xy O(x) = x + 2 no son pares ni impares.

Intersecciones: f(0) = 3y entonces la interseccién con el eje y estd en (0, 2). Al igualar
P(x) = 0,03 —x =0, se ve que 3 es una raiz de P. La tinica interseccién con el eje
xestd en (3, 0).

Asintotas verticales: Al igualar Q(x) = 0 o x + 2 = 0, se obtiene x = —2. Larectax = —2
es una asintota vertical.

Ramas: Como s6lo hay una sola asintota vertical, la grafica de f consiste en dos ramas
distintas, una a la izquierda de x = —2 y una a la derecha de x = —2.

Asintota horizontal: El grado de P y el grado de Q son iguales (a 1), y enton-
ces la grafica de f tiene una asintota horizontal. Al reacomodar a f en la forma

+3
flx) = x+ > se ve que la relacion de los primeros coeficientes es —1/1 = —1.
X

De acuerdo con (16), larectay = —1 es una asintota horizontal.

3.5 Funciones racionales

_3x2+4x—1 45 +7x + 8 563+ X2+ 1
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FIGURA 355 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 4

Grdfica: Se trazan las asintotas vertical y horizontal usando lineas interrumpidas. La
rama derecha de la gréfica de f se traza pasando por las intersecciones con los ejes
(0,3)y (3, 0), de tal manera que tienda a ambas asintotas. La rama izquierda se tra-
za abajo de la asintota horizontal y = —1. Si la dibujaramos arriba de la asintota
horizontal, deberia estar cerca de la asintota horizontal desde arriba y cerca de la
asintota vertical desde la izquierda. Para hacerlo, la rama de la gréfica deberia cruzar
el eje x, pero como no hay mas intersecciones con el eje x, eso es imposible. Vea la
FIGURA 3.5.5. ]

| _EJEMPLO 5 Ejemplo 4 con transformaciones

A veces pueden ser ttiles la divisién entre polinomios y las transformaciones rigidas para
graficar funciones racionales. Nétese que si se hace la division en la funcién f del ejemplo 4,
se ve que

3—x
x+2

fx) =

lo mi - -1+ .
es lo mismo que f(x) 15

Entonces, comenzando con la grafica de y = 1/x, la estiramos verticalmente en un factor de 5.
A continuacidn, desplazamos la grafica de y = 5/x dos unidades hacia la izquierda. Por tltimo,
desplazamos y = 5/(x + 2) una unidad verticalmente hacia abajo. El lector debe verificar que

FiGuRA 3.5.6 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 6
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el resultado neto es la grafica de la figura 3.5.5. [ |
| EJEMPLO 6 Grafica de una funcién racional

X
Graficar la funcién f(x) = N o

—x

Soluciéon

Simetria: Ya que P(x) = x es impar, y Q(x) = 1 — x” es par, el cociente P(x)/Q(x) es impar.
La gréfica de f es simétrica con respecto al origen.

Intersecciones: f(0) = 0, y entonces la interseccion con el eje y estd en (0, 0). Al igualar
P(x) = x = 0 se obtiene x = 0. Por lo anterior, las tinicas intersecciones con los ejes
estdn en (0, 0).

Asintotas verticales: Al igualar Q(x) = 0,0 1 — x* = 0, se obtienen x = —1y x = 1. Las
rectas x = —1 y x = 1 son asintotas verticales.

Ramas: Como hay dos asintotas verticales, la grafica de f consiste en tres ramas distintas,
una a la izquierda de la recta x = —1, una entre las rectasx = —1yx = 1l,yunaala
derecha de larecta x = 1.

Asintota horizontal: Como el grado del numerador x es 1, y el grado del denominador
1 —x*es?2 (y 1 <2), de acuerdo con (14) y (17), y = 0 es una asintota horizontal
de la grafica de f.

La grdfica: Se puede trazar la grafica de x = 0 y a continuacién aplicar la simetria para
obtener la parte restante de la grafica de x < 0. Comenzaremos trazando las asin-
totas verticales con lineas interrumpidas. El medio ramal de la grafica de f en el
intervalo [0, 1) se traza comenzando en (0, 0). La funcién f debe crecer, porque P(x)
=x>0,y Q(x) =1 — x* > 0 indican que f(x) > 0 para 0 < x < 1. Eso implica que
cerca de la asintota vertical x = 1, f(x) — « cuando x — 1~. La rama de la grifi-
ca para x > 1 se traza abajo de la asintota horizontal y = 0, porque P(x) = x >0y
Q(x) = 1 — x* < 0 implica que f(x) < 0. Entonces, f(x) = — cuandox = 17y
f(x) =0 cuando x — . El resto de la grafica, para x < 0, se obtiene reflejando
la grafica para x > 0 en el origen. Vea la FIGURA 3556. |

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



| EJEMPLO 7

Grafica de una funcion racional

Graficar la funcién f(x) = al 5.
1+ x

Solucion La funcién f'se parece a la funcion del ejemplo 6, porque fes una funcién impar,
(0, 0) es el tinico cruce de esta grifica con los ejes, y su grafica tiene la asintota horizontal y = 0.
Sin embargo, obsérvese que como 1 + x*> > 0 para todos los niimeros reales, no hay asintotas
verticales, y entonces no hay ramas; la grafica es una curva continua. Para x = 0, la grafica
pasa por (0, 0) y entonces debe crecer, porque f(x) > 0 para x > 0. También, f debe llegar a un
méximo local para luego decrecer, a fin de satisfacer la condicién f(x) — 0 cuando x — <.
Como se vio en la seccidn 3.1, el lugar exacto de este maximo local se puede obtener con las
técnicas del calculo. Por dltimo, se refleja la parte de la gréafica para x > 0 respecto al origen.
Esa grafica debe verse algo asi como la de la FIGURA 3.5.7. [ |

[0 Determinacion de asintotas oblicuas Supongamos de nuevo que los polino-
mios P(x)y Q(x) en (12) no tienen factores comunes. En ese caso, se puede reconocer la exis-
tencia de una asintota oblicua como sigue:

* Siel grado de P(x) es precisamente uno mds que el grado de Q(x); esto es, si el grado de
O(x)es my el grado de P(x) es m + 1, entonces la grafica de f tiene una asintota oblicua
o inclinada.

La asintota oblicua se determina por simple divisién entre polinomios. Al dividir P(x) entre
O(x) se obtiene un cociente que es un polinomio lineal mx + b, y un polinomio residuo R(x):

cociente residuo
\ \:
P(x) R(x)
P e B (19)
T =00 =™ TP o0

Como el grado de R(x) debe ser menor que el grado del divisor Q(x), entonces R(x)/Q(x) — 0
cuando x — —o y cuando x —> %, y en consecuencia

f(x) = mx + bcuando x > — y f(x) = mx + b cuando x — .

En otras palabras, una ecuacién de la asintota oblicua es y = mx + b, donde mx + b es el
cociente de (19).

Si el denominador Q(x) es un polinomio lineal, se puede aplicar entonces la divisién
sintética.

| EJEMPLO 8

Grafica con una asintota oblicua

2
~x—6
Graficar la funcién f(x) = %
Y —

Soluciéon

Simetria: No hay simetrfa. P(x) = x* — x — 6 y Q(x) = x — 5 no son pares ni son impares.

Intersecciones: f(0) = £,y entonces la interseccién con el eje y estd en (0, $). Al igualar
P(x) = 0, es decir, x> —x — 6 = 0,0 (x + 2)(x — 3) = 0 se ve que —2 y 3 son raices
de P(x). Las intersecciones con el eje x estdn en (—2, 0) y en (3, 0).

Asintotas verticales: Si se iguala Q(x) = 0,0x — 5 = 0, el resultado es x = 5. La recta
x = 5 es una asintota vertical.

Ramas: La grafica de f consta de dos ramas, una a la izquierda de x = 5 y una a la derecha
dex =>5.

Asintota horizontal: No hay.

3.5 Funciones racionales
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[

FIGURA 3.5.7 Grafica de la fun-

cion del ejemplo 7
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FIGURA 35.8 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 8

FIGURA 3.5.9 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 9
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Asintota oblicua: Como el grado de P(x) = x> — x — 6 (que es 2) es exactamente una uni-

dad mds grande que el grado de Q(x) = x — 5 (que es 1), la gréfica de f(x) tiene una
asintota oblicua. Para determinarla se divide P(x) entre Q(x). Debido a que Q(x) es un
polinomio lineal, se puede aplicar la divisién sintética:

51 1 -1 -6
520

1 4 |14

Recuerde que esta notacién quiere decir que

y = x + 4es la asintota oblicua
3
2 _ _
X x—6 14
—— —=xt4+ .
x—35 x—35

Note de nuevo que 14/(x — 5) — 0 cuando x — = . Por consiguiente, la recta
y = x + 4 es una asintota inclinada.
La grdfica: Con la informacién anterior se obtiene la gréifica de la FIGura 3.5.8. Las asinto-

tas son las lineas interrumpidas de la figura. [ |
| _EJEMPLO 9 Grafica con una asintota oblicua
X —8x + 12

Por inspecci6n debe verse que la grifica de la funcién racional f(x) =
+1
una asintota oblicua, pero no tiene asintotas verticales. Como el denominador es un polinomio
cuadrético, recurrimos a la divisién, para obtener

x3—8x+12_ —9x + 12
X+ 1 o X +1

La asintota oblicua es la recta y = x. La grafica no tiene simetrfa. La interseccion con el eje
y estéd en (0, 12). La carencia de asintotas verticales indica que la funcién f es continua; su
gréfica consiste en una curva ininterrumpida. Como el numerador es un polinomio de grado
impar, al menos tiene una raiz real. Ya que x> — 8x + 12 = 0 no tiene raices racionales, se
usan técnicas de aproximacion, o de graficacion, para demostrar que la ecuacién sélo tiene
una raiz irracional real. Por lo anterior, la interseccién con el eje x estd aproximadamente en
(—3.4, 0). La gréfica de f'se ve en la Figura 3.5.9. Observe que la grafica de f cruza a la asintota
oblicua. [ |

[0 Nota final: Grafica con un agujero En la descripcion de las asintotas de funcio-
nes racionales supusimos que los polinomios P(x) y Q(x) en (1) no tienen factores comunes.
Ahora sabemos que si a es un nimero real tal que Q(a) = 0y P(x) y O(x) no tienen factores
comunes, entonces la recta x = a es una asintota vertical de la grifica de f. Como Q es un
polinomio, entonces, de acuerdo con el teorema del factor, O(x) = (x — a)g(x). La hipétesis de
que el numerador Py el denominador Q no tienen factores comunes indica que x — a no es un
factor de P, y entonces P(a) # 0. Cuando P(a) = 0y Q(a) = 0, entonces x = a podria no ser
una asintota vertical. Por ejemplo, cuando a es una raiz simple tanto de P como de Q, entonces
X = a no es una asintota vertical de la grifica de f(x) = P(x)/Q(x). Para verlo, de acuerdo con el
teorema del factor, si P(@) = 0y Q(a) = 0, entonces x — a es un factor comin de Py Q:

P(x) = (x—a)p(x) y  0(x) = (x — a)g(x),
donde p y ¢ son polinomios tales que p(a) # 0 y g(a) # 0. Después de simplificar

P (x—a)p(x) _ p()
0(x) ~ (x — a)g(x) _ qlx)’

X # a,

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



se ve que f(x) es indefinida en a, pero los valores de la funcién f(x) no crecen o decrecen sin
limite cuando x — a~ o cuando x — a ™, porque g(x) no tiende a 0. Por ejemplo, en la seccién
2.5 vimos que la grafica de la funcién racional

=4 (x=2)(x+2)
x—2 x—2

f(x)= =x+2, x#2,

bésicamente es una recta. Pero como f(2) no esté definida, no hay punto (2, f(2)) en la curva. En
su lugar, hay un agujero en la gréfica en el punto (2, 4). Vea la figura 2.5.54).

| EJEMPLO 10 Grafica con un agujero
2—-2x -3
Graficar la funcién f(x) = %
¥ —
Soluciéon Aunque x> — 1 = Oparax = —1yx = 1, sélox = 1 es una asintota vertical.

Noétese que el numerador P(x) y el denominador Q(x) tienen el factor comin x + 1, que se
anula siempre que x # —1:

la igualdad es cierta para x # —1

{
(x+1)(x—3) x—3
(x+l)(x—])_x—1.

fx) = (20)

Asivemos que, de acuerdo con (20), no hay interrupcién infinitaen la graficaenx = — 1. Se hace

-1
interseccion con el eje x es (3, 0), una asintota vertical es x = 1 y una asintota horizontal es

y = 1. La grafica de esta funcién tiene dos ramas, pero la rama a la izquierda de la asintota ver-
tical x = 1 tiene un agujero en ella, que corresponde al punto (—1, 2). Vea la Ficura35.10. W

X
lagraficadey = . ,Xx # —1, observando que la interseccién con el eje y estd en (0, 3), una

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

Cuando se les preqgunta si alguna vez han oido la afirmacion “una
asintota es una recta a la que la grdfica se aproxima, pero no cru-
za”, una cantidad sorprendente de alumnos levantan la mano. Pri-
mero, debemos aclarar que la afirmacion es falsa: una gréfica pue-
de cruzar una asintota horizontal y también una asintota oblicua.
Una grafica nunca puede cruzar una asintota vertical x = a, por-
que en forma inherente la funcion es indefinida en x = a. Hasta
se pueden determinar los puntos donde una grafica cruza a una

asintota horizontal o una oblicua. Por ejemplo, la funcidn racio-
x>+ 2x

nal f(x) = ~—5——
x-—1

grafica de f cruza a la recta horizontal y = 1, equivale a preguntar si y = 1 esta en

el contradominio de la funcion f. Si se iguala f(x) a 1, esto es,

tiene la asintota horizontal y = 1. La determinacion de si la

X2+ 2x
27 — 1
x-—1
implica que +2x=x>-11y x=-1
Como x = —3 est4 en el dominio de , la grafica de f cruza a la asintota horizontal

en (=3, f(—3)) = (=31, 1). Obsérvese, en el ejemplo 9, que se puede determinar el
punto en el que la asintota inclinada cruza a la grafica de y = x, resolviendo f(x) = x.
El lector debe verificar que el punto de interseccién es (3, 3). Vea los problemas 31 a

36 de los ejercicios 3.5.

3.5 Funciones racionales

FIGURA 3.5.10 Grafica de la fun-

cion del ejemplo 10
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q : L Las respuestas a problemas impares seleccionados
E_]EI’C]C]OS comienzan en la pagina RESP-10.

En los problemas 1 y 2 use una calculadora para llenar la tabla de la funcién racional

2x
flo =5,

1. x = 3 es una asintota vertical de la gréfica de f.

X 3.1 3.01 3.001 3.0001 3.00001
f(x)

X 2.9 2.99 2.999 2.9999 2.99999
f(x)

2.y = 2 es una asintota horizontal de la grafica de f.

x 10 100 1000 | 10000 | 100000
f(x)
x | =10 | =100 |—1000 | —10000 | —100000
f(x)

En los problemas 3 a 22 determine las asintotas verticales y horizontales de la gréfica de la
funcién racional indicada. Determine las intersecciones con los ejes de la gréfica. Trace un
bosquejo de la grafica de f.

3 f0) = —
5. f(x) =7 i 1
-
-2
nﬂwza%jg
13, 7(0) =
15. f(x) = xzx_ 1
1mﬂnzﬂ;}5
19. £(x) = ;XZ
—2x* + 8

21. f(x) = W

4100 =1 i 3

6. f(x) = zxx— 5

8. () = 20
10, f(x) = 2
1Lﬂﬂzaﬁ%¥
110 =

16. f(x) = xzxj ;
1&ﬂn=;jii§
2. 7(x) = 5

2. f() = X3

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales
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En los problemas 23 a 30, determine las asintotas verticales y oblicuas de la grafica de la
funcién racional indicada. Determine las intersecciones con los ejes de la grafica. Trace esa
gréfica.

23. f(x) = xzx_ 2 24. f(x) = w

25. f(x) :x)fz 26. f(x) Ji‘%

27. f(x) = % 28. f(x) = —(xxf—;)z

29. f(x) = ; —8 w0, 1y - 2 ;lj(f 4

En los problemas 31 a 34, determine el punto donde la grafica de f cruza su asintota horizontal.
Trace la grafica de f.

31 f(x) = ;2133 32. f(x) = %
__Axlx-2) oo
33. f(x) B (x - 3)(x + 4) 34. f(x) B 2+ x+1

En los problemas 35 y 36 determine el punto donde la grifica de f cruza su asintota oblicua.
Use una funcion de graficacion para obtener la grafica de f'y la asintota oblicua, en el mismo
plano coordenado.

X3 = 3x* + 2x X +2x—4
_—— 36. =
X +1 f(x) x?

35. f(x) =

En los problemas 37 a 40, determine una funcién racional que satisfaga las condiciones indi-
cadas. No hay una respuesta tnica.

38. asintota vertical: x = 1
asintota horizontal: y = —2
cruce con el eje y en (0, —1)

37. asintota vertical: x = 2
asintota horizontal: y = 1
cruce con el eje x en (5, 0)

40. asintota vertical: x = 4
asintota inclinada: y = x + 2

39. asintotas verticales: x = —1,x = 2
asintota horizontal: y = 3
cruce con el eje x en: (3, 0)

En los problemas 41 a 44, determine las asintotas y todos los agujeros que haya en la grafica
de la funcidn racional indicada. Determine las intersecciones con los ejes de la grafica. Trace
esa gréfica.

-1 — 1

41. f(x) =);_1 4. f(x) = ;2_1
x4 1 x* + 8

B I = vy w1 ="

Aplicaciones diversas

45. Resistores en paralelo Un resistor de 5 ohms y un resistor variable se conectan en pa-
ralelo como se ve en la FIGURA 3.5.11. La resistencia R que resulta (en ohms) se relaciona
con la resistencia r (en ohms) del resistor variable, mediante la ecuacion

Sr
S+

Trace la grafica de R en funcién de r, para r > 0. ;Cudl es la resistencia R que resulta
cuando r se vuelve muy grande?

3.5 Funciones racionales

5 ohms
0 AAY
—_— r—
r ohms

FIGURA 3.5.11 Resistores para-
lelos del problema 45
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46. Potencia La potencia eléctrica P producida por cierta fuente se determina con

E?r
P=—n
R+ 2Rr +r

en donde E es el voltaje de la fuente, R es la resistencia de la fuente y r es la resistencia en
el circuito. Trace la grafica de P en funcién de r, usando los valores E = 5 voltsy R = 1
ohm.

47. Intensidad de iluminacion La intensidad de iluminacién debida a una fuente luminosa,
en cualquier punto, es directamente proporcional a la intensidad de la fuente e inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente. Si hay dos fuentes con intensi-
dades de 16 unidades y 2 unidades, y estdn a 100 cm de distancia, como se ve en la FIGURA
35.12, la intensidad de iluminacién 7 en cualquier punto p entre ellas se calcula con

YT T 00 - X2
en donde x es la distancia a la fuente de 16 unidades. Trace la grafica de I(x) en el
intervalo (0, 100). Describa el comportamiento de I(x) cuando x — 0*. Describalo
cuando x — 100",

fuente de
16 unidades

fuente de
2 unidades

——— X ——>

«~———100 cN————>|

FiGuRA 3.5.12 Dos fuentes luminosas del problema 47

Para discusion

48. Suponga que f(x) = P(x)/Q(x). Demuestre las reglas de simetria (2), (3) y (4) en el caso
de funciones racionales.

49. Forme una funcién racional f(x) = P(x)/Q(x) cuya gréfica cruce dos veces su asintota
oblicua.

50. Si estudi6 la seccién 1.5, explique como se pueden usar los temas de esa seccion y de la

-1

x—1

seccién 3.2 para ayudar a determinar el limite: hlr}
X

E!# Fracciones parciales

[0 Introduccion Cuando se suman dos funciones racionales, por ejemplo f(x) =

x+5
1
yg(x) = T los términos se combinan mediante un denominador comiin (0 comiin de-
X
nominador):
2 1 2 x+ 1 1 x+5
+ = + . (1)
x+5 x+1 x+5\x+1 x+ 1\x+5

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



Si se suman los numeradores en el lado derecho de (1), se obtiene la expresion racional tnica

3x +7
YR YARTEEY 2
(x +5)(x+1)
En un procedimiento importante en el estudio del calculo integral se necesita poder invertir
el proceso. En otras palabras, se debe comenzar con una expresion racional como la (2), para
descomponerla en fracciones mds sencillas, 2/(x + 5)y 1/(x + 1), llamadas fracciones par-
ciales.

O Fracciones parciales El proceso algebraico para descomponer una expresién ra-
cional como la (2) en fracciones parciales se llama descomposicion en fracciones parciales.
Por comodidad supondremos que la funcién racional P(x)/Q(x), O(x) # O es una fraccién
propia o una expresién racional propia; esto es, que el grado de P(x) es menor que el grado
de Q(x). También supondremos una vez més que los polinomios P(x) y Q(x) no tienen factores
comunes.

En la descripcion que sigue, examinaremos cuatro casos de descomposicién de P(x)/Q(x)
en fracciones parciales. Esos casos dependen de los factores en el denominador Q(x). Cuando
el polinomio Q(x) se factoriza como producto de (ax + b)" por (ax*> + bx + )", n =1,2...,
m =1,2,...,donde los coeficientes a, b y ¢ son nimeros reales, y el polinomio cuadritico
ax® + bx + c es irreducible sobre los nimeros reales (esto es, no se factoriza usando nime-
ros reales), la expresion racional P(x)/Q(x) se puede descomponer en una suma de fracciones
parciales de la forma

Ck Akx + Bk
(ax + b)k (ax® + bx + ¢)©

CASO 1: Q(x) sélo contiene factores lineales no repetidos
Enunciaremos, sin demostrarlo, lo siguiente acerca del dlgebra. Si se puede factorizar por
completo el denominador en factores lineales,

0(x) = (a\x + by)(arx + by)--(a,x + b,),

en donde todos los ax + b, i = 1,2, ..., nson distintos (es decir, no hay dos factores igua-
les), entonces se pueden determinar constantes reales tnicas C;, C,, . . . C, tales que

C C C
Pl _ L+ b — 3)
0(x) a,x + b, a,x + b, a,x + b,

En la préctica, usaremos las letras A, B, C, . . ., en lugar de los coeficientes con subindice C|,
C,, Cs, ... El ejemplo siguiente ilustra este primer caso.

| EJEMPLO 1 Factores lineales distintos

2x + 1
(x = 1)(x+3)
base en la forma de (3), que la funcidn racional se puede escribir en la forma

Para descomponer en fracciones parciales individuales, supondremos, con

241 _ A B @
(x—D(kx+3) x—-1 x+3°

Ahora eliminamos las fracciones en (4). Eso se puede hacer ya sea combinando los términos
del lado derecho de la igualdad, sobre cuando menos un denominador comun e igualando los

3.6 Fracciones parciales
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numeradores, o bien, s6lo multiplicando ambos lados de la igualdad por el denominador (x — 1)
(x + 3) en el lado izquierdo. Por cualquiera de esas formas se llega a

2x+1=A(x +3) + B(x — 1). &)

Se hacen las multiplicaciones en el lado derecho de (5), y se agrupa por potencias de x. As{
se obtiene

2x+1=A(x+3)+B(x—1)=(A+ B)x + (3A — B). 6)

Cada una de las ecuaciones (5) y (6) es una identidad, lo cual significa que la igualdad es cierta
para fodos los valores reales de x. En consecuencia, los coeficientes de x en el lado izquierdo
de (6) deben ser iguales a los coeficientes de las potencias correspondientes de x, en el lado
derecho; esto es,
U igual -/
2x + 1x° = (A + B)x + (3A — B)x".
1 i)

igual
El resultado es un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, A y B:

2=A+B

1=3A - B. ™

Estas ecuaciones se suman y se obtiene 3 = 4A, por lo que A = 3. Ese valor se sustituye en
cualquier ecuacién en (7), y entonces se obtiene B = 2. Por consiguiente, la descomposicién
que se busca es

ENN]

2x + 1 B N
(x—1Dx+3) x—-1 x

3

+ |1

Se alienta al lector a verificar el resultado anterior combinando los términos en el lado derecho
de la ultima ecuacidén, mediante un denominador comun. |

[0 Un truco valioso Si el denominador contiene, digamos, tres factores lineales como
4x> — x + 1

(x=1D(x+3)(x —6)

en , entonces la descomposicién en fracciones parciales se verd

asi:

4 — x + 1 A . B n C
(x—=1Dkx+3)(x-6) x—1 x+3 x—-6

Si se siguen los mismos pasos que en el ejemplo 1, veriamos que el andlogo de (7) ahora son
tres ecuaciones con tres incégnitas, A, B'y C. El asunto es el siguiente: mientras mds factores
lineales haya en el denominador, el sistema de ecuaciones lineales que habra que resolver serd
mayor. Hay un procedimiento algebraico que vale la pena aprender, porque puede acortar algo
de los pasos algebraicos. Para ilustrarlo, regresemos a la identidad (5). Como la igualdad es
cierta para todo valor de x, es vdlida para x = 1 y x = -3, que son las raices del denominador.
Igualando x = 1 en la parte (5) se obtiene 3 = 4A, de donde de inmediato A = 2. De igual
modo, haciendo que x = —3 en (5) se obtiene —5 = (—4)B, 0 sea B = 3.

CASO 2: Q(x) contiene factores lineales repetidos

Si el denominador Q(x) contiene un factor lineal repetido (ax + b)', n > 1, entonces se pueden
determinar constantes reales tnicas, Cy, C, ... C,, tales que la descomposicién de P(x)/Q(x)
en fracciones parciales contenga los términos

C] C2 Cn
+ S
ax +b (ax +b) (ax + b)"

®)
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| EJEMPLO 2 Factores lineales repetidos

6x —
»(2x — 1)
consiste en el factor lineal x repetido, y el factor lineal 2x — 1 no repetido. Con base en las
formas de las ecuaciones (3) y (8), supondremos que

Para descomponer en fracciones parciales, se ve primero que el denominador

de acuerdo con de acuerdo con

el caso 2 el caso |
6x — 1 A B C D )
==+ =+ 5+

*@2x—-1) x x* ¥ 2x—-1
La ecuacién (9) se multiplica por x*(2x — 1), para eliminar las fracciones; el resultado es
6x — 1 =Ax>(2x — 1) + Bx(2x — 1) + C(2x — 1) + Dx* (10)
o0 sea 6x—1=0RA+D)x*+ (—A+2B)x>+ (—-B+2C)x — C. (11)

Ahora las raices del denominador en la expresién original son x = 0 y x = 3. Si entonces
hacemos que x = 0y x = 3 en (10), veremos que C = 1y D = 16. Como el denominador de
la expresion original sélo tiene dos raices distintas, se pueden calcular A y B igualando los
correspondientes coeficientes de x* y x* en (11):

0=2A+ D, 0=—-A+ 2B.

El valor conocido de D se usa en la primera ecuacién y el resultadoes A = —D/2 = —8. En-
tonces, la segunda produce B = A/2 = —4. La descomposicién en fracciones parciales es
6x — 1 8 4 1 16
S =St t . u
22x —1) x x* ¥ 2x-1

CASO 3: Q(x) contiene factores cuadriticos irreducibles y no repetidos

Si el denominador Q(x) contiene factores cuadrticos irreducibles no repetidos ax” + bx + ¢;,
se pueden encontrar constantes reales Unicas A, A,, ..., A,, B}, By, ... B, tales que la des-
composicién de P(x)/Q(x) en fracciones parciales contenga los términos

A;x + B Ax + B, A,x + B,
. > o (12)
ax-+bx+tc  axt byx+c, a, x>+ b,x + ¢,
| EJEMPLO 3 Factores cuadraticos irreducibles
4x

Para descomponer en fracciones parciales, primero se ve que los

(*+ 1)(x>+2x+ 3)
polinomios cuadraticos x> + 1y x> + 2x + 3 son irreducibles sobre los nimeros reales. En-
tonces, de acuerdo con (12), supondremos que

4x _Ax+ B Cx+ D

+ .
(¥ + 1)(x* +2x + 3) x>+ 1 xX>+2x+3

Después de eliminar las fracciones en el renglén anterior, se ve que

4x=(Ax + B)(x* +2x +3) + (Cx + D)(x>+ 1)
=(A+B)x>+ (2A+ B+ D)x*+ 34+ 2B+ C)x + (3B + D).

Como el denominador de la fraccién original no tiene raices reales, no hay mds recurso que
formar un sistema de ecuaciones comparando los coeficientes de todas las potencias de x:
0=A+C
0=2A+B+D
4=3A+2B+C
0=3B + D.

3.6 Fracciones parciales

4Los coeficientes de x* y x” del lado

izquierdo de (11) son 0, ambos.

4 Use la férmula cuadritica. Para

cualquier factor usted determinara que

b*—4ac < 0.
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Se pueden eliminar C'y D de las ecuaciones segunda y tercera al usar C = -Ay D = -3B:

0=A-B
2=A+B.
Al resolver este sistema de ecuaciones mds simple se obtienen A = 1y B = 1. Por consiguien-

te, C = —1y D = —3. La descomposicion en fracciones parciales es

4x _xt1 x+3
K+ +2x+3) x*+1 x*+2x+3

CASO 4: Q(x) contiene factores cuadraticos irreducibles repetidos

Si el denominador Q(x) contiene un factor cuadritico irreducible repetido (ax® + bx + ¢}, n > 1,
entonces se pueden encontrar constantes reales Unicas A}, A, ..., A,, B, B,, . . ., B, tales que
la descomposicién de P(x)/Q(x) en fracciones parciales contenga los términos

Al.x + B A2.x + Bz Anx + Bn
> + 5 sttt . (13)
ax* + bx + ¢ (ax* + bx + ¢) (ax* + bx + ¢)"
| EJEMPLO 4 Factor cuadratico repetido
x2
D ——— en fracci iales.
escomponer (x2 T 4)2 €n Iracciones parciales

Solucién El denominador sélo contiene el factor cuadratico irreducible repetido x* + 4.
Como indica (13), supondremos una descomposicién con la forma

x? _Ax+B Cx+D
(x2+4)?  x*+4 (22447

Al eliminar las fracciones multiplicando ambos lados de la anterior igualdad por (x* + 4)* se
obtiene

x>=(Ax + B)(x*+ 4) + Cx + D. (14)
Como en el ejemplo 3, el denominador de la fraccién original no tiene raices reales, y entonces
se debe resolver un sistema de cuatro ecuaciones, para A, B, C'y D. Para ello se reescribe la
ecuacion (14) como sigue:

0x* + 1x2+ 0x + 0x° = Ax* + Bx> 4+ (4A + C)x + ( )x°

y se comparan los coeficientes de potencias iguales (se igualan los colores) para obtener

0=A
1=1RB
0=4A+C
0 = 4B + D.
De acuerdo con este sistema, se veque A = 0, B=1,C = 0y D = —4. La descomposicion

en fracciones parciales que se necesitaba es, entonces

x? I 4 -
(*+4)7 X*+4 (FF+4)7

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



| EJEMPLO 5 Combinacion de casos

x> +3x+5
(x —5)(x + 2)2(x2+ 1)*
Solucién El denominador contiene un solo factor lineal, x — 5, un factor lineal repetido,

x + 2, y un factor cuadratico irreducible repetido, x> + 1. De acuerdo con los casos 1, 2 y 4,
la forma supuesta de la descomposicién en fracciones parciales es

Determinar la forma de la descomposicion de

Caso 1 Caso2 Caso4

x+3 A N B N C +Dx+E+Fx+G
(x=5)(x+22(x*+1)* x=5 x+2 (x+2)2? x*+1  (x2+1)?

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

©000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 e0ccc0ccc000000000000 00

En toda la descripcion anterior supusimos que el grado del numerador
P(x) era menor que el grado del denominador Q(x). Sin embargo, si el
grado de P(x) es mayor o igual al grado de Q(x), entonces P(x)/Q(x) es
una fraccion impropia. Todavia se puede hacer descomposicion de ella
en fracciones parciales, pero el proceso comienza dividiendo los poli-
nomios hasta que se llegue a un cociente polinomial y a una fraccion
propia. Por ejemplo, por division se obtiene

fraccién impropia fraccion propia

o 4
x3+x—1_ +3+10x—1
D=z x(x —3)°

Entonces, usando el caso 1, se termina el problema con la descomposicion del térmi-
no de fraccion propia, en la Gltima igualdad.

R 10x — 1 & E
—————=x+3+———~=x+3+3+ .
x° — 3x x(x — 3) x x-—3

Vea los problemas 25 a 30 en los ejercicios 3.6.

q Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

comienzan en la pagina RESP-11.

En los problemas 1 a 24 haga la descomposicién de la expresion racional indicada, en frac-
ciones parciales.

1 2
L x(x +2) 2 x(4x — 1)
—9x + 27 4 —5x + 18
"xr—4x -5 “x?+2x — 63
5 2x* — x 6 1
x+ D(x+2)(x + 3) Tx(x —2)(2x — 1)
3x 3 10x — 5
“x2—16 T25x% — 1
S5x — 6 10 5x% — 25x + 28
T (x —3)? ToxX(x—7)

3.6 Fracciones parciales 175
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—4x +
m— 12. dx + 6

x*(x +2)? (x —2)%(x —1)2
3x — 1 x? = x
13. 4. —
X(x — 1(x +3) x(x + 4)3
6x* — 7x + 11 2x + 10
15. 16. ———
(x = 1)(x*+9) 2x3 + x
4x* +4x -6 2 —x+7
17— % 18—
2x = 3)(x*—x+1) (x=6)(x*+x+5)
t+8 v+ 1
19. 20.
=1 yi—-1
3 - 15
25— 2. — o
(*+2)(x*+1) (x* 4+ 2x + 5)(x* + 6x + 10)
+1)2 2x?
23.% 24. e
(x> + 1) (x = 2)(x* + 4)

En los problemas 25 a 30, use primero la divisién entre los polinomios, y después descompon-
ga en fracciones parciales.

5 +22
25" G+ 2P
x*—1 x(x +3)
P—4x+1 443
a7 X T 28,
2x° + 5x + 2 x“+2x+ 1
6 T xt—x+ 1
29— 30. 5
X’ =2x"+x—2 x7+3x"+3x + 1

Eﬂ El problema del area

Avan ce [J Introduccion Como se vio en la seccién 2.9, el problema mo-
DE C ALCU LO tivador funda}nental del calcuk,) diferencial, Encontrar una recta tan-
gente a la grdfica de una funcion f, se contesta con la nocion de la de-
rivada de la funcién. El cdlculo diferencial es el estudio de las propiedades y las aplicaciones
de la derivada de una funcién y = f(x). Por otra parte, el cdlculo integral es el estudio de las
propiedades y las aplicaciones de la integral definida de una funcién y = f(x). Como se men-
ciond en la seccidn 2.9, el problema histérico que conduce al concepto de la integral definida
es Calcular el drea bajo la grdfica de una funcion f. En esta seccién examinaremos el proble-
ma del 4rea.

O Area bajo una gréﬁ Ca En toda la descripcién que sigue supondremos que y = f(x)
es una funcién continua y no negativa en un intervalo [a, b]. Recuerde que, en las secciones
anteriores, varias veces se ha mencionado el concepto de continuidad; en este caso, la grafica
de f no tiene interrupciones, huecos ni agujeros en ningtin lugar en ella, dentro del intervalo
[a, b]. El requisito que f sea no negativa, esto es, que f(x) = 0 para toda x en [a, b], quiere decir
que ninguna parte de su gréfica, dentro del intervalo, esté abajo del eje x. Entonces, en forma
especifica,

Por drea bajo una grdfica se entiende el drea A de la region en el plano limitada
por la grdfica de f, las rectas x = ay x = b, y el eje x.

Vea la FIGURA 3.7.1.

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



FIGURA 3.7.1 Area A bajo una grafica

Para poder contestar cudl es el valor exacto de A comenzaremos presentando un método
de aproximacion sistematica de A. La idea basica simplemente es: formar rectdngulos en todo
el intervalo [a, b] y usar la suma de sus dreas como aproximacién de A.

O Aproximaci()n del area Un procedimiento sistematico posible para aproximar el
valor del drea A bajo una gréifica es el siguiente, resumido.

i) Subdividir el intervalo [a, b] en n subintervalos [x; _ |, x;], en donde

a=xp<x; <x<--<x,,<x,=0b,

b
de modo que cada subintervalo tenga el mismo ancho Ax = Ta. A esto se le lla-

ma hacer una particion regular del intervalo [a, b).

ii) Elegir un nimero X en cada uno de los n subintervalos [x; _ |, x/, y formar los n
productos f(xj) Ax. Como el drea de un rectangulo es base x altura, f(xi) Ax es el
drea del rectdngulo cuya altura es f(x¥)y su base o ancho es Ax, que se formé en el
k-ésimo subintervalo [x; _ |, xJ. Los n ndimeros x{, x¥, x¥, . .., x} se llaman puntos
de muestra. Vea la FIGURA 3.7.2.

Y IS y=f)
/
I I I = =1
I I I ! I | I
/: | | | I | | |
A0 1
I I I (€59 I I
I I I I | I I I
I I I I | I I I
| | | | | | | |
| | | | | | | |
/I /I | | | | | |\ -
Xy =a X Xy X N X X X, =
x¥ 1 X3 k=1oxg 7k i x¥
|
Ax

FIGURA 3.7.2 1 Tectangulos de base o ancho Ax vy altura f(x})

iii) La suma de las dreas de los n rectangulos representa una aproximacién al valor del
area,

A= f(x¥)Ax + f(xF)Ax + f(x$)Ax + - -+ f(x¥)Ax. (1)

Para simplificar los célculos a mano, los puntos de muestra x, k = 1,2, ..., n se escogen
generalmente en el extremo derecho o el extremo izquierdo de cada subintervalo [x; _;, x;].

3.7 El problema del area 177
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FIGURA 3.7.3 Area A del
ejemplo 1
y
X
o 1 2 3
7 4 3

a) Usando los extremos izquierdos

0

4
4
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1
4
b) Usando los extremos derechos

FIGURA 3.7.4 Aproximacion del
area A del ejemplo 1

y
fx)=x?
A
0 1
FIGURA 3.7.5 Area A del
ejemplo 2
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| EJEMPLO 1 Area de una region triangular

Aproximar el drea A bajo la grafica de f(x) = x en el intervalo [0, 1], usando cuatro subinterva-
los de igual ancho, y escogiendo

a) xif como el extremo izquierdo de cada subintervalo, y
b) xif como el extremo derecho de cada subintervalo.

Vea la FIGURA 3.7.3.

Solucién Al dividir [0, 1] en cuatro subintervalos, el ancho de cada uno de ellos es

_1-0_1
Ax="—7F"=1.

a) Si x{f es el extremo izquierdo de cada uno de los cuatro subintervalos, entonces
_ 1 21 _ 3
xF=0,x5f =3,xf =7=3 Yy xf = 7. Vealarcuraszaa). De acuerdo con (1),

b) Si x¥ es el extremo derecho de cada uno de los cuatro subintervalos, entonces

xf=4,xf=3=%5xf=3yxf=7%=1 Vea la figura 3.7.4b). Entonces, de

acuerdo con (1),

=
2

~f@i+ Qi+ @1+ F(3
dHd i
= 0.625. ]

ol =

Como se puede ver en las figuras 3.7.4a) y 3.7.4D), el valor obtenido en el inciso a) del
ejemplo 1 subestima el drea A, mientras que el valor en el inciso ) lo sobreestima, es decir,
0.375 < A < 0.625. Podemos comparar estas aproximaciones con el drea real. Como el drea
bajo la grafica de f(x) = x en el intervalo [0, 1]es el drea de un tridgngulo rectdngulo de base = 1
y altura = 1, el drea exactaes A = ;- base -altura =3-1-1 =3 = 0.5.

No hay razén especial alguna para que los puntos de muestra xj, x =1, 2, ..., n sean los
extremos izquierdos y después los extremos derechos de los subintervalos [x; _;, x;J, excepto
por la comodidad. Podriamos haber escogido a xj al azar en cada subintervalo. En el proble-
ma 3, de los ejercicios 3.7, se le pedird aproximar el area del ejemplo 1 usando los puntos
medios de cada subintervalo.

De manera intuitiva, se obtendran mejores aproximaciones del drea A de (1) con un mayor ni-
mero de rectangulos bajo una grafica. Por supuesto, a costa de que debemos hacer més célculos.

| EJEMPLO 2 Area bajo una parabola

Aproximar el drea A bajo la gréfica de f(x) = x* en el intervalo [0, 1]usando ocho subintervalos
de igual ancho, y escogiendo a

a) xif como el extremo izquierdo de cada subintervalo, y
b) xi como el extremo derecho de cada subintervalo.

Vea la FIGURA 3.7.5.
Solucién Se divide [0, 1] en ocho subintervalos, y el ancho de cada uno de ellos es

_1-0_1
Ax =5 =3.

a) Sixj es el extremo izquierdo de cada uno de los ocho subintervalos, entonces

2

— — 4
,X§<—§—

— — 6
’ng_g_

% — 6 7
s X7 T % T

x§ =3,

[==1[S%)

ool
E)

,XE =

=

,X§ =

of—
el

xF=0,x5 =

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



Vea la FIGURA 3.7.64). De acuerdo con (1),
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+
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+

1.1
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b) Si xj es el extremo derecho de cada uno de los cuatro subintervalos, entonces

6 3 % _ 71 % _8_
s= X =g xf == 1.

1

8

L4251, 9 1, 49,
s Ta s tTis s te

é .
35 = 0.3984375. u

Vemos, en la figura 3.7.6a), que el area de los siete rectangulos subestima A del ejemplo 2,
mientras que los ocho rectangulos de la figura 3.7.6b) la sobreestima. De acuerdo con los
célculos del ejemplo 2, se puede escribir 0.2734375 < A < 0.3984375. Pero aqui corresponde
hacer una observacion. No suponga que, al usar los extremos izquierdos y después los extre-
mos derechos de los subintervalos para xi siempre se obtiene un estimacién baja y después
una alta del drea A bajo la gréfica de fen [a, b]. Eso pasé en los ejemplos 1 y 2 sélo porque en
ambos casos la funcién fera creciente en el intervalo [0, 1].

[0 Notacion de sumatoria Escribir sumas como en (1) puede ser algo muy tedioso.
Para facilitar la descripcién del problema del drea en cdlculo se usa una notacién especial
para la suma. Suponga que g, representa un niimero real que depende de un entero k. La suma
de n niimeros reales de esa clase, a;, a; + a, + a3 + -+ + a,, se representa con el simbolo
EZ: 14y, €sto es,

n
Eak=a1+a2+a3+~-+an. 2)
k=1

Debido a que X es la letra griega sigma mayuscula, a la ecuacion (2) se le llama notaciéon de
sumatoria, o notaciéon de suma. Al entero k se le llama indice de suma y toma valores ente-
ros consecutivos, comenzando con k = 1 y terminando con k = n. Por ejemplo, la suma de los
primeros 100 enteros positivos elevados al cuadrado,

PP+22+ 37+ 42+ -+ + 98 + 997 + 100%

se puede escribir, en forma compacta, como

la suma termina con este niimero

1
100

>k
k=1

4

la suma comienza con este nimero

Con la notacién sigma, la suma de las areas en (1) se puede expresar como
n
> F(xf)Ax.
k=1

3.7 El problema del area

4 5 67

8§ 8 8 8

01 2

3
8 8 8

a) Usando extremos izquierdos

y /|

2

01
8 8

8 8

8 8

345 6 7 8
8 8

b) Usando extremos derechos

FIGURA 3.7.6 Aproximacion del
area A del ejemplo 2
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[0 Area Pareceria que se puede reducir el error inherente al método de aproximar un drea
A bajo una gréfica, sumando dreas de rectdngulos y usando cada vez mds rectangulos (n — %)

b
de ancho decreciente <Ax = Ta — O). Asi, los 32 rectangulos de la FiGura 3.7.7 deberian

dar una mejor aproximacién al drea A de la figura 3.7.1 que los ocho rectangulos de la figura
3.7.2. En realidad, ése es el caso. Se puede demostrar que cuando f es continua en [a, b]y f(x)
= ( para toda x en el intervalo, el drea A bajo la gréfica de la funcién y = f(x) en el intervalo
se determina con el limite

A= lim > f(xF)Ax. (3)
e =y
y - y=f()
7] I~ /
7 P =1
77 >>>>h _—7”"‘
X
a b

FIGURA 3.7.7 Uso de mas rectangulos para mejorar la aproximacion
del area A

El limite (3) existe, independientemente de cémo se escojan los puntos de muestra x{, x5,
x¥, ..., x¥ en los subintervalos [xy, x;], [x}, X5}, [*2, X3}, - - -, [x,, _ 1, x,] Asi, en (3) cada punto
de muestra xj se podria escoger, por ejemplo, en el extremo derecho de cada subintervalo.
Como en términos generales no podemos manejar los limites de la clase que se indica en (3),
dejaremos ese aspecto del problema del drea para un curso de célculo. Pero si el lector quiere
dedicar tiempo para resolver los problemas 15 a 22, entonces los problemas 23 y 24 le per-
mitirdn tener un ligero sabor de lo que es calcular el 4rea A mediante el proceso de limite que
se ve en (3).

Al comenzar dijimos que el problema del 4rea es el motivador para definir la integral.
El lector se preguntard: ;Y qué es una integral definida? A partir de la ecuacién (3), sélo se
necesita dar un pequefo salto para llegar al concepto de la integral definida.

INTEGRAL DEFINIDA

Sea la funcién f continua en [a, b]. La integral definida de f, de x = a ax = b se
representa por [ f(x)dx, y es

J "p)dx = im 3 F(xt)Ax. @
a k=1

n—>o0 =

N\ J

El simbolo integral, [, en (4), como lo usé6 Wilhelm Gottfried Leibniz (a quien se consi-
dera coinventor del célculo, junto con Isaac Newton), sélo es una S alargada, que representa
la palabra “suma”.

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



i)

ii)

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

Si leyé con prisa, podria llegar a creer que la formula (4) es la
misma que la (3). En cierto sentido eso es correcto; sin embargo,
la (4) es un concepto mas general (observe que no se requiere
que f sea no negativa en el intervalo [a, b]). Asi, una integral
definida no necesita ser un drea. También, en su ambiente mas
general, se eliminan hasta las condiciones de continuidad de f'y
el uso de una particion reqular para definir la integral definida. Entonces,
£qué es una integral definida? Por ahora acepte que una integral definida no
es mas que un ndmero real que puede ser negativo, cero o positivo. Cuando
se imponen las condiciones de continuidad y de no negatividad a y = f(x)
en el intervalo [a, b], entonces, el area bajo la grafica es A = f:f(x)dx.
También, el lector debe tener en cuenta que las interpretaciones de derivada
e integral definida son mucho mas amplias que tan sélo ser pendientes de
tangentes y de areas bajo graficas. Al avanzar en sus cursos de matemati-
cas, ciencias e ingenierias, vera usted muchas y variadas aplicaciones de la
derivada y la integral definida.

En este capitulo trabajamos principalmente con funciones polinomiales, que
son las bases constructivas fundamentales de una clase llamada funciones
algebraicas. En la seccion 3.5 vimos que una funcién racional es el cociente
de dos polinomios. En general, una funcién algebraica f implica una canti-
dad finita de sumas, restas, multiplicaciones, divisiones y raices de funcio-
nes polinomiales. Asi

N
y=2x2—5x,y=\3/;,y=x4+\/x2+5yy= a

X =232+ 7

son funciones algebraicas. En realidad, todas las funciones de los capitu-
los 2 y 3 son funciones algebraicas. Al iniciar el capitulo siguiente vere-
mos funciones que pertenecen a una clase diferente, llamadas funciones
trascendentes. Una funcion trascendente f se define como una que no es
algebraica. Las seis funciones trigonométricas (capitulo 4) y las funciones
exponenciales y logaritmicas (capitulo 5) son ejemplos de funciones tras-
cendentes.

Las respuestas a problemas impares seleccionados

@ EJerC]C]OS comienzan en la pagina RESP-11.

En los problemas 1 a 4, la funcién f'y el intervalo son del ejemplo 1.

1.

2.

Aproxime el drea A, esta vez con ocho subintervalos de ancho igual, y escoja xj como

el extremo izquierdo de cada subintervalo. Trace los ocho rectangulos.

Aproxime el drea A, pero esta vez use ocho subintervalos de ancho igual, y escoja x}

como el extremo derecho de cada subintervalo. Trace los ocho rectdngulos.

Aproxime el drea A, pero esta vez use cuatro subintervalos de ancho igual, pero escoja a

X como el punto medio de cada subintervalo. Trace los cuatro rectdngulos.

Compare la aproximacién que obtuvo en el problema 3, con el drea exacta A = 0.5.

Explique por qué no es de sorprender el resultado del problema 3.

3.7 El problema del area
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5. Calcule el drea aproximada bajo la grafica de f(x) = x + 2 en el intervalo [—1, 2], usan-
do seis subintervalos de ancho igual, y escoja:
a) xj} como extremo izquierdo de cada subintervalo, y
b) xif como extremo derecho de cada subintervalo.

6. Repita el problema 5, usando doce subintervalos de ancho igual.

7. Aproxime el drea bajo la grafica de f(x) = —x* + S5x en el intervalo [0, 5], usando cinco

subintervalos de ancho igual y escogiendo:

a) xj como extremo izquierdo de cada subintervalo, y

b) x¥ como extremo derecho de cada subintervalo.

Repita el problema 7, usando diez subintervalos de ancho igual.

9. Aproxime el drea bajo la grafica de f(x) = —x* + 5x en el intervalo [0, 5], usando cinco
subintervalos de ancho igual y escogiendo a x{ como los puntos medios de cada subin-
tervalo.

10. Calcule el 4rea aproximada bajo la gréfica de f(x) = —x° + 2x* en el intervalo [0, 2],
usando diez subintervalos de ancho igual, y escogiendo a xif como el extremo derecho
de cada subintervalo.

11. Calcule dos aproximaciones diferentes del drea A bajo la gréfica de y = f(x) en el inter-
valo [1, 4], como se ve en la FIGURA 3.7.8.

12. Calcule dos aproximaciones diferentes del drea A bajo la grafica de y = f(x) en el inter-
valo que se indica en la FIGURA 3.7.9.

*

Aplicaciones diversas

13. Terreno junto al lago Suponga que un corredor de bienes raices desea calcular el drea
de un terreno de forma irregular, que estd limitado entre un tramo de 1 milla de longi-
tud, de una carretera recta, y la orilla de un lago. Las medidas (en pies) de las distancias
perpendiculares de la carretera al lago se toman a intervalos iguales, a lo largo de la
carretera, como se muestra en la FIGURA 3.7.10. Calcule dos aproximaciones diferentes del
drea del terreno. Exprese su resultado en acres; 1 acre = 43 560 pies®.

14. Para los peces El estanque de forma irregular de la FiGura 3.7.11 se llena hasta una
profundidad uniforme de 4 pies. Calcule aproximadamente los galones de agua que hay
en el estanque. Las medidas estdn en pies, y la distancia vertical entre las mediciones
horizontales es de 1.86 pies. Hay 7.48 galones en 1 pie ctibico de agua. [Sugerencia: El
volumen es igual al drea de la superficie x profundidad.]

Para discusion

Si ¢ representa una constante, esto es, algo independiente del indice k de suma, entonces
n . .
>— ¢ quiere decir¢ + ¢ + ¢ + -+ + ¢. Como en esta suma hay 7 ces, entonces

n

E ¢ = nc. 5)

=1
En los problemas 15y 16 use (5) para calcular el valor numérico de la suma indicada.
75 25
15. >'6 16. > 10
=1 =1

. .. .oy . n .
La suma de los primeros n enteros positivos se puede escribir como > - k. Si esta suma se
representa por S, entonces

S=1+2+3+ - +(n—1)+n (6)

CAPITULO 3 Funciones polinomiales y funciones racionales



También se puede escribir como
S=n+n-1)+ -+ +3+2+1 (7

Si se suman (6) y (7), entonces

28S=mn+1)+(m+1)+m+1)+---+m+1)=nn+1).

ntérminos den + 1

Al despejar S se obtiene S = 3n(n + 1), 0 sea

>k =3n(n+1). ®)
k=1
En los problemas 17 y 18 use (8) para calcular el valor numérico de la suma dada.

1 000

50
17. Dk 18. D'k
k=1 k=1

A continuacién presentamos dos propiedades de la notacién de sumatoria:

E ca, = ¢ E a,, cuna constante )
k=1 k=1
SlarEtb) = Dagx D by (10)
k=1 =1 k=1
En los problemas 19 a 22 use (5) y (8) a (10) para determinar el valor numérico de la suma dada.
20 15
19. > 2k 20. > (—6k)
i=1 k=1
10 20
21. > (4k + 5) 22. > (4k — 3)
i=1 k=1

En los problemas 23 y 24, use los resultados de (5) y (8) a (10), y la definicién de limite de un
area en (3) para calcular el valor exacto del drea A. En cada caso, divida (“particione”) el in-
tervalo dado en n subintervalos de ancho Ax = (b — a)/n y use x§ como el extremo derecho
de cada subintervalo.

23. A es el drea bajo la grifica de f(x) = 2x + 1 en el intervalo [0, 4].
24. A es el drea bajo la grafica de f(x) = —3x + 12 en el intervalo[1, 3].
25. Examine el trapezoide de la FIGURA 3.7.12.
a) Explique como se puede calcular el drea A aproximada usando (1) de esta seccién.
b) Entre férmulas conocidas de areas, encuentre una que exprese a A en funcién de 4,
h,yb.

Ejercicios Las respuestas a problemas impares

seleccionados comienzan en la pagina
de repaso gesp-12.

En los problemas 1 a 16 llene los espacios en blanco.

1. La gréfica de la funcién polinomial f(x) = x’(x — 1)’(x — 5) es tangente al eje x en
y atraviesa el eje x en .
2. Una funcién polinomial de tercer grado cuyas raices son 1y 3i es

Capitulo 3 Ejercicios de repaso

‘47 b —

FIGURA 3.7.12 Trapezoide

del problema 25

183



184

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

El comportamiento en los extremos de la gréfica f(x) = x*(x + 3) (x — 5) en la frontera
se parece a la grafica de la funcién de potencias f(x) =

La funcién polinomial f(x) = x* — 3x* + 17x* — 2x + 2 tiene (cudntas) raices
racionales posibles.

Para f(x) = kx’(x — 2)(x — 3), f(—1) = 8,sik =
2x + 8
La interseccién con el eje y de la grdfica de la funcién racional f(x) = ﬁ
x° — 5x
estd en
. . . 2x + 8
Las asintotas verticales de la gréfica de la funcion racional f (x) = —5 -, son
x°—5x+4
. . . . . X —x
Las intersecciones con el eje x de la gréfica de la funcién racional f (x) = ﬁ
— 2
estan en
3 _
La asintota horizontal de la grifica de la funcién racional f(x) = % es
- 2x

Una funcién racional cuya grafica tiene como asintota horizontal y = 1 y su interseccién
con el eje x estd en (3, 0) es

n
. . . X . .
La gréfica de la funcién racional f (x) = i1 donde n es un entero no negativo, tiene
X

la asintota horizontal y = 0 cuando n = .

La grifica de la funcién polinomial f(x) = 3x° — 4x* + 5x — 2 tiene cuando mucho
puntos criticos.

Si i es un cero de

f(x)=x4+2x3+3x2+2x+2

otros tres ceros son

La funcién racional f(x) = tiene (cuantas) asintotas.

.
x?+1
Suponga que, cuando una funcién polinomial fde grado 5 es dividida entre x — 3, obte-
nemos

El grado del cociente g(x) es .
Si f'es la funcién polinomial del problema 15, entonces f(3) =

En los problemas 17 a 34 conteste cierto o falso.

17.

18.

19.
20.
21.
22,

23.

f(x) = 2x> — 8x* + 5 no es un polinomio.

1 . .
flx)=x+ e una funcién racional.

La gréfica de una funcién polinomial no puede tener agujeros.

Una funcién polinomial de grado 4 tiene exactamente cuatro raices reales.

Cuando un polinomio de grado mayor que 1 se divide entre x — 1, el residuo siempre es
una constante.

Si los coeficientes a, b, ¢ y d del polinomio f(x) = ax® + bx* + cx + d son enteros posi-
tivos, entonces f no tiene raices positivas reales.

La ecuacién polinomial 2x” = 1 — x tiene una solucién en el intervalo [0, 1].
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24.
25.

26.

27.

28.
29.
30.
31.
32,
33.

34.

La grafica de la funcién racional f(x) = (x* + 1)/x tiene una asintota oblicua.
La gréfica de la funcién polinomial f(x) = 4x® + 3x* es simétrica con respecto al eje y.

La gréfica de una funcién polinomial que es una funcién impar debe pasar por el origen.

Una asintota es una recta a la que tiende la grafica de una funcién, pero que nunca la
cruza.

[\e]

x +4

El punto (3, 1) esté en la grafica de f(x) =

_—

3
La gréfica de una funcién racional f(x) = P(x)/Q(x) tiene una asintota oblicua cuando el
grado de P es mayor que el grado de Q.
Si 3 — 4i es una raiz de un polinomio f(x) con coeficientes reales, entonces 3 + 4i tam-
bién es una raiz de f(x).
Una funcién polinomial debe tener cuando menos una raiz racional.
La gréfica de f(x) = x* + 5x* + 2 no cruza el eje x.
Si(—=1, 6)y (4, —2) son dos puntos en la gréfica de una funcién polinomial f, entonces f
tiene por lo menos un cero en el intervalo abierto (—1, 4).
Si el comportamiento final de una funcién polinomial f'es que su grafica suba para valores
grandes de | x|, entonces el grado de f debe ser un niimero entero par positivo.

En los problemas 35 y 36 use la divisi6n entre polinomios para determinar f(x)/d(x).

35. f(x) =6x° —4x* + 2x2 + 4, d(x)=2x>—1
36. f(x) =15x* —2x* + 8x + 6, d(x)=5x"+x+2

En los problemas 37 y 38 use la divisién sintética para determinar f{x)/d(x).

37.
38.
39.

40.

41.

42.

43.

44.

f(x) =7x*—6x>+9x +3, dx)=x-2
f(x) =4x +7x> — 8x, d(x)=x+1
Sin hacer realmente la divisién, determine el residuo cuando f(x) = 5x* — 4x> + 6x — 9

se divide entre d(x) = x + 3.
Aplique la division sintética y el teorema del residuo para determinar f{(c) de

flx) =x*—3x"+2x* +3x  — x> +5x — 1

cuando ¢ = 2.
Determine los valores del entero positivo 7 tales que f(x) = x" + ¢” sea divisible entre
dx)=x+ c.
Suponga que

f(x) = 36x™ — 40x% + 18x" — 3x7 + 40x* + 5x* — x + 2
se divide entre d(x) = x — 1. ;Cudl es el residuo?
Indique cudles son todas las raices racionales posibles de la siguiente funcidén, pero no
lo pruebe.

f(x) = 8x* + 19x° + 31x? + 38x — 15.

Determine la factorizacién completa de f(x) = 12x* + 16x* + 7x + 1.

En los problemas 45 y 46, verifique que cada uno de los nimeros indicados sea una raiz del
polinomio f(x). Determine todas las demds raices, y a continuacién indique la factorizacién
completa de f(x).

45.

2, fx)=(x—-3)P+1 46. —1; f(x)=((x+2)*—-1

Capitulo 3 Ejercicios de repaso
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En los problemas 47 a 50, calcule un valor real de k tal que satisfaga la condicién indicada.

47. El residuo de la divisién de f(x) = x* — 3x> — x> + kx — l entre g(x) = x — 4 sear = 5.
48. x + 4 seaun factor de f(x) = 8x* — 4kx + 9.
49. x — ksea un factor de f(x) = 2x° + x* + 2x — 12.

50. La grifica de f(x) = tenga un agujero en x = k.

x—k
X>+5x+6

En los problemas 51 a 54 determine la descomposicion fraccional parcial de la expresion
racional indicada, en fracciones parciales.

2x — 1 1

R Ee— 52, —/————
x(x®*+2x —3) x*(x*+5)
x2 X=xt+ 2+ 50— 1
R a— 54, :
(x> + 4) (x—1)

En los problemas 55 y 56, deduzca una funcién polinomial f del grado indicado, cuya grafica
sea la que muestra la figura.

55. quinto grado 56. sexto grado
y y
5+
\ 5 b(0.9)
5+
1.-6) —t — x
2

FIGURA 3E.1 Grafica del
problema 55 FIGURA 3.E2 Grafica del

problema 56

En los problemas 57 y 58, busque una funcién racional f cuya grafica se da en la figura.

57. 58.

FIGURA 3.E3 Grafica del
problema 57

FIGURA 3E4 Grafica del
problema 58
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En los problemas 59 a 68 haga corresponder la funcién racional indicada con una de las gra-

ficas a) aj).
a) y
/_k
} } b
2
FIGURA 3E5
D y
o
-2
} } X
2
FIGURA 3.E.10
2x
59. f(x) = 211
2
61. f(x) = —=~
x—2
X
63. =
16 =
x2 =10
5. =
65 ) =5
2x
67. f(x) = P

b) y

-2

.

|
FIGURA 3.E.6

FIGURA 3.E.11

60. f(x)
62. f(x)
64. f(x)
66. f(x)

68. f(x)

) y | d) y |
J \
| |
Yo7 37
I ——r—--
= A7 :
) = f X } }
s I I
_ L/ 3 |3
I I
FIGURA 3.E.7 FIGURA 3.E.8
h) y | i) Yy
I
I
i 24
I L
| N
: -2 /2
} } X
I ol
-3 | 3 2
I
FIGURA 3E.12 FIGURA 3.E13
_ xr =1
2+ 1
L,
12
(e —1)
x—2
B —x>+5x -5
x—2
3
x> +1

En los problemas 69 y 70, determine las asintotas de la grafica de la funcién racional indicada.
Determine las intersecciones con los ejes de la grafica. Trace la grifica de f.

69. f(x) = > 2

x> +2x—38

70. f(x)

—x* +

2x2+ 9

x2
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\

FIGURA 3.E.14
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Funciones
trigonometricas

El# Angulos y su medicion

[0 Introduccion Comenzamos nuestro estudio de la trigonometria con la descripcién
de los angulos y dos métodos para medirlos: en grados y en radianes. Como veremos en la
seccion 4.2, la medida de un dngulo en radianes es lo que nos permite definir funciones trigo-
nométricas en conjuntos de nlimeros reales.

O Ang ulos Un angulo se forma con dos rayos o semirrectas, que tienen un extremo co-
mun llamado vértice. A un rayo lo llamaremos lado inicial del angulo, y al otro, lado termi-
nal. Es util imaginar al dngulo como formado por una rotacion, desde el lado inicial hasta el
lado terminal, como se ve en la FIGURA 4.1.1a). El dngulo se puede poner en un plano cartesiano
con su vértice en el origen y su lado inicial que coincida con el eje positivo de las x, como se ve
en la figura 4.1.1b). En ese caso se dice que el dngulo estd en su posicion normal o esténdar.

O Medicion en grados La medicién de un dngulo en grados se basa en la asignacion
de 360 grados (se escribe 360°) al dngulo formado por una rotacién completa en sentido con-
trario al de las manecillas del reloj, como se indica en la FIGURA 4.1.2. Entonces, otros dngulos
se miden en funcién de un dngulo de 360°, y un dngulo de 1° es el que se forma por 31@ de una
rotacion completa. Si la rotacién es contraria a la de las manecillas del reloj, la medida serd
positiva, si es en el sentido de las manecillas del reloj, la medida serd negativa. Por ejemplo,
el angulo de la FIGURA 4.1.35) se obtiene con un cuarto de rotacién completa en sentido contrario
al de las manecillas del reloj, y es

1(360°) = 90°.

y y y

0" I
\‘/

-270°
FGura4.1.2 Angulo de 360 grados

> X
360°

a) Angulo de 90° b) Angulo de —270°
FIGURA 4.1.3 @) Medida positiva;

b) medida negativa

También se ve en la figura 4.1.3b) el angulo formado por tres cuartos de rotacion completa en

sentido de las manecillas del reloj. Este angulo mide:

2(—360°) = —270°.

Lado
terminal

Vértice

Lado
inicial

a) Dos medios rayos

y
Lado
Vémce\‘ terminal
X
T Lado
inicial

b) Posicién normal

FIGURA 4.1.1 Lados inicial y
terminal de un angulo
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y O Angulos coterminales Una comparacién de la figura 4.1.3a) con la figura 4.1.3b)
L demuestra que el lado terminal de un dngulo de 90° coincide con el lado terminal de un dngulo
de —270°. Cuando dos dngulos en la posicion normal tienen los mismos lados terminales se
// \9 +360° dice que los dngulos son coterminales. Por ejemplo, los dngulos 6, 6 + 360° y 6 — 360° que
X se ven en la FIGURA 4.1.4 son coterminales. De hecho, la suma de cualquier multiplo entero de
\J 360° a un dngulo dado da como resultado un dngulo coterminal. Al revés, dos angulos coter-
0 — 360° minales cualesquiera tienen medidas en grados que difieren por un multiplo entero de 360°.
\
. | EJEMPLO 1 Angulos y angulos coterminales
FIGURA 4.1.4 Tres angulos
coterminales En el caso de un dngulo de 960°,

a) Ubicar el lado terminal y trazar el angulo.

b) Determinar un dngulo coterminal entre 0°y 360°.

¢) Determinar un angulo coterminal entre —360° y 0°.

Solucién

a) Primero se determina cudntas rotaciones completas se dan para formar este angulo. Al
dividir 960 entre 360 se obtiene un cociente de 2, y un residuo de 240; esto es,

960 = 2(360) + 240.

Entonces, este dngulo se forma dando dos rotaciones en sentido contrario al de las

manecillas del reloj, y haciendo después 30 = % de otra rotacién. Como se ve en la

FIGURA 4.1.5a), €l lado terminal de 960° esta en el tercer cuadrante.
b) Lafigura 4.1.5bh) muestra que el dngulo de 240° es coterminal con un dngulo de 960°.
¢) Lafigura4.1.5¢) muestra que el dngulo de —120° es coterminal con un dngulo de 960°.

y y y

o0 240°
R e |
J—IZO"

a) b) c)

FIGURA 4.1.5 Los angulos en b) y en ¢) son coterminales con el
angulo en a).

y [0 Medida en radianes En el cilculo, la unidad mds cémoda para medir 4ngulos es
el radian. La medida de un dngulo en radianes se basa en la longitud de un arco del circulo
unitario

,*9 ' X 2+ yr=1.
radianes
Como ya sabemos, un angulo 6 en posicién normal se puede considerar como formado por
la rotacién del lado inicial, desde el eje positivo de x hasta el lado terminal. Como se ve en la

2iy2=1 FIGURA 4.1.6, el lado inicial de 6 recorre una distancia 7 a lo largo de la circunferencia del circulo

’ unitario. Se dice que la medida de 6 es ¢ radianes.

En radianes se usa la misma convencion que con la medida en grados: un angulo formado
por una rotacién contraria a las manecillas del reloj se considera positivo, mientras que un
angulo formado por una rotacién en el sentido de las manecillas del reloj es negativo. Como la
circunferencia del circulo unitario es 277, un dngulo formado por una rotacién en contra de las
manecillas del reloj es 27 radianes. En la FIGurA 4.1.7 se han ilustrado dngulos de 7/2, — /2, 7
y 37 radianes, respectivamente. De acuerdo con las figuras 4.1.7¢) y 4.1.7d), un angulo de

FIGuRA 416 Angulo de 7
radianes
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YA y y y

R
=
=
A
=
\
=

|
SIS

Y

a) b) ) d)

FIGURA 4.1.7 Angulos expresados en radianes

ar radianes es coterminal con uno de 37 radianes. En general, la suma de cualquier multiplo
entero de 27 radianes a un angulo expresado en radianes da como resultado un angulo coter-
minal. Al revés, dos dngulos coterminales cualesquiera expresados en radianes diferirdan en un
muiltiplo entero de 2.

| EJEMPLO 2 Angulo coterminal

Determinar un angulo entre 0 y 27 radianes, que sea coterminal con # = 117/4 radianes.
Trazar el dngulo.

Solucion Como 27 < 117/4 < 31, se resta el equivalente de una rotacion, o sea 2
radianes, para obtener

117 117 8w 3£

—_— 2= — — — =

4 4 4

También, una alternativa es proceder como en el inciso @) del ejemplo 1, y dividir: 117/4
= 2 + 3m/4. Entonces, un dngulo de 37/4 radianes es coterminal con 6, como vemos en la
FIGURA 4.1.8. [ |

[0 Formulas de conversion Si bien muchas calculadoras cientificas tienen teclas que
convierten mediciones entre grados y radianes, hay una forma fécil de recordar la relacién
entre las dos medidas. Como la circunferencia de un circulo unitario es 277, una rotacion com-
pleta mide 27 radianes, y también 360°. Por consiguiente, 360° = 27 radianes, o

180° = 7 radianes. (D)

Si (1) se interpreta como 180 (1°) = 7 (1 radidn), entonces se obtienen las dos férmulas si-
guientes para convertir entre grados y radianes.

CONVERSION ENTRE GRADOS Y RADIANES

m .
1° = ——radian 2)
180
180\°
1 radian = () 3)
T

Con una calculadora se hacen las divisiones en (2) y (3), y se llega a

1° = 0.0174533 radian y 1 radidn =~ 57.29578°.
| EJEMPLO 3 Conversion entre grados y radianes
Convertir
a) 20° aradianes, b) 7/6radianes a grados, ¢) 2radianes a grados.

4.1 Angulos y su medicion
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FIGURA 4.1.8 Angulos cotermina-

les del ejemplo 2
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Solucién
a) Para convertir grados en radianes se usa la ecuacion (2):

T . T .
20° = 20(1°) = 20 - { —— radidn | = — radidn.
180 9

b) Para convertir radianes en grados, se usa la ecuacion (3):

T . T .. T (180 \°
— radianes = — - (1 radidn) = —( — | = 210°.
6 6 6\ m

¢) De nuevo se usa (3):

. . 180 \° 360 \°
2 radianes = 2 - (1 radidn) = 2 — ) =)= 114.59°. u

La tabla que sigue muestra las medidas de los dangulos de uso mas frecuente, expresadas
en radianes y en grados.

TABLA 4.1

Grados | O | 30 | 45 | 60 | 9 | 180
Radianes | o | ¢ | § [ § [ 3 | =

El lector recordara que, en geometria, a un angulo de 90° se le llama angulo recto, y a
un angulo de 180° se le llama angulo recto doble. En radianes, 77/2 es un angulo recto, y 7
es un angulo recto doble. Un angulo agudo mide entre 0° y 90° (o entre 0 y 7/2 radianes),
y un angulo obtuso mide entre 90° y 180° (o entre 7r/2 y 7r radianes). Se dice que dos dngu-
los agudos son complementarios si suman 90° (o 7r/2 radianes). Dos dngulos positivos son
suplementarios si suman 180° (o 7 radianes). Un tridngulo que contiene un dngulo recto se
llama triangulo rectangulo. Las longitudes a, b y ¢ de los lados de un tridngulo rectdngulo
satisfacen la relacion pitagérica a® + b* = ¢, donde c es la longitud del lado opuesto al angulo
recto (la hipotenusa); los otros dos lados, @ y b, son los catetos.

| EJEMPLO 4 Angulos complementarios y suplementarios

a) Calcular el dngulo que es complementario de § = 74.23°.
b) Calcular el angulo que es suplementario de ¢ = /3 radianes.

Solucion

a) Como dos dngulos son complementarios si suman 90°, se ve que el dngulo que es
complementario de 6§ = 74.23° es

90° — 0 = 90° — 74.23° = 15.77°.

b) Como dos dngulos son suplementarios si suman 7 radianes, se ve que el angulo que
es suplementario de ¢ = /3 radianes es

T—¢=7——=—"—

T 3 T
3 3

2
= ?ﬂ- radianes. |
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[0 Longitud de arco Un angulo 6 con su vértice en el centro de un circulo de radio r se
llama angulo central. La region dentro del circulo contenida en el angulo central 6 se llama
sector. Como se ve en la FIGURA 4.1.9, la longitud del arco del circulo abarcado (subtendido, o
cortado) por el dngulo 6 se representa con s. Cuando se mide en radianes, el dngulo central 6
corresponde a 6/27 de una rotacion completa. Por consiguiente, el arco abarcado por 0 es /2
de la circunferencia del circulo. Asi, la longitud s del arco es

0
s=—Qmr) =0,
2

siempre que 6 se exprese en radianes. Este resultado se resume como sigue:

FORMULA DE LA LONGITUD DEL ARCO

Un angulo central de 6 radianes en un circulo de radio r abarca un arco de

longitud

s =r6. “4)

Mediante la ecuacién (4) se puede expresar la medida 0 en radianes de un dngulo central,
en un circulo, en funcién de la longitud del arco abarcado s y del radio r del circulo:

0 (en radianes) = ; 5)

En la ecuacién (5) se puede usar cualquier unidad conveniente de longitud, en s y 7, pero debe
ser la misma para ambas cantidades. Asi,

s (unidades de longitud )

0 di =
(en radianes) r (unidades de longitud )

parece ser una cantidad “adimensional”. Es la razén por la que a veces se omite la palabra
radianes cuando un dngulo se expresa en radianes.

| EJEMPLO 5 Calculo de la longitud del arco

Calcular la longitud del arco abarcado por un dngulo central de: a) 2 radianes en un circulo de
6 pulgadas de radio, b) 30° en un circulo de 12 pies de radio.

Solucion

a) De acuerdo con la férmula (4) de la longitud del arco, con 6§ = 2 radianes, y r = 6
pulgadas, s = r6 = 2 - 6 = 12. Entonces, la longitud del arco es de 12 pulgadas.

b) Primero se debe expresar 30° en radianes. Recordamos que 30° = 77/6 radianes. En-
tonces, de la férmula (4) de la longitud del arco, s = 76 = (12)(r/6) = 2. Entonces,
la longitud del arco es 2 pies, o 6.28 pies. [ |

Segtin la ecuacién (5), un arco de longitud  en un circulo de radio r abarcard un dngulo
de r/r = 1 radidn. La FIGURA 4.1.10 ilustra un dngulo de 1 radidn en un circulo de radio r. Ya
hemos visto, en la férmula (3) de conversién, que un dngulo de 1 radidn es de aproximada-
mente 57°.

4.1 Angulos y su medicion

FIGURA 4.1.9 Longitud de arco
s, determinada por un angulo

central 6

4Con frecuencia, los alumnos apli

can

la férmula de 1a longitud del arco

en forma illCOITCCIZl, porque usan

grados. Recuerde que s = 76 sélo es
vdlida si 6 se expresa en radianes.

D

FIGURA 4.1.10 La longitud de

arco de radio » abarca un
angulo de 1 radian
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Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-12.

En los problemas 1 a 16, trace el dngulo indicado en la posicién normal. Tenga en cuenta
que cuando no hay simbolo de grados (°) en una medida angular, quiere decir que el dngulo
estd expresado en radianes.

1. 60° 2. —120° 3.135° 4. 150°
5.1 140° 6. —315° 7. —240° 8. —210°
T S vk 2
9.— 10. — 11.— 12. ——
3 4 6 3
a
13. s 14. —37 15.3 16. 4
En los problemas 17 a 24, convierta los grados en radianes.
17. 10° 18. 15° 19. 45° 20.215°
21.270° 22. —120° 23. —230° 24. 540°

En los problemas 25 a 32, convierta los radianes en grados.

25,27 26,117 2.2 28,27
9 6 3 12
29. 5777 30. 7 31.3.1 32.12

En los problemas 33 a 36, calcule el angulo coterminal de cada dngulo indicado a) entre 0°
y 360°, y b) entre —360° y 0°.

33. 875° 34. 400° 35. —610° 36. —150°

En los problemas 37 a 42, calcule el angulo coterminal de cada dngulo indicado a) entre O y
21 radianes, y b) entre —27 y 0 radianes.

3. 07 28, 17T
4 2
39.537 a0, - 2T
5
41. -4 42.75

En los problemas 43 a 50, calcule un dngulo que sea a) complementario y b) suplementario
del angulo indicado, o diga por qué no puede calcularse ese angulo.

43. 48.25° 44. 93° 45. 98 4° 46. 63.08°
T T 21T S5
47.— 48. — 49. — 50. —
4 8 6 o 3 0 6

51. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del 4ngulo formado por a) tres quintas
partes de una rotacion en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y b) cinco y un
octavo rotaciones en el sentido de las manecillas del reloj.

52. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del 4ngulo obtuso formado por las mane-
cillas de un reloj a) a las 8:00, b) ala 1:00 y ¢) a las 7:30.

53. Calcule las medidas, en grados y en radianes, del 4ngulo que recorre la manecilla de las
horas de un reloj en 2 horas.

54. Conteste la pregunta del problema 53 del minutero.

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



55. La Tierra gira sobre su eje una vez cada 24 horas. ;Cudnto tarda en girar un dngulo de
a) 240° y b) 7/ 6 radianes?

56. El planeta Mercurio completa una rotacién sobre su eje cada 59 dias. ;Qué angulo
(medido en grados) gira en a) 1 dia terrestre, b) 1 horay ¢) 1 minuto?

57. Calcule la longitud del arco abarcada por un dngulo central de 3 radianes, en un circulo
de a) radio 3 y b) radio 5.

58. Calcule la longitud del arco abarcado por un dngulo central de 30° en un circulo de @)
radio 2 y b) radio 4.

59. Calcule el angulo central 6 en un circulo de radio 5, si 6 subtiende un arco de longitud
de 7.5. Exprese 6 en a) radianes y b) grados.

60. Calcule el angulo central 8 en un circulo de radio 1 si 6 subtiende un arco de 7/3 de
longitud. Exprese 6 en a) radianes y b) grados.

61. Demuestre que el drea A de un sector formado por un dngulo central de 6 radianes en
un circulo de radio res A = 3r20. [Sugerencia: Use la propiedad geométrica de propor-
cionalidad: la relaci6n del drea A de un sector circular entre el drea total 77 del circulo
es igual a la relacién del dngulo central 0 entre el 4ngulo de una revolucién completa,
2]

62. ;Cudl es el area de la banda circular roja de la FIGURA 4.1.11, si € se expresa a) en radianes
y b) en grados? [Sugerencia: Use el resultado del problema 61.]

En los problemas 63 y 64, haga las conversiones indicadas usando la notacién “gra-
dos, minutos, segundos” (DMS en las calculadoras, de Degrees, Minutes, Seconds)

y que un grado se puede dividir en 60 partes iguales llamadas minutos (se escri-

be 1° = 60’), y un minuto se puede dividir en 60 partes iguales llamadas segundos
(se escribe 1" = 60"). Por lo anterior, 1’ = (g5)°y 1” = (55)" = (540)°- Por ejemplo,
37°15'55" =37° + 15" + 55" = 37° + (§)° + (555)° = 37.2653° en grados
decimales.

63. Convierta en grados decimales: @) 5°10" b) 10°25’ ¢) 10°39'17" d) 143°7'2"
64. Convierta en grados, minutos y segundos: a) 210.78° b) 15.45° ¢) 30.81° d) 110.5°

Aplicaciones diversas

65. Navegacion maritima Una milla ndutica, o milla marina, se define como la longi-
tud del arco abarcado, en la superficie de la Tierra, por un dngulo central que mide 1
minuto. Si el didmetro de la Tierra es de 7 927 millas terrestres, calcule cudntas millas
terrestres hay en una milla ndutica.

66. Circunferencia de la Tierra Alrededor de 230 a.C., Erat6stenes calculd la circunferen-
cia de la Tierra con las siguientes observaciones. A mediodia del dia mas largo del afio,
el Sol estaba directamente arriba de Siene (ahora Aswan), mientras que estaba incli-
nado 7.2° de la vertical en Alejandria. Creia que las dos ciudades estaban en el mismo
meridiano, y supuso que los rayos del Sol son paralelos. Asf, llegé a la conclusién que
el arco de Siene a Alejandria era subtendido por un dngulo central de 7.2°. Vea la FIGurA
4.1.12. En esos dias, la distancia medida de Siene a Alejandria era de 5 000 estadios. Si

Alejandria _

_——717.2°  Rayos
720} 5 000 estadios del

\ Sol

Siene

Tierra

FIGURA 4.1.12 La Tierra del problema 66

4.1 Angulos y su medicion

0

FIGURA 4.1.11 Banda circular del

problema 62
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P(f) = (cos t, sen f)

X2+ .\‘2 =1

FIGURA 4.2.1 Las coordenadas de
P(7) son (cos ¢, sen 1)
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un estadio = 559 pies, calcule la circunferencia de la Tierra en @) estadios y b) millas.
Demuestre que los datos de Eratdstenes llegan a un resultado dentro de 7% del valor
correcto, si el didmetro de la Tierra, con aproximacién de cientos de millas, es de 7 900
millas.

67. Péndulo de reloj Un péndulo de reloj tiene 1.3 m de longitud, y oscila describiendo un
arco de 15 cm. Calcule @) el dngulo central y b) el drea del sector que barre el péndulo
en una oscilacion. [Sugerencia: Para contestar el inciso b), use el resultado del problema
61.]

68. Movimiento circular de un yoyo Un yoyo se hace girar en torno a un circulo en el
extremo de su cordén de 100 cm. @) Si hace 6 revoluciones en 4 segundos, calcule su
rapidez de giro (es la magnitud de su velocidad angular), en radianes por segundo.
b) Calcule la rapidez lineal (es la magnitud de su velocidad lineal) a la que viaja el
yoyo, en centimetros por segundo.

69. Mas yoyos Si hay un nudo en el cordén del yoyo del problema 68, a 40 cm del yoyo,
calcule a) la rapidez angular del nudo y b) la rapidez lineal.

70. Movimiento circular de un neumatico Si un automévil con neumaticos de 26 pulgadas
de didmetro viaja a 55 millas por hora, calcule @) la cantidad de revoluciones por minuto
de sus neumaticos y b) la rapidez angular de los neumadticos, en radianes por minuto.

Eﬁ Las funciones seno y coseno

[0 Introduccion En suforma original, las funciones trigonométricas se definieron usan-
do dngulos en tridngulos rectdngulos. Un método mds moderno, que se usa en célculo, es defi-
nir las funciones trigonométricas en conjuntos de nimeros reales. Como veremos, los dngulos
expresados en radianes son la clave para llegar a estas definiciones.

O Seno y €c0seno A cada nimero real ¢ corresponde un dngulo de ¢ radianes en su posi-
cién normal. Como se ve en la FIGURA 4.2.1, se representa con P(f) el punto de interseccién del
lado terminal del angulo 7 con el circulo unitario. Las coordenadas x y y de este punto indican
los valores de las dos funciones trigonométricas basicas. La ordenada o coordenada y de P(r)
se llama seno de ¢, mientras que la abscisa o coordenada x de P(f) se llama coseno de ¢.

FUNCIONES SENO Y COSENO

Sean ¢ cualquier niimero real y P(r) = (x, y) el punto de interseccién del circulo uni-
tario con el lado terminal del 4ngulo de  radianes en su posicién normal. Entonces,
el seno de ¢, representado por sen ¢, y el coseno de ¢, representado por cos ¢, son

sent =y (D

y cost = x. 2)

& J

Debido a que a cada nimero real ¢ corresponde un punto tnico P(r) = (cos ¢, sen ), acabamos
de definir dos funciones, las funciones seno y coseno, y cada una tiene como dominio el con-
junto R de los nimeros reales. Debido al papel que juega el circulo unitario en esta definicion,
a veces se llaman funciones circulares a las funciones trigonométricas.

Hay varias propiedades de las funciones seno y coseno que son consecuencia de que P(f)
= (cos ¢, sen f) esté en el circulo unitario. Por ejemplo, las coordenadas de P(r) deben satisfacer
la ecuacion de ese circulo

x2+y2= 1. 3)
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Al sustituir x = cos ¢y y = sen ¢ se obtiene una importante relacion entre el seno y el coseno,
llamada identidad pitagorica

(cos t)* + (sen t)* = 1.

En adelante seguiremos dos précticas normales para expresar esta identidad: (cos #)* y (sen #)*
se escribirdn cos’ ¢ y sen®t, respectivamente, y primero se escribira el término sen”z.

IDENTIDAD PITAGORICA

Para todos los nimeros reales ¢,

sen’t + cos’r = 1.

También, si P(x, y) representa un punto en el circulo unitario (3), entonces las coordenadas
de P deben satisfacer las desigualdades —1 =x=1y—1=y=1.Comox =costyy = sent,
entonces las cotas de valores de las funciones seno y coseno serdn las siguientes:

COTAS DE VALORES DE SENO Y COSENO

Para todos los numeros reales ¢,

—1=cost=1.

—1=sentr =1

Las desigualdades anteriores se pueden expresar también en la forma siguiente: [sen | = 1y
|cos | = 1. Asi, por ejemplo, no hay un nimero ¢ tal que sen t = 3.

0 Dominio y contradominio De acuerdo con las observaciones anteriores, las fun-
ciones seno y coseno f(f) = sen ¢y g(t) = cos ¢, cada una tienen como dominio R el conjunto
de los niimeros reales, y como contradominio el intervalo[—1, 1].

[0 Signos de las funciones circulares Los signos de los valores de las funciones
sen ¢y cos ¢ se determinan por el cuadrante en el que estd el punto P, y viceversa. Por ejemplo,
si sen ty cos ¢ son ambos negativos, el punto P(¢) y el lado terminal del dngulo correspondiente
de ¢ radianes debe estar en el cuadrante III. La FIGuRA 4.2.2 muestra los signos de las funciones
coseno y seno, en cada uno de los cuatro cuadrantes.

| EJEMPLO 1

Sicos ¢ = 5y P(f) es un punto en el cuarto cuadrante, calcular sen ¢.

Solucién Por sustitucién de cos 7 =3 en el teorema de Pitidgoras (4) se obtiene
sen’t + (3)> = 1 o sen’ r = 5. Como sen  es la coordenada y de P(f), un punto en el cuarto
cuadrante, se debe tomar la raiz cuadrada negativa de sen ¢:

8 2V2

sent = —[— =
9 3

Uso de la identidad de Pitagoras

| EJEMPLO 2

Usar una calculadora para aproximar sen 3 y cos 3, y describir una interpretaciéon geométrica
de esos valores.

Solucién Con una calculadora puesta en modo radidn, se obtiene cos 3 = —0.9899925 y
sen 3 = 0.1411200. Esos valores representan las coordenadas x y y, respectivamente, del pun-

Seno y coseno de un nimero real

4.2 Las funciones seno y coseno

sent>0
cost<0

(0, 1)

sent>0
cost>0

sent<0
cost<0

sent<0
cost>0

FIGURA 4.2.2 Signos algebraicos
de sen 7y cos ¢ en los cuatro

cuadrantes
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(cos 3, sen 3)

3 radianes

X
(1,0)

FiIGura 4.2.3 El punto P(3)

P(m) =
(cos m, senr)
=(-1,0)

3
P(7) =
3n 3n
(cos =, sen=- )

=(0,-1

P()=
(cosZ, sen g )

~O D b=

(cos 0, sen 0)
=10
PQ2r) =
(cos 2 , sen 27)
=(1,0)

FIGURA 4.2.4 Senos y cosenos de los
angulos en el cambio de cuadrante
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to de interseccion del lado terminal del dngulo de 3 radianes en posicién normal, con el circulo
unitario. Como se ve en la FIGURA 4.2.3, este punto estd en el segundo cuadrante, porque 7/2 <
3 < . Esto también era de esperarse, a la vista de la figura 4.2.2, porque cos 3, la coordenada
X, es negativa, y sen 3, la coordenada y, es positiva. [ |

O Valores correspondientes a coordenadas al origen del circulo unitario
Como se ve en la FIGURA 4.2.4, las coordenadas al origen del circulo unitario indican los valores
de las funciones seno y coseno de los nimeros reales correspondientes a los angulos cua-
drantales que se citan a continuacion.

VALORES DE SENQO Y COSENO

Parar = 0: sen0 =0 y cos0 =1
Parat=g: sen%ZI y cos§=0
Parat =7 senm =0 y cosm = —1
ParatZ%T: Sengﬂz -1 y 008377720

N\ J

[0 Periodicidad Enlaseccion 4.1 vimos que para todo nimero real 7, los dngulos de 7 ra-
dianes y ¢ £ 27 radianes son coterminales. Asi, determinan el mismo punto (x, y) en el circulo
unitario. Por consiguiente,

sent =sen(r & 27) y cost = cos(t & 2r). %)

En otras palabras, las funciones seno y coseno repiten sus valores cada 27 unidades.

FUNCIONES PERIODICAS

Se dice que una funcién f no constante es periddica si hay un nimero positivo p
tal que

f(t) = f(t + p) (6)

para toda ¢ en el dominio de f. Si p es el nimero positivo mds pequefio para el que
(6) es valida, entonces p es el periodo de la funcién f.

N\ J

Las ecuaciones (5) implican que las funciones seno y coseno son periddicas, y su periodo es
p = 2. Para ver que el periodo de sen ¢ en realidad es 27, se observa que s6lo hay un punto
en el circulo unitario cuya coordenada y es 1: es P(m/2) = (cos(/2), sen(m/2)) = (0, 1). Por
consiguiente,

r
t=—

sent = 1 s
2

T T
s6lo para E + 2, — & 47,

2

y asi sucesivamente. Entonces, el valor positivo mds pequefio de p es 2.

PERIODO DEL SENO Y EL COSENO

Las funciones seno y coseno son periddicas, y su periodo es 27. Por consi-
guiente,

sen(t + 27) =sent y cos(t + 2m) = cost (7

para todo nimero real ¢.
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[0 Propiedades par-impar La simetria del circulo unitario comunica varias propieda-
des adicionales a las funciones circulares. Para todo nimero real ¢, los puntos P(f) y P(—¢) del
circulo unitario estan ubicados en el lado terminal de un dngulo de ¢ y —¢ radianes, respectiva-
mente. Esos dos puntos siempre serdn simétricos con respecto al eje x. La Figura 4.2.5 ilustra el
caso de un punto P(f) que estd en el primer cuadrante: las coordenadas x de los dos puntos son
idénticas; sin embargo, las coordenadas y tienen magnitudes iguales, pero signos contrarios.
Las mismas simetrias son vilidas, independientemente de cuél cuadrante contenga a P(f). Asi,
para cualquier nimero real ¢, cos(—#) = cos ¢y sen(—f) = —sen 7. Al aplicar las definiciones
de funciones pares e impares de la seccién 2.2, se llega al siguiente resultado.

FUNCIONES PARES E IMPARES

La funcién coseno es par, y la funcién seno es impar. Esto es, para todo nimero
real ¢,

cos(—t) = cost sen(—7) = —sent. (8)

Las siguientes propiedades adicionales de las funciones seno y coseno se pueden verifi-
car, examinando las simetrias de puntos escogidos en forma adecuada en el circulo unitario.

PROPIEDADES ADICIONALES

T ) =sent T —t) = cost )
cos| =sen y sen( - = cos
cos(t + m) = —cost y sen(r + 7) = —sent (10)
cos(m —t) = —cost y sen(m —t) = sent (11)

N\ J

Estas propiedades especiales de las funciones seno y coseno seran muy ttiles tan pronto como
determinemos valores adicionales de sen 7y cos 7, para 7 en el intervalo [0, 27). Ahora, usando
los resultados de la geometria plana, determinaremos los valores de seno y coseno para t =
/6, w4y /3.

[0 Determinacion de sen(77/4)y cos (77/4) Se traza un dngulo de 77/4 radianes (45°)
en la posicién normal, y se localiza e identifica P(7/4) = (cos /4, sen 7/4) en el circulo unita-
rio. Como se ve en la FIGURA 4.2.6, se forma un tridngulo rectdngulo bajando una perpendicular
al eje x desde P(r/4). Como la suma de los dngulos, en cualquier tridngulo, es 7 radianes
(180°), el tercer dngulo de este tridngulo también es de 7/4 radianes, y por consiguiente el
tridngulo es isdsceles. Entonces, las coordenadas de P(7/4) son iguales; esto es, cos(m/4) =
sen(m/4). De acuerdo con el teorema de Pitdgoras (4),

2Tt cos? T = 1 2 cos’ T = 1
sen”— Cos™— = €S Cos™— = 1.
4 4 4

Dividiendo entre 2 y sacando la raiz cuadrada queda cos(7/4) = +V/2/2. Como P(7/4) esté

en el primer cuadrante, ambas coordenadas deben ser positivas. Asi hemos determinado las
coordenadas (iguales) de P(r/4).

4.2 Las funciones seno y coseno

P(t) = (cos t, sen 1)

[P(—t) = (cos(-t), sen(—t))

FIGURA 4.25 Coordenadas de P(r)

y P(—1)

ENRSY

FIGuRA 4.26 El punto P(m/4)

P(ff) =(cos 71[, sen g)
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FIGURA 4.2.7 EL punto P(7/6)

Aqui se toma la raiz cuadrada positi- »
va, porque P(7r/6) estd en el primer
cuadrante

FIGURA 4.2.8 EL punto P(7/3)
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O Determinacion de sen(77/6) y cos(7r/6) Se trazan dos dngulos de 7/6 radianes
(30°) en el primero y cuarto cuadrantes, como se ve en la FIGura 4.2.7 y se identifican los puntos
de interseccion con el circulo unitario P(7/6) y Q, respectivamente. Trazando segmentos de
recta perpendiculares desde Py Q al eje x se obtienen dos tridngulos rectangulos congruentes,
porque cada uno tiene la hipotenusa de longitud 1 y los dngulos de sus vértices son 30°, 60° y
90°. Ya que los angulos de 90° son dngulos rectos, estos dos tridngulos rectangulos forman un
triangulo equildtero APOQ cuyos lados tienen longitud 1. Debido a que sen(7/6) es igual a la
mitad del lado vertical de APOQ, entonces

T 1
sen— = —.
2

6

. i ™
Segtn lo anterior, y el teorema de Pitdgoras (4), se ve que el valor de COSE es:

1\? , T . . ,m 3
—] tcoss—=1 implicaque cos™— = —

2 6 6 4
T \/g
0 sea COS— = —.

6 2

O Determinacion de sen(77/3)y cos(77/3) Se trazan los dngulos 7/6 y /3 en la po-
sicion normal, y se localizan e identifican los puntos P(7r/6) y P(/3), como se ve en la FIGURA
4.2.8. A continuacion se trazan dos tridngulos congruentes 30°-60°-90° bajando perpendicula-
res a los ejes x y y, respectivamente. De acuerdo con la congruencia de esos tridngulos,

T 1 T T \/3

COS% = seng = E y seng = COSg = T

En la tabla siguiente se resumen los valores de las funciones seno y coseno que correspon-
den a las fracciones basicas de 7 que hemos determinado hasta ahora.

VALORES DEL SENO Y COSENO (CONTINUACION)

Parat = = T 1 T V3
= —: M = = _— = —
ara 6 se 6 2 y cos6 >
e T V2 T V2
ara 4 Seny = - y cos = —-
T T V3 T 1
Parar = —: sen— = —— y cos— = —
3 3 2 3 2

N\ J

[0 Angulo de referencia Como se indic6 al inicio de esta seccion, para cada nimero
real 7 hay un dngulo dnico de ¢ radianes en la posicién normal, que determina al punto P(f), en
el circulo unitario, con coordenadas (cos f, sen f). Como se ve en la FiGura 4.2.9 el lado terminal
de todo angulo de 7 radianes (P() no estd en un eje) formara un dngulo agudo con el eje x. En-
tonces se puede localizar un dngulo de ' radianes en el primer cuadrante, que sea congruente
con este dngulo agudo. El dngulo de ¢’ radianes se llama angulo de referencia de ¢. Debido a
la simetria del circulo unitario, las coordenadas de P(t') seran iguales en valor absoluto a las
coordenadas respectivas de P(z). Por consiguiente,

sent = +sent’ y cost = tcost'.

Como se vera en los ejemplos que siguen, los dngulos de referencia se pueden usar para deter-
minar valores de funciones trigonométricas de cualquier multiplo entero de 7/6, w/4 y /3.

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



P(t)

FicurA 4.29 El dngulo de referencia ¢’ es agudo

| EJEMPLO 3 Uso de angulos de referencia

Determinar valores exactos de sen ¢y cos  del niimero real ¢ indicado:

a) t =5m7/3 y b) t = —37/4.

Solucién En cada inciso comenzaremos determinando el dngulo de referencia que co-

rresponde al valor indicado de ¢.

a) De acuerdo con la FIGURA 4.2.10 se ve que un dngulo ¢ = 577/3 radianes determina un
punto P(57/3) en el cuarto cuadrante, que tiene dngulo de referencia ¢’ = /3 radia-
nes. Después de ajustar los signos de las coordenadas de P(/3) = (1/2, \/3/2) para
obtener el punto en el cuarto cuadrante P(57/3) = (1/2,—V/3/2), se ve que

sen—— = —sen—, = — y COS—— = COS— =

b) Elpunto P(—37/4)estd en el tercer cuadrante, y su dngulo de referencia es /4, como
se ve en la FIGURA 4.2.11. Por consiguiente,

O TR SOV S . TR 4

= —sen— = ——— y COS
4

4 2

A veces, para determinar los valores trigonométricos de multiplos de las fracciones ba-
sicas de 7 se deben aplicar las propiedades de periodicidad, o de par-impar, ademds de los
nimeros de referencia.

| EJEMPLO 4 Uso de periodicidad y un angulo de referencia

Determinar valores exactos de sen ¢y cos ¢ para t = 297/6.
Solucion Ya que 29 7/6 es mayor que 27, se expresa 297/6 como multiplo entero de 27,
mas un nimero menor que 27:

2 5 5
ﬂ=47T+?7T=2(27T)+?7T.

De acuerdo con las ecuaciones de periodicidad (7), se sabe que sen(297/6) = sen(57/6) y
cos(2977/6) = cos(57/6). A continuacion, en la FiIGUrA 4.2.12 se ve que el dngulo de referencia de
57/6 es /6. Como P(57/6) es un punto del segundo cuadrante,

Senzgl = Sensl = Sel‘lz = l
6 6 6 2
9T _ ST V3 .
y s 0~ 0s ¢ 5

4.2 Las funciones seno y coseno

vy
[ a\,

FIGURA 4.2.10 Angulo de referen-
cia del inciso a) del ejemplo 3

y

-

w2 0
P(-F)=3-3)

FIGURA 4.2.11 Angulo de referen-
cia del inciso b) del ejemplo 3

FIGura 4212 Angulo de referen-
cia del ejemplo 4
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| EJEMPLO 5 Propiedades par-impar

Determinar los valores exactos de sen ¢y cos ¢ para t = — /6.
Solucién Ya que el seno es una funcién impar y el coseno es una funcion par,

(D) () d D)D)

Este problema también se pudo haber resuelto usando un dngulo de referencia. [ |

[0 Funciones trigonométricas de los angulos En esta seccién hemos definido
las funciones seno y coseno del nimero real 7 usando las coordenadas de un punto P(z) en el
circulo unitario. Ahora ya es posible definir las funciones trigonométricas de cualquier
angulo 0. Para todo angulo 6, tan sélo se hace que

sen = sent y cosf = cost,

donde el nimero real  es la medida de 6 en radianes. Como se indic6 en la seccién 4.1, se
acostumbra omitir la palabra radianes cuando se mide un dngulo. Entonces, se escribe sen(7/6)
para el seno del niimero real 7/6, y también para el seno del dngulo 77/6 radianes. Ademas,
como los valores de las funciones trigonométricas se determinan por las coordenadas del pun-
to P(f) en el circulo unitario, en realidad no importa si 6 se mide en radianes o en grados. Por
ejemplo, independientemente de si el dato es & = 7/6 radianes o 6 = 30°, el punto en el circu-
lo unitario que corresponde a este dngulo en la posicién normal es (\/g/ 2,1/2). Entonces

V3

E — 30° = l E — 30° =
sen 6 sen > y CcoS 6 Cos 5 -

Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-12.

1. Sicost = —%y P(f) es un punto en el segundo cuadrante, determine sen 7.

2. Sisen t = 3,y P(f) es un punto en el segundo cuadrante, determine cos 7.

3. Sisent = —3y P(f) es un punto en el tercer cuadrante, determine cos 7.

4. Sicost =3y P(7) es un punto del cuarto cuadrante, determine sen z.

5. Sisent = —3 determine todos los valores posibles de cos 1.

6. Sicos 1 = 5 determine todos los valores posibles de sen 1.

7. Sicost = —0.2, determine todos los valores posibles de sen .

8. Sisent = 0.4, determine todos los valores posibles de cos .

9. Si2sent — cost = 0, determine todos los valores posibles de sen ¢y cos t.
10. Si3sent — 2 cos t = 0, determine todos los valores posibles de sen ¢y cos .

En los problemas 11 a 14 determine el valor exacto de a) sen ¢y b) cos ¢, para el valor indi-
cado de t. No use calculadora.

11.t = —7/2 12.¢
13.¢t = 87 14. ¢

3
—31/2

En los problemas 15 a 26, para el valor indicado de ¢, determine el angulo de referencia ¢’ y
los valores exactos de sen ¢y cos t. No use calculadora.

15.¢t = 27/3 16.1 = 47/3
17.t = 57/4 18.t = 37/4

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



19.: = 117/6 20.t = T7/6

2.t = —7/4 22.t = —Tmw/4

23.t = —57/6 24.t = —117m/6

25.t = —57/3 26.1 = —2m/3

En los problemas 27 a 32, determine el valor de la funcidn trigonométrica indicada. No use
calculadora.

27.sen(—117/3) 28. cos(177/6)

29. cos(—7m/4) 30. sen(—197/2)

31. cos(57) 32.sen(237/3)

En los problemas 33 a 38, justifique la afirmacién mediante una de las propiedades de las
funciones trigonométricas.

33.senw = sen3w 34. cos(m/4) = sen(wr/4)

35.sen(—3 — 7) = —sen(3 + ) 36. cos 16.87 = cos 14.87

37.cos 0.43 = cos(—0.43) 38. sen(27/3) = sen(m/3)

En los problemas 39 a 46, determine el valor de la funcién trigonométrica indicada. No use
calculadora.

39. sen 135° 40. cos 150°

41. cos210° 42. sen270°

43. cos330° 44. sen(—180°)

45. sen(—60°) 46. cos(—300°)

En los problemas 47 a 50, determine todos los dngulos 7, donde 0 = ¢ < 2, que satisfagan
la condicién indicada.

47.sent =0 48.cost = —1
49.cost = \/2/2 50.sent =3

En los problemas 51 a 54, determine todos los dngulos 6, donde 0° = 6 < 360°, que satisfa-
gan la condicién indicada.

51.cos 0 = \V/3/2 52.sen 0 = —}
53.5en 0 = —\/2/2 54.cos 0 = 1

Aplicaciones diversas

55. Tiro libre Bajo ciertas condiciones, la altura y que alcanza un
bal6n de basquetbol, que se lanza desde una altura % hacia un
angulo « respecto a la horizontal, con una velocidad inicial
voesy = h + (visen’a)/2g, donde g es la aceleracién de la
gravedad. Calcule la altura mdxima que alcanza un tiro libre, si
h=215m,v,=8m/s,a = 64.47°y g = 9.81 m/s*.

56. Lanzamiento de bala El alcance de una bala que se lanza des-
de una altura A sobre el piso, con una velocidad inicial v, y en
angulo « con respecto a la horizontal, se puede aproximar con

Tiro libre

VyCoSa —
= [vosena + Visen?a + 2gh),

donde g es la aceleracién de la gravedad. Si v, = 13.7 m/s, @ = 40° y g = 9.81 m/s>,
calcule los alcances a los que llegan lanzamientos con alturasa) h = 2.0 my

4.2 Las funciones seno y coseno 203
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b) h = 2.4 m. c¢) Explique por qué al aumentar 4 se produce un incremento de R si los
demads pardmetros quedan fijos. d) ;Qué efectos tiene esto? ;La altura de un lanzador de
bala es una ventaja?

57. Aceleracion de la gravedad Debido a su rotacion, la Tierra se ensancha en el ecuador
y se aplana en los polos. El resultado es que la aceleracién de la gravedad no es constan-
te e igual a 980 cm/s?, sino que varia con la latitud . Mediante estudios satelitales se ha
demostrado que la aceleracion de la gravedad g, se aproxima con la funcién

g = 978.0309 + 5.18552sen?d — 0.00570sen>20.

a) Calcule g, en el ecuador (9 = 0°), b) en el Polo Norte y ¢) a una latitud de 45° norte.

Para discusion

58. Indique c6mo es posible determinar, sin una calculadora, que el punto P(6) = (cos 6,
sen 6), estd en el cuarto cuadrante.

59. Indique cémo es posible determinar, sin una calculadora, que tanto sen 4 como cos 4
son negativos.

60. ;Hay algin nimero real ¢ que satisfaga 3 sen t = 5? Explique su respuesta.

61. ;Hay un dngulo 0 que satisfaga cos § = —27? Explique su respuesta.

Graficas de las funciones seno

XN y Coseno

[0 Introduccion Una forma de estimular la comprensién de las funciones trigonométri-
cas es examinar sus graficas. En esta seccidon examinaremos las graficas de las funciones seno
y coseno.

O Graficas del seno y del coseno En la seccién 4.2 vimos que el dominio de la
funcioén seno, f(r) = sen ¢, es el conjunto de todos los ndmeros reales (—, ®), y que su con-
tradominio es el intervalo [—1, 1]. Como el periodo de la funcién seno es 27, comenzaremos
trazando su gréfica en el intervalo [0, 277]. Se obtiene un bosquejo aproximado de la grafica de
la FIGURA 4.3.1b) si se examinan varias posiciones del punto P(f) en el circulo unitario, como se
ve en la figura 4.3.1a). Cuando ¢ varia de 0 a 77/2, el valor de sen t aumenta de 0 hasta su valor
mdaximo 1. Pero cuando ¢ varia de 7/2 a 37/2, el valor de sen ¢ disminuye desde 1 hasta su
valor minimo, —1. Se ve que sen t cambia de positivo a negativo cuando ¢t = 7r. Cuando ¢ estad
entre 37/2 y 27, se ve que los valores correspondientes de sen f aumentan de —1 a 0. Se dice
que la gréfica de cualquier funcion periddica, para un intervalo de longitud igual a su periodo,

a) Circulo unitario b) Un ciclo de la grafica de seno

FIGURA 4.3.1 Puntos P(¢) en un circulo, correspondientes a puntos en la grafica

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



es un ciclo de su grifica. En el caso de la funcién seno, la grafica sobre el intervalo [0, 27r] de
la figura 4.3.1b) es un ciclo de la gréfica de f(¢) = sen t.

En adelante, recurriremos a los simbolos tradicionales x y y para graficar las funciones
trigonométricas. Asi, escribiremos f(r) = sen ¢ en la forma f(x) = sen x o bien, simplemente
y = sen x.

La grafica de una funcién periddica se obtiene con facilidad trazando repetidamente un
ciclo de su grifica. En otras palabras, la grifica de y = sen x en, por ejemplo, los intervalos
[—2m, 0] y [27, 4], es la misma de la figura 4.3.1b). Recuerde, de la secci6n 4.2, que la
funcién seno es una funcién impar, porque f(—x) = sen(—x) = —senx = —f(x). Asi, como se
puede ver en la FIGURA 4.3.2, la grdfica de y = sen x es simétrica con respecto al origen.

Iy +
ST
3
(98]

B

—2”/ 7% -\ _

|
|
|
14 |
|
I

«—— Un ciclo ———>

FIGURA 4.3.2 Grafica de y = sen x

Al trabajar de nuevo con el circulo unitario se puede obtener un ciclo de la grafica de la
funcién coseno g(x) = cos x en el intervalo [0, 27r]. En contraste con la grafica de f(x) = sen x,
donde f(0) = f(27) = 0, en la funci6n coseno se tiene g(0) = g(27) = 1. La FIGURA 4.3.3 muestra
un ciclo (en rojo) de y = cos x en [0, 277}, junto con la extensién de ese ciclo (en azul) a los
intervalos adyacentes [—27r, 0] y [27, 47]. En esta figura se ve que la gréfica de la funcién
coseno es simétrica con respecto al eje y. Es una consecuencia de que g sea una funcién par:
g(—x) = cos(—x) = cos x = g(x).

y
/1\ /\y‘:cosx /\
} 3 } - } } S } > X

27 _;W—z T 327r 21 7” 3r 7” Y4
14

FIGURA 4.3.3 Grafica de y = cos x

[SIE]

<«—— Un ciclo —>~,

[0 Intersecciones En este curso de matematicas, y en los que siguen, es importante que
conozca usted las coordenadas x de las intersecciones de las graficas de seno y coseno con el
eje x; en otras palabras, las raices de f(x) = sen x y g(x) = cos x. Segtin la grifica del seno
en la figura 4.3.2, se ve que las raices de la funcién seno, o sea los niimeros para los que sen
x =0,sonx =0, £m, 27, £37, ... son multiplos enteros de 7. En la grafica del coseno
en la figura 4.3.3 se ve que cos x = 0 cuando x = +7/2, £37/2, +57/2, . . . Esos nimeros son
multiplos enteros impares de /2.

Si n representa un entero, entonces 21 + 1 es un entero impar. Entonces, las raices de f(x)
= sen x y de g(x) = cos x se pueden expresar en forma compacta como sigue.

4.3 Graficas de las funciones seno y coseno

4{Téngalo en cuenta.
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RAICES DE LAS FUNCIONES SENO Y COSENO

sen x =0 para x = n,nun entero.

ar
cosx =0 para x = (2n + I)E,nun entero.

Al aplicar la ley distributiva, el resultado en (2) con frecuencia se escribe x = /2 + nr.

Como hicimos en los capitulos 2 y 3, se pueden obtener variaciones de las graficas basi-
cas de seno y coseno mediante transformaciones rigidas y no rigidas. En lo que queda de esta
descripcion examinaremos graficas de funciones de la forma

y = Asen(Bx + C) + D obien y = Acos(Bx + C) + D, 3)

donde A, B, C y D son constantes reales.

[0 Graficasdey = Asenx +Dyy = A cos x + D Comenzaremos examinando los

Sl y= 2 sen x casos especiales de (3):
14 y = Asenx y y = Acosx.
}r Para A > 0, las graficas de esas funciones son un estiramiento vertical o una compresion ver-
1 2 tical de las graficas de y = sen x o de y = cos x. En el caso de A < 0, las gréaficas también se
reflejan en el eje x. Por ejemplo, como muestra la FIGURA 4.3.4, se obtiene la graficade y = 2
24 sen x estirando verticalmente la grafica de y = sen x por un factor de 2. Nétese que los valores
o ) maximo y minimo de y = 2 sen x estdn en los mismos valores de x que los valores maximos y
FIGURA4.3.4 Estiramiento verti-  minimos de y = sen x. En general, la distancia mdxima de cualquier punto en la grafica de
cal de y = sen x y=Asenx,0y=Acosux,al eje x, es|A| Al niimero |A |se le llama amplitud de las funciones
o de sus gréficas. La amplitud de las funciones bdsicas y = senxyy = cosxes|A|= 1. En
general, si una funcién periédica f es continua, entonces, en un intervalo cerrado de longitud
y igual a su periodo, f tiene un valor maximo M y también un valor minimo m. La amplitud se
define por
}’ y= —%cos X
2T amplitud = 3[M — m]. 4)
f f X
1 I T 3 21
N 3
4 | EJEMPLO 1 Grafica de coseno comprimida verticalmente
y=cosx
- 1
FIGURA 435 Grafica de la fun- Graficar y = Tacosx 1 o .
cion del ejemplo 1 Solucion La graficade y = —5cos x es la de y = cos x comprimida verticalmente por
un factor de 3, y reflejada después enel eje x. SiA = — 3. seve que la amplitud de la funcién
es|A| = |—3| =3.Lagrificade y = —5 cos x en el intervalo [0, 277] se muestra en rojo en
la FIGURA 4.3 5. |
Las graficas de
y = Asenx + D y y = Acosx + D

son las graficas de y = A sen x y y = A cos x desplazadas verticalmente hacia arriba cuando
D > 0, y hacia abajo cuando D < 0. Por ejemplo, la graficade y = 1 + 2 sen x es la grafica de
y = 2 sen x (figura 4.3.4) desplazada 1 unidad hacia arriba. La amplitud de la grificade y = A
-1+ senx + D, odey = A cos x + D sigue siendo | A |. Nétese que en la gréfica de la FiIGuRa 4.3.6,
elmiximodey =1+ 2senxesy = 3,enx = 7/2, yel minimoesy = —1 enx = 37/2. De
acuerdo con (4), la amplitud de y = 1 + 2 sen x es, entonces, 3[3 — (—1)] = 2.

Si se interpreta a x como comodin para apartar lugar, en las ecuaciones (1) y (2), se pue-
den determinar las coordenadas x de las intersecciones con el eje x de las gréficas de las fun-

FIGURA 4.36 Graficade y = 2
sen x desplazada 1 unidad
hacia arriba
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ciones seno y coseno, de la formay = A sen Bxy y = A cos Bx (que veremos a continuacion).
Por ejemplo, para resolver sen 2x = 0, de acuerdo con (1) sucede que

2x = nm de modo que x =%n77,n =0,£1,%+2,...,

estoes, x = O,j:%ﬂ',:i:%ﬂ' = w,i%w,i%ﬂ' = 2,y asi sucesivamente. Vea la FIGURA 4.3.7.

[0 Graficasde y = A sen Bxy de y = A cos Bx Ahora examinaremos la grifica
de y = sen Bx para B > 0. La funcién tiene amplitud 1, porque A = 1. Como el periodo de y =
sen x es 27, un ciclo de la grafica de y = sen Bx comienza en x = 0 y se comenzardn a repetir
sus valores cuando Bx = 2. En otras palabras, un ciclo de la funcién y = sen Bx se completa
en el intervalo definido por 0 = Bx = 2. Esta desigualdad se divide entre B, y se ve que el
periodo de la funcién y = sen Bx es 27/B, y que la grifica en el intervalo [0, 277/B] es un ciclo
de su gréfica. Por ejemplo, el periodo de y = sen 2x es 27/2 = a1, por lo que un ciclo de la  4Tenga cuidado aqui; sen 2x # 2 sen x.
grifica se completa en el intervalo [0, 7). La figura 4.3.7 muestra que se completan dos ciclos
de la grifica de y = sen 2x (en rojo y en azul) en el intervalo [0, 27], mientras que la gréfica de
y = sen x (en verde) ha completado s6lo un ciclo. En términos de transformaciones, se puede
caracterizar el ciclo de y = sen 2x en [0, 7] como una compresion horizontal del ciclo de y =
sen x en [0, 277].

y=senx y =sen 2x

FNSEE

14
Un ciclo de |
y =sen 2x )
| Un ciclo de |
‘ y=senx

FIGURA 4.3.7 Comparacion de las graficas de y = sen x y
y = sen 2x

En resumen, las graficas de
y = AsenBx y y = AcosBx

para B > 0 tienen amplitud |A |y periodo 27r/B, las dos.

| EJEMPLO 2 Grafica del coseno comprimida horizontalmente

Determinar el periodo de y = cos 4x y graficar la funcién.

Solucion En razén de que B = 4, se ve que el periodo de y = cos 4x es 27/4 = /2. Se
llega a la conclusién que la grafica de y = cos 4x es la de y = cos x comprimida horizontal-
mente. Para graficar la funcién se traza un ciclo del coseno con amplitud 1 en el intervalo
[0, 7r/2]y a continuacion se usa la periodicidad para extender la grafica. La FIGURA 4.3.8 muestra

y =cos 4x

cuatro ciclos completos de y = cos 4x (el ciclo bésico en rojo, y la grafica extendida en azul) Y =cos X

y un ciclo de y = cos x (en verde) en [0, 277]. Nétese que y = cos 4x llega a su minimo enx = L cion 438 Grafica de la fun-
/4, porque cos 4(m/4) = cos m = — 1,y llega a su maximo en x = /2, porque cos {7/2) =  ign del ejemplo 2

cos 2w = 1. [ |

SiB<0eny=AsenBxoy = A cos Bx, se pueden usar las propiedades par/impar (vea
(8) de la secci6n 4.2) para escribir la funcién con B positiva. Esto se ve en el siguiente ejem-
plo.
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y Cean 1o

l% y=—seny x
X

NT/ZH 3n [4n

-l y=senx

FIGURA 4.3.9 Grafica de la fun-

cion del ejemplo

3

| EJEMPLO 3 Grafica del seno estirada horizontalmente

Determinar la amplitud y el periodo de y = sen(— %x) Graficar la funcién.
Solucion Como se requiere que B > 0, usaremos sen(—x) = —sen x para reformular la
funcién como sigue:

y = sen(—%x) = —senjx.
Si se identifica A = —1, se ve que la amplitud es|A|=|—1|= 1. Ahora bien, con B = }, se ve
que el periodo es 277/3 = 447. Por consiguiente se puede interpretar al ciclo de y = —sen%x

en [0, 477] como un estiramiento horizontal y una reflexién (en el eje x, porque A < 0) del
ciclo de y = sen x en [0, 27]. La FiGura 4.3.9 muestra que en el intervalo [0, 4], la grafica de
y = —sen3x (en azul) completa un ciclo, mientras que la grafica de y = sen x (en verde) hace
dos ciclos. |

O Graficas de y = A sen(Bx + C)y y = A cos(Bx + C) Hemos visto que las
grificas bésicas de y = sen x 'y y = cos x se pueden estirar o comprimir verticalmente (y = A
senxyy = A cos x), se pueden desplazar verticalmente (y = Asenx + Dyy = Acosx + D),y
estirarse o comprimirse horizontalmente (y = A sen Bx + D'y y = A cos Bx + D). Las grificas
de

y=Asen(Bx + C) + D y y=Acos(Bx+ C)+ D

son las graficasde y = Asen Bx + Dy y = A cos Bx + D desplazadas horizontalmente.

En el resto de esta descripcion nos concentraremos en las graficas de y = A sen(Bx + C)y
y = A cos(Bx + C). Por ejemplo, de acuerdo con la seccién 2.2, la grafica de y = cos(x — 7/2)
es la grafica basica del coseno desplazada hacia la derecha. En la Ficura 4.3.10 la grafica de
y = cos(x — 7/2) (en rojo) en el intervalo [0, 27r] es un ciclo de y = cos x en el intervalo
[—/2, 37/2] (en azul), pero desplazada horizontalmente 77/2 unidades hacia la derecha. De
igual modo, las gréificas de y = sen(x + 7/2)y y = sen(x — 77/2) son las graficas bésicas del
seno desplazadas 7r/2 unidades hacia la izquierda y hacia la derecha, respectivamente. Vea
las FIGURAS 4.3.11 y 4.3.12.

Y y=S8enx T
Y = cos(x-7) L y=sen(x—§)
1 y=cos{x-3 / 1L
/ ! | | X
: | | _z o\ =« 3 [2m : X
-z n e o 2 2 2 _z T o 37” 2n
2 2 2 i 2 2
_14 _ biq -1
1 y=cos X y= sen(x + §) y=senx
FIGURA 4.3.10 Gréfica del seno des- FIGURA 4.3.11 Grafica del seno des- FIGURA 4.3.12 Senoide desplazada
plazada horizontalmente plazada horizontalmente horizontalmente
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Si se comparan las gréficas en rojo de las figuras 4.3.10 a 4.3.12 con las graficas de las
figuras 4.3.2 y 4.3.3, se ve que

* la gréfica del coseno desplazada 77/2 unidades hacia la derecha es la grafica del seno,

* la gréfica del seno desplazada 7r/2 unidades hacia la izquierda es la grafica del coseno y

* la grafica del seno desplazada /2 unidades hacia la derecha es la grafica del coseno
reflejada en el eje x.

En otras palabras, hemos comprobado graficamente las identidades

™ T ™
cos(x - 2) = senux, sen(x + 2) =cosx Yy sen(x - 2) = —cosx. (5)
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Ahora examinaremos la grifica de y = A sen(Bx + C) para B > 0. Como los valores de
sen(Bx + C)van de —1 a 1, entonces A sen(Bx + C) varia entre —A y A. Esto es, la amplitud
dey = A sen(Bx + C)es|A|. También, como Bx + C varia de 0 a 27, la grafica hace un ciclo
completo. Al resolver Bx + C = 0y Bx + C = 2, se ve que un ciclo se completa cuando x
varia de —C/B hasta (27w — C)/B. Por consiguiente, la funcién y = A sen(Bx + C) tiene como

periodo
m—C _(_C\_2m
B B B’
Ademds, si f(x) = A sen Bx, entonces

f(x + ;) =A senB(x + g) = Asen(Bx + C). (6)

El resultado de (6) indica que se puede obtener la gréfica de y = A sen(Bx + C) desplazando la
gréfica de f(x) = A sen Bx horizontalmente, una distancia| C | /B. Si C < 0, el desplazamiento
es hacia la derecha, mientras que si C > 0, el desplazamiento es hacia la izquierda. El nimero
|C| /B se llama desplazamiento de fase, o desfasamiento, de la gréfica de y = A sen(Bx + C).

| EJEMPLO 4 Ecuacion de un coseno desplazado

La gréfica de y = 10 cos 4x estd desplazada /12 unidades hacia la derecha. Deducir su ecua-
cion.
Solucién Si se escribe f(x) = 10 cos 4x y se aplica la ecuacién (6), se ve que

fx—77>=1000s4 x—i o sea y = 10 cos 4x—77).
12 12 3

En la dltima ecuacion se identificaria a C = —r/3. El desplazamiento de fase es 7/12. [ |

Como cosa préctica, el desplazamiento de fase de y = A sen(Bx + C) se puede obtener
sacando B como factor comin de Bx + C.

C
y=Asen(Bx + C) = AsenB(x + B).

Por comodidad, resumiremos la informacion anterior.

GRAFICAS DE UN SENO O COSENO DESPLAZADOS

Las gréficas de
y = Asen(Bx + C) y y = A cos(Bx + C), B >0,

son, respectivamente, las de y = A sen Bx y y = A cos Bx, desplazadas horizontal-
mente | C |/B. El desplazamiento es hacia la derecha si C < 0, y hacia la izquierda
si C > 0. El nimero |C |/B se llama desplazamiento de fase. La amplitud de cada
grifica es|A |y el periodo de cada gréfica es 277/B.

J

| EJEMPLO 5 Grafica del seno desplazada horizontalmente

Graficar y = 3 sen(2x — 7/3).

Solucion Para comparar, primero graficaremos y = 3 sen 2x. La amplitud de y = 3 sen 2x
es|A| =3,y superiodo es 27r/2 = . Asi, un ciclo de y = 3 sen 2x se completa en el intervalo
[0, 7r]. Entonces, extendemos la grafica hacia el intervalo adyacente [, 277], como se indica

4.3 Graficas de las funciones seno y coseno

4 Téngalo en cuenta.
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y - g
3 y=3 sen(2x—§)
2
1
X
-1
-2
-3

y =3 sen 2x

FIGURA 4.3.13 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 5

y=2cos(mx + m)

y=2cos nx

FIGURA 4.3.14 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 7
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en azul en la FIGURA 4.3.13. A continuacién se vuelve a escribir y = 3 sen(2x — 77/3) sacando 2
como factor comun de 2x — 77/3:

T T
=3 2x — — ] =3sen2| x — — |.
y sen< X 3) sen (x 6>

En esta ultima forma se ve que el desplazamiento de fase es 7/6. La grafica de la funcién dada,
que se ve en rojo en la figura 4.3.13, se obtiene desplazando /6 unidades hacia la derecha la
grifica de y = 3 sen 2x. Recuerde que eso quiere decir que si (x, y) es un punto en la gréfica
en azul, entonces (x + 7/6, y) es el punto correspondiente en la grifica roja. Por ejemplo,
x = 0y x = 7 son dos coordenadas x de intersecciones con el eje x de la gréfica en azul. Por
consiguiente, x = 0 + 7/6 = w/6 y x = m + w/6 = 7/6 son coordenadas x de intersecciones
con el eje x de la grafica en rojo, desplazada. Estos nimeros se indican con flechas en la figura
4.3.13. ]

| EJEMPLO 6 Graficas desplazadas horizontalmente

Determinar la amplitud, el periodo, el desplazamiento de fase y la direccién del desplazamien-
to horizontal de cada una de las funciones siguientes.

3
a) y= 15008(5x — ;) b) y= —8sen<2x + Z)

Solucion

a) Primero se identifican A = 15, B = 5y C = —37/2. Entonces, la amplitud es |A | =
15, y el periodo es 27r/B = 2r/5. El desplazamiento de fase se puede calcular ya sea
por (|=3|/2)/5 = 3/10, o bien ordenando la funcién como sigue:

3
y = 150055<x - W).
10

La dltima forma indica que la grafica de y = 15 cos(5x — 37/2) es la grifica de y =
15 cos 5x desplazada 37r/10 unidades hacia la derecha.

b) Como A = —8,laamplitudes|A|=|—8| = 8. Con B = 2, el periodo es 277/2 = .
El 2 se saca como factor comin de 2x + 7/4, y queda

T T
y = —SSen(Zx + 4) = —SSen2<x + 8)

y se ve que el desplazamiento de fase es 77/8. La graficade y = —8 sen (2x + 7/4) es
lade y = —8 sen 2x desplazada /8 unidades hacia la izquierda. [ |

| EJEMPLO 7 Grafica del coseno desplazada horizontalmente

Graficar y = 2 cos(mx + ).

Solucién La amplitud de y = 2 cos mx es|A| = 2,y el periodo es 27/7 = 2. Entonces,
un ciclo de y = 2 cos 7x se completa en el intervalo [0, 2]. En la Figura 4.3.14 se muestran dos
ciclos de la grafica de y = 2 cos 7rx. Las intersecciones con el eje x de esta grafica correspon-
den a los valores de x para los cuales cos 7mx = 0. De acuerdo con (2), eso quiere decir que 7rx
= (2n + 1)m/2, 0 seax = (2n + 1)/2, n un entero. En otras palabras, paran = 0, —1, 1, =2, 2,
—3,...sevequex = j:%, j:%, j:%, y asi sucesivamente. Ahora, si se reacomoda la funcion
dada como sigue:

y=2cosm(x + 1)

se ve que el desplazamiento de fase es 1. La gréifica de y = 2 cos(mx + ) (en rojo) en la figura
4.3.14 se obtiene desplazando la grifica de y = 2 cos 7rx una unidad hacia la izquierda. Eso
quiere decir que las intersecciones con el eje x son iguales para ambas gréficas. [ |
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| EJEMPLO 8 Corriente alterna

La corriente / (en amperes) que pasa por un conductor de un circuito de corriente alterna se
determina con I(f) = 30 sen 1207¢, donde ¢ es el tiempo expresado en segundos. Trazar el ciclo
de la grafica. ;Cudl es el valor maximo de la corriente?

Solucién La grifica tiene una amplitud de 30, y su periodo es 27r/1207 = . Por con-
siguiente, se traza un ciclo de la grafica del seno bésica en el intervalo [0, ?1()]’ como se ve en
la FIGURA 4.3.15. En la figura se ve que el valor maximo de la corriente es / = 30 amperes, y se
presenta cuando # = i3 de segundo, ya que

1(s%5) = 30sen(1207 - 5) = 30sen§ — 30. m

Fiercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
J comienzan en la pagina RESP-12.

En los problemas 1 a 6 aplique las técnicas de desplazar, estirar, comprimir y reflejar, para
trazar al menos un ciclo de la grifica de la funcion.

1.y =1+ cosx 2.y =—1+ cosx
3.y =2 — senx 4.y =3 + 3senx
S.y = -2+ 4cosx 6.y =1 — 2senx

En los problemas 7 a 10, la figura muestra un ciclo de una senoide o cosenoide. De acuerdo
con la figura, determine A y D y deduzca una ecuacién de laformay =Asenx + D,0y =
A cos x + D de la grafica.

7. y 8. y
T i
t X
_n:/ _1‘~‘ \r
. 4
2r )
FIGURA 4.3.17 Grafica del problema 8
31

FIGURA 4.3.16 Grafica del problema 7

9 y 10. y
> x

4T 27

1

2

> x
/ " 17
-

FIGURA 4.3.19 Grafica del problema 10
FIGURA 4.3.18 Grafica del problema 9

En los problemas 11 a 16, use las relaciones (1) y (2) de la seccién 4.3 para determinar las
intersecciones con el eje x de la grafica de la funcién indicada. No trace la gréfica.

11.y = senmx 12.y = —cos2x
13.y = 10005% 14.y = 3sen(—5x)

4.3 Graficas de las funciones seno y coseno

I — 20 «
301 I(t) =30 sen 120 &t
1/
vl
1 1 1 A
4 240 120 60
=301

FIGURA 4.3.15 Grafica de la co-

rriente del ejemplo 8
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15.y = sen(x - Z) 16.y = cos(2x — )

En los problemas 17 y 18, determine las intersecciones con el eje x de la gréfica de la fun-
cién, en el intervalo [0, 277]. A continuacidn, aplicando la periodicidad, determine todas las
intersecciones.

17.y = —1 + senx 18.y =1 — 2cosx

En los problemas 19 a 24, la figura muestra un ciclo de una grafica del coseno o seno. De
acuerdo con la figura, determine A y B, y deduzca una ecuacién de la forma y = A sen Bx o
y = A cos Bx de la gréfica.

19. 20. y

£ 24

3 /\ .
VA

34+

FIGURA 4.3.21 Gréfica del

FIGURA 4.3.20 Grafica del problema 20
problema 19

21, 2.

NP

l T
) = \/3
2+

FIGURA 4.3.22 Grafica del

problema 21 FIGURA 4.3.23 Grafica del
problema 22

23. y 24, y

a4
FIGURA 4.3.25 Grafica del
FIGURA 4.3.24 Grafica del problema 24

problema 23

En los problemas 25 a 32, determine la amplitud y el periodo de la funcién. Trace cuando
menos un ciclo de la gréfica.

25.y = 4senmx 26.y = —SSeng

5
27.y = —3cos2mwx 28.y = Ecos4x
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29.y =2 — 4senx 30.y =2 — 2senmwx

2
31.y=1+cos?x 32.y=—1+sen?

En los problemas 33 a 42, determine amplitud, periodo y desplazamiento de fase de la fun-
cion. Trace al menos un ciclo de la grafica.

33.y = sen(x — Z) 4.y = sen<3x - Z)
35.y = cos(x + 77) 36.y = —200s<2x - 77)
4 6
37 T
37.y = 4cos<2x — 2) 38.y = 3sen<2x + 4)
x X
Y= — - = 40.y = — - =
39.y 3sen<2 3) 0.y c0s<2 77)
T T 4
41.y = —4sen(x — ) 42.y = 2cos(—277x - )
3 3 3

En los problemas 43 y 44, escriba la ecuacion de la funcién cuya gréifica se describe en
palabras.

43. La grafica de y = cos x se estira verticalmente por un factor de 3, y a continuacién
se desplaza 5 unidades hacia abajo. Un ciclo de y = cos x en [0, 27] se comprime
a[0, m/3]y el ciclo comprimido se desplaza 7/4 unidades horizontalmente hacia la
izquierda.

44. Un ciclo de y = sen x en [0, 277] se estira hasta [0, 8] y a continuacién, el ciclo estirado
se desplaza /12 unidades horizontalmente hacia la derecha. La gréifica también
se comprime verticalmente por un factor de 2, y a continuacién se refleja en el
eje x.

En los problemas 45 a 48, determine las funciones seno y coseno, desplazadas horizontal-
mente, de manera que cada funcién satisfaga las condiciones dadas. Grafique las fun-
ciones.

45. Amplitud 3, periodo 27/3, desplazada 77/3 unidades hacia la derecha.
46. Amplitud 2, periodo 7, desplazada 7/4 unidades hacia la izquierda.
47. Amplitud 0.7, periodo 0.5, desplazada 4 unidades hacia la derecha.
48. Amplitud 3, periodo 4, desplazada 1/27r unidades hacia la izquierda.

En los problemas 49 y 50, verifique graficamente la identidad.

49. cos(x + m) = —cosx 50.sen(x + 7) = —senx

Aplicaciones diversas

51. Péndulo El desplazamiento angular 6 de un péndulo, respecto a la vertical en el
momento ¢ segundos, se determina con 6(f) = 6, cos wt, donde 6, es el desplazamiento
inicial cuando ¢ = 0 segundos. Vea la FIGURA 4.3.26. Para w = 2 rad/s y 6, = m/10, trace
dos ciclos de la funcidn resultante.

52. Corriente En cierto circuito eléctrico, la corriente 1, en amperes, cuando el tiempo es ¢,
en segundos es

I(t) = lOcos(lZOm + 737)
Trace dos ciclos de la grafica de I en funcién del tiempo .

4.3 Graficas de las funciones seno y coseno

FIGURA 4.3.26 Péndulo del
problema 51
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53. Profundidad del agua La profundidad d del agua, a la entrada de un puerto pequefio
cuando el tiempo es ¢, se modela con una funcién de la forma

d(t) = AsenB(t - ;) + C,

donde A es la mitad de la diferencia entre las profundidades cuando las mareas son
altas y bajas; 27/B, B > 0, es el periodo de la marea y C es la profundidad promedio.
Suponga que el periodo de la marea es de 12 horas, que la profundidad en la pleamar
(marea alta) es de 18 pies, y que en la bajamar es de 6 pies. Trace dos ciclos de la grafi-
caded.

54. Temperatura Fahrenheit Suponga que

T(1) = 50 + IOsen%(t ~8),

0 =t = 24 es un modelo matematico de la temperatura Fahrenheit a las ¢ horas después
de medianoche, en cierto dia de la semana.

a) (Cudl es la temperatura a las 8 a.m.?

b) (A cudl o cudles horas T (f) = 60?

¢) Trace la grafica de 7.

d) Calcule las temperaturas maxima y minima, y los tiempos en que se presentan.

Problemas para calculadora

En los problemas 55 a 58, use una calculadora para investigar si la funcién es periddica.

1
sen2x

55. f(x) = sen(l) 56. f(x) =

57. f(x) =1 + (cosx)? 58. f(x) = xsenx

Para discusion

En los problemas 59 y 60, busque el periodo de la funcién dada.
59. f(x) = senjxsen2x 60. f(x) = sen3x + cos3x
En los problemas 61 y 62, explique y luego dibuje la gréfica de la funcién dada.

61. f(x) = |senx]| 62. f(x) = |cosx|

EE* Otras funciones trigonométricas

[0 Introduccion Se definen cuatro funciones trigonométricas mas, en términos de reci-
procos y cocientes de las funciones seno y coseno. En esta seccién examinaremos las propie-
dades y las graficas de estas nuevas funciones.

Comenzaremos con unas definiciones.
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FUNCIONES TANGENTE, COTANGENTE, SECANTE Y COSECANTE

Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante se representan por tan x,
cot x, sec X y csc x, respectivamente, y se definen como sigue:

sen.x COosx

tanx = s cotx = s (1)
CcoSX sen x
1 1
secx = s cscx = ——. )
COSX sen x

N\ J

Observe que las funciones tangente y cotangente se relacionan como sigue:

COSX 1 1
cotx = = = .
sen x sen x tan x

COS x

De acuerdo con las definiciones en (2) y con el resultado anterior, cot x, sec x y csc x se llaman
funciones reciprocas.

O Dominio \j contradominio Debido a que las funciones en (1) y (2) son cocientes,
el dominio de cada funcion consiste en el conjunto de los nimeros reales, excepto aquellos
nlimeros para los cuales el denominador es cero. Hemos visto en (2), de la seccién 4.3, que
cosx =Ocuandox = (2n + )m/2,n = 0,£1,+2, ...,y asi

el dominiodetanxydesecxes{x|x #(2n + )m/2,n=0,£1,£2,...}.

De igual manera, de acuerdo con (1) de la seccién 4.3, sen x = 0 para x = nw, n = 0, £1,
+2,...,porlo que

e el dominio de cot xy de cscxes{x|x # nm,n=0,+1,42,...}.

Ya sabemos que los valores de las funciones seno y coseno estdn acotados, esto es, que
|senx|=1y]|cosx|= 1. De acuerdo con estas desigualdades,

1 1
[secx| = = = 3)
cosx| |cosx|
y y
| | tanx<0 | tanx>0
tx<0 | cotx>0
csex| = |—| = = 1. 4 o
| | senx |sen x| “) 1 secx<0 | secx>0 !
cscx>0 | cscx>0
Recuerde que una desigualdad como (3) quiere decir que sec x = 1, o sec x = —1. Por consi- X
. . » . tanx>0 | tanx<0
guiente, el contradominio de la funcién secante es (—o°, —1] U [1, »). La desigualdad en (4) cot1>0 | cotr<0
implica que la funcién cosecante tiene el mismo contradominio (=%, —1] U [1, ). Cuando M " "~ o | (. o TV
se consideran las gréficas de las funciones tangente y cotangente se ve que tienen el mismo csex<0 | escx<0
contradominio: (—, ).

Si se interpreta a x como un dngulo, la FIGURA 4.4.1 ilustra los signos algebraicos de las  FiGURA4.4.1 Signos de las funcio-
funciones tangente, cotangente, secante y cosecante en cada uno de los cuatro cuadrantes. Se  nes tan x, cot x, sec X y csc x
verifican con facilidad usando los signos de las funciones seno y coseno que aparecen en la  en los cuatro cuadrantes
figura 4.2.2.

| _EJEMPLO 1 Regreso al ejemplo 5 de la seccion 4.2
Determinar tan x, cot x, sec x y c¢sc x para x = — /6.

Solucion En el ejemplo 5 de la seccién 4.2 se vio que
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Por consiguiente, de acuerdo con las definiciones en (1) y (2):

o — 1/2 1 aa \/5/2 También se podria haber
t — = = -, t| —— :7:_\/53 s otx = an x
an< 6 ) \/5/2 \ﬁ CcO ( 6 > ~1)2 usado cotx = 1/tanx

sec(—ﬂ) = L = L csc(—ﬂ) = L = -2
6) N3 V3 6) -2 -

TABLA 4.2 La tabla 4.2, que resume algunos valores importantes de la tangente, cotangente, secante
: y cosecante, se form6 usando los valores de seno y coseno de la seccion 4.2. Un guién en la

x 10 tabla indica que la funcién trigonométrica no esta definida en ese valor de x en particular.

NS

S v S G

ol

tanx| 0 - [ Identidades pitagoricas La tangente se relaciona con la secante mediante una iitil

identidad. Si se divide la identidad pitagérica

cotx| — | \V/3 1 0
. 2 N sen’x + cos’x = 1 5)
secx — —
V3
esexl | 2 V2 | entre cos’y, se ve que
2 2
sen“x  cos“x 1
+ = (6)

cos’x  cos’x  cos’x’

De igual modo, si se divide (5) entre sen® x se obtiene

sen’x n cos’x _ 1 %

sen’x  sen’x  sen’x’

Al aplicar las leyes de los exponentes se obtiene

sen’x  (‘senx\’ 5 1 1y s
= tan” x, 2= = secx,

CcOoS“x COsx CcoSs“x COS X

cos’x _ [cosx\? 5 1 1IN s
;= = cot"x, o= = cscx,

sen”x sen x sen”x sen x

las ecuaciones (6) y (7) se pueden escribir en una forma mads sencilla. Estos resultados se re-
sumen a continuacién, y se conocen también como identidades pitagoricas.

IDENTIDADES PITAGORICAS (CONTINUACION)

Para todo niimero real x para el que estén definidas las funciones,

1 + tan’x = sec’x,

1 + cot?x = csc?x.

| EJEMPLO 2 Uso de una identidad pitagorica
Sicscx = =5y 37w/2 < x < 2, determinar los valores de tan x y cot x.

Solucion Primero determinaremos cot x. De acuerdo con (9)
cot?x = csc?x — 1.
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Para 37/2 < x < 2, se ve en la figura 4.4.1 que cot x debe ser negativa, por lo que se toma
la raiz cuadrada negativa:

cotx = —Vesc?x — 1 = —V/(=5)2 — 1= —\V24 = —2V6.

Usando cot x = 1/tan x,

racionalizacién del denominador

)

1 V6

t = = = — . | ]
MY otx —2V6 12

En el ejemplo 2 se dio la informacién csc x = —5y 37/2 < x < 2, y con facilidad se
pudieron determinar los valores de las cinco funciones trigonométricas restantes. Una forma
de proceder serfa usar csc x = 1/sen x para determinar senx = 1/cscx = — % . A continuacion
se usarfa sen” x + cos’x = 1 para determinar cos x. Después se pueden obtener las tres fun-
ciones trigonométricas restantes con (1) y (2).

[0 Periodicidad Como las funciones seno y coseno son periédicas cada 277, cada una de las
funciones en (1) y en (2) tienen un periodo de 27r. Pero, de acuerdo con (10) de la seccién 4.2,

sen(x + 7 —sen
an(x + ) = S0 ) _ ~ — tanx. (10)
cos(x + )  —cosx

Entonces, la expresién (10) implica que tan x y cot x son peri6dicas, con un periodo p =< 7. En
el caso de la funcién tangente, tan x = 0 sélo si sen x = 0; esto es, s6lo six = 0, 7, =27y
asf sucesivamente. Por consiguiente, el nimero p positivo menor para el cual tan(x + p) = tan x
es p = . La funcién cotangente tiene el mismo periodo, porque es reciproca de la funcién
tangente.

PERIODO DE LA TANGENTE Y LA COTANGENTE

Las funciones tangente y cotangente son periddicas, con periodo 7. Por consi-
guiente,

tan(x + 7) = tanx y cot(x + 7) = cotx (11)

para todo nimero real x para el cual estén definidas las funciones.

J
PERIODO DE LA SECANTE Y LA COSECANTE

Las funciones secante y cosecante son periddicas, con periodo 27r. Por consi-
guiente,

sec(x + 27) = sec x y csc(x + 27) = csc x (12)

para todo niimero real x para el cual estén definidas las funciones.

J

[0 Graficas Los nimeros que hacen que los denominadores de tan ., cot x, sec x y csc x
sean iguales a cero corresponden a asintotas verticales en sus gréficas. Por ejemplo, recomen-
damos al lector que con una calculadora verifique que

(s T

tanx—>—oocom0x—>—5 y tanx—>wc0mox—>5 .

4.4 QOtras funciones trigonométricas

4 Vea también los problemas 49 y 50

en los ejercicios 4.3.

4Es un buen momento para repasar el

recuadro (7) de la seccién 3.5.
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En otras palabras, x = —@/2 y x = /2 son asintotas verticales. La grafica de y = tan x en
el intervalo (—/2, 7/2), que muestra la FIGURA 4.4.2 es un ciclo de la grifica de y = tan x.
Aplicando la periodicidad se puede extender el ciclo de la figura 4.4.2 a intervalos adyacentes
de longitud 7, que se ven en la FIGURA 4.4.3. Las intersecciones con el eje x en la grafica de la
funcién tangente estan en (0, 0), (7, 0), (27, 0), . . ., y las asintotas verticales de la gréifica
son x = +a/2, £37/2, £57/2, . ..

La grafica de y = cot x se parece a la grafica de la funcién tangente, y se ve en la FIGURA
4.44. En este caso, la grifica de y = cot x en el intervalo (0, 7) es un ciclo de la grafica de y =
cot x. Las intersecciones con el eje x de la funcién cotangente estan en (+7/2, 0), (£37/2, 0),
(&£57/2,0). . . y las asintotas verticales de la grafica son x = 0, £, 27, +37, . . ..

=———— Ny

—————wIy

FicuRA 4.4.2 Un ciclo de la grafi-
cadey = tan x

y y=tanx y y=cotx
I I I I I I I
I R I I . I I
I 4| I I . I I
I (R I I i I I
I I I I I 1 I I
I T/ I I I I
I 114/ 1 I I 1+ I I
A : : A R | - x
) _mf+ = 3z i —+ T 2
2 2f 1 2 2 I 1 | I
I I I I ! | ! !
I I T 1 I I I I
I T 1 I | 5 | |
I o4 I I - I I
I I I I I I I
FIGURA 4.4.3 Gréfica de y = tan x FIGURA 4.4.4 Grafica de y = cot x

Note que las graficas de y = tan x y y = cot x son simétricas con respecto al origen, por-
que tan(—x) = —tan x, y cot(—x) = —cot x.

Ya se sabe que paray = sec xy y = csc x,|y| = 1, por lo que no puede haber alguna parte
de sus graficas en la faja horizontal —1 <y < 1 en el plano cartesiano. Por consiguiente, las
grificas de y = sec x y y = csc x no tienen intersecciones con el eje x. Tanto y = sec x como
y = csc x tienen el periodo 27r. Las asintotas verticales de la grafica de y = sec x son las mismas
que las de y = tan x, es decir, x = +7/2, £37/2, £57/2, ... Como y = cos x es una funcién
par, también lo es y = sec x = 1/cos x. La grafica de y = sec x es simétrica con respecto al
eje y. Por otra pare, las asintotas verticales de la grafica de y = csc x son iguales a las de y =
cot x, es decir, x = 0, £, £27, 37, . . . Como y = sen x es una funcién impar, también lo
es y = cscx = l/sen x. La grafica de y = csc x es simétrica con respecto al origen. Un ciclo
de la grafica de y = sec x en [0, 27] se extiende al intervalo [—24r, 0] por la periodicidad (o la
simetria con respecto al eje y) en la FiGura 4.4.5. De igual modo, en la FiGuRA 4.4.6 se extendié
un ciclo de y = csc x en (0, 27r) al intervalo (—27r, 0), por periodicidad (o por simetria con
respecto al origen).

y =secx y=cscx
| 7 I ! | | Y | |
| | | [ [ | | [
| T | | | T | |
| | | | [ [ | |
| N T /1 | | [ T | |
| | | | | | | by |
| | | | _r I+ 37
' ' 1 ' ' ! ! 2 ! 2 !
} } } t } } } X } t } } t t } > X
o 3 _gp _Z z T 3 2z 2r _3 -m T T o
T -5 2 _14+ 2 2 i S g2 |
| | | | | | | |
| [ | | | + | |
| | | | | | | |
| [ R | | | ul | |
| | | | | | | |
| | | | | | [ [
FIGURA 4.45 Grafica de y = sec x FIGURA 4.46 Grafica de y = csc x
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O Transformaciones y gréﬁcas En forma parecida a las gréaficas de seno y coseno,
se pueden aplicar transformaciones rigidas y no rigidas a las graficas de y = tan x, y = cot x,
y = sec xyy = csc x. Por ejemplo, una funcién como y = A tan(Bx + C) + D se puede ana-
lizar como sigue:

estiramiento/compresién/reflexion vertical desplazamiento vertical
¥ {
y = Atan(Bx + C) + D (13)
0 T
estiramiento/compresion horizontal al cambiar el periodo desplazamiento horizontal

Si B > 0, entonces el periodo de

y = Atan(Bx + C) y y = Acot(Bx + C) es 7/B, (14)
mientras que el periodo de

y = Asec(Bx + C) y y = Acsc(Bx + C) es 27/B. (15)

Como se vio en (13), el nimero A en cada caso se puede interpretar como un estiramiento o
una compresion vertical de la grafica. Sin embargo, debe uno tener en cuenta que las funcio-
nes en (14) y (15) no tienen amplitud, porque ninguna de ellas tiene un valor maximo ni uno
minimo.

| EJEMPLO 3 Comparacién de graficas

Determinar el periodo, las intersecciones con el eje x y las asintotas verticales de la grafica de
y = tan 2x. Graficar la funcién en [0, 7r].

Soluciéon Si hacemos que B = 2, se ve de (14) que el periodo es /2. Como tan 2x = sen
2x/cos 2x, las intersecciones con el eje x de la grafica estdn en las raices de sen 2x. De acuerdo
con (1), de la seccién 4.3, sen 2x = 0 para

2x = nm demodoque x = %nﬂ',n =0,+1,£2,...

Estoes,x = 0, +7/2, :27/2 = , £3m/2, £4m/2 = 21, y asi sucesivamente. Las interseccio-
nes con el eje x estdn en (0, 0), (x7/2, 0), (7, 0), (377/2, 0), . . . Las asintotas verticales de la
gréfica estdn en las raices de cos 2x. De acuerdo con (2) de la seccién 4.3, los niimeros para los
que cos 2x = 0 se determinan como sigue:

2x = (2n + 1)% de modo que x = (2n + 1)%,;@ =0,+1,42,...
Esto es, las asintotas verticales son x = +m/4, £37/4, £5/4, . . . En el intervalo [0, 7], la

grifica de y = tan 2x tiene tres cruces con el eje y en (0, 0), (77/2, 0) y (7, 0), y dos asintotas
verticales, x = /4 y x = 37/4. En la FIGURA 4.4.7 hemos comparado las grificasde y = tan x y
y = tan 2x en el mismo intervalo. La grafica de y = tan 2x es una compresion horizontal de la
grifica de y = tan x. [ |

| EJEMPLO 4 Comparacién de graficas

Comparar un ciclo de las grificas de y = tan x y y = tan(x — 7/4).

Solucion La grifica de y = tan(x — 77/4) es la de y = tan x desplazada horizontalmente
7r/4 unidades hacia la derecha. La interseccion, (0, 0), de la grafica de y = tan x, se desplazan a
(7/4, 0) en la grafica de y = tan(x — 7r/4). Las asintotas verticales x = —7/2 y x = /2 para la
grifica de y = tan x estdn desplazadas ax = —r/4 y x = 37/4 de la grafica de y = tan(x — 7/4).
En las FIGURAs 4.4.8a) y 4.4.8b) se ve, respectivamente, que un ciclo de la graficade y = tan x en

4.4 QOtras funciones trigonométricas

4De las seis funciones trigonométri-
cas, solo las funciones seno y coseno
tienen amplitud.

—_———- - Ny —_—_—_—_————
|

—> X
14+
a)y=tanxen [0, 7]
y
T | |
| |
T | |
| |
T ! |
| |
1+/ | I
| |
| A
r [fr 3n /&
—14+ 4 /2
|
|
|
|
|
|
[

b) y =tan 2xen [0, 7]

FIGURA 4.4.7 Grafica de las fun-
ciones del ejemplo 3
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a) Ciclode y = tan x b) Ciclo de y = tan (x —77/4)
en (-7/2, m/2) en (— /4, 37/4)

FIGURA 4.4.8 Grafica de las funciones en el ejemplo 4

el intervalo (—/2, 7/2) esta desplazado hacia la derecha formando un ciclo de la grafica de
y = tan(x — 7/4) en el intervalo (—a/4, 37/4). [ |

Como hicimos en el andlisis de las graficas de y = A sen (Bx + C)y y = A cos (Bx + C),
se puede determinar la cantidad de desplazamiento horizontal de graficas de funciones como
y =Atan(Bx + C)y y = A sec(Bx + C), sacando el nimero B > 0 como factor comiin de
Bx + C.

| EJEMPLO 5 Dos desplazamientos y dos compresiones

Graficar y = 2 — Isec(3x — 7/2).
Solucién Descompondremos el analisis de la grafica en cuatro partes, que seran por
transformaciones.

i) Un ciclo de la grafica de y = sec x sucede en [0, 277]. Como el periodo de y = sec 3x
es 27/3, un ciclo de su grafica ocupa el intervalo [0, 27/3].

En otras palabras, la grifica de y = sec 3x es una compresion horizontal de la grafica de
y = sec x. Como sec 3x = 1/cos 3x, las asintotas verticales estdn en las raices de cos 3x. De
acuerdo con (2) de la seccién 4.3, se ve que

T T
3x = (2n + 1)5 oseaque x = (2n + l)g,n =0,4+1,42,...

La FiGURA 4.4.95) muestra dos ciclos de la grifica de y = sec 3x; un ciclo en [—27/3, 0] y otro
en [0, 277/3]. Dentro de esos intervalos, las asintotas verticales son x = —m/2, x = —7/6, x =
w6y x = /2.

if) La gréfica de y = —1sec3x es la de y = sec 3x comprimida verticalmente por un
factor de 3, y después reflejada en el eje x. Vea la figura 4.4.9b).

iif) Se saca a 3 como factor comin de 3x — /2, y se ve en

Lsec| 3 T lsec3 T
= _1 x——|=-1 x — —
y 2 2 2 6

que la grificade y = —3sec(3x — 7/2)eslade y = —isec3x, desplazada /6 uni-
dades hacia la derecha. Si se desplazan los dos intervalos, [—27/3, 0] y [0, 27/3],
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a) Compresion horizontal

b) Compresién vertical

¢) Traslacion horizontal

d) Traslacion vertical

y reflexién en el eje x

FIGURA 4.4.9 Grafica de la funcion del ejemplo 5

en la figura 4.4.9b), /6 unidades hacia la derecha, se ve en la figura 4.4.9¢) que hay
dos ciclos de y = —4sec(3x — 7/2) en los intervalos [—/2, 7/6]y [m/6, 57/6]. Las
asintotas verticales x = —7/2, x = — /6, x = w/6 y x = /2 que se ven en la figura
4.4.9b) estan desplazadas ax = —7w/3,x = 0, x = /3 y x = 27/3. Observe que la
interseccion con el eje y en (0, - %) de la figura 4.4.9b) ahora se mueve a (77/ 6, — %) en
la figura 4.4.9¢).

iv) Por tltimo se obtiene la grifica y = 2 — 1 sec(3x — r/2) de la figura 4.4.9d) des-
plazando la grificade y = — 3 sec(3x — 7/2) en la figura 4.4.9¢), dos unidades hacia
arriba. [ |

E* Ejercicios

En los problemas 1 y 2 llene la tabla respectiva.

Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-13.

tan x
cotx
Pl Jxlelsla]elz|s|[3][s]5][%]|on
secx
CSCx

En los problemas 3 a 18 determine el valor indicado sin usar una calculadora.

13 3 9
3. cotTTr 4. csc(—;) 5. tang 6. secTm
13 23 5
7. csc(—:) 8. cot(—f) 9. tanTW 10. tan(—gr)

4.4 QOtras funciones trigonométricas
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10 17
11. secl 12. cotl 13. cschm 14. sec——
3 6 4
15. sec(—120°) 16. tan405° 17. csc495° 18. cot(—720°)

En los problemas 19 a 26 use la informacion para determinar los valores de las cinco funcio-
nes trigonométricas restantes.

19.tanx = 2, w2 < x < 20. cotx = %,'n- < x <37w/2
2l.cscx =3,0 < x < 7/2 22.secx = -5, m2<x<m
2.senx =L w2<x<nm 24.cosx = —1/\/5,7 < x < 3m/2
25.cosx=:*3,377/2<x<27r 26.senx = _%,O<x<7r/2

27. Si 3 cos x = sen x, determine todos los valores de tan x, cot x, sec x y csc x.
28. Sicsc x = sec x, determine todos los valores de tan x, cot x, sen x y cos x.

En los problemas 29 a 36 determine el periodo, las intersecciones con el eje x y las asintotas
verticales de la funcién. Trace al menos un ciclo de la grafica.

29.y = tanmwx 30.y = tang
31.y = cot2x 32.y= —cot%
1
33.y = tan(x - W) 4.y = cot(x - 77)
2 4 4 2
S
35.y = —1 + cotmx 36.y = tan x+?

En los problemas 37 a 44 determine el periodo y las asintotas verticales de la funcién. Trace
al menos un ciclo de la gréfica.

37.y = —secx 38.y = 25ec%
X
39.y = 3cscmx 40.y = —20505
T
41.y = sec(Sx - 2) 42.y = csc(4x + m)
43.y =3 + csc<2x + Z) 4.y = —1 + sec(x — 2m)

En los problemas 45 y 46, use las graficas de y = tan x y y = sec x para determinar los nu-
meros A y C para los cuales la igualdad indicada es cierta.

45. cotx = Atan(x + C) 46. cscx = Asec(x + C)

Problemas para calculadora

47. Ponga la calculadora en modo radidn y compare los valores de tan 1.57 y tan 1.58. Ex-
plique la diferencia entre esos valores.

48. Use una calculadora en modo radidn y compare los valores de cot 3.14 y cot 3.15.

Para discusion

49. ;Puede ser 9 csc x = 1 para algtin nimero real x?

50. ;Puede ser 7 + 10 sec x = 0 para algtin nimero real x?
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51. (Para cudles niimeros reales x se cumple @) sen x = csc x? b) sen x < csc x?
52. (Para cudles niimeros reales x se cumple @) sec x = cos x? b) sec x < cos x?
53. Describa, y después trace, las grificas de y = |sec x|y y =|csc x|

Eﬁ Identidades especiales

[0 Introduccion Enestaseccién examinaremos identidades trigonométricas. Una identi-
dad trigonométrica es una ecuacion o férmula donde intervienen funciones trigonométricas,
que es vélida para todos los dngulos o nimeros reales para los cuales estdn definidos ambos
lados de la igualdad. Hay numerosas identidades trigonométricas, pero sélo se demostraran
las que tienen una importancia especial en los cursos de matematicas y de ciencias.

Las férmulas que se deducen en la descripcion que sigue se aplican a un nimero real x y
también a un dngulo x expresado en grados o en radianes.

O Identidades pitagoricas En la seccién 4.2 vimos que el seno y coseno estan rela-
cionados por la identidad basica sen’x + cos’x = 1. En la seccién 4.4 vimos que al dividir a
su vez estas identidades entre cos®x y luego entre sen®x, obtenemos dos identidades mds, una
relacionada con tan”x al sec>x y la otra con cot’x al csc® x. Estas identidades pitagéricas son
tan fundamentales para la trigonometria que las trataremos otra vez para referencias futuras.

IDENTIDADES PITAGORICAS

Si x es un nimero real para el que estan definidas las funciones,

sen’x + cos’x = 1, (D
1 + tan’x = sec’x, @)
1 + cot’x = csc?x. 3)

N\ J

[0 Sustituciones trigonométricas En cilculo, con frecuencia es iitil usar sustitucién
trigonométrica para cambiar la forma de ciertas expresiones algebraicas donde intervienen
radicales. En general, eso se hace aplicando las identidades pitagéricas. El ejemplo que sigue
ilustra la técnica.

| EJEMPLO 1 Replanteo de un radical

Transformar \Va® — x? en una expresién trigonométrica que no tenga radicales, mediante la

sustitucion x = asenf,a >0y —7/2 = 0 = 7/2.
Solucion Si x = a sen 0, entonces

Va? — 32 =Va — (asend)?
=Va® — a’sen’6

=V az(l - sen29) < ahora use (1)
= Va’cos’0.

Yaquea > 0ycosf =0 para —7/2 = 0 = 7/2, el radical original es igual que

Va® — x* = VaPcos’6 = acosh. [
[0 Formulas de suma y diferencia Las férmulas de suma y diferencia de las fun-
ciones coseno y seno son identidades que reducen cos (x; + x,), cos (x; — x,), sen (x, + x,)

y sen (x; — X,) a expresiones que contienen cos X, COS X,, S€n X, y sen x,. Aqui deducire-

4.5 Identidades especiales
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mos primero la férmula de cos (x; — x,), y después usaremos el resultado para obtener las
demas.

Por comodidad, supongamos que x; y x, representan angulos expresados en radianes.
Como se ve en la FIGURA 4.5.1a), sea d la distancia entre P(x,) y P(x,). Si se coloca al dngulo x; — x,
en posicién normal, como se ve en la figura 4.5.1b), entonces d también es la distancia entre
P(x, — x,) y P(0). Al igualar los cuadrados de esas distancias se obtienen

y y
P(x,) = (COS X,, sen x,) P(x; —x,) = (cos (x] —x,), sen(x; - x,))
P(x)) = (cos x;, sen x,) -
- ’;1 -x, \\
el v
4 xle X, —X \\

1742
X A X
P0)=(1,0)

a) b)

FIGURA 4.5.1 La diferencia de dos angulos

(cosx; — cosx,)? + (senx; — senx,)? = (cos(x; — x,) — 1)* + sen’(x; — x,)
osea cos’x; — 2COSX; COSX, + cos’x, + sen’x; — 2 senx, senx, + sen’x,
= cos®(x; — x,) — 2cos(x; — x,) + 1 + sen®(x; — x,).
En vista de la identidad (1),
cos’x; + sen’x; = 1, cos’x, + sen’x, = 1, cos’(x; — x,) + sen’(x; — x,) = 1,
por lo que la ecuacidn anterior se simplifica a
cos(x; — X,) = COSX; COSX, + senx; senx,.

Este ultimo resultado se puede poner en accién de inmediato, para determinar el coseno de la
suma de dos dngulos. Como x; + x, se pueden expresar como la diferencia x; — (—x,),

cos(x; + x,) = cos(x; — (—x,))
= cos x,cos(—x,) + senx; sen(—x,).

De acuerdo con las identidades par-impar, cos(—x,) = cos x,, y sen(—x,) = —sen x,; entonces,
el ultimo renglén es lo mismo que

cos(x; + x,) = cOSX; COSX, — SENX; Sen x..

Los dos resultados que acabamos de obtener se resumen a continuacion.

FORMULAS DE SUMA Y DIFERENCIA DEL COSENO

Para todos los niimeros reales x; y x,,

cos(x; + x,) = COSX;COSX, — SEnX;senx,,

cos(x; — X,) = COSX;COSX, + Senx,;senx,.

| EJEMPLO 2 Coseno de una suma

Evaluar cos(77/12).
Solucion No hay forma de evaluar cos (77r/12) directamente. Sin embargo, obsérvese que

T .
Eradlanes = 105° = 60° + 45° =

+

w3y

™
R
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Como 77/12 radianes es un dngulo del segundo cuadrante, el valor de cos(77/12) es ne-
gativo. Al seguir, la férmula de la suma (4) da como resultado

3

VR VAVE VB

T T T T T T T

cos—— =cos| — + — | = cos——cos— — sen— sen—

12 4 3 4 3 4
22 2 2 4

Si V2V/3 = V6, este resultado también se puede escribir como cos(77/12) = (\/ -
\/8)/4. Como V6 > V2, se ve que cos(77/12) < 0, como era de esperarse. ]

Para obtener las identidades correspondientes de suma o diferencia de la funcién seno,
usaremos dos identidades:

COS()C - 7;) = Sseénx y sen(x - Z) = —COSx. (6)

Estas identidades fueron descubiertas en la seccion 4.3, al desplazar las gréficas de seno y
coseno. Sin embargo, los dos resultados en (6) se pueden demostrar ahora, usando (5):

a T ar
cos(x - 2) = cosxcosz + senx senE =cosx-0 +senx-1 = senx,

cero por(5)

\

oo™ T ) o T (T ) msen( T ) = —genf = T
COSX = COS ) B X | = COS > B X = sen ) = —sen > .

Ahora bien, de acuerdo con la primera ecuacion de (6), el seno de la suma x; + x, se puede
escribir en la forma

sen(x, + x,) = cos((x1 +x,) — Z)

+ aa
=cos| x X, ——
1 2 2
T T
= cosx,cos| X, — — | —senx;sen| x; =)« por (4)

= cosx;senx, — senx;(—cosx,). <« por(6)
Este dltimo renglén se escribe, por tradicion, en la siguiente forma:
sen(x; + x,) = senx;cos x, + COSX,Sen x,.

Para obtener la diferencia x; — x,, de nuevo aplicaremos cos(—x,) = cos x, y sen(—x,) =
—sen x,:

sen(x; — x,) = sen(x; + (—x,)) = senx,cos(—x,) + cosx,sen(—x,)

= Senx;CoSX, — COSX;SenXx,.

FORMULAS DE SUMA Y DIFERENCIA DEL SENO

Para todos los niimeros reales x; y x,,

sen(x; + x,) = senx;cosx, + cosx,senx,,

sen(x; — x,) = SENX;COSX, — COSX;SEN X,.

4.5 Identidades especiales

4 Vea el recuadro (5) de la seccion 4.3.
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| EJEMPLO 3 Seno de una suma

Evaluar sen(77/12).
Soluciéon Procederemos como en el ejemplo 2, pero usaremos la formula (7) de la suma:

T T T T T T T
sen— = sen| — + — | = sen— cos— + cos— sen—
12 3 4 3 4 3 4
V3v2 1VvV2 V2
_VIV2 V2 V2
2 2 2 2 4

Como en el ejemplo 2, el resultado se puede expresar como sen(77/12) = (\/5 + \/5) /4. |

Como ya se conoce el valor de cos(77r/12) por el ejemplo 2, también se puede calcular el
valor de sen(777/12) aplicando la identidad pitagérica (1):

senzh + coszh =1
12 12 '

Se despeja sen(777/12) y se toma la raiz cuadrada positiva:

=\/4+2\/§=\/2+\/§_

8 2

©))

Aunque el nimero en (9) no se parece al resultado que se obtuvo en el ejemplo 3, los valores
son iguales. Vea el problema 68 en los ejercicios 4.5.

También hay férmulas de suma y diferencia de la funcién tangente. Se puede deducir la
férmula de la suma con las formulas de suma del seno y el coseno, como sigue:

sen(x + x ) Sen x;Cos x, + Cosx;senx
tan(x, + x,) = L2 e (10)

cos(x; + Xx,)  COSX;COSX, — SENnX,Senx,

Abhora dividiremos numerador y denominador entre (10) entre cos x, cos x, (suponiendo que x,
y X, son tales que cos x; cos x, # 0),

Sen x; Cos X, N COSX| senx,
COSX; COSX,  COSX; COSX, tanx; + tanx,

an

tan(xl + X2) = = .
COSXx; COS X, S€nx; senx, 1 — tanxltan.X2

COSX; COSX,  COSX; COSX,

La deduccién de la férmula de la diferencia de tan(x, — x,) se hace en forma parecida. Los
dos resultados se resumen a continuacion.

FORMULAS DE SUMA Y DIFERENCIA DE LA TANGENTE

Para nimeros reales x; y x, para los cuales estan definidas las funciones,

tanx; + tanx,
tan(x; + x,) = ——————, (12)
(x, 2) 1 — tanx,tanx,

’ ( ) tanx; — tanx, 13)
an(x; — x) = ——————— .
! : 1 + tanx,tanx,

N\ J
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| EJEMPLO 4 Tangente de una suma

Evaluar tan(7/12).
Solucion Si consideramos que 77/12 es un dngulo en radianes, entonces

T radianes = 15° = 45° — 30° =
12

radianes.

IS
=NE]

En consecuencia de la férmula (13):

T T
tan— — tan—

T T T 4 6
tan—=tan{| —— — | =—""T"T"T"T—
12 4 6 T

T
1 + tan—tan—
6

|
V3 o Vi-i
1 V34
V3

V31 V31 R

— * <— se racionaliza el denominador
V3+1 V3-1
V312 a4-

_ ( ) _4 22\/5 =2 -V3. u

2

Hablando con propiedad, en realidad no necesitamos las identidades de tan(x; + x,),
porque siempre se pueden determinar sen(x, + x,) y cos (x; & x,) aplicando las férmulas (4)
a (8) y a continuacién siguiendo como en (10), esto es, formar el cociente de sen(x; =+ x,)/
cos(x, = x,).

O Foérmulas de éng ulo doble Se pueden deducir muchas vy ttiles férmulas trigono-
métricas a partir de las formulas de suma y diferencia. Las formulas de angulo doble expre-
san el coseno y el seno de 2x en funcién del coseno y el seno de x.

Si se igualan x; = x, = x en (4), y se usa cos(x + x) = cos 2x, entonces

COS2X = COSXCOSX — Senxsenx = cos’x — sen’x.
De igual forma, igualando x; = x, = x en (7), y usando sen (x + x) = sen 2x,

estos dos términos son iguales
\: )
sen2x = senxcosx + cosxsenx = 2SenxcosXx.

Resumiremos estos dos tltimos resultados.

FORMULAS DEL COSENO Y SENO DE ANGULO DOBLE

Para todo numero real x,

cos2x = cos’x — sen’x, (14)

sen2x = 2Senxcosx. (15)
2tanx

tan2x = ———. 16

1 — tan’x (16)

N\ J

4.5 Identidades especiales

4El lector debe resolver este ejemplo

usando

/12 = w/3 — w/4
para ver que el resultado es el
mismo.
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| EJEMPLO 5 Uso de las formulas de angulo doble

Sisenx = —; y m < x < 37/2, determinar los valores exactos de cos 2x y sen 2x.
Solucién Primero se calcula cos x aplicando sen’ x + cos’x = 1. Como 7 < x < 3/2,
cos x < 0y entonces se escoge la raiz cuadrada negativa:

2
cosx = —V1 — sen’x = — 1—<—l> =—@.

4 4

De la férmula (14), de angulo doble,

cos2x = cos’x — sen’x

() -
151 147

16 16 16 8

Por ultimo, de acuerdo con la férmula (15) de angulo doble,

1 15 15
sen2x = 2senxcosx = 2(—4)(—{) = \SF |

La férmula (14) tiene dos formas alternativas dtiles. De acuerdo con (1), se sabe que sen’x
= 1 — cos”x. Sustituyendo esta expresion en (14) se obtiene cos 2x = cos’x — (1 — cos’x),
es decir

cos2x = 2cos’x — 1. (17)

Por otra parte, si en (14) se sustituye cos*x = 1 — sen’x, se llega a

cos2x = 1 — 2sen’x. (18)

[0 Formulas de mitad de angulo Las formas alternativas (17) y (18) de la férmula
de dngulo doble (14) son el origen de dos férmulas de mitad de dngulo. Al despejar cos”x y
sen”x de (17) y (18) se obtienen, respectivamente,

1 1
cos’x = 5(1 + cos2x) y sen’x = 5(1 — cos2x). (19)

El simbolo x en (19) se sustituye con x/2, y usando 2(x/2) = x, se obtienen las férmulas si-
guientes.

FORMULAS DE MITAD DE ANGULO DEL COSENO Y EL SENO

Para todo niimero real x,

cos’Z = l(1 + cosx) (20)

2 2 ’
1

senzg = 5(1 — cosx), 21
X 1 — cosx

tan’= = ——— - 22

an 2 1 + cosx @2)

N\ J

| EJEMPLO 6 Aplicacion de las formulas de mitad de angulo

Determinar los valores exactos de cos(57/8) y sen(57/8).

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



Soluciéon Si hacemos que x = 577/4, entonces x/2 = 57/8, y las férmulas (20) y (21) dan,
respectivamente,

)4 o) 4 (9] 255
;) l ) ()2

Como 5 77/8 radianes es un dngulo del segundo cuadrante, cos(57/8) < 0y sen(57/8) > 0. En
consecuencia se toma la raiz cuadrada negativa como valor del coseno,

COS(sw) _ 22 _ _\/2;—\/5,

8 4

y la raiz cuadrada positiva como valor del seno

Sen(w) _ \/2 +V2 _ V2 + \ﬁ‘

8 4 2

Si queremos el valor exacto de tan(57/8 ), podemos usar los resultados del ejemplo 6 o la
férmula (22) con x = 57/4. De cualquier manera, el resultado es el mismo

wn(37) = V2EV2

2—-V2

< —

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

i) ;Se deben memorizar todas las identidades que se presenta-
ron en esta seccion? Preglntelo a su profesor, pero en opi-
nion de los autores, cuando menos deberia memorizar las
formulas (1) a (8), (14), (15) y las dos formulas en (19).

ii) Cuando se inscriba en un curso de calculo, examine el titulo
de su libro de texto. Si en su titulo tiene las palabras Trascen-
dentes tempranas, casi de inmediato entraran en accién sus conocimientos
de las graficas y propiedades de las funciones trigonométricas.

iii) Como se describi6 en las secciones 2.9 y 3.7, los temas principales de estu-
dio en el calculo son derivadas e integrales de funciones. Las identidades de
suma (4) y (7) se usan para determinar las derivadas de sen x y cos x, vea la
seccion 4.11. Las identidades tienen utilidad especial en el calculo integral.
Reemplazar un radical por una funcién trigonométrica, como se ilustra en el
ejemplo 1 de esta seccidn, es una técnica normal para evaluar algunos tipos
de integrales. También, para evaluar integrales de cos®x y senx se usarian
las formulas de mitad de angulo, en la forma que se presenta en (19):

cos’x = 3(1 + cos2x) y sen’x = 3(1 — cos2x).

En algdn momento de sus estudios de calculo integral se le pedira evaluar
integrales de productos como

sen2xsenSx v sen 10xcos4x.

Una forma de hacerlo es usar las formulas de suma o diferencia para formar
una identidad que convierta esos productos ya sea en una suma de senos o
en una suma de cosenos. Vea los problemas 67 a 70 en los ejercicios 4.5.

4.5 Identidades especiales
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Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-14.

En los problemas 1 a 8 proceda como en el ejemplo 1 y formule la expresiéon como expre-
sién trigonométrica sin radicales, haciendo la sustitucién indicada. Suponga que a > 0.

1. Va®> — x2, X = acosf, 0<=6=nw
2.Va?> + x?%, X = atan@, -2 <0 <2

asecf, 0=0<m/2

4.\V16 — 25x%, x=1sen, -—wR2=60=mu/2

5. —, x = 3senb, —m2 <0 <m/2

x> -3
6. ———, x=\/§sece, 0<6<m/2

1
7. — x = \/7tan0, -2 <0 <m/2

5 — x?
8.~~~ x=V5cos6, 0=0=n

En los problemas 9 a 30, use una férmula de suma o diferencia para determinar el valor
exacto de la expresion indicada.

9. cos1 10. senl
12 12
11. sen75° 12. cos75°
T 117
13. — 14. —_—
3. sen T cos 2
S5 S5
15. tan— 16. _n
an T cos( 12)
11
17. sen(—ﬂ-) 18. tanl
12 12
11 7
19. senl 20. tanl
12 12
21. cos 165° 22.sen 165°
23. tan 165° 24. cos 195°
25.sen 195° 26. tan 195°
27. cos345° 28. sen345°
137 177
29. cos——— .tan——
9. cos T 30. tan T

En los problemas 31 a 34, use una férmula de dngulo doble para escribir la expresion dada
como una sola funcién trigonométrica del doble del angulo.

31.2cosBsen 3 32. cos?2t — sen?2t

19
33.1 — 25en2% 34. 200s2<2x) -1

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



En los problemas 35 a 40, use la informacién presentada para determinar @) cos 2x, b) sen 2x
y ¢) tan 2x.

36.cosx = \@/5,
-3,

40. cotx = %,

35.senx = \6/3,

37.tanx = 1,

3m/2 < x < 2w
a<x<3m/2
0<x<m/2

a2 <x<

< x<3m2 38. cscx

39.secx = —%3, aR2<x<

En los problemas 41 a 48, use la férmula de mitad de dngulo para determinar el valor exacto
de la expresion dada.

41. cos(m/12) 42. sen(m/8)
43. sen(37/8) 44. tan(7/12)
45. cos67.5° 46. sen 15°

47. csc(137/12) 48. sec(—37/8)

En los problemas 49 a 54 use la informacién indicada para determinar a) cos(x/2), b) sen(x/2)
y ¢) tan(x/2).

49, sent =%, a2 <t<m 50. cost =%, 32 <t < 2w
51.tanx = 2, T <x<3m/2 52.cscx =9, C<x<a/2
53.secx =3,  0°<x<90° 54.cotx = —1,  90° < x < 180°

55. Si P(x|)y P(x,) son puntos del cuadrante II en el lado terminal de los dngulos x; y x,,
respectivamente, y cosx; = —3 y sen x, = %, determine a) sen(x; + x,), b) cos(x; + x,),
¢) sen(x;, — x,)y d) cos(x; — x,).
Si x, es un 4ngulo del cuadrante II, x, es un dngulo del cuadrante III, senx, = 1,y

_3 :
tanx, = 7, determine a) sen(x; + x,), b) sen(x; — x,), ¢) cos(x; + x,) y d) cos(x; — x,).

56.

Aplicaciones diversas

57. Numero de Mach La relacion de la velocidad de un avién con la velocidad del sonido
se llama ntimero de Mach, M, del avion. Si M > 1, el avién produce ondas sonoras que
forman un cono (en movimiento), como se ve en la Figura 4.5.2. Un estampido sénico
se oye en la interseccion del cono con el suelo. Si el dngulo del vértice del cono es 6,
entonces

Si 6 = /6, calcule el valor exacto del nimero de Mach.

Ramificacion cardiovascular Un modelo matemadtico del flujo de la sangre en un vaso
sanguineo grande indica que los valores 6ptimos de los dngulos 6, y 6,, que representan
los dngulos (positivos) de las ramas menores (vasos) con respecto al eje del conducto
inicial, se determinan con

58.

Aj + A — A3
st =" a7
0411

Aj — AT + A3
cosf,=—_-—"—,
donde A, es el drea transversal del conducto inicial y A, y A, son las dreas transversales
de las ramas. Vea la FIGURA 4.5.3. Sea ¢y = 6, + 0, el dngulo de ramificacién, como se
indica en la figura.
a) Demuestre que

A3 A - A

cos f = 274,

4.5 Identidades especiales

FIGURA 4.5.2 Avion del pro-
blema 57
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FIGURA 4.5.4 Tridngulo isdsceles
del problema 59

=

Suelo R |

FIGURA 4.55 Proyectil del pro-
blema 60

232

X

59.

60.

b) Demuestre que, para los valores 6ptimos de 6, y 6,, el drea transversal de las ramas,
A, + A,, es mayor o igual que la del vaso inicial. Por consiguiente, el flujo de la
sangre debe desacelerarse en las ramas.

Flujo de 1
Ay ujo de la sangre

FIGURA 4.5.3 Ramificacion de un vaso sanguineo
grande, del problema 58

Area de un triangulo Demuestre que el drea de un tridngulo isésceles, con lados igua-
les de longitud x, es

1
A = 3x*senf,

donde 6 es el dngulo que forman los dos lados iguales. Vea la FIGURA 4.5.4. [Sugerencia:
Tenga en cuenta a 6/2, como se ve en la figura.]

Alcance de un proyectil Siun proyectil, como por ejemplo una bala de atletismo, se
lanza hacia arriba desde una altura 4, en direcciéon que hace angulo ¢ con una velocidad
v, €l alcance R hasta donde llega al suelo se determina con

vicos¢

R= (senep + Vsen’¢p + (2gh/n3)),

donde g es la aceleracion de la gravedad. Vea la FIGura 4.5.5. Se puede demostrar que el
alcance maximo, R, ;. se logra si el dngulo ¢ satisface la ecuacién

h
cos2¢p = zgi
vo + gh
vo V'V + 2gh
Demuestre que R = T

usando las ecuaciones para R y cos 2¢,y las féormulas de medio angulo de seno y cose-
no, con t = 2¢.

Para discusion

61.

62.

63.
64.

Explique por qué es de esperar que su calculadora muestre un mensaje de error cuando
se trata de evaluar

tan35° + tan55° 0
1 — tan35° tan55°

771':\/2-1—\/8

En el ejemplo 3 se demostré que senE 7

17 V2 +1V3

después se demostrd que sen—— =
P 1 12 2

. Siguiendo el ejemplo,

. Demuestre que estos resultados son
equivalentes.

Explique c6mo se podria expresar sen 36 en funcién de sen 6. Ejecute sus ideas.
En el problema 55, ;en qué cuadrante estdn P(x; + x,) y P(x, — x,)?

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



65. En el problema 56 ;en qué cuadrante estd el lado terminal de x; + x,? ;Y el lado termi-
nal de x; — x,?

66. Use las férmulas de suma o diferencia (4), (5), (7) y (8) para deducir las férmulas de
producto a suma:

senx; senx, = 3[cos(x; — x,) — cos(x; + x,)]
cosx; cosx, = 5[cos(x; — x,) + cos(x; + x,)]
1
2

sen x,cosx, = 3[sen(x, + x,) + sen(x; — x,)]

En los problemas 67 a 70 use una férmula de producto a suma como las del problema 66
para expresar el producto indicado como una suma de senos o una suma de cosenos.

3t t
67. cos46 cos30 68. sen?cosa
69. sen2xsenSx 70. sen 10xcos4x

71. Demuestre que

X 1 — cosx sen x
tan— = = .
2 sen x 1+ cosx

72. Use las formulas de producto a suma del problema 66 para derivar las formulas de
suma a producto

X+ x X — X,

senx; + senx, = 2sen cos
2 2
X, T x, X — Xy
senx; — senx, = 2c0s sen
2 2
X+ x; X — X,
cosx; + cosx, = 2cos cos
2 2
X+ x Xp — X,
COSX; — COSXx, = —2sen 5 sen 5

En los problemas 73 y 74, use la férmula de suma a producto del problema 72 para buscar el
valor exacto de la expresion. No utilice calculadora.

73. sen75° + sen15° 73. cos75° — cos195°

En los problemas 75 y 76, use la férmula de suma a producto del problema 72 para escribir
la suma o diferencia dada como producto.
3x

75. cost + cos5t 76. sen% — sen7

77. a) Utilice un programa graficador para obtener la gréfica de f(x) = 4 — 8 sen” 4x.
b) Utilice la grafica de la parte a) para estimar el periodo de la funcién f.
¢) Explique por qué el periodo de f'no es 27 /4 = 7/2.
d) Determine el periodo exacto de f. [Sugerencia: Use (21) de esta seccion.]

E!# Ecuaciones trigonométricas

[0 Introduccion En la seccién 4.5 examinamos identidades, que son ecuaciones que
contienen funciones trigonométricas que se satisfacen con todos los valores de la variable para
la cual estan definidos ambos lados de la igualdad. En esta seccion examinaremos ecuaciones

4.6 Ecuaciones trigonométricas
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FiGURA 4.6.2 Circulo unitario del
ejemplo 1
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trigonométricas condicionales, esto es, ecuaciones que sélo son vélidas para ciertos valores
de la variable. Describiremos técnicas para determinar los valores de la variable (si es que los
hay) que satisfagan la ecuacion.

Comenzaremos examinando el problema de determinar todos los nimeros reales x que
satisfacen senx = V/2/2. Como indica la grifica de y = sen x de la FIGURA 4.6.1, existe una
cantidad infinita de soluciones de esta ecuacion:

w7 9w lim
A 4 b 4’ 4 b 4 9 (1)
_51 3l 117 197
y T g 4 4
Y 2
1+ y=s
X
In _5m 3z Iz Uz 197
4 4 4 4 4 4 4 4
Z14+
y=senx

FIGURA46.1 Graficasdey = senxy y = V2/2

Observe que en cada lista de (1), cada solucién se puede obtener sumando 27 = 8w/4
a la solucion anterior. Eso es una consecuencia de la periodicidad de la funcién seno. Es
comun que las ecuaciones trigonométricas tengan una cantidad infinita de soluciones, por
la periodicidad de las funciones trigonométricas. En general, para obtener soluciones de
una ecuacién como senx = V2/2, lo mas cémodo es usar un circulo unitario y dngulos de
referencia, y no una grifica de la funcién trigonométrica. Ilustraremos este método en el
siguiente ejemplo.

| EJEMPLO 1

Determinar todos los niimeros reales x que satisfagan senx = \/2/2.

Solucién Sisenx = V2/2, el angulo de referencia de x es 7/4 radianes. Ya que el valor
de sen x es positivo, el lado terminal del dngulo x estd en el primero o en el segundo cuadran-
tes. Asi, como se ve en la FIGURA 4.6.2, las Unicas soluciones entre 0 y 27 son

Uso del circulo unitario

T
X = =—.
4 4

Como la funcién seno es periddica con periodo 27, todas las soluciones restantes se pueden

obtener sumando multiplos enteros de 27 a estas soluciones:

3
x=%+2n77 0 X=T7T+21’l77,

donde n es un entero. |

Cuando uno se encuentra con una ecuacién mas complicada, como
4sen’x — 8senx + 3 =0,

el método bdsico es despejar una sola funcién trigonométrica (en este caso seria sen x) con
métodos similares a los que se usan para resolver ecuaciones algebraicas. Después se deter-
minan los valores de la variable x, usando el circulo unitario y dngulos de referencia. En el
siguiente ejemplo se ilustra esta técnica.

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



EJEI\/IPLO o SoluFlon de una.ecuic10n trigonométrica
mediante factorizacion

Determinar todas las soluciones de 4 sen’x — 8 sen x + 3 = 0.
Solucion Primero, se observa que se trata de una ecuacion cuadrdtica en sen x, y que se
factoriza como sigue

(2senx — 3)(2senx — 1) = 0.

Esto implica que

3 1
senx = — o senx = —.
2 2
. .. . .. Sm
La primera ecuacion no tiene solucion, porque |sen x| = 1. Como se ve en la FIgura 4.6.3, los 3 .
. I I
dos dngulos entre 0y 27 para los cuales sen x es igual a 3 son % ! ' E %
! 6 |
T S
X =— ) x=—.
6 6
Por consiguiente, debido a la periodicidad de la funcién seno, las soluciones son
_m 5w
x=- + 2nmr 0 x=-= + 2nm, FIurA 4.6.3 Circulo unitario del
ejemplo 2
donde 7 es un entero. [ |
| EJEMPLO 3 Verificacion de soluciones perdidas
Determinar todas las soluciones de sen x = cos x. 2)
Soluciéon Para trabajar con una sola funcién trigonométrica, se dividen ambos lados de la
ecuacion entre cos x, para obtener
tanx = 1. 3)
La ecuacion (3) es equivalente a (2) siempre y cuando cos x # 0. Se observa que si cos x = 0,
entonces, de acuerdo con (2) de la seccién 4.3, x = (2n + 1)m/2 = w/2 + nm,donde nesun  dcos0 =1, cosm = — 1, cos 27 = 1,
entero. Segtin la férmula de suma del seno, cos 37 = —1, etc. En general, cos
nar = (—1Y', donde 7 es un entero.
Vea (7) en la seccion 4.5 (—=1)" 0
| \: |

T m m
sen(2 + n7r> = sen_cosnm + cos_ sennt = (=1)"#o0,

=
1l
Ealb]

estos valores de x no satisfacen la ecuacién original. Entonces, debemos determinar todas las
soluciones de (2), resolviendo la ecuacion (3).

Ahora bien, tan x = 1 implica que el 4ngulo de referencia de x sea /4 radianes. Ya que
tanx = 1 > 0, el lado terminal del dngulo de x radianes puede estar en el primer cuadrante o X
en el tercero, como se ve en la FIGURA 4.6.4. Entonces, las soluciones son

\“
R

T i ST 4o =
X = — nir () X = — nir, 4
4 4

. . FIGURA 4.6.4 Cir nitari
donde n es un entero. En la figura 4.6.4 se puede ver que estos dos conjuntos de niimeros se Circule unitario del

. . ejemplo 3
pueden expresar en forma mas compacta como sigue: Jemp
a .
x =— + nm, 4Esto es consecuencia de que tan x
4 sea periddica con periodo 7.

donde 7 es un entero. [ |
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Vea (15) en la seccién 4.5. P

R

5

2x=4%—ﬂ 2x=3

FIGURA 4.6.5 Circulo unitario del
ejemplo 4
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[0 Pérdida de soluciones Al resolver una ecuacion, si se divide entre una expresion
que contenga una variable, se pueden perder algunas soluciones de la ecuacién original. Por
ejemplo, un error comiin en dlgebra, al resolver ecuaciones como x*> = x es dividir entre x, para
obtener x = 1. Pero si se escribe +* = x en la forma x> — x = 0, 0 x(x — 1) = 0, se ve que de
hecho x = 0 o x = 1. Para evitar perder alguna solucion se deben determinar los valores que
hacen que la expresion sea cero, y comprobar si son soluciones de la ecuacién original. En el
ejemplo 3, nétese que cuando se dividio entre cos x, se tuvo cuidado de comprobar que no se
perdieran soluciones.

Cuando sea posible, es preferible dividir entre una expresion variable. Como se ilustro
con la ecuacién algebraica x> = x, esto se puede hacer con frecuencia reuniendo todos los
términos distintos de cero en un lado de la ecuacidén, para entonces factorizar (algo que no
pudimos hacer en el ejemplo 3). El ejemplo 4 ilustra esta técnica.

EJEI\/IPLD a Soluc1?n de una ecuacion trigonométrica
factorizando

3
Resolver 2senxcos’x = ——, cosx. 4)

Solucion Para evitar dividir entre cos x, esta ecuacion se escribe como sigue:

3
2senxcos’x + 5 cosx = 0

. 3
y se factoriza: cosx<2 senxcosx + 2) = 0.
Entonces, ya sea
3
cosx =0 0 2senxcosx + T = 0.

Como el coseno es cero para todos los multiplos impares de 77/2, las soluciones de cos x = 0
son

=+ )T ="4
X n > 5 nir,

donde 7 es un entero.
En la segunda ecuacion sustituiremos 2 sen x cos x por sen 2x, de la férmula de dngulo
doble del seno, y se obtiene una ecuacién con una sola funcién trigonométrica:

V3 V3

sen2x + —=20 osea sen2x = ———.
2 2

Entonces, el dngulo de referencia de 2x es 7/3. Como el seno es negativo, el dngulo 2x debe
estar en el tercero o en el cuarto cuadrantes. Como muestra la FIGURA 4.6.5,

47 S
2x = — + 2nm 0 2x = — + 2nm.
3 3
Se divide entre 2 y resulta
7 4 74
X =— o =— .
3 nir X 6 nir
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Por consiguiente, todas las soluciones de (4) son

7T+ 277+ 577+
x = —+ nm, x =—+ nm, 0 x =—+ nm,
2 3 6

donde 7 es un entero. |

En el ejemplo 4, si hubiéramos simplificado la ecuacién dividiendo entre cos x y no hu-
biéramos comprobado si los valores de x para los cuales cos x = 0 satisfacen la ecuacion (4),
hubiéramos perdido las soluciones x = /2 + nr, donde n es un entero.

| EJEMPLO 5 Uso de una identidad trigonométrica

Resolver 3 cos’>x — cos 2x = 1.
Soluciéon Se observa que la ecuacion contiene el coseno de x y el coseno de 2x. En con-
secuencia, usaremos la féormula de dngulo doble del coseno, en la forma

cos2x = 2cos>x — 1 < Vea(16)de la seccion 4.5.

para reemplazar la ecuacién por una ecuacién equivalente que s6lo contenga cos x. Se ve que

3cos’x — (2cos’x — 1) =1  setransformaen cos’x = 0.

Por lo anterior, cos x = 0, y las soluciones son

)E

@+ )T ="4
X n > > ni,

donde 7 es un entero. [ |

Hasta ahora, en esta secciéon hemos considerado que la variable de la ecuacion trigonomé-
trica representa un nimero real, o bien un 4ngulo medido en radianes. Si la variable representa
un dngulo expresado en grados, la técnica para resolverla es la misma.

| EJEMPLO 6 Ecuacion cuando el angulo esta en grados
Resolver cos26 = —31, donde 6 es un angulo expresado en grados.

Solucién Como cos26 = —3, el angulo de referencia de 26 es 60° y el dngulo 26 debe
estar en el segundo o tercer cuadrantes. La FIGURA 4.6.6 muestra que 20 = 120°, 0 20 = 240°.
Todo 4ngulo que sea coterminal con uno de esos dngulos también satisfard cos 26 = —3. Es-

tos dangulos se obtienen sumando cualquier multiplo entero de 360° a 120° o a 240°.
20 = 120° + 360°n o 20 = 240° + 360°n,
donde 7 es un entero. Este rengldn se divide entre 2 y quedan
0 = 60° + 180°n 0 0 = 120° + 180°n. u

En el ejemplo siguiente se ve que al elevar al cuadrado una ecuacién se pueden introducir
soluciones extrafas.

| EJEMPLO 7 Raices adicionales

Determinar todas las soluciones de 1 + tan o« = sec «, donde « es un dngulo expresado en
grados.

4.6 Ecuaciones trigonométricas

20=120°
120°
A——\
240°
20 =240°

FIGURA 466 Circulo unitario
del ejemplo 6
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Solucion La ecuacién no se factoriza, pero veremos que si se elevan ambos lados al
cuadrado se puede aplicar una identidad fundamental para obtener una ecuacién que contenga
una sola funcién trigonométrica.

(1 + tana)? = (seca)?
1+ 2tane + tan’a = sec’a < Vea (8) de la secci6n 4.4.
1+ 2tana + tan’a = 1 + tan’«a
2tana = 0
tana = 0.

Los valores de « en [0°, 360°) para los cuales tan a = 0 son
a=0° y a = 180°.

Como se elevo al cuadrado cada lado de la ecuacién original se pueden haber introducido
soluciones adicionales. Por ello es importante comprobar todas las soluciones en la ecuacién
original. Si se sustituye &« = 0° en 1 + tan @ = sec «, se obtiene la declaracién cierta 1 + 0
= 1. Pero después de sustituir « = 180° se obtiene la declaracién falsa 1 + 0 = —1. Por lo
anterior, 180° es una solucién adicional no valida, y @ = 0° es la inica solucidn en el intervalo
[0°, 360°). Entonces, todas las soluciones de la ecuacién son

a = 0° + 360°n = 360°n,
donde 7 es un entero. Para n # 0, son los dngulos que son coterminales con 0°. [ |

Recuerde, de la seccidn 2.1, que la determinacién de las intersecciones con el eje x de la
grifica de una funcién y = f(x) equivale a resolver la ecuacién f(x) = 0. En el siguiente ejem-
plo se usa lo anterior.

| EJEMPLO 8 Intersecciones de una grafica

Determinar las primeras tres intersecciones con el eje x de la gréfica de f(x) = sen 2x cos x en
el eje de las x positivas.

Solucion Se debe resolver f(x) = 0; esto es, sen 2x cos x = 0. Se ve que o bien sen 2x = 0,
ocosx =0.

De sen 2x = 0 se obtiene 2x = nr, donde n es un entero; es decir, x = n/2, donde n es
un entero. De cos x = 0 se obtiene x = 7/2 + nr, donde n es un entero. Entonces, paran = 2,
x =nm/2dax = 7, mientrasque paran = 0yn =1, x=7/2 + nmdax =m/2yx = 3m/2.
Asi, las primeras tres intersecciones con el eje x en el eje de las x positivas estén en (/2, 0),
(m,0)y (37/2, 0). ]

Hasta ahora, todas las ecuaciones trigonométricas han tenido soluciones que estaban re-
lacionadas por dngulos de referencia con los angulos especiales 0, 7/6, w/4, w/3 o /2. Si
éste no es ese el caso, en la siguiente secciéon veremos como usar funciones trigonométricas
inversas y una calculadora para determinar las soluciones.

q : s 3 Las respuestas a problemas impares seleccionados
E_]GfC]C]OS se encuentran en la pagina RESP-14.

En los problemas 1 a 6 determine todas las soluciones de la ecuacion trigonométrica, si x re-
presenta un dngulo expresado en radianes.

1. senx = \/3/2 2.cosx = —\/2/2
3.secx = \/2 4. tanx = —1
5. cotx = —\/3 6.cscx =2
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En los problemas 7 a 12 determine todas las soluciones de la ecuacién trigonométrica corres-
pondiente, si x representa un nimero real.

7.cosx = —1 8.2senx = —1
9.tanx = 0 10. \/3secx =2
11. —cscx =1 12. \/gcotx =1

En los problemas 13 a 18, determine todas las soluciones de la ecuacién trigonométrica res-
pectiva si 0 representa un dngulo expresado en grados.

13. cscd = 2\V/3/3 14. 2send = \V/2
15.1 + cotf = 0 16. \V/3send = cosf
17. secH = —2 18. 2cosO + \6 =0

En los problemas 19 a 46 determine todas las soluciones de la ecuacién trigonométrica respec-
tiva si x es un ndmero real, y 6 es un dngulo expresado en grados.

19. cos’x — 1 =0 20. 2 sen’x — 3senx + 1 =0
21. 3sec’x = secx 22. tan’x + (V3 — 1) tanx — V3 =0
23.2c0s*0 — 3cosf —2 =0 24.2sen’d —senf — 1 =0
25. cot’6 + cotf =0 26.2sen’0 + (2 — V/3)senf — V3 =0
27.cos2x = —1 28.sec2x =2
29. 2sen360 = 1 30. tan40 = —1
31. cot(x/2) =1 32.csc(6/3) = —1
33.sen2x + senx = 0 34. cos2x + sen’x = 1
35. cos260 = senf 36. sen20 + 2senf — 2cosh = 2
37.sen*x — 2sen’x + 1 =0 38. tan*0 — 2sec’9 + 3 =0
39. secxsen’x = tanx 40. 1+ cosh
cosf
41. 1 + cotf = csch 42.senx + cosx =0

1+2
43. %C: 1 44. senx + Vsenx = 0

45. cosf® — Vcosf =0 46. cosO\V'1 + tan’0 = 1

En los problemas 47 a 54, determine las tres primeras intersecciones con el eje x de la grafica
de la funcion, en el eje de las x positivas.

47. f(x) = —5sen(3x + 7) 48. f(x) = 2005<x + Z)

49. f(x) =2 — sec%x 50. f(x) =1 + cosmx

51. f(x) = senx + tanx 52. f(x)=1— 2cos<x + 7;)

53. f(x) = senx — sen2x 54. f(x) = cosx + cos3x [Sugerencia: Escriba
3x =x+ 2x.]

En los problemas 55 a 58 haga la gréfica y determine si la ecuacion tiene soluciones.

55.tanx = x [Sugerencia: Grafique y = tan x y y = x en el mismo conjunto de ejes.]
56.senx = x

57.cotx —x =0

58.cosx +x +1=0

4.6 Ecuaciones trigonométricas
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Rayo Aire

incidente

; Rayo
Cristal refractado

FIGURA 4.6.7 Rayos de luz
en el problema 64

Recuerde que una funcién f'es uno- >

a-uno si toda y en su contradominio

corresponde exactamente a una x en
su dominio.
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Aplicaciones diversas

59. Triangulo isésceles En el problema 59 de los ejercicios 4.5, el area del tridngulo isds-
celes cuyo vértice tiene dngulo 6, como se ve en la figura 4.5.4, es A = 1 x%sen#. Si la
longitud x es 4 ;con qué valor de 6 el 4rea del tridngulo serd 4?7

60. Movimiento circular Un objeto describe una trayectoria circular centrada en el origen,
con velocidad angular constante. La coordenada y del objeto, en cualquier momento a
los 7 segundos, es y = 8 cos(mrt — /12). { En qué momento(s) cruza el objeto al eje x?

61. Numero de Mach Use el problema 57 de los ejercicios 4.5 para determinar el dngulo
del vértice del cono, de las ondas sonoras provocadas por un avién que vuele a Mach 2.

62. Corriente alterna Un generador eléctrico produce una corriente alterna de 60 ciclos,
definida por () = 30 sen 120 7(t— 55), donde I(7) es la corriente en amperes a los ¢
segundos. Calcule el valor positivo mas pequefio de ¢ para el cual la corriente es de 15
amperes.

63. Circuitos eléctricos Si se aplica un voltaje definido por V = V, sen (wf + «) a un cir-
cuito en serie, se produce una corriente alterna. Si V, = 110 volts, w = 1207 radianes
por segundo y & = —r/6, ;cudndo el voltaje es igual a cero?

64. Refraccion de la luz Un rayo de luz pasa de un medio (como el aire) a otro (como un
cristal). Sean ¢ el dngulo de incidencia y 6 el dngulo de refraccién. Como se ve en la
FIGURA 4.6.7, esos angulos se miden respecto de una linea vertical. De acuerdo con la

en ¢

S
ley de Snell, hay una c constante, que depende de los dos medios, tal que send =c
e

Suponga que cuando la luz pasa de aire a un cristal, ¢ = 1.437. Calcule ¢ y 0 tales que
el angulo de incidencia sea el doble del dngulo de refraccion.

65. Capa de nieve Con base en datos recolectados entre 1966 y 1980, la superficie de la
capa de nieve S en el hemisferio norte, medida en millones de kilémetros cuadrados, se
puede modelar por la funcién

S(w) =25 + 21cos(gm(w — 3)),

donde w es la cantidad de semanas después del 1 de enero.

a) (Cuanta capa de nieve indica esta férmula para mediados de abril? (Redondee w al
entero mas cercano.)

b) (En qué semana la capa nevada serd minima, segtin la férmula?
¢) (En qué mes se encuentra esa semana?

Eﬁ Funciones trigonomeétricas inversas

[0 Introduccion Aunque se pueden calcular los valores de las funciones trigonométricas
de niimeros reales o de dngulos, en muchas aplicaciones se debe hacer la inversa: dado el valor
de una funcién trigonométrica, determinar un dngulo o nimero correspondiente. Eso parece
indicar que se deben usar funciones trigonométricas inversas. Antes de definir esas funciones,
vamos a recordar de la seccion 2.7 algunas de las propiedades de una funcién uno-a-uno y su
inversa f !
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[0 Propiedades de las funciones inversas Siy = f(x) es una funcién uno-a-uno,
hay entonces una funcién inversa tinica, £~ ', con las propiedades correspondientes:

+ El dominio de ' = contradominio de f.

« El contradominio de ! = dominio de f.

+ y = f(x) equivale a x = f~\(y).

+ Las gréficas de fy f ' son reflexiones en la recta y = x.
* f(f~'(x)) = x para toda x en el dominio de f .

* f7!(f(x)) = x para x en el dominio de f.

Al revisar las graficas de las diversas funciones trigonométricas se ve con claridad que ningu-
na de esas funciones es uno-a-uno. En la seccién 2.7 describimos que si una funcién f no es
uno-a-uno, se podra restringir la funcién a una parte de su dominio donde si sea uno-a-uno.
Entonces, se puede definir una inversa de f en ese dominio restringido. En el caso normal,

cuando se restringe el dominio, uno se asegura de conservar todo el contradominio de la fun-
ci6n original.

[0 Funcion arco seno En la FiGura 4.7.1a) se ve que la funcién y = sen x en el intervalo
cerrado [—r/2, /2] asume todos los valores en su contradominio [—1, 1]. Observe que toda
recta horizontal que se trace para cruzar la parte roja de la grafica lo puede hacer cuando mu-
cho una vez. Asi, la funcién seno en este dominio restringido es uno-a-uno y tiene una inversa.
Para representar la inversa de la funcién que se ve en la figura 4.7.1b) se usan normalmente
dos notaciones:

arcsen x 0 sen”lx,

y se leen arco seno de x y seno inverso de x, respectivamente.

y y=senx y
1 on (—oo, c0) y=senx |
/ en [-m/2, m/2]
} } X } =X
L _n s
2 2 2
-1
a) No es funcidén uno-a-uno b) Si es funcién uno-a-uno

FIGURA 4.7.1 Restriccion del dominio de y = sen x para obtener una funcién uno-a-uno

En la FIGURA 4.7.24) se ha reflejado una parte de la grafica de y = sen x en el intervalo [ —77/2,
/2] (la gréfica roja en la figura 4.7.1b) en la recta y = x para obtener la grafica de y = arcsen
x (en azul). Para mayor claridad, hemos reproducido esta grafica en azul en la figura 4.7.2b).

Como indica esta curva, el dominio de la funcién arco seno es [—1, 1]y el contradominio es
[—7/2, 7/2].

y YA
A1 y=x a1 y = arcsen x
2 e 2
1+ [ —y=senx
} } } X } } X
_rr 1 1 z -1 1
2 2
=7 -1+
7/
; z z
’ 2T 2T
y = arcsen x
a) b)

FIGURA 4.7.2 La grafica de y = arcsen x es la curva azul

4.7 Funciones trigonométricas inversas

4 Vea el ejemplo 7 en la seccion 2.7.
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Precaucion: >

-1 ! -1
(senx)™ ! = #sen 'x
senx

Lea este parrafo varias veces. 4

FIGURA 4.7.3 Angulo

t = sen'} del ejemplo 2
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FUNCION ARCO SENO

La funcion arco seno, o funcion seno inverso, se define por

y = arcsenx siy sélo si X = seny,

donde —1=x=1y-—w2=y=ma/2.

En otras palabras:

El arco seno del niimero x es aquel niimero y (o dngulo expresado en radianes)
entre —r/2 y /2 cuyo seno es X.

Al usar la notacién sen” ! x es importante tener en cuenta que “—1” no es un exponente;
mds bien representa una funcién inversa. La notacién arcsen x tiene la ventaja sobre la nota-
cién sen” ' x de que no hay “—1”y en consecuencia no da pie a malas interpretaciones; es ms,
el prefijo “arco” se refiere a un dngulo, e/ d&ngulo cuyo seno es x. Pero como y = arcsenxy y =
sen” ' x se usan en forma indistinta en cilculo y en sus aplicaciones, continuaremos alternando
su uso, para que el lector se sienta comodo con ambas notaciones.

| EJEMPLO 1 Evaluacion de la funcion seno inverso

Determinar a) arcsens, b) sen” '(—3) y ¢) sen '(—1).

Solucion
a) Sisehacequey = arcsen%, entonces, de acuerdo con (1), se debe encontrar el ni-
mero y (o el 4ngulo en radianes) que satisfaga seny = 3, y también —m/2 <y < /2.

Ya que sen(w/6) = %,y /6 satisface la desigualdad —/2 < y < /2, entonces y =

/6.

b) Sisehace quey = senfl(— %), entonces seny = —1. Como se debe escoger a y tal
que —7/2 =y =m/2,se ve que y = — /6.

¢) Siy=sen '(—1), entonces seny = —1y —m/2 <y < /2. Por consiguiente, y =
—a/2. [ |

En los incisos b) y ¢) del ejemplo 1 se tuvo cuidado de escoger a y tal que —w/2 =y =
7r/2. Por ejemplo, es un error frecuente pensar que como sen(37/2) = — 1, entonces por nece-
sidad sen”'(—1) se puede suponer que es 377/2. Recuerde: si y = sen” ', entonces y esté sujeta
alarestriccion —7/2 = y = /2, y 37/2 no satisface esta desigualdad.

| EJEMPLO 2 Evaluacion de una composicion

Sin usar calculadora, calcular tan(sen™').
Solucién Se debe calcular la tangente del dngulo de 7 radianes, cuyo seno sea igual a §,
esto es, tan ¢, donde r = sen’li. El dangulo ¢ se ve en la Figura 4.7.3. Como

sent _ 1/4
cost cost’

se debe determinar el valor de cos ¢. De la figura 4.7.3 y por la identidad pitagérica sen®t +
cos’t = 1, se ve que

1) , V15
Z + cost = 1 o sea costzT.
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Por consiguiente,

1/4 1 Vs

tanz = = = ,
Visi4a Vs 15
asi tan(sen11> = tant = VIS ]
Y 4 15

O Funcion arco coseno Sise restringe el dominio de la funcién coseno al intervalo ce-
rrado [0, 77}, la funcién que resulta es uno-a-uno y tiene inversa. A esta inversa se le representa
por

arccos x (6] cos X,

lo cual nos da la siguiente definicidon.

FUNCION ARCO COSENO

La funcién arco coseno, o funciéon coseno inverso, se define por

y = arccosx siy sélo si X = cosy,

donde -l =x=1ly0=y=m.

Las graficas que se ven en la FIGURA 4.7.4 ilustran cdmo se puede restringir la funcién y =
cos x al intervalo [0, 77| para que sea uno-a-uno. La inversa de la funcién que muestra la figura
4.7.4b) es y = arc cos X, 0 y = arccos Xx.

y y
1 14
/ y=COoS X y=Cosx
en (—eo, o) en [0, 7]
0 2 7..[ X 2 7.1: X
2 2
-1+ —14
a) No es funcién uno-a-uno b) Si es funcién uno-a-uno
FIGURA 4.7.4 Restriccion del dominio de y = cos x para obtener una Y
funcion uno-a-uno ™
Si se refleja la grifica de la funcién uno-a-uno en la figura 4.7.4b) en la recta y = x, se » y = arccos x
obtiene la grafica de y = arc cos x, que muestra la FIGURA 4.7.5. 2
Note que en la figura se ve con claridad que el dominio y el contradominio de y = arc cos x
son[—1, 1]y [0, 7], respectivamente. : \ > x
-1 1
| EJEMPLO 3 Evaluacion de la funcion coseno inverso FIGURA 4.7.5 Grafica de y = arc
coS X
Determinar a) arCCOS(\/Q/Z) y b) COSfI(— \/§/2)
Solucion
a) Sisehace quey = arccos(\ﬁ/Z), entonces cosy = V2/2,y 0 <y < 7. Entonces,
y = /4.
b) Siy = cos™!(—V/3/2), tenemos cosy = — \/3/2, y se debe determinar y tal que 0 =<
y = 7. Por consiguiente, y = 577/6, porque cos(57/6) = —\/3/2. [ |
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X=cost

FIGURA4.7.6 Angulo t = cos™'x

del ejemplo 4

FIGURA 4.7.8 Grafica de y =
arctan x
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| EJEMPLO 4 Evaluacion de composicion de funciones

Escribir sen(cos ™~ 'x) como expresion algebraica en x.

Solucién En la FIcura 4.7.6 se ha trazado un angulo de ¢ radianes cuyo coseno es igual a
x. Entonces, r = cos ™ 'x, 0 x = cos t, donde 0 =< ¢t < 7. Ahora, para determinar sen(cosflx) =
sen ¢, se usard la identidad sen’¢ + cos’t = 1. Asi,

sen’r + x> =1
sen’r = 1 — x?
sent = V1 — x%.

Se usa la raiz cuadrada no negativa de 1 — x?, porque el contradominio de cos ~'xes [0, 7], el
seno de un dngulo 7 en el primero o segundo cuadrantes es positivo. |

[0 Funcién arco tangente Si se restringe el dominio de tan x al intervalo abierto
(=m/2, m/2), entonces, la funcién que resulta es uno-a-uno y por consiguiente tiene inversa.
Esa inversa se representa por

arctan x ) tan” ' x.

FUNCION ARCO TANGENTE

La funcion arco tangente, o tangente inversa, se define como sigue:

y = arctanx si, y sélo si X = tany, 3)

donde —0 <x <oy —7/2 <y </

J

Las graficas de la FIGURA 4.7.7 ilustran la forma en que se restringe la funcién y = tan x al
intervalo abierto (—r/2, 7/2), para que sea funcién uno-a-uno.

y=tanx
e (—m/2, m/2)
y=tanx y y

| | | | | |
\ | | \ | |
\ | | \ | |
\ | | \ | |
\ | | \ | |
\ I I \ I I
} | | } | |

| | | |
I T T \ * _r a .
‘ 2 2 ‘ 2 2
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
| | | | | |
I | | I | |

a) No es funcién uno-a-uno b) Funcién uno-a-uno

FIGURA 4.7.7 Restriccion del dominio de y = tan x para obtener una funcion
uno-a-uno

Si se refleja la grafica de la funcién uno-a-uno en la figura 4.7.7b) en la recta y = x,
se obtiene la grifica de y = arctan x, que se ve en la FIGURA 4.7.8. En esa figura se ve que el
dominio y el contradominio de y = arctan x son, respectivamente, los intervalos (—oo, ©) y
(=72, 7/2).
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| EJEMPLO 5 Evaluacion de la tangente inversa

Determinar tan”~'(—1).

Solucién Si tan~'(—1) = y, entonces tan y = —1, donde —#/2 < y < /2. Entonces,
tan '(—1) =y = —m/4. [ |
| EJEMPLO 6 Evaluacion de composicion de funciones
Sin usar una calculadora, determinar sen(arctan(—3)).

Soluciéon Si hacemos que t = arctan(—%), entonces tanr = —3. Se puede aplicar la

identidad pitagérica 1 + tan’¢ = sect para determinar sec ¢:

52
1+ == ) = sec’t
<3> secC
25 34 /34
sect = —+ 1= - = .
9 9 3

En este tltimo renglén se toma la raiz cuadrada positiva, porque t = arctan(—%) estd en el
intervalo (—/2, 7/2) (el contradominio de la funcién arco tangente) y la secante de un angulo
t en el primero y cuarto cuadrantes es positiva. También, de sect = \/ﬁ/ 3 se determina el
valor de cos ¢, con la identidad reciproca:

1 1 3

sect \/343 V34

Por ultimo, se puede usar la identidad tan ¢ = sen #/cos ¢ en la forma sen ¢ = tan ¢ cos ¢, para
calcular sen(arctan(—3)). Entonces,

cost =

5>< 3 > 5
sent = tantcost = | —— = — . |
< 3)\\V/34 V34

[0 Propiedades de las funciones inversas Recordemos, de la seccién 2.7, que
£ (f(x) = x, y que f(f'(x)) = x valen para cualquier funcién f'y su inversa, bajo las restric-
ciones adecuadas en x. Entonces, para las funciones trigonométricas inversas se tienen las
siguientes propiedades.

PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS INVERSAS

i) arcsen(senx) = sen '(senx) = x si —m2<=x=m/2
ii) sen(arcsenx) = sen(sen 'x) = x si -1=x=1
iif) arccos(cosx) = cos '(cosx) = x si 0=x=mw

iv) cos(arccos x) = cos(cos 'x) = x si —-1=x=1

v) arctan(tanx) = tan”'(tanx) = x si —m2 <x<m/2
vi) tan(arctan x) = tan(tan 'x) = x si —0 < x < ®

N\ J

| EJEMPLO 7 Aplicacion de las propiedades inversas

Sin usar calculadora, evaluar:

“1(gen= -1 ST
a) sen <sen 12> b) cos(cos 3> ¢) tan <tan 4 )

4.7 Funciones trigonométricas inversas
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Solucion
a) De acuerdo con i) de las propiedades de las funciones trigonométricas inversas,

. ( 77) ™
sen ‘(sen— | = —.
12 12

b) De acuerdo con la propiedad iv), Cos(cosfl%) = %

¢) En este caso no se puede aplicar la propiedad v), porque el nimero 37/4 no estd en
el intervalo (—/2, 7/2). Si primero se evalia tan(377/4) = —1, entonces

Veael ejemplo 5

tan(tan?) =tan !(—1) = -2

4° u

El siguiente ejemplo muestra como se usan las funciones trigonométricas inversas para
resolver ecuaciones trigonométricas.

EJEMPLO 8 Solugmn df’ ecuaciones usando
funciones inversas

Determinar las soluciones de 4 cos®x — 3 cos x — 2 = 0, en el intervalo [0, 7).
Soluciéon Se ve que ésta es una ecuacién cuadratica en cos x. Como no se factoriza con
facilidad, se aplica la férmula cuadrética para obtener

3+ V41
=

COSx =

Llegados aqui, desechamos el valor (3 + \/H) /8 = 1.18, porque cos x no puede ser mayor
que 1. Entonces, se puede usar la funcién coseno inverso (con ayuda de una calculadora) para
resolver la ecuacién que queda:

3 — Va4l 1(3—\/43)
8

cosx = s lo cual implica que x = cos =~ 2.01.

Claro que si hubiéramos tratado de calcular cosfl[(3 + \/éﬁ)/ 8] con una calculadora, hubié-
ramos recibido un mensaje de error. [ |

O Nota final: las demas funciones trigonométricas inversas Las funciones
cot x, sec x y csc x también tienen inversas, cuando se restringe su dominio en forma adecuada.
Vea los problemas 55 a 57 en los ejercicios 4.7. Como esas funciones no se usan con tanta fre-
cuencia como arctan, arccos y arcsen, la mayor parte de las calculadoras cientificas no tienen
teclas para ellas. Sin embargo, cualquier calculadora que determine arcsen, arccos y arctan se
puede usar para obtener valores de arccsc, arcsec y arccot. A diferencia de que sec x = 1/
Cos X, se ve que sec 'x # 1/cos™ 'x; mas bien sec”'x = cos™'(1/x) para| x| = 1. Hay relaciones
similares para csc” ' x y cot”' x. Vea los problemas 62 a 64 de los ejercicios 4.7.

: st Las respuestas a problemas impares seleccionados
Ejercicios -2 P pron P
comienzan en la pagina RESP-15.
En los problemas 1 a 14 determine el valor solicitado sin usar una calculadora.

1.sen '0 2. tan'\V3

3
3. arccos(—1) 4, arcsen—=
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V3
2 2
2
9.tan 'l 10. sen_l\zf
3
11. arctan(—\/) 12. arccos(—3)
3
2
13. sen1<— {) 14. arctan 0
En los problemas 15 a 32, determine el valor indicado sin usar una calculadora.
15. sen(cos ™ '3) 16. cos(sen™'})
17. tan(arccos(—3)) 18. sen(arctan ;)
19. cos(arctan(—2)) 20. tan(sen " '(—3))
21. csc(sen'3) 22. sec(tan™'4)
23. sen(sen %) 24. cos(cos'(—2))
25, tan(tan '1.2) 26. sen(arcsen0.75)
2
27. arcsen(senw) 28. arccos(cosﬂ->
16 3
- . St
29. tan '(tanr) 30. sen sen- =

31. cos_l(cos<— Z>> 32. arctan(tan:)

En los problemas 33 a 40, escriba la expresion como una expresion algebraica en x.

33. sen(tan"'x) 34. cos(tan"'x)
35. tan(arcsen x) 36. sec(arccosx)
37. cot(sen 'x) 38. cos(sen 'x)
39. csc(arctan x) 40. tan(arccos x)

En los problemas 41 a 48 trace la grafica de la funcién.

41. y = arctan|x]| 4.y = % — arctanx
43. y = |arcsenx]| 4.y =sen '(x + 1)
45.y = 2cos 'x 46. y = cos '2x

47.y = arccos(x — 1) 48. y = cos(arcsenx)

En los problemas 49 a 54 calcule las soluciones de la ecuacion en el intervalo indicado. (Ex-
prese sus resultados con dos cifras decimales.)

49.20cos’x + cosx — 1 = 0, [0, 7]
50.3sen’x — 8senx + 4 =0, [—w/2, /2]
51.tan’x + tanx — 1 = 0, (—m/2,7/2)
52.3sen2x + cosx =0, [—m/2,7/2]
53.5cos’x — 3cos’x — cosx = 0, [0, 7]
54.tan*x — 3tan’x + 1 = 0. (—m/2.7/2).

4.7 Funciones trigonométricas inversas
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55. Se puede definir a la funcién arco cotangente con y = arccot x (0 y = cot™ 'x) si, y s6lo
si, x = cot y, donde 0 < y < 7. Grafique y = arccot x e indique el dominio y el contra-
dominio de esta funcién.

56. Se puede definir la funcién arco cosecante con y = arccsc x (0 y = csc_lx) si, y s6lo si,
x =cscy,donde —7/2 =y =m/2yy # 0. Grafique y = arccsc x e indique el dominio
y el contradominio de esta funcién.

57. Una definicién de la funcién arco secante es y = arcsec x (0 y = sec_lx) si, y s6lo si,
x =secy,donde 0 =y =myy # w/2. (Vea una definicién alternativa en el pro-
blema 58.) Grafique y = arcsec x e indique el dominio y el contradominio de esta
funcién.

58. Una definicidn alternativa de la funcién arco secante puede obtenerse restringiendo
el dominio de la funcién secante a [0, 7/2) U [, 377/2). Con esta restriccién, defina la
funcién arco secante. Grafique y = arcsec x e indique el dominio y el contradominio de
esta funcion.

59. Use la definicién de la funcién arco cotangente del problema 55 e indique para cudles
valores de x es cierto que a) cot(arccot x) = x y b) arccot(cot x) = x.

60. Use la definicidn de la funcién arco cosecante del problema 56 e indique para cudles
valores de x se cumple que @) csc(arcese x) = x 'y b) arccsc(csc x) = x.

61. Use la definicidn de la funcién arco secante del problema 57 e indique para cudles valo-
res de x se cumple que a) sec(arcsec x) = x y b) arcsec(sec x) = x.

62. Verifique que arccot x = /2 — arctan x para todos los nimeros reales x.

63. Verifique que arccsc x = arcsen(1/x) para|x|= 1.

64. Verifique que arcsec x = arccos(1/x) para|x|= 1.

En los problemas 65 a 70 use los resultados de los problemas 62 a 64 y una calculadora para
determinar el valor correspondiente.

65. cot 10.75 66. csc 1(—1.3)
67. arccsc(—1.5) 68. arccot(—0.3)
69. arcsec(—1.2) 70. sec '2.5

Aplicaciones diversas

71. Movimiento de un proyectil El dngulo de salida de una bala, para que llegue a un
blanco a una distancia R (suponiendo que el blanco y el arma estdn a la misma altura)
satisface

visen26
g b

donde v, es la velocidad inicial y g es la aceleracién de la gravedad. Si el blanco esta
a 800 pies del arma, y la velocidad inicial es de 200 pies/s, calcule el dngulo de salida.
Use g = 32 pies/s”. [Sugerencia: Hay dos soluciones.]

72. Deportes olimpicos En el lanzamiento de martillo se puede demostrar que la distancia
maxima se alcanza con un dngulo de lanzamiento 6 (medido desde la horizontal) que
satisfaga

gh
cos20 = —5——,
vo + gh

donde £ es la altura del martillo sobre el suelo, en el lanzamiento, v, es la velocidad
inicial y g es la aceleracion de la gravedad. Para vy, = 13.7 m/s y h = 2.25 m, calcule el
dngulo 6ptimo de lanzamiento. Use g = 9.81 m/s*.
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73.

74.

75.

76.

Disefio de carreteras En el disefio de las carreteras y los ferrocarriles, las curvas tienen

un peralte para producir una fuerza centripeta que proporcione seguridad. El dngulo 6 \

6ptimo para un peralte se define con tan § = v*/Rg, donde v es la velocidad del vehicu-

lo, R el radio de la curva y g la aceleracién de la gravedad. Vea la FIGura 4.7.9. Como

indica la férmula, para determinado radio no hay un dngulo que sea correcto para todas

las velocidades. En consecuencia, las curvas tienen peralte para la velocidad promedio

del trafico en ellas. Calcule el dngulo correcto de peralte para una curva de 600 pies de R

radio, en una carretera secundaria donde las velocidades son 30 mph en promedio. Use

g = 32 pies/s”. [Sugerencia: Use unidades consistentes.]

Diseifio de carreteras, continuaciéon Si u es el coeficiente de friccion entre el vehiculo

y la carretera, entonces la velocidad maxima v,,, a la que puede recorrer una curva sin

resbalar se calcula con v, = gR tan(f + tan™ '), donde 6 es el dngulo de peralte de la

curva. Calcule v, en el camino secundario del problema 73, si u = 0.26.

Geologia Visto desde un costado, un cono de cenizas

volcdnicas se ve como un trapezoide isésceles. Vea la

FIGURA 4.7.10. Los estudios de conos de ceniza que tienen

menos de 50 000 afios indican que la altura H_, del cono

y el ancho W, del créter se relacionan con el ancho W,

del cono mediante las ecuaciones H,, = 0.18W,_ y W, =

0.40W,,. Si W, = 1.00, con estas ecuaciones determine

el dngulo ¢ de la base del trapezoide, en la figura 4.7.10.  Cono volcanico

Circuitos eléctricos Bajo ciertas condiciones, la corriente Hg,

I(?) en un circuito eléctrico, en el momento ¢, se determina mediante /(z) = I,[sen(wt + 6) o ¢ ¢

cos ¢ + cos(wr + 0) sen ¢]. Despeje 1. [Sugerencia: Use la férmula de suma del seno,y | W |

escriba entre paréntesis rectangulares la expresién, como una sola funcién seno. Vea (7) ' co '

de la seccion 4.5.] FIGURA 4.7.10 Cono de ceniza
volcanica del problema 75

A\

FIGURA 4.7.8 Curva con peralte,
del problema 73

Para discusion

77.
78.

79.

80.

81.

EE* Movimiento arménico simple

O

Use una calculadora puesta en modo radidn para evaluar arctan(tan 1.8), arccos(cos 1.8)
y arcsen(sen 1.8). Explique los resultados.

Use una calculadora puesta en modo radidn para evaluar tan™ '(tan(—1)), cos~'(cos(— 1))
y sen” '(sen(—1)). Explique los resultados.

En la seccidn 4.3 vimos que las graficas de y = sen x y y = cos x se relacionan por
desplazamiento y reflexion. Justifique la identidad

T
arcsenx + arccos x = E’

para toda x en[—1, 1], determinando una relacién similar entre las graficas de y = arcsen x
y ¥ = arccos x.

Con una calculadora puesta en modo radianes, determine cudl de las siguientes evaluacio-
nes trigonométricas inversas producen un mensaje de error: @) sen” '(—2), b) cos”'(—2),

¢) tan” '(—2). Explique por qué.

Analice lo siguiente: ;Cualquier funcién periédica puede ser uno-a-uno?

Introduccion Muchos objetos fisicos vibran u oscilan en forma regular, moviéndose

de aqui para alld a través de un intervalo de tiempo determinado. Algunos ejemplos son los
péndulos de relojes, una masa sobre un resorte, las ondas sonoras, las cuerdas de una guitarra
que se puntean, el corazén humano, la marea y la corriente alterna. En esta seccion nos enfo-
caremos en los modelos matematicos del movimiento oscilatorio no amortiguado de una masa
sobre un resorte.
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La forma de seno, y = A sen (Bx
+ ¢), es un poco mads facil de usar
que la forma de coseno, y = A cos
(Bx + o).

250

»

Antes de pasar a la discusién principal tenemos que abordar la grafica de la suma de
multiplos constantes de cos Bx y sen Bx, es decir y = ¢, cos Bx + ¢, sen Bx, donde ¢, y ¢, son
constantes.

[0 Adicion de dos funciones sinusoidales En la seccién 4.3 hemos examinado
las gréaficas de curvas de senos y cosenos horizontalmente desplazadas. Resulta que cualquier
combinacién lineal de una funcién seno y una funcién coseno de la forma

y = c¢,cos Bx + ¢,sen Bx D

donde ¢, y ¢, son constantes, se puede expresar ya sea como una funcion seno desplazaday = A
sen(Bx + ¢), B> 0, o como una funcién coseno desplazada y = A cos(Bx + ¢). Note que en
(1) las funciones de seno y coseno sen Bx y cos Bx tienen el mismo periodo 277/B.

| EJEMPLO 1 Adicion de un seno y un coseno

Grafique la funcién y = cos2x — \V/3sen 2x.

Solucién Se usa una herramienta de graficas que hemos mostrado en la FiGuRA 4.8.1 para
cuatro ciclos de las graficas de y = cos 2x (en rojo) y y = —\/gsen 2x (en verde). En la Fi-
GURA 4.8.2 es obvio que el periodo de la suma de estas dos funciones es 7, el periodo comtin
de cos 2x y sen 2x. También es aparente que la grifica azul es una funcién seno (o coseno)
horizontalmente desplazada. Aunque la figura 4.8.2 sugiere que la amplitud de la funcién
y = cos2x — \V/3sen 2x es 2, el desplazamiento de fase exacto de la grafica ciertamente no
es aparente.

yzf\/gsen 2x

-2+ -2
y = cos 2x — V3 sen x
FIGURA 4.8.1 Graficas superpuestas de y = FIGURA 4.8.2 Grafica de la suma
cos2xyy = — \V/3sen2x del ejemplo 1 y = cos2x — V/3sen2x del ejemplo 1 H

[0 Reduccion a una funcion seno Examinamos solamente la reduccién de (1) a la
formay = A sen (Bx + ¢), B > 0.

REDUCCION DE (1) A (2)

Para los nimeros reales ¢, ¢,, By x,

c;cos Bx + cysen Bx = Asen (Bx + ¢), 2)

donde A y ¢ son definidos por

A=VETE ®

_ G
sen¢ = ¢ 4)
tangp = —.
C

cos¢p =

RSN

N
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PRUEBA Para comprobar (2) utilizamos la férmula de suma (7) de la seccién 4.5:

Asen(Bx + ¢) = Asen Bxcos¢ + Acos Bxsen ¢
= (Asen¢)cos Bx + (Acos¢p)sen Bx
= c¢,cos Bx + c¢,sen Bx
e identificamos A sen ¢ = ¢;, A cos ¢ = ¢,. Por lo tanto, sen = c,/A = ¢,/ el + 3y

cosdp = co/A = ¢,/ e + i u

HREVEEE Ejemplo 1 revisitado
Exprese y = cos2x — V/3sen 2x como una sola funcién seno.

Solucion Mediante las identificaciones ¢, = 1, ¢, = -3 y B = 2 tenemos, segiin (3)
y @),

A=VE+ E=V12+ (—\V3)?2=V4=2,

1
sen¢=5 1

/3 tan¢ = —%.

cos ¢ 5

Aunque tan¢p = — 1/\/§, no podemos ciegamente suponer que ¢ = tan”'(—1 /\@) El 4n-
gulo que tomamos para ¢ debe ser consistente con los signos algebraicos de sen ¢ y cos ¢.
Puesto que sen ¢ > 0y cos ¢ < 0, el lado terminal del dngulo ¢ se encuentra en el segundo
cuadrante. Pero visto que el rango de la funcién de tangente inversa es el intervalo (—/2,
7/2), tanfl(— 1 /\[3) = —1r/6 es un cuarto dngulo de cuadrante. El dngulo correcto se en-
cuentra utilizando el 4ngulo de referencia 77/6 para tan !(—1/ \/5) para encontrar el segundo
dngulo de cuadrante

5
b= — % = %radianes.

Por lo tanto, y = cos2x — \ﬁsen 2x se puede reescribir como

S5ar S5ar
=2sen( 2x + — =2sen2( x +—|.
y sen( X 6) o) y sen <x 12)

Por ende la grafica y = cos2x — V3 sen2xesla grafica de y = 2 sen 2x, que tiene la ampli-
tud 2, el periodo 27/2 = m, y es desplazado 577/12 unidades hacia la izquierda. [ |

[0 Movimiento arménico simple Considere el movimiento de una masa sobre un re-
sorte como se muestra en la FIGURA 4.8.3. En la ausencia de fuerzas de friccién o amortiguacion,
se da un modelo matematico para el desplazamiento (o distancia dirigida) de la masa medida
desde una posicion que se llama posicion de equilibrio mediante la funcion

v
y(t) =y, coswt + ;Osenwt. 3)

Se dice que el movimiento oscilatorio modelado por la funcién (5) es un movimiento armo-
nico simple.
Dicho mads precisamente, tenemos la siguiente definicion.

MOVIMIENTO ARMONICO SIMPLE

Se dice que un punto que se mueve en una linea de coordenadas cuya posicién en
el momento ¢ es dada por

y(t) = Asen(wt + @) 0 y(t) = Acos(wt + ¢), ©6)

donde A, w > 0, y ¢ son constantes, presenta un movimiento armonico simple.

4.8 Movimiento arménico simple

FIGURA 4.8.3 Un sistema de
resorte-masa no amorti-
guado presenta un movi-
miento arménico simple
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Casos especiales de las funciones trigonométricas (6) son y(f) = A sen wt, y(f) = A cos wt y
¥(f) = ¢, cos wt + ¢ sen wt.

O Terminologia Se dice que la funcién (5) es una ecuacion de movimiento de la masa.
También en (5), ® = Vk/m, donde k es la constante de resorte (un indicador de la rigidez
del resorte), m es la masa sujetada al resorte (medida en unidades de masa o kilogramos), y,
es el desplazamiento inicial de la masa (medido arriba o debajo de la posicion de equilibrio),
v, es la velocidad inicial de la masa, ¢ es el tiempo medido en segundos y el periodo p del
movimiento es p = 27/w segundos. El nimero f = 1/p = 1/27/w) = w/27 se llama la fre-
cuencia del movimiento. La frecuencia indica el nimero de ciclos completados por la grafica
por unidad de tiempo. Por ejemplo, si el periodo de (5) es p = 2 segundos, entonces sabemos
que un ciclo de la funcién es completado en 2 segundos. La frecuencia f = 1/p = § significa
un medio segundo de un ciclo se completa en 1 segundo.

En el estudio del movimiento armoénico simple es conveniente remodelar la ecuacion de
movimiento (5) como una sola expresion, involucrando tnicamente la funcién seno:

y(t) = Asen(wt + ¢). @)
La reduccion de (5) a la funcién seno (7) se puede realizar en exactamente la misma forma
que se ilustra en el ejemplo 2. En esta situacién hacemos las siguientes identificaciones entre

2y )

¢ =Y. € =vlo, AZ\/m y B=ow.

| EJEMPLO 3 La ecuacion del movimiento
a) Busque la ecuacién del movimiento arménico simple (5) para un sistema de resorte-
masa si m = 1]? barra, y, = —% pie, k = 4 libra/pie y v, = %pie/s

b) Busque el periodo y frecuencia de movimiento.
Solucion a) Empezamos con la ecuaciéon de movimiento arménico simple (5). Puesto
que k/m = 4/(5) = 64,0 = Vk/m = 8y volo = (3)/8 = ;. Por lo tanto, (5) se vuelve
y(t) = —3cos 8¢ + ¢sen 8. (8)

b) El periodo de movimiento es 27/8 = /4 segundos, la frecuencia es 4/ = 1.27 ciclos

por segundo. [ |
| _EJEMPLO 4 Continuacion del ejemplo 3
Exprese la ecuacion del movimiento (8) como una sola funcién seno (7).

Soluciéon Mediante ¢, = —%, cy = é, encontramos que la amplitud de movimiento es

A= V(=3P + (7 = §V17 pies.
Luego, segtin

sengp = —2/M7 <0 s A
tangp = —

cosp = 4/°¢7 > 0

podemos ver por los signos algebraicos sen ¢ < 0y cos ¢ > 0 que el lado terminal del angulo ¢
se encuentra en el cuarto cuadrante. Por consiguiente, el valor correcto, pero aproximado de ¢ es
tan~!(—4)= —1.3258. Laecuaciéndel movimientoesentonces y(r) = :\/17sen (8t — 1.3258).
Como se muestra en la FIGuRA 4.8.4, la amplitud del movimiento es A = V'17/6 = 0.6872. Pues-
to que suponemos que no hay resistencia al movimiento, una vez que el sistema de resorte-masa
se pone en movimiento, el modelo indica que permanece en movimiento rebotando de un lado
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al otro entre su desplazamiento méximo V' 17/6 pies arriba de la posicién de equilibrio y un
minimo de —V'17/6 pies debajo de la posicién de equilibrio.

T =T gen(gr-1.3258)

5

FIGURA 4.8.4 Grafica de la ecuacion de movimiento
del ejemplo 4 [ |

Sélo en los dos casos ¢; > 0, ¢, > 0,0 ¢; <0, ¢, > 0 podemos usar tan ¢ en (4) para
escribir ¢ = tan”'(c,/c,). (;Por qué?) De manera correspondiente, ¢ es un primer o cuarto
angulo de cuadrante.

q Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

comienzan en la pagina RESP-15.

En los problemas 1 a 6, proceda igual que en el ejemplo 2 y reduzca la expresion trigonomé-
trica dada a la forma y = A sen(Bx + ¢). Esboce la gréfica y dé la amplitud, el periodo y el
desplazamiento de fase.

1. y = cosmx — senmx 2.y = sengx - \/gcosgx

3.y= V/3sen2x + cos2x 4. y = V3 cos 4x — sendx
V2

5.y=7(—senx—cosx) 6.y =senx + cosx

En los problemas 7 a 10, proceda como en los ejemplos 3 y 4 y utilice las informaciones dadas
para expresar la ecuacién del movimiento arménico simple (5) para un sistema de resorte-ma-
sa en la forma trigonométrica (7). D¢ la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento.

7. m = ; barra,y, = 3 pie, k = 1 libra/pie y v, = 3 pie/s

8. m = 1.6 barra, y, = —3 pie, k = 40 libras/pie y v, = —3 pie/s
9. m = 1 barra,y,= —1 pie,k = 16 libras/pie y v, = —2 pies/s
10. m = 2 barra, y, = —% pie, k = 200 libras/pie y v, = 5 pies/s

11. La ecuacién del movimiento armdnico simple de un sistema de resorte-masa es
y(t) = 3sen(2t — 7/3). Determine el desplazamiento inicial y, y la velocidad inicial v,
de la masa. [Sugerencia: Utilice (5).]

12. Utilice la ecuacién del movimiento arménico simple del sistema de resorte-masa dada
en el problema 11 para buscar los tiempos para los que la masa pasa a través de la posi-
cién de equilibrio y = 0.

Aplicaciones diversas

13. Circuitos eléctricos Bajo ciertas circunstancias la corriente /(f) en un circuito eléctrico
en el tiempo 7 estd dado por I(f) = I;[sen(wt) + O)cos ¢ + cos(wt + O)sene]. Exprese
I(t) como una sola funcién seno de la forma dada en (7). [Sugerencia: Revise la férmula
en (7) de la seccién 4.5.]

4.8 Movimiento arménico simple
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op

ady

FIGURA 4.9.2 Definicion de las
funciones trigonométricas de 6
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Trigonometria del triangulo

EXmI rectangulo

O Introduccion La palabra trigonometria (del griego trigonon, tridngulo, y metria, me-
dici6n) se refiere a la medicién de tridngulos. En la seccién 4.2 se definieron las funciones tri-
gonométricas mediante coordenadas de puntos en el circulo unitario, y por medio de radianes
se pudieron definir las funciones trigonométricas de cualquier angulo. En esta seccién demos-
traremos que las funciones trigonométricas de un angulo agudo de un tridngulo rectangulo
tienen una definicién equivalente en funcién de las longitudes de los lados del triangulo.

[0 Cateto opuesto, cateto adyacente e hipotenusa EnlaFicuraas.14) se ha tra-
zado un tridngulo rectdngulo, y sus lados se identifican con a, b y ¢ (que indican sus longitudes
respectivas), y uno de los dngulos agudos representado por 6. Por el teorema de Pitdgoras,
a* + b* = ¢ El lado opuesto al dngulo recto se llama hipotenusa; los otros lados son los ca-
tetos del tridngulo. Los catetos indicados con a y b son, respectivamente, el cateto adyacente
al dngulo 0 y el cateto opuesto al angulo 6. También usaremos las abreviaturas hip, ady y op
para representar las longitudes de esos lados.

y

; . o c

hipotenusa Circulo unitario
¢ cateto b
opuesto 1
f 5 sen 6
X
a cos 0 /
cateto adyacente \ . )
/ a
a) Triangulo rectangulo b) El circulo unitario con el angulo 6
con el dngulo agudo 6 puesto en la posicién normal

FIGURA 4.9.1 En a) y b), los tridngulos rectangulos son iguales

Si se pone 6 en la posicién normal y se traza un circulo unitario con centro en el origen se
ve, en la figura 4.9.1b), que hay dos tridngulos rectdngulos semejantes que contienen el mis-
mo angulo 6. Como los lados correspondientes de tridngulos semejantes son proporcionales,
entonces

senf b  op cos) a

1 ¢ hip’

ady

También

tanO_sen@_Lk_b_ﬂ

1 cos alc a ady’

Entonces, aplicando las identidades reciprocas de la seccién 4.4, cada funcién trigonométrica
de 0 se puede escribir como la relacion de las longitudes de los lados de un tridngulo rectin-
gulo como sigue. Vea la FIGURA 4.9.2.
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FUNCIONES TRIGONOI\/IETRICAS DE 6 EN UN
TRIANGULO RECTANGULO
Para un dngulo agudo 6 en un tridngulo rectdngulo como el de la figura 4.9.2,
op ady
senf = —— cosf = —
hip hip
tanf = 22— coth = ady ey
ady op
sec = hip_ csch = hl7p
ady op

N\ J

| EJEMPLO 1 Valores de las seis funciones trigonométricas

Determinar los valores exactos de las seis funciones trigonométricas del angulo 6 del tridngulo
rectangulo de la FIGURA 4.9.3.

Solucion En la figura 4.9.3 se ve que el cateto opuesto a 6 tiene 8 de longitud, y que el
cateto adyacente tiene 15 de longitud. De acuerdo con el teorema de Pitagoras, la longitud de
la hipotenusa es

2=8+15=280 yasi c¢=\289=1T7.

Entonces, de acuerdo con (1), los valores de las seis funciones trigonométricas son:

op 8 ady 15

senf = — = —, cos = — = —,
hip 17 hip 17
op 8 ady 15

t. 6 = = __, te =—=—,

My 150 Y T op T8
hi hi

sec@=17p=£, cscH=17p—£. |
ady 15 op 8

| EJEMPLO 2 Uso del esquema de un tridngulo

Si 6 es un dngulo agudo y senf = 3, determinar los valores de las demds funciones trigono-
métricas de 6.

Soluciéon Se traza un esquema de un tridngulo rectdngulo con un dngulo agudo 6 que
satisfaga senf = 2, haciendo que op = 2 e hip = 7, como se ve en la FIGURA 4.9.4. Segiin el
teorema de Pitdgoras,

2> + (ady)> = 7° yentonces (ady)> = 7% — 2% = 45.
Por lo tanto, ady = V45 = 3V/5.

Los valores de las cinco funciones trigonométricas restantes se obtienen con las definiciones
de (1):

ady  3\/5 hp 7 7V5

f=—2="—", f=—=——=—""=
cos hip 7 see ady 3\/5 15
op 2 2\V/5 ady 35
tan0=7=7:7, cotezizi,
ady 3\/5 15 op 2
hip 7
csch) = — = —. [
op 2

4.9 Trigonometria del tridngulo rectangulo
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15

FIGURA 4.9.3 Tridngulo rectangu-
lo del ejemplo 1

ady

FIGURA 4.9.4 Triangulo rectangu-
lo del ejemplo 2
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A

B

B C
a

FicuRA 4.9.5 Identificacion nor-
mal de un tridngulo rectangulo

W3 _~o=60° )

B

B C
a

FIGURA 4.9.6 Tridangulo rectangu-
lo del ejemplo 3

256

[0 Solucion de triangulos rectangulos Las aplicaciones de la trigonometria de
triangulos rectangulos en campos como topografia y navegacion implican resolver triangu-
los rectangulos. La expresion “resolver un tridangulo” quiere decir que se desea determinar la
longitud de cada lado y la medida de cada angulo del tridngulo. Se puede resolver cualquier
tridngulo rectangulo si se conocen dos lados o un dngulo agudo y un lado. Como se verd en
los ejemplos que siguen, una parte esencial del proceso de solucién es trazar e identificar el
tridngulo. Nuestra prictica general para identificar un tridngulo serd la que se muestra en la
FIGURA 4.9.5. Los tres vértices se denominardn A, By C, donde C es el vértice del angulo recto.
Representaremos los dngulos en A 'y B por a y 3, y las longitudes de los lados opuestos a esos
angulos por a y b, respectivamente. La longitud del lado opuesto al dngulo recto en C se de-
nomina c.

| EJEMPLO 3 Solucion de un triangulo rectangulo

Resolver el tridngulo rectangulo cuya hipotenusa mide 4\/3 y uno de sus dngulos es de 60°.

Solucion Primero se hace un esquema del tridngulo y se identifica como se ve en la F-
GURA 4.86. Se desea determinar a, by 8. Como a y 3 son angulos complementarios, & + 8 =
90°, y

B =90° — a = 90° — 60° = 30°.

La longitud de la hipotenusa es, a saber, hip = 4\/3. Para determinar a, la longitud del lado
opuesto al angulo @ = 60°, se escoge la funcion seno. De sen a = op/hip,

sen60° = a 0 a= 4\/§sen60°.

43

Como sen60° = \/5/2, entonces

a =4\ 3sen60° = 4\@(?) = 6.

Por ultimo, para determinar la longitud b del lado adyacente al 4ngulo de 60° seleccionamos
la funcién coseno. De cos a@ = ady/hip se obtiene

b
cos60° = —— osea b= 4\/§cos60".

43

Como cos 60° = %, entonces
b =4\V3cos60° = 4V3 (L) = 2V/3. m

En el ejemplo 3, una vez determinado a se podria haber calculado b usando el teorema
de Pitdgoras, o la funcién tangente. En general suele haber varias maneras de resolver un
triangulo.

O Uso de calculadora Sienun problema intervienen dngulos que no sean de 30°, 45° o
60°, se obtienen aproximaciones a los valores de las funciones trigonométricas que se buscan
con una calculadora. En el resto de este capitulo, cuando se use una aproximacién, redondea-
remos los resultados finales a la centésima, a menos que en el problema se pida otra cosa. Para
aprovechar bien la exactitud de la calculadora, guarde los valores calculados de las funciones
trigonométricas para cdlculos posteriores. Si, por otra parte, se escribe una version redondeada
de un valor en la pantalla, y después se teclea en la calculadora, puede ser que disminuya la
exactitud del resultado final.
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| EJEMPLO 4 Solucion de un triangulo rectangulo A

Resolver el tridngulo rectangulo con catetos de longitud 4 y 5. o
Solucion Después de trazar e identificar el tridngulo como se ve en la FIGURA 4.9.7, se de-

4
ben calcular ¢, a y 8. De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, la hipotenusa ¢ es
¢ = V5 + 4 = V41 ~ 6.40. s L N\P c

Para determinar 8 usaremos tan 3 = op/ady. (Si se opta por trabajar con las cantidades dadas

) . s . FIGURA 4.9.7 Triangulo rec-
se evitan los errores debidos a las aproximaciones anteriores.) Entonces, 9

tangulo del ejemplo 4

tanB = % = 0.8.
En una calculadora en modo grado, se determina 3 = 38.66°. Como a = 90° — 8 se obtiene
a =~ 51.34°. ]
| EJEMPLO 5 Calculo de la altura de un arbol

Una cometa queda atorada en las ramas de la copa de un drbol. Si el hilo de 90 pies de la co-
meta forma un dngulo de 22° con el suelo, estime la altura del arbol, calculando la distancia
de la cometa al suelo.

. 0 pi
Solucion Sea / la altura de la cometa. En la FIGURA 4.9.8 se ve que 90 pics

= i

h
% = sen22° y asi h = 90sen22° = 33.71 pies u

EJEMPLO 5 Calculo de las qimensiones
de un corte a sierra

Un carpintero corta el extremo de una tabla de 4 pulgadas, formando un bisel de 25° con res-
pecto a la vertical, comenzando en un punto a 13 pulgadas del extremo de la tabla. Calcular las

FIGuRA 4.9.8 Arbol del ejemplo 5

longitudes del corte diagonal y del lado restante. Vea la FIGURA 4.9.9.
Soluciéon Sean x, y y z las dimensiones (desconocidas), como se ve en la figura 4.9.9.
Entonces, de acuerdo con la definicién de la funcién tangente,

4 pulg

tan25° = % asi que, entonces x = 4tan25° = 1.87 pulg.

Para calcular y se observa que %
4 <-pulg X
7 ———>

4
25° = — { = ~ 4.41 pulg.
cos y asfque  y=—""o pulg

FIGURA 4.9.9 Corte a sierra del
Yaquez =3 + xy x = 1.87 pulg., se ve que z =~ 1.5 + 1.87 = 3.37 pulg- B gjemplo 6

[0 Angulos de elevacion y de depresion El angulo entre la visual del observador
a un objeto, y la horizontal, tiene un nombre especial. En el caso de la FIcura 4.9.10, si la visual

<&

Visual

Horizontal

= X elevacién
¥ Horizontal

FIGURA 4.9.10 Angulos de elevacion y depresion
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37° A416
0.5 km‘

\
z+0.5

FIGURA 4.9.11 Montafa del
ejemplo 7

B

2 mi
I
Suelo *

Estacion de radar

FIGURA 4.9.12 Avion del ejemplo 8
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es hacia un objeto arriba de la horizontal, el dngulo se llama angulo de nivel, y en el caso
general se llama angulo de elevacion, mientras que si la visual es hacia un objeto abajo de la
horizontal, el dngulo se llama dngulo de depresion.

| EJEMPLO 7 Uso de los angulos de elevacion

Un topdgrafo usa un instrumento llamado teodolito para medir el &ngulo de elevacion entre el
nivel del piso y la cumbre de una montafia. En un punto, se mide un dngulo de elevacién de
41°. Medio kilémetro mads lejos de la base de la montaiia, el angulo de elevacién medido es
de 37°. ;Qué altura tiene la montafa?

Solucién Sea / la altura de la montafia. La FiGuRA 4.9.11 muestra que hay dos tridngulos
rectdngulos que comparten un lado comun, /; entonces, se obtienen dos ecuaciones con dos
incégnitas, h 'y z:

o h_ o
-1 05 = tan37 y Z = tan41°.

De ambas ecuaciones se despeja &'y se obtiene
h=(z+ 05)tan37° vy h = ztan41°.

Se igualan los dos ultimos resultados, y se llega a una ecuacién con la que podemos determi-
nar la distancia z:

(z + 0.5) tan37° = z tan41°.

Al despejar z se ve que
_ —0.5tan37°
©7 @n37° — an4l°’

Abhora se puede calcular 4 con & = z tan 41°.

_ —0.5 tan37° tan41°
tan37° — tan41°

~ 2.83 km. ]

[0 Construiruna funcion Laseccién 2.8 se dedicé aformar o construir funciones que se
describieron o expresaron en palabras. Como se subray6 en ella, es una tarea con la que segu-
ramente se encontrard el lector en cdlculo. Nuestro tltimo ejemplo ilustra un procedimiento
recomendado para trazar una figura e identificar cantidades de interés, con variables adecua-
das.

EJEMPLO g Definicién de funciones que
implican trigonometria

Un avién que vuela a 2 millas de altitud se acerca a una estacién de radar, como muestra la
FIGURA 4.9.12.
a) Expresar la distancia d entre el avion y la estacion de radar en funcién del angulo de
elevacion 6.
b) Expresar el angulo de elevacion 6 del avion en funcién de la separacion horizontal x
entre el avion y la estacion de radar.
Solucién Como se ve en la figura 4.9.12, 6 es un angulo agudo de un tridngulo rectan-

gulo.
a) Se pueden relacionar la distancia d y el angulo 6 con sen § = 2/d. Se despeja d 'y
resulta
2
#) =—— osea d(6) = 2csch,
sen6

donde 0° < 0 = 90°.
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b) La separacion horizontal x y 6 se relacionan con tan § = 2/x. Se aprovecha la fun-
cion tangente inversa para despejar 6:

donde 0 < x < o0,

[\

6(x) = tan"'=,

=

Eq Ejercicios

Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-15.

En los problemas 1 a 10 determine los valores de las seis funciones trigonométricas del dngulo

0 del triangulo.

1.

1 9/N\
3

FIGURA 4.9.13 Triangulo del
problema 1

3. 2.
[ |
6

FIGURA 4.9.15 Triangulo del
problema 3

FIGURA 4.9.17 Triangulo del
problema 5

/

7 04
0
12

FIGURA 4.9.19 Triangulo del
problema 7

H| 0
X

FIGURA 4.9.21 Triangulo el
problema 9

10.

13
5
0
12
FIGURA 4.9.14 Triangulo del
problema 2

6
35\

FIGURA 4.9.16 Triangulo del
problema 4

V5
‘ :
[

FIGURA 4.9.18 Triangulo del
problema 6

\

0

FIGURA 4.9.20 Triangulo del
problema 8

©

[ AN

N

FIGURA 4.9.22 Triangulo del
problema 10
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11.
b 13.
15.
17.
c 19.
21.

FIGURA 4.9.23 Triangulo de los
problemas 11 a 22

En los problemas 11 a 22, calcule las incégnitas indicadas. Cada problema se refiere al tridn-
gulo de la FIGURA 4.9.23.

a=4,=27°%b,c 12. ¢ = 10,8 = 49°%a,b
b =8,B8=34.33%a,c 14.¢c = 25, a = 50°%,a,b
b=15,c=3;a,B,a 16.a =5,b = 2;a,B, ¢
a=4,b=10;a,B,c 18. b =4, = 58°%a,c
a=9c¢c=12;a,B,b 20.b =3,¢c =6;a,B,a
b =20, =23%a,c 22.a = 11, = 33.5°, b, ¢

En los problemas 23 y 24, resuelva para x en el tridngulo dado.

23.

25.

26.

FIGURA 4.9.26 Arboles y rio del
problema 26

29.

30.

24. §
20140 i
A ¥y O 46° 34°
x> f«<—10—>
FIGURA 4.9.24 Triangulo del FIGURA 4.9.25 Triangulo del
problema 23 problema 24
Un edificio proyecta una sombra de 20 m de longitud. Si el dngulo de la punta de la

sombra a un punto en la parte alta del edificio es de 69° ;qué altura tiene el edificio?
Dos arboles estdn en las orillas opuestas de un rio, como se ve en la FIGURA 4.9.26. Se
mide una linea de referencia de 100 pies del arbol 7 y de esa posicion se mide un dngu-
lo B a T,, que resulta de 29.7°. Si la linea de referencia es perpendicular al segmento de
recta entre 7, y T,, calcule la distancia entre los dos drboles.

. Una torre de 50 pies estd a la orilla de un rio. El dngulo de elevacion entre la orilla

opuesta y la punta de la torre es de 37°. ;Qué anchura tiene el rio?

. Un topdgrafo usa un geodimetro para medir la distancia, en linea recta, desde un punto

en el suelo hasta la cumbre de una montafia. Con la informacién de la FIGURA 4.9.27 calcu-
le la altura de la montafia.

8 000 pies "

-
-

V22820

G

FIGURA 4.9.27 Montafa del problema 28

Un observador en la azotea del edificio A mide un dngulo de depresion de 27° entre la
horizontal y la base del edificio B. El angulo de elevacion del mismo punto en la azotea
a la azotea del segundo edificio es de 41.42°. ;Cual es la altura del edificio B, si la altura
del edificio A es de 150 pies? Suponga que los edificios A y B estdn sobre el mismo
plano horizontal.

Calcule la altura 4 de una montafia, con la informacion de la FIGURA 4.9.28.
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31.

32.

33.

34.

35.

36.

N
\
459N

<~ 1 km—>|
FIGURA 4.9.28 Montafia del problema 30

La parte superior de una escalera de 20 pies estd recargada contra la orilla del techo de
una casa. Si el dngulo de inclinacién de la escalera con respecto a la horizontal es de
51°, ;cudl es la altura aproximada de la casa, y cudl es la distancia del pie de la escalera
a la base de la casa?

Un avién vuela horizontalmente a 25 000 pies de altura, y se acerca a una estacién de
radar, ubicada sobre una montafia de 2 000 pies de altura. En determinado momento, el
dngulo entre el plato de radar que apunta hacia el avion y la horizontal es de 57°. ;Cudl es
la distancia en linea recta, en millas, entre el avién y la estacion de radar en ese instante?
Un tramo recto de carretera de 5 millas sube a una montafia de 4 000 pies de altura.
Determine el dngulo que forma la carretera con la horizontal.

Las dimensiones de una caja se ven en la FIGURA 4.9.29. Calcule la longitud de la diagonal
entre las esquinas Py Q. ;Cudl es el 4ngulo 6 que forma la diagonal con la orilla infe-
rior de la caja?

Unos observadores en dos pueblos A y B, a cada lado de una montafia de 12 000 pies de
altura, miden los dngulos de elevacién entre el suelo y la cumbre de la montafa. Vea la
FIGURA 4.9.30. Suponiendo que los pueblos y la cumbre de la montafia estdn en el mismo
plano vertical, calcule la distancia entre ellos.

FIGURA 4.9.30 Montafia del problema 35

Un puente levadizo' mide 7.5 m de orilla a orilla, y cuando se abre por completo forma
un dngulo de 43° con la horizontal. Vea la FIGURA 4.9.31a). Cuando el puente se cierra,

7.5m

|
Contrapeso |

a) Puente abierto

b) Puente cerrado

FIGURA 4.9.31 Puente levadizo del problema 36

' El puente levadizo de la figura 4.9.31, donde el claro estd balanceado continuamente por un contrape-

s0, se llama puente basculante.
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FIGURA 4.9.29 Caja del proble-
ma 34
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el angulo de depresion de la orilla a un punto en la superficie del agua bajo el extremo
opuesto es de 27°. Vea la figura 4.9.31b). Cuando el puente estd totalmente abierto,
(cudl es la distancia d entre el punto mds alto del puente y el agua?

37. Una bandera estd en la orilla de un acantilado de 50 pies de altura,
en la orilla de un rio de 40 pies de ancho. Vea la Ficura 4.9.32. Un
observador en la orilla opuesta del rio mide un dngulo de 9° entre
su visual a la punta del asta y su visual a la base del asta. Calcule la
altura del asta.

38. Desde un mirador a 1 000 pies de la base del monte Rushmore, el
dngulo de elevacion a la coronilla de la cabeza esculpida de George
Washington mide 80.05°, mientras que el dngulo de elevacion hasta

|<— 40 pies —>| la punta del mentén es de 79.946°. Calcule la altura de la cabeza de
Asta de band George Washington. Busto de George
FIGURA 4.9.32 Asta de bandera 39. Lalongitud de un avién Boeing 747 es de 231 pies. ;Cudl es la al- 9

Washington en el
monte Rushmore

del problema 35 tura del avion, si abarca un dngulo de 2° cuando esta directamente

arriba de un observador en el suelo? Vea la FIGURA 4.9.33.

| 40. La altura del estilo de un gnomon (reloj de Sol) es de 4 pulga-
das. Cuando su sombra mide 6 pulgadas, (cudl es el dngulo de
elevacion del Sol?

41. Un radar meteorolégico puede medir el 4ngulo de elevacion
a la parte superior de una tempestad de rayos, y también su
distancia (la distancia horizontal a la tempestad). Si la distancia
a una tempestad es de 90 km y el dngulo de elevacion es de 4°, Reloj de sol
(puede un avién de pasajeros subir 10 km para volar sobre la
tempestad?

42. FEl cielo de nubes es la altitud minima que tiene la base de las nubes. En los aeropuertos,
el cielo de nubes debe tener la altura suficiente para que los despegues y los aterrizajes
sean seguros. Por la noche, se lo puede determinar iluminando la base de ellas, con un
faro apuntado verticalmente hacia arriba. Si un observador estd a 1 km del faro, y el
dngulo de elevacion a la base de la nube iluminada es de 8°, calcule el cielo de nubes.
Vea la FiIgurA 4.9.34. (Durante el dia, los cielos de nubes suelen estimarse a la vista. Sin
embargo, si se requiere un valor exacto, se infla un globo para que suba a una velocidad
constante conocida. A continuacién se suelta y se toma el tiempo hasta que desaparece
en la nube. El cielo de nubes se determina multiplicando la velocidad por el tiempo de
ascenso; para este cdlculo no se requiere trigonometria.)

Suelo

FIGURA 4.9.33 Avion del proble-
ma 39

Cubierta de nubes

< 0 latitud
norte
FIGURA 4.9.34 Faro para el problema 42
— Ecuador
43. Suponiendo que la Tierra es una esfera, demuestre que Cy = C, cos 6, donde C, es la
circunferencia del paralelo de latitud en el dngulo de latitud 6 y C, es la circunferencia
FIGURA 4.9.35 Tierra, problema 43 de la Tierra en el ecuador. Vea la FiGura 4.9.35. [Sugerencia: R cos 6 = r.]
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44. Con el problema 43, y sabiendo que el radio R de la Tierra es de 6 400 km, calcule:
a) La circunferencia del Circulo Artico, que estd a 66°33' N (66.55° N) de latitud.
b) La distancia “alrededor del mundo” a la latitud de 58°40’ N (58.67° N).

45. La distancia entre la Tierra y la Luna varia mientras ésta gira alrededor de nuestro pla-
neta. En determinado momento se mide el dngulo de paralaje geocéntrico que se ve en
la FIGURA 4.9.36, y resulta de 1°. Calcule, redondeando a las 100 millas, la distancia entre
el centro de la Tierra y el centro de la Luna en ese instante. Suponga que el radio de la
Tierra es de 3 963 millas.

Tierra

FIGURA 4.9.36 Angulo del problema 45

46. La longitud final de un flujo de lava volcanica parece
decrecer a medida que aumenta la altura de un crater ad-
venticio por donde sale. Un estudio empirico del monte
Etna indica que la longitud final L del flujo de lava, en
funcion de la elevacion £, es

L =23 — 0.0053h,

donde L esté en kilémetros y /4 en metros. Suponga que
un pueblo siciliano estd a 750 m de altura en una pen-
diente de 10°, directamente abajo de un crater adventicio
que estd a 2 500 m. Vea la FIGURA 4.9.37. De acuerdo con la férmula, ;a qué distancia se
acercara el flujo de lava al pueblo?

Monte Etna

Globo meteorolégico

Crater_
adventicio

2 500 m

Pueblo

Suelo | c

FIGURA 4.9.37 Flujo de lava del problema 46 FIGURA 4.9.38 Globo meteoroldgico del problema 47

47. Como se ve en la FIGURA 4.9.38, dos estaciones rastreadoras S; y S, avistan un globo
meteorolégico entre ellas, con los dngulos respectivos de elevacién a 'y 3. Exprese la
altura & del globo en funcién de o y B, y la distancia c entre las estaciones rastreadoras.
Suponga que esas estaciones y el globo estan en el mismo plano vertical.
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FIGURA 4.8.40 Dos trayectorias
de deslizamiento en el proble-
ma 49

Homenaje del artista al
Faro de Alejandria

P

Costa

FIGURA 4.9.42 Faro del problema 52

FIGURA 4.9.43 Angulos de visual
del problema 53
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48. Un coche en una carrera de “cajas de jabén

Z_ 99

rueda cuesta abajo. Con la informacién de
la FIGURA 4.9.39 calcule la distancia total d; + d, que recorre la caja de jabon.

FIGURA 4.9.39 (Caja de jabon del problema 48

49. Historia reciente La mayoria de los aviones se acercan al aeropuerto internacional

de San Francisco (SFO) con una trayectoria de planeo de 3°, empezando en un punto a
5.5 millas del campo. En los afios ochenta, la FAA experimenté en SFO con un acerca-
miento computarizado de dos segmentos donde un avién se acerca al campo sobre una
trayectoria de planeo de 6°, empezando en un punto a 5.5 millas del campo para luego
cambiar a una trayectoria de planeo de 3° en un punto Q a 1.5 millas del punto de aterri-
zaje. El objetivo de este acercamiento experimental era reducir el ruido de los aviones
sobre las dreas residenciales circundantes. Compare la altura de un avién P’ usando el
acercamiento estandar con la altura de un avién P cuando ambos aviones se encuentran
a 5.5 millas del aeropuerto. Vea la FIGURA 4.9.40.

50. Historia antigua En un articulo de la enciclopedia en linea Wikipedia se estima que la

altura & del Faro de Alejandria, uno de las Siete Maravillas del Mundo Antiguo, cons-
truido entre 280 y 247 a.C., era de entre 393 y 450 pies. El articulo sigue diciendo que
habia afirmaciones antiguas de que la luz se podia ver en el mar desde una distancia

de 29 millas. Use el tridngulo de la FIGURA 4.9.41 junto con las dos alturas dadas % para
determinar la exactitud de la afirmacién de 29 millas. Suponga que el radio de la Tierra
sea r = 3 963 millas y que s sea la distancia medida en millas sobre el mar. [Sugerencia:
Use 1 pie y (4) de la seccién 4.1.]

Faro de
Alejandria Rayo de luz

3

Centro
de la Tierra

FIGuRA 4.9.41 El faro del problema 50

En los problemas 51 a 54, proceda como en el ejemplo 7 y traduzca las palabras a una funcién
adecuada.

51.

52.

Un telescopio rastreador, que estd a 1.25 km del punto de lanzamiento de un cohete, da
seguimiento a un cohete que asciende verticalmente. Exprese la altura / del cohete en
funcién del angulo de elevacién 6.

Un faro estd a media milla frente a la costa, e ilumina un punto P de la costa. Exprese la
distancia d del faro hasta el punto iluminado P en funcién del angulo 6, como se ve en la
FIGURA 4.9.42.

. Una estatua se coloca sobre un pedestal, como se ve en la FIgura 4.9.43. Exprese el angu-

lo de la visual 6 en funcién de la distancia x al pedestal.
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54. Una mujer en una isla desea llegar a un punto R, sobre una costa recta, desde un punto P
en la isla. El punto P estd a 9 millas de la costa y a 15 millas del punto R. Vea la FiIgurA
4.9.44. Si la mujer rema en un bote a 3 mi/h hacia un punto Q en tierra y después camina
el resto sobre la costa, a 5 mi/h, exprese el tiempo total que tarda la mujer en llegar al
punto R, en funcién del dngulo indicado 6. [Sugerencia: Distancia = velocidad x tiempo.]

Ley de los senos y ley de
los cosenos

[0 Introduccion En la seccién 4.9 se explicé como resolver tridngulos rectangulos. En
esta seccion describiremos dos técnicas para resolver tridngulos en general.

O Ley de los senos Examine el tridngulo ABC de la FIgura 4.10.1, cuyos dngulos son «,
By v,y sus lados opuestos correspondientes son BC, AC y AB. Si se conoce la longitud de
un lado y otras dos partes del tridngulo, se pueden determinar las tres partes que restan. Una
forma de hacerlo es con la ley de los senos.

LEY DE LOS SENOS

Supongamos que los dngulos a, By 1y, y los lados opuestos de longitud a, by ¢ son
como se muestran en la figura 4.10.1. Entonces

sena _senf3  seny )
a b c

Aunque la ley de los senos es vdlida para cualquier tridngulo, sélo la deduciremos aqui
para tridngulos acutdngulos o agudos, esto es, en los que los tres dngulos, «, By Y son menores
de 90°. Como se ve en la FIGURA 4.10.2, sea & la altura desde el vértice A al lado BC. Como la
altura es perpendicular a la base BC, determina dos tridngulos rectdngulos. En consecuencia,
se puede escribir

h h
P senf3 y o senvy. 2)
Asi, las ecuaciones (2) se transforman en

h=csenf 'y h = bsenvy. 3)

Se igualan las dos expresiones en (3), lo que da ¢ sen 8 = b sen vy, por lo que

sen3  seny

4)
b c
Si se usa la altura desde el vértice C hasta el lado AB de la misma forma, entonces
sena  senp
=— 5

a b

Al combinar (4) y (5) se llega al resultado que se muestra en (1).

4.10 Ley de los senos y ley de los cosenos

FIGURA 4.9.44 Mujer remando a
la costa, problema 54

B

FIGURA 4.10.1 Triangulo general

FIGURA 4.10.2 Triangulo agudo
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A

¢ 6
20° 130°

B C

a

FIGURA 4.10.3 Triangulo del
ejemplo 3

Direccié{l del Sol

Sombra de 36 pies

FIGURA 4.10.4 Triangulo QPS del
ejemplo 2

b)

FIGURA 4.10.5 Triangulos del
ejemplo 3
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| EJEMPLO 1 Determinacion de las partes de un triangulo

Calcular las partes restantes del tridngulo de la FIGURA 4.10.3.
Solucién Sean 8 = 20°, « = 30° y b = 6. Entonces, y = 180° — 20° — 130° = 30°. De
acuerdo con (1),

sen130°  sen20°  sen30°

a 6 c ©
Usaremos la primera igualdad de (6) para despejar a:
sen 130°
a=26 ~ 13.44.
sen20°
Con la segunda igualdad de (6) se obtiene c:
sen30°
= ~ 8.77. u
sen20°
| EJEMPLO 2 Altura de un edificio

Un edificio estd al lado de una colina que baja formando un dngulo de 15°. El sol esta sobre la
colina, y desde el edificio tiene un angulo de elevacion de 42°. Calcular la altura del edificio,
si su sombra mide 36 pies de longitud.

Soluciéon Sea  la altura del edificio sobre la pendiente, con lo cual se forma un tridangulo
rectdngulo QPS como se ve en la FIGURA 4.10.4. Ahora bien, a + 15° = 42°, por lo tanto o = 27°.
Como AQPS es tridngulo rectdngulo, y = 90° — 42° = 48°. Por la ley de los senos (1),

sen27°  sen48° asique = 36sen27°
h 36 Had sen48°

~ 21.99 pies. [ |

En los ejemplos 1 y 2, donde los datos fueron dos dngulos y un lado, cada tridngulo tuvo
una solucién tnica. Sin embargo, puede ser que no siempre sea asi, cuando los datos de los
triangulos sean dos lados y un dngulo opuesto a uno de esos lados. El siguiente ejemplo ilustra
este caso.

| EJEMPLO 3 Los datos determinan dos triangulos

Calcule las partes restantes del tridngulo con 3 = 50°,b =5y c = 6.
Solucién Por la ley de los senos,

50°  sen 6
senS = T’y 0 seny = gsen 50° = 0.9193.

Con una calculadora puesta en modo grados, se obtiene el resultado y = 66.82°. Llegados
aqui es esencial recordar que la funcién seno también es positiva para dngulos de segundo
cuadrante. En otras palabras, hay otro dngulo que satisface 0° = y = 180° para el cual sen y =
0.9193. Si se usa 66.82° como angulo de referencia, se ve que el angulo del segundo cuadrante
es 180° — 66.82° = 113.18°. Por consiguiente, las dos posibilidades de y son y, = 66.82° y
v, = 113.18°. Asi, como se ve en la FIGURA 4.10.5, hay dos tridngulos posibles, ABC, y ABC,,
que satisfacen las tres condiciones de los datos.

Para terminar la solucién del tridangulo ABC| (figura 4.10.5a), primero se determina a; =
180° — y, — B = 63.18°. Para calcular el lado opuesto a este dngulo se usa

63.18° 50° 63.18°
sen = que da como resultado a, = 5<sen ) ~ 5.83
a, 5 sen50°
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Para completar la solucién del tridngulo ABC, (figura 4.10.5b), se determina o, = 180° — 1y,
— B = 16.82°. Entonces, de

sen16.82°  sen50° sen 16.82°
= = —_— = .
a, 5 seveque a, 5( sen50° > 1.89.
O Caso ambiguo Cuando se resuelven tridngulos, al caso en el que los datos son dos A

lados y un angulo opuesto a uno de ellos se le llama caso ambiguo. Acabamos de ver, en el
ejemplo 3, que la informacion de los datos puede determinar dos tridngulos diferentes. En el
caso ambiguo pueden surgir otras complicaciones. Por ejemplo, suponga que se especifican la
longitud de los lados AB y AC (esto es, los lados ¢ y b), y el dngulo B del tridngulo ABC. Como
se ve en la FIGURA 4.108, se traza el angulo 3 y se marca el lado AB con longitud c, para localizar B

los vértices A y B. El tercer vértice, C, estd en la base, y se traza un arco de circulo con radio B ¢
b (1%1 longitud de AC) con.c/entro en A. Como se ve en la FIGURA 4107, hay cuatro resultados o o) 110 Base horizontal,
posibles en esta construccion: angulo 8 y lado AB

 El arco no cruza la base y no se forma un tridngulo.

 El arco cruza la base en dos puntos distintos, C; y C,, y se forman dos tridngulos (como
en el ejemplo 3).

 El arco cruza la base en un punto, y se forma un tridngulo.

 El arco es tangente a la base, y se forma un solo tridngulo rectangulo.

A A A
c c b / c
b \" Y, b
B _’ B / B -
B¢ — B¢ B&—— =
C C, .~ C C
a) No se forma tridngulo b) Dos triangulos ¢) Un solo tridngulo d) Tridngulo rectdngulo

FIGURA 4.10.7 Posibilidades de solucion del caso ambiguo en la ley de los senos

| EJEMPLO 4 Determinacion de las partes de un triangulo

Calcular las partes restantes de un tridngulo con 8 = 40°, b =5y c = 9.
Solucion De acuerdo con la ley de los senos (1),

sen40° seny 3 9 40° ~ 1.1570
= asi seny = —sen ~ 1. .
5 9 Y Y75
Ya que el seno de cualquier tridngulo debe estar entre —1 y 1, entonces sen y = 1.1570 es
imposible. Eso quiere decir que el tridngulo no tiene solucion; el lado b no tiene la longitud
suficiente para llegar a la base. Es el caso que se ilustra en la figura 4.10.7a). [ |

Los tridngulos para los que se conocen tres lados o dos lados y el dngulo incluido (esto
es, el angulo formado por los lados indicados) no se puede resolver en forma directa usando
la ley de los senos. El método que describiremos a continuacién se puede usar para resolver
tridngulos en estos dos casos.

BN

O Teorema de Pitégoras En un tridngulo rectdngulo, como el de la FIGura 4.10.8, la lon-
gitud ¢ de la hipotenusa se relaciona con las longitudes a y b de los otros dos lados, mediante b
el teorema de Pitdgoras

2 =a*+ b M B a ¢
Esta ultima ecuacion es un caso especial de una férmula general para relacionar las longitudes  migura 4.10.8 Tridngulo rectan-
de los lados de cualquier tridangulo. gulo
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FIGURA 4.10.9 Triangulo
acutangulo

B

FIGURA 4.10.10 Triangulo del
ejemplo 5
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O Ley de los cosenos Supongamos otra vez que el tridngulo ABC de la figura 4.10.1
representa un tridngulo en general. La generalizacién de la ecuacion (7) se llama ley de los
cosenos.

LEY DE LOS COSENQOS

Sean los dngulos «, By v, y los lados opuestos a ellos sean a, b y ¢, como se ve en
la figura 4.10.1. Entonces

2= p>+ ¢ — 2bccosa,
b* = a* + ¢® — 2accosf, ®)
c? = a® + b®> — 2abcosy.

N\ J

Al igual que (1), la ley de los cosenos es valida para cualquier tridngulo. Pero por como-
didad deduciremos las dos primeras ecuaciones de (8) usando el mismo tridngulo acutdngulo
que el de la figura 4.10.2. Sin embargo, esta vez sea P el punto donde la altura desde el vértice
A cruza al lado BC. Entonces, como tanto el ABPA 'y el ACPA de la FIGuRA 4.10.9 son tridngu-
los rectangulos, de acuerdo con (7),

N
I

2 =h®+ (ccosB)? ©)
y b* = h* + (bcosy)>. (10)
Ahora, la longitud de BC es a = ¢ cos B + b cos vy, por lo que

ccosf3 = a — bcosy. (1)
Ademads, segtin (10),

h* = b* — (bcosy)>. (12)

Las ecuaciones (11) y (12) se sustituyen en (9), y simplificando se llega a la tercera de las
ecuaciones (8):
c? = b> — (bcosy)* + (a — bcosy)?
b* — b*cos’y + a®> — 2abcosy + b* cos’y
¢ =a*+ b*> — 2abcosy. (13)

0

Note que la ecuacién (13) se reduce al teorema de Pitdgoras (7) cuando y = 90°.
De igual modo, si se usan b cos y = a — ¢ cos 8,y h* = ¢*> — (c cos B)* para eliminar
bcosyy K% en (10), se obtiene la segunda de las ecuaciones (8).

| EJEMPLO 5 Determinacion de las partes de un triangulo

Calcular las partes restantes del tridngulo que muestra la FIGURA 4.10.10.
Soluciéon Primero, si se llama b al lado desconocido y se identificana = 12,¢c = 10y
B = 26°, entonces, de acuerdo con la segunda de las ecuaciones (8),

b* = (12)* + (10)*> — 2(12)(10) cos26°.

Por consiguiente, b? = 28.2894 y b = 5.32.

A continuacién se aplica la ley de los cosenos para calcular los demds dngulos del tridn-
gulo de la figura 4.10.10. Si vy es el 4ngulo del vértice C, entonces la tercera de las ecuaciones
(8) da como resultado

10> = 12 + (5.32)* — 2(12)(5.32)cosy osea cosy =~ 0.5663.

Con ayuda de una calculadora se ve que y = 55.51°. Nétese que como el coseno de un an-
gulo entre 90° y 180° es negativo, no hay necesidad de considerar dos posibilidades, como
lo hicimos en el ejemplo 3. Por dltimo, el dngulo del vértice A es « = 180° — B — 7y, o sea
a = 98.89°. ]
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Observe, en el ejemplo 5, que después de determinado b, se conocen dos lados y un an-
gulo opuesto a uno de ellos. Entonces, se podia haber usado la ley de los senos para calcular
el angulo vy.

En el ejemplo que sigue describiremos el caso en el que los datos son las longitudes de
los tres lados.

| EJEMPLO 6 Determinacion de los angulos en un triangulo

Calcular los angulos «, By vy del tridngulo que muestra la FIGURA 4.10.11.
Solucion Aplicaremos la ley de los cosenos para calcular el angulo opuesto al lado mas
largo:

92 =62+ 7> —2(6)(7)cosy osea coSy = 3.
Entonces, con una calculadora se comprueba que y = 87.27°. Aunque podriamos usar la ley
de los cosenos, optaremos por calcular 8 usando la ley de los senos:

sen3  sen87.27°
6 9

6
o senf3 = gsen 87.27° = 0.6659.

Debido a que 7y es el angulo opuesto, el lado mas largo es el angulo mas grande del tridngulo,
por lo que B debe ser un angulo agudo. Asi, sen 8 = 0.6659 da 3 = 41.75°. Por ultimo, desde
a = 180° — B — y determinamos a = 50.98°. [ |

[0 Rumbo Ennavegacién se indican direcciones usando rumbos. Un rumbo (o curso, de-
rrotero o trayectoria) designa el dngulo agudo que forma una linea con la linea norte-sur. Por
ejemplo, la FIGURA 4.10.124) ilustra un rumbo de S40°W, lo que quiere decir que es hacia los 40
grados al oeste del sur. Los rumbos en las figuras 4.10.12b) y 4.10.12¢) son N65°E y S80°E,
respectivamente.

N N N
50 NOSE
E
w E W E W -
e g0 S80°E
s40°w IS S 5
a) b) )

FIGURA 4.10.12 Tres ejemplo de rumbos

| EJEMPLO 7 Rumbos de dos barcos

Dos barcos salen de un puerto a las 7:00 a.m. Uno viaja a 12 nudos (millas nduticas por hora) y
el otro a 10 nudos. Si el barco més rdpido mantiene un rumbo de N47°W y el rumbo del otro es
S20°W, ;cudl es su separacion (redondeando a la milla ndutica) a las 11:00 a.m. de ese dia?

Solucion El tiempo transcurrido es 4 horas; el barco mds rapido ha recorrido 4 - 12 = 48
millas nduticas desde el puerto, y el mds lento 4 - 10 = 40 millas nduticas. Con estas distan-
cias y los rumbos indicados se puede trazar el tridngulo (valido a las 11:00 a.m.) que muestra
la FIGURA 4.10.13. En ese tridngulo, ¢ representa la distancia que separa a los barcos, y 7y es el
angulo opuesto a ese lado. Como 47° + y + 20° = 180°, se ve que y = 113°. Por dltimo, por
la ley de los cosenos,

c? = 482 + 40% — 2(48)(40)cos113°,

el resultado es ¢> = 540441, y ¢ = 74.51. Entonces, la distancia entre los barcos (a la milla
nautica mas cercana) es de 74 millas nauticas. |

4.10 Ley de los senos y ley de los cosenos

FIGURA 4.10.11 Triangulo del
ejemplo 6

FIGURA 4.10.13 Barcos del
ejemplo 7
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En los problemas 1

vea la figura 4.10.1.

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

i) Un primer paso importante para resolver tridngulos es determinar cual
de los tres métodos que hemos descrito se va a usar: trigonometria
del triangulo rectangulo, la ley de los senos o la ley de los cosenos.
La tabla que sigue describe las diversas clases de problemas e indica
el método mas apropiado para cada uno. EL término oblicuo indica
cualquier triangulo que no sea triangulo rectangulo.

Tipo de triangulo | Datos Técnica
Rectangulo Dos lados o un dngulo Definiciones basicas
y un lado de seno, coseno y tangente;

teorema de Pitdgoras

Oblicuo Tres lados Ley de los cosenos

Oblicuo Dos lados y el dngulo Ley de los cosenos
incluido

Oblicuo Dos dngulos y un lado Ley de los senos

Oblicuo Dos lados y un dngulo Ley de los senos (si el
opuesto a uno de los lados angulo dado es agudo, es

un caso ambiguo)

i7) A continuacién presentamos algunos consejos adicionales para resolver trian-
gulos.

e Con frecuencia, los alumnos usan la ley de los senos cuando se podria ha-
ber usado una funcién trigonométrica del triangulo rectangulo. El método
mas sencillo y mas eficiente es este dltimo.

e Cuando se dan los tres lados, verifique primero si la longitud del lado mas
largo es mayor o igual a la suma de las longitudes de los otros dos lados. Si
lo es, no puede haber solucion alguna (aunque la informacion indique el uso
de un método de ley de los cosenos). Esto se debe a que la distancia mas
corta entre dos puntos es la longitud del segmento de recta que los une.

e Si obtiene usted un valor mayor que 1 para el seno de un angulo al aplicar
la ley de los senos, el problema no tiene solucion.

e En el caso ambiguo de la ley de los senos, al despejar el primer angulo
desconocido debe usted tener en cuenta el dngulo agudo determinado con
su calculadora y también su suplemento como soluciones posibles. El suple-
mento sera una solucion si la suma del suplemento y el angulo proporcio-
nado del tridngulo es menor que 180°.

E'ercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
] comienzan en la pagina RESP-16.

232. » Enlos problemas 1 a 10, use la ley de los senos para resolver el tridngulo.

1.a = 80°,B8 =20°,b =17 2.a = 60° B =15°¢c =30
3.8=37°,y=51°,a=>5 4. a = 30°yv =75°,a=06
SB=72°b—12c—6 6.0 =120°,a=9,c =4
7.v=62°b="7,c=4 8.8=110°y =25°,a =14
9'y=1 ,a=8,c=15 10. « = 55°,a = 20,c = 18

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



En los problemas 11 a 20 use la ley de los cosenos para resolver el tridngulo.

11.y = 65°,a = 5,b =8 12. 8 =48°,a="7,c =6
13.a=8,b=10,c =17 14.y =315°a=4,b=28
15.vy=9733°,a=3,b =6 16.a =7,b=9,c =4
17.a = 11,b =95,¢c = 82 18.a = 162°,b = 11,c =8
19.a=5,b="7,¢c=10 20.a=6,b=5,c=7

En los problemas 21 a 32 use la ley que sea adecuada para resolver el tridngulo, ya sea la ley
de los senos o la de los cosenos.

21.y = 150°,b = 7,c =5 22.a=5,b=12,c = 13
23.a=3,b=4,c=5 24.a = 35°,a=9,b =12
25.8 =30°%a =10,b =7 26. « = 140°,y = 20,c = 12
27.a =6,b =8,c =12 28.8 =130°a =4,c =17
29.a0 =22°,b=3,c=9 30.a = 75°%,y =45°,b =8
3l.a = 20°,a = 8,¢c = 27 32.8=100°a = 223,b = 16.1

Aplicaciones diversas
En los problemas 33 a 44 use la ley que sea adecuada: la de los senos o la de los cosenos.

33. Longitud de una alberca Una cuerda de 10 pies que hay para medir la longitud entre
dos puntos, A y B, en los extremos opuestos de una alberca en forma de rifién, no es lo
bastante larga. Se encuentra un tercer punto C tal que la distancia de A a C es de 10 pies.
Se determina que el dangulo ACB es de 115°, y que el angulo ABC es de 35°. Calcule la
distancia de A a B. Vea la FIGURA 4.10.14

34. Ancho de un rio Dos puntos, A y B, estdn en las orillas opuestas de un rio. Otro punto,
C, estd en la misma orilla del rio que B, a una distancia de 230 pies de €l. Si el angulo
ABC es de 105° y el angulo ACB es de 20°, calcule la distancia de A a B a través del rio.

35. Longitud de un poste de teléfono Un poste de teléfono forma un dngulo de 82° con
la horizontal. Como se ve en la FIGURA 4.10.15, el dngulo de elevacién del Sol es de 76°.
Calcule la longitud del poste telefonico, si su sombra mide 3.5 m (suponga que la incli-
nacién del poste se aleja del Sol, y estd en el mismo plano que el poste y el Sol).

36. Desnivelado Un hombre de 5 pies 9 pulgadas de estatura estd parado en una acera que
baja en dngulo constante. Un poste de alumbrado vertical, directamente atras de €I,
forma una sombra de 25 pies de longitud. El angulo de depresion desde la parte supe-
rior del hombre hasta la inclinacién de su sombra es de 31°. Calcule el dngulo «, que se
indica en la FIGURA 4.10.16, que forma la acera con la horizontal.

S~ — Sombra

<
/\\
~
~

~

FIGURA 4.10.16 Acera con pendiente del problema 36

37. (Altura? Si el sefior del problema 36 estd a 20 pies del poste de alumbrado, pendiente
abajo por la acera, calcule la altura de la ldmpara sobre la acera.

4.10 Ley de los senos y ley de los cosenos

10 pies

A

FIGURA 4.10.14 Alberca del
problema 33

l<3.5m>|

FIGURA 4.10.15 Poste telefonico
del problema 35
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4.2 pulg

A

2.5 pulg

3.5 pulg

FIGURA 4.10.17 Triangulo del

problema 41

S

FIGURA 4.10.18 Brazo robético

del problema 43

FIGURA 4.10.19 Incendio del
problema 44

88.2 pies

125 pies

50.2 pies

FIGURA 4.10.20 Parcela de esqui-

na del problema 47
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cendio

_ =

38.

39.

40.

41.

42,

43.

Avién con altitud Los dngulos de elevacion hacia un avién se miden desde la parte
superior y la base de un edificio que tiene 20 m de altura. El dngulo desde la azotea es
de 38°, y desde la base es de 40°. Calcule la altitud del avién.

;Distancia? Un barco navega 22 millas hacia el oeste, desde un puerto. Después nave-
ga hacia S62°W otras 15 millas nduticas. ;A qué distancia estd del puerto?

(A qué distancia? Dos excursionistas salen de su campamento al mismo tiempo, con
rumbos N42°W y S20°E, respectivamente. Si cada uno de ellos camina a un promedio
de 5 km/h ;a qué distancia estan después de 1 hora?

Rumbos En el mapa de un excursionista, el punto A estd a 2.5 pulg hacia el oeste del
punto B, y el punto C estd a 3.5 pulg de B, y a 4.2 pulg de A, respectivamente. Vea la
FIGURA 4.10.17. Calcule @) el rumbo de A a Cy b) el rumbo de B a C.

(Cuanto tardan? Dos barcos salen del puerto al mismo tiempo; uno va a 15 nudos y
el otro a 12 nudos. Mantienen rumbos de S42°W y S10°E, respectivamente. Después
de tres horas, el primer barco queda varado y de inmediato el segundo barco va en su
ayuda.

a) (Cudnto tardard el segundo barco en llegar al primero, si viaja a 14 nudos?
b) ;Qué rumbo tomara?

Brazo robético Un brazo robético bidimensional “sabe” donde estd, porque mantie-
ne registro del dngulo a de su “hombro” y del dngulo B8 de su “codo”. Como se ve en
la FIGURA 4.10.18, este brazo tiene un punto fijo de rotacion en el origen. El angulo del
hombro se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj a partir del eje x, y

el dngulo del codo se mide en sentido contrario al de las manecillas del reloj, desde el
brazo hasta el antebrazo. Suponga que el brazo y el antebrazo tienen 2 de longitud, y
que el dngulo 3 del codo no puede “dislocarse” mds alld de 180°. Calcule los dngulos a
y B que pongan la mano del robot en el punto (1, 2).

. (Hacia dénde? Dos torres vigia estdn situadas en las cumbres de las montanas A y B, a

4 millas de distancia. Un equipo de bomberos en helicéptero estd en un valle en el punto
C, a3 millas de A y a 2 millas de B. Usando la linea entre A y B como referencia, un
vigia ve un incendio en un angulo de 40° de la torre A, y a 82° de la torre B. Vea la FiGu-
RA4.10.19. (A qué dngulo, medido a partir de CB, debe volar el helicoptero para dirigirse
hacia el incendio?

Para discusion

45.

46.

47.

48.

49.

Formula de Herén Use la ley de cosenos para derivar la férmula

A= \/s(s —a)(s — b)(s — ¢),

del drea de un tridngulo con rectas de largo a, b, cy s = 3(a + b + ¢). Esta férmula es
nombrada en honor del matemético e inventor griego Herén de Alejandria (c. 20-62
d.C.), pero se deberia realmente acreditar a Arquimedes. [Sugerencia: Use la tercera
férmula en (8) para resolver cos v.]

Parcela de jardin Use la férmula de Herdn del problema 45 para buscar el area de una
parcela de jardin triangular si las longitudes de las tres rectas son de 25, 32 y 41 m.

Parcela de esquina Busque el drea de la parcela de esquina irregular que se muestra

en la FIGURA 4.10.20. [Sugerencia: Divida la parcela en dos parcelas triangulares como se
muestra y luego busque el drea de cada tridngulo. Use la férmula de Herén del problema
45 para calcular el drea del tridngulo agudo.]

Mas area Use la formula de Her6n del problema 45 para buscar el drea de un tridngulo
con vértices ubicados en (3, 2), (=3, —6) y (0, 6) en un sistema de coordenadas rectangular.

Hombre azul El esfuerzo en subir un tramo de escalera depende en gran medida del
angulo de flexion de la rodilla delantera. Un modelo simplificado de un hombre palito

CAPITULO 4 Funciones trigonométricas



que sube una escalera indica que la maxima flexién de la rodilla ocurre cuando la pierna
trasera estd estirada y las caderas estdn directamente encima del talén del pie delantero.
Vea la FIGURA 4.10.21. Demuestre que

cosfh = (5>\/4—<Z>2 + M — 1,

donde 6 es el dngulo de la articulacién de la rodilla, 2a es el largo de la pierna, R es la
subida de un solo escal6n y T es el ancho de un escaldn. [Sugerencia: Haga que h sea la
distancia vertical desde la cadera hasta el talon de la pierna delantera, tal como se mues-
tra en la figura. Establezca dos ecuaciones que involucren a A: una aplicando el teorema
de Pitdgoras al dngulo recto cuya hipotenusa consiste en la pierna trasera de longitud 2a,
y la otra usando la ley de cosenos en el dngulo 6. Luego elimine / y resuelva cos 6.]

50. ;Socorro! Una embarcacion de los guardacostas estd a 4 millas nauticas directamente
al sur de una segunda embarcacién de los guardacostas cuando ellos reciben una sefial
de socorro de un velero. A fin de ofrecer ayuda, la primera embarcacién viaja con un
rumbo de S50°0 a 5 nudos, y la segunda embarcacién lo hace con un rumbo de S10°0
a 10 nudos. ;Cudl de las dos embarcaciones de los guardacostas llegard primero al
velero?

Ell# Regreso al concepto de limite

Avan ce O Introduccién Como vimqs en la.seccién 2.9, el problema fun-
< damental que motiva el cdlculo diferencial, determinar una recta tan-
DE CALCULO gente a la grdfica de la funcion, se contesta con el concepto de un limite.
En esa seccién mantuvimos la descripcion de los limites en un nivel intuitivo, y se trataba de
repasar el dlgebra correspondiente, como por ejemplo, factorizacion y racionalizacién, que es
necesaria para poder calcular analiticamente un limite. En el estudio del cdlculo de funciones
trigonométricas, se espera que el lector calcule limites con funciones trigonométricas. Como
ilustrardn los ejemplos de esta seccidn, el cdlculo de limites trigonométricos comprende ma-
nipulaciones algebraicas y conocimientos de las identidades trigonométricas basicas.
Comenzaremos con un resultado fundamental del limite de la funcién seno.

[0 Un limite trigonométrico importante Para calcular las funciones trigonométri-
cas sen x, cos X, tan x, etc., es importante darse cuenta de que la variable x es un nimero real,
o un angulo x medido en radianes. Con eso en cuenta, veamos los valores numéricos de (sen
x)/x cuando x tiende a 0 desde la derecha (x — 0™) que presentamos en la tabla siguiente:

x—0* 0.1 0.01 0.001 0.0001

sen x

0.99833416 | 0.99998333 0.99999983 0.99999999

X

Es facil ver que los mismos resultados que muestra la tabla son validos cuando x — 0. Como

sen x es una funcién impar, para x > 0y —x < 0 sucede que sen(—x) = — sen x, y en conse-
~ sen(—x) senx ~
cuencia, — = — . En otras palabras, cuando el valor absoluto de x es pequefio,
sen x
~ 1.
X

4.11 Regreso al concepto de limite

a

a
h 6
R
_Y

7]

FIGURA 4.10.21 Hombre azul del
problema 49

273



274

Importante p

Si bien es cierto que los cdlculos numéricos como éste no son una demostracion, si parecen

Lo sen x . , L. .
indicar que — 1 cuando x — 0. Si se usa el simbolo de limite, habremos motivado el

siguiente resultado:

Jim SX — (1)

x—>0 X

El problema 40 en los ejercicios 4.11 indica una guia para recorrer los pasos basicos de una
demostracién de (1), que se suele presentar en cursos de célculo.

En esta descripcién supondremos lo mismo que en las secciones 1.5y 2.9: que todos los
limites que se consideran existen. Todo lo que hagamos, manipulaciones algebraicas, limites
de productos y cocientes en los ejemplos de esta seccidn, se basa en esta hipétesis.

Otros limites de importancia son

11_r)rtllsenx = sena, )
limcos x = cos a. 3)
x—a

Los resultados (2) y (3) son consecuencia inmediata de que f(x) = sen x y g(x) = cos x son
funciones continuas para toda x. Como vimos en la seccién 4.3, las gréificas de sen x y cos x
son uniformes y sin interrupciones. Por ejemplo, de acuerdo con (2),

’ T 1
im senx = sen— = —
xﬁwése X = se 6 2 @)
y li_r)l(l)senx =sen 0 = 0.
También, de acuerdo con (3),
Iimcosx = cos 0 = 1 5)

x—0

Con frecuencia, los resultados en (1), (2) y (3) se usan para calcular otros limites. Como
en la seccion 1.5, muchos de los limites que se ven en ésta son limites de expresiones fraccio-
narias donde el numerador y también el denominador tienden a 0. Recuerde que se dice que
estas clases de limites tienen la forma indeterminada 0/0. Note que el limite (1) tiene esta
forma indeterminada.

| EJEMPLO 1 Uso de la ecuacién (1)

10x — 3senx

Determinar [im

x—0 X

Solucion Se reacomoda la expresion fraccionaria como dos fracciones con el mismo
denominador x:

10x — 3senx i {IOx SSenx}

Iim = |lim|—— —
x—=0 X x—0 X X
. 10x . senx o . _
= lim — — 31lim « se simplifica la x en la primera expresion
x=>0 X x>0 X
sen x .
= 1im10 — 3lim < ahora se aplica (1)
x—0 =0 X
=10—-3-1
=17. -
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| EJEMPLO 2 Uso de la formula de angulo doble
en2x

.S
Calcular lim
x—0

Solucion Para evaluar este limite usaremos la formula de angulo doble sen 2x = 2 sen x
cos x, de la seccion 4.5, y los resultados en (1) y (5):

de acuerdo con (5) de acuerdo con (1)

U
. sen2x . 2cosxsenx ; sen x
lim =lim———— = 2lim cosx - =2-1-1=2.
x>0 X x—0 X x—0 X
. sen2x
- lim = 2.
Por consiguiente, =0 X 6) m

[0 Uso de la sustitucion Con frecuencia interesan limites parecidos al que se vio en

S
el ejemplo 2. Pero si se trata de determinar, por ejemplo, H_I)l’(l) , el procedimiento que
X

se emplea en el ejemplo 2 falla en la préctica, porque no hemos establecido una identidad
trigonométrica para sen Sx. No hay procedimiento alternativo que nos permita determinar con

. . senkx ., . . .
rapidez 11r1(1) Y donde k # 0 es una constante real, s6lo con cambiar la variable por medio
x>

de una sustitucion. Si hacemos que ¢ = kx, entonces x = t/k. Observe que cuando x — 0, por
necesidad ¢ — 0. Por consiguiente, se puede escribir

de acuerdo con (1), este limite es 1

\
k t t k t
Iim SRR Iim e Iim set = khmg =k
>0 X =0 tlk =0 1 t =0 t
De este modo hemos demostrado el resultado general
senk
lim ~ o = k. )
x—0 X
L. . sen5x L.
Por consiguiente, 11_1)1}) = 5. Vea el problema 25 de los ejercicios 4.11.
| EJEMPLO 3 Limite trigonométrico
. , tanx
Determinar lim .
x—0 X

Solucion Se usa la definicion tan x = sen x/cos x y se puede escribir que

senx
, tanx . cosx . 1 senx , 1 senx
lim = lim = lim : = lim .
=0 X x>0 x x>0 COSX X x—0 COSX X

De acuerdo con (5) y (1) se sabe que cos x — 1y (sen x)/x — 1 cuando x — 0; entonces, la
ecuacion anterior se transforma en

tim 22 Ly m
x—0 X 1
| EJEMPLO 4 Uso de la identidad pitagérica
Determinar h'ml_ﬂ.
x—0 X

4.11 Regreso al concepto de limite

275



276

Solucién Para calcular este limite comenzaremos aplicando bastante astucia algebraica:
multiplicamos el numerador y el denominador por el factor conjugado del numerador. A con-
tinuacion aplicaremos la identidad pitagérica fundamental, sen’x + cos’>x = 1, en la forma
1 — cos®x = sen’x:

1 — cosx 1 —cosx 1+ cosx
im .
x—0 X x=0 X 1 + cosx
1 —cos’x
=lim————+
=0 x(1 + cosx)
) sen’x
=lim——mm.
=0 x(1 + cosx)

En el siguiente paso regresamos al dlgebra para reacomodar la expresion fraccionaria en for-
ma de un producto, y a continuacién aplicaremos los resultados en (1), (4) y (5):

1 —cosx sen’x
Iim——=Ilim————~
=0 X =0 x(1 + cosx)
. senx senx
= lim e
=0 X 1 + cosx
_.0 (8)
1
=0.
1 —cosx
Esto es, Iim ———=0. [ |
x—0 X

De la ecuacién (8) se obtiene un resultado de limite que se usa en célculo para encontrar
las derivadas de las funciones seno y coseno. Como el limite de (8) es igual a 0, se puede
escribir

1 - —(cosx — 1 -1
lim Lo C08Y _ o Zleosx = D)y cosx =1
x—0 X x—0 X x—=0
Entonces, al dividir entre —1 queda
. cosx — 1
lim ——— = 0. ©))
x—0 X

[0 Larelacion con el calculo En laseccién 2.9 vimos que la derivada de una funcién
y = f(x) es la funcién f'(x) definida por un limite de un cociente de diferencia:

f(x+h})l_f(X)- (10)

Al calcular este limite, se hace que 4 tienda a 0, pero manteniendo fija x. También recuérdese
que si un nimero x = « estd en los dominios de f'y f’, entonces f(a) es la coordenada x del
punto de tangencia, (a, f(a)), y f(a) es la pendiente de la recta tangente en ese punto.

O Derivadas de f(x) = sen x y f(x) = cos x Para determinar la derivada de f(x) =
sen x, se usa el proceso de cuatro pasos que se ilustra en el ejemplo 3 de la seccién 2.9. En el
primer paso usamos la férmula de suma de la funcién seno, de la seccién 4.5:

sen(x, + x,) = senx;cosx, + COSX;Senx,. (11)
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i) Con x y h haciendo los papeles de x; y x,, de acuerdo con (11):

f(x + h) = sen(x + h) = senxcosh + cosxsenh.

ii) f(x + h) — f(x) = senxcosh + cosxsenh — senx
senx(cosh — 1) + cosxsenh

Como se verd a continuacién, no podemos simplificar las 4 en el cociente de dife-
rencia, pero se puede arreglar la expresion para usar los resultados de limites en

Dy ©O):
i) f(x+h)— f(x) senx(cosh — 1) + cosxsenh
1124 =
h h
cosh — 1 senh
= senx —— —— + cosx

iv) En este renglén el simbolo 4 hace el papel del simbolo x en (1) y (9):

+ h) — h—1 h
f'(x) = lim flx ) = () = senx Ifm -2 " 2 4 cosx lim ot
h—0 h h—0 h h—0

De acuerdo con los limites en (1) y (9), esta dltima ecuacién es lo mismo que

fx+h) = f(x)

f(x) = }lllir(l) P =senx-0 + cosx-1 = cosx.

En resumen:

* la derivada de f(x) = sen x es f'(x) = cos x. (12)
Se deja al lector demostrar que:

* la derivada de f(x) = cos x es f'(x) = —sen x. (13)

Vea los problemas 23 y 24 en los ejercicios 4.11.

| EJEMPLO 5

Deducir una ecuacién de la tangente a la gréfica de f(x) = sen x cuando x = 47/3.
Solucion Se comienza determinando el punto de tangencia. En

Ecuacion de una tangente

; — —

()-8

se observa que el punto de tangencia es (477/ 3,— \@/ 2). La pendiente de la recta tangente en
ese punto es la derivada de f(x) = sen x, evaluada en la coordenada x. De acuerdo con (12),
sabemos que f'(x) = cos x, por lo que la pendiente en (47/3, — V3 2)es

4 4 1
f’(;) = cos?ﬂ- = 5

Segtin la forma de punto-pendiente de la ecuacién de una recta, una ecuacion de la tangente
es:

Vea la FIGURA 4.11.1. |

4.11 Regreso al concepto de limite

yy\
y=Ssenx

X
Punto
Wde tangencia
5-3)
3 2 /La pendiente
(dr\ — _
es f ( 3) 5

FIGURA 4.11.1 Recta tangente del

ejemplo 5
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. o Las respuestas a problemas impares seleccionados
m E_]EI’C]C]OS comienzan en la pagina RESP-16.

En los problemas 1 a 18 use los resultados a los que arribé en (1), (2), (3), (7) y (9) para de-
terminar el limite indicado.

1
sens x senx
lim —> 2. lim
x—0 X x—0 X
~ sen(—0) _ sen3t
3.lim—— 4. lim
6—0 ] =0 4t
5. lim cosx 6. lim senx
x—>57/6 x4
7. lim (cosx + S5senx) 8. lim cosxsenx
x—/2 x—/6
cosx — 1 8(1 — cosb
9. lim —— 10. lim (7)
x—=0 10x 6—0 0
4x% — 2senx 2sendx + 1 — cosx
11. lim ——— 12. lim
x—0 X x—0 X
_sen’x _ sen’x
13. lim 14. lim —
x—>0 X x—0 X
Ccosx cosxtanx
15. lim 16. lim ———
x—>mw2 COtx x—0 X
cos2x
17. lim xcotx 18. Im —m——
x—0 x—mw/4 COSX — Senx

En los problemas 19 a 22 proceda como en el ejemplo 5 para deducir una ecuacién de la tan-
gente a la grafica de f(x) = sen x en el valor indicado de x.

19.x =0 20. x = /2
21.x = /6 22.x = 2m/3

23. Proceda como en las paginas 276-277, y determine la derivada de f(x) = cos x.

24. Use el resultado del problema 23 para deducir una ecuacién de la tangente a la grafica
de f(x) = cosxenx = 7/3.

25. Haga uso de

5x — 1 5
lim COSOX = 1 0 y lim SENOX 5
x—0 X x—0 X

para determinar la derivada de f(x) = sen 3x.
26. Use el resultado del problema 25 para deducir una ecuacién de la tangente a la grafica
de f(x) = sen Sxenx = .

Problemas para calculadora o computadora
En los problemas 27 y 28 use una calculadora o computadora para estimar el limite respectivo,
llenando cada tabla. Redondee los elementos de cada tabla a ocho decimales.

1 —
27.1im ——
X

x—0

x—0" 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001

1 — cosx

x2

Explique por qué no se tuvo que examinar x — 0.
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x> —4

28. lIm ———
=2 sen(x — 2)
x—2% 2.1 201 2.001 2.0001 2.00001
x> —4
sen(x — 2)
x— 27 19 1.99 1.999 1.9999 1.99999
x> —4
sen(x — 2)

Para discusion

En los problemas 29 a 36, explique cémo aprovechar el resultado en (1), junto con algo de
astucia algebraica, trigonometria o una sustitucién, para determinar el limite indicado.

4
29. Ifm 30. Ifm 2%
x—0 sen3x x—0 senSx
sen x?2 sen
31, lim 32 lim —
x—0 X x—=>a T —
2 cos(x + Lar
33.1fm ———— 34. lim cos(x +3m)
x>0 ] — cosx x—0
sen sen(x — 1
35. lim 36. lim#
x—>0*\/; =l x® +2x — 3

37. Use lo que aprendi6 en los problemas 29 y 36 para determinar el limite

. x> —4

o sen(x — 2)

sin ayuda de la tabla numérica del problema 28.
38. a) Use una calculadora para llenar la tabla siguiente.

x—> 0% 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001
1 — cosx?
x4
1 — cosx?

b) Determine el limite ll’n% ——— usando el método del ejemplo 4.
x> X

¢) Explique las diferencias que se observan entre los incisos a) y b).
39. a) Un enedgono regular es un poligono de n lados inscrito en un circulo. El poligono se
forma con n puntos igualmente espaciados sobre el circulo. Suponga que el poligono
de la FIGURA 4.11.2 representa un enedgono regular inscrito en un circulo de radio r.
Con trigonometria, demuestre que el drea A(n) del enedgono es

b) Es razonable suponer que el drea A(n) tiende al drea del circulo cuando aumenta la
cantidad de lados del enedgono. Calcule Ay, ¥ A; g0

¢) Sea x = 2m/n en A(n) y observe que cuando n — %, x — 0. Use (1) de esta seccién FIGURA 4.11.2 Enedgono inscrito
para demostrar que Lﬁ_}}pA(n) = 7r’. para el problema 39
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40. Un circulo tiene su centro en el origen O, y su radio es 1. Como se ve en la FIGURA
4.11.3a), sea la regién sombreada OPR un sector del circulo con el 4ngulo central 7 tal que
0 <t < /2. En las figuras 4.11.3a) a 4.11.3d) se ve que

area de AOPR < drea del sector OPR < érea de AOQR. (12)
y
0
P/
|
1,/ \! \
\\| : \\ /\
t . 1\ t A
o ﬁ—’ R 1 1 1
a) Circulo unitario b) Tridngulo OPR  c¢) Sector OPR d) Tridngulo rectdngulo OQOR

FIGURA 4.11.3 Circulo unitario del problema 40

a) Demuestre que el drea del AOPR es jsent, y que el drea del AOQR es 3 tant.

b) Ya que el drea de un sector de circulo es 3720, donde r es su radio y  esté en radia-
nes, entonces el drea del sector OPR es %t. Con este resultado y con las dreas del
inciso a), demuestre que la desigualdad en (12) da como resultado

sent
cost < —t < 1.

¢) Explique la forma en que la desigualdad anterior demuestra (1) cuando se hace que
r—0".

EJerc1 clos Las respuestas a problemas impares

CAPITULO 4 seleccionados comienzan en la pagina
de repaso Resp-16.

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en blanco.

=

7r/5 radianes = grados.

10 grados = radianes.

3. Los valores exactos de las coordenadas del punto P(r) del circulo unitario correspon-
dientes a t = 577/6 son

1

4. El angulo de referencia de 477/3 radianes es radianes.
5. tanl =
3
6. En la posicién normal, el lado terminal del dngulo 8 radianes estd en el cua-
drante. 5
7. Sisenf = —3,y 6 estd en el cuadrante IV, entonces sec 6 =
8. Sitant = 2,y testd en el cuadrante III, entonces cos t =

9. Lainterseccion con el eje y en la grafica de la funcién y = 2 sec(x + a)es
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10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Los valores de ¢ en el intervalo [0, 277] que satisfacen sen2s = 3 son
Si senu = %,0 <u<mf2y cosv = 1/\/5,377/2 < v < 277, entonces cos
(u+v=

Si cost = —%,77 < t < 37/2,entonces cos%t =

Una funcidn seno con periodo 4 y amplitud 6 se describe con

La primera asintota vertical de la graficade y = tan<x - Z) a la derecha del eje y

€S

T
sent + cost = sen<t + 4)
oni = (-3
Sisent = ¢, entonces cos| t — 5 =
. a
La amplituddey = —10 cos<3x> es .
(77 577)
cos| ——— | = .
6 4 -
97
El valor exacto de arccos cos? =

El periodo de la funcién y = 25en§t es

En los problemas 21 a 40 conteste cierto o falso.

21.
22,

23.

24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.

35.

36.
37.

38.
39.
40.

Sitant = 3, entonces sen = 3y cos t = 4.

En un tridngulo rectangulo, si senf = ¢}, entonces cot § = &
3
sec(—m) = csc - )

No hay 4ngulo 7 tal que sec ¢ = 3.

sen(2m — 1) = —sen t.

1 + sec’d = tan’f.

(5, 0) es un cruce de la grafica de y = 3 sen mx con el eje de las x.
(2m/3, — 1/\/3) es un punto de la grafica de y = cot x.

El contradominio de la funcién y = csc x es (—, —1], U [1, ).
La grafica de y = csc x no cruza el eje y.

La linea x = 7/2 es una asintota vertical de la grifica de y = tan x.
Si tan (x + ) = 0.3, entonces tan x = 0.3.

En la funcién seno y = —2 sen x sucede que —2 =y = 2.

sen 6x = 2 sen 3x cos 3x.

La grificade y = sen<2x - Z) es la grifica de y = sen 2x desplazada 77/3 unidades

hacia la derecha.

Como tan(57/4) = 1, entonces arctan(1) = 57/4.
arcsen(%) =30°.

f(x) = arcsen x no es periddica.

f(x) = x sen x es periddica cada 27r.

f(x) = sen(cos x) es una funcién par.

Capitulo 4 Ejercicios de repaso
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! 100 m

FIGURA 4.E5 Acantilado del
problema 65
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En los problemas 41 a 46 determine todas las ¢ en el intervalo [0, 277] que satisfagan la ecua-
cion.
42.cost —sent =0

44.sent = 2tant
46.tant — 3cott = 2

41.costsent —cost +sent — 1 =0
43.4sen’t—1=0
45.sent + cost = 1

En los problemas 47 a 50, resuelva el tridngulo satisfaciendo las condiciones indicadas.

47. a = 30°,8 = 70°,b = 10 48.v = 145°,a = 25,¢ = 20
49.a = 51°,b = 20,c = 10 50.a =4,b=6,c =3

En los problemas 51 a 58, calcule el valor indicado sin usar calculadora.

51.cos '(—3) 52. arcsen(—1)
53. cot(cos '3) 54. cos(arcsen?)
56. cos(arccos 0.42)

58. arctan(cos )

55.sen !(senr)

57. sen(arccos(%))

En los problemas 59 y 60 escriba la expresiéon como expresion algebraica en x.

59. sen(arccos x) 60. sec(tan ' x)

En los problemas 61 a 64, la grafica correspondiente se puede interpretar como una trans-
formacion rigida/no rigida de la grafica de y = sen x o de la gréfica de y = cos x. Deduzca
la ecuacién de la grafica, usando la funcién seno. A continuacién deduzca la ecuacién de la
misma grafica, esta vez mediante la funcién coseno.

62.

61. y y
/\Jf 1
: : : '/ x /\ /\
\/_Iﬂ 1M } } } X
- —JT JT
FIGURA 4.E1 Grafica del -1

problema 61 FIGURA 4E2 Grafica

del problema 62

63. 64. yT

— F—+—>x

FIGURA 4E4 Grafica del
problema 64

FIGURA 4.E3 Grafica
del problema 63

65. Un topdgrafo estd a 100 m de la base de un acantilado volado, y mide un dngulo de
elevacion de 28° desde su lugar hasta la parte superior del acantilado. Vea la FIGURA 4E.5.
Si el acantilado forma un dngulo de 65° con la horizontal, calcule su altura /.

66. Se lanza un cohete desde el nivel del piso, con un dngulo de elevacién de 43°. Si el
cohete hace blanco en un avién autémata que vuela a 20 000 pies de altura, calcule la
distancia horizontal entre el sitio de lanzamiento y el punto directamente abajo del avién
cuando es tocado. ;Cudl es la distancia en linea recta entre el lugar de lanzamiento y el
avion?
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67.

68.

69.

70.

71.

72.

Un esquiador acudtico sale de una rampa en un punto R, y aterriza en S. Vea la FIGURA
4£6. Un juez en el punto J mide un £ RJS de 47°. Si la distancia de la rampa al juez es
de 110 pies, calcule la longitud del salto. Suponga que el ZSRJ es de 90°.

FIGURA 4.£6 Esquiador acuatico del problema 67

El dngulo entre dos lados de un paralelogramo es de 40°. Si las longitudes de los lados
son 5y 10 cm, calcule las longitudes de las dos diagonales.

Un satélite meteoroldgico en Orbita sobre el ecuador terrestre, a una altura de H =

36 000 km, localiza una tempestad eléctrica hacia el norte, en P, a un dngulo de § =
6.5° con respecto a su vertical (la vertical del satélite). Vea la FIGURA 4E.7.

H

FiGuRA 4£7 Satélite del problema 69

a) Si el radio de la Tierra es aproximadamente R = 6 370 km, calcule la latitud ¢ de la
tempestad eléctrica.
b) Demuestre que los dngulos 0 y ¢ se relacionan por medio de

Rseng
H + R(1 — cos¢)

tanf =

Se puede demostrar que un balén de basquetbol de didmetro d, que estd llegando a la
canasta formando un dngulo 6 respecto a la horizontal, pasard por un aro de didmetro

D, si D sen 6 > d, donde 0° = 6 = 90°. Vea la Ficura 4E.8. Si el baldn tiene 24.6 cm de
didmetro, y el didmetro del aro es de 45 cm, ;entre qué intervalo de dngulos 6 de llegada
se producird una canasta?

Cada uno de los 24 satélites NAVSTAR del sistema de posicionamiento global (GPS)
describe una 6rbita alrededor de la Tierra a una altura 2 = 20 200 km. Con esta red de
satélites, un receptor GPS poco costoso, manual, puede determinar su posicién sobre

la superficie de la Tierra, con precisién de 10 m. Calcule la distancia méxima (en km)
sobre la superficie de la Tierra que puede observarse desde un solo satélite GPS. Vea la
FIGURA 4.R.9. Suponga que el radio de la Tierra es de 6 370 km. [Sugerencia: Calcule el
angulo central 0 que abarca al arco s.]

Un avién vuela horizontalmente a 400 millas por hora, y sube en dngulo de 6° con
respecto a la horizontal. Cuando pasa directamente arriba de un automévil que va a

60 millas por hora, estd a 2 millas arriba del vehiculo. Suponiendo que el avién y el
vehiculo permanecen en el mismo plano vertical, calcule el dngulo de elevacién desde el
automévil hasta el avidn después de 30 minutos.
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FIGURA 4.E8 Canasta del
problema 70

Satélite GPS

Receptor
. GPS

FIGURA 4E9 Satélite GPS del
problema 71
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32 pies 18 pies 73. Una casa mide 45 pies del frente a la parte trasera. El techo mide 32 pies desde el frente

/\ de la casa hasta la cumbrera, y 18 pies desde la cumbrera a la parte trasera de la casa.
Vea la FiGurA 4E.10. Calcule los dngulos de elevacion de las partes delantera y trasera del
techo.

74. Un poligono regular de cinco lados se llama pentdgono regular. Vea la figura 4.11.2. Use

FiGuRA 4£.10 Casa del problema medidas en radianes y determine la suma de los dngulos en los vértices de un pentagono

73 regular.

75. Segtn la enciclopedia en linea Wikipedia, un helicoptero francés piloteado por Jean
Boulet alcanz6 la altura récord del mundo de 12.440 m en 1972. ;Cudl hubiera sido el
dngulo de elevacion del helicoptero desde un punto P en el suelo a 2 000 m del punto
directamente debajo del helicéptero?

76. Considere el rectdngulo azul circunscrito alrededor del rectdngulo rojo en la FIGURA 4E.11.
Por medio del cdlculo se puede demostrar que el drea del rectdngulo azul es mayor

b cuando 0 = 7/4. Busque esta drea en términos de a y b.

45 pies

a 9& En los problemas 77 a 84, traduzca las palabras a una funcién adecuada.

77. Un canal de agua de 20 pies de longitud tiene forma de tridngulo isdsceles, con lados

de 4 pies de longitud. Vea la figura 2.8.21 en los ejercicios 2.8. Como se ve en la FIGURA
FIGURA 4E.11 Rectangulos del 4E12, sea 0 el dngulo entre la vertical y uno de los lados del canal. Exprese el volumen
problema 76 del canal en funcién de 26.

78. Una persona conduce un automévil y se acerca a un letrero de autosugerencia, como
se ve en la FIGURA 4E.13. Sea 6 su dangulo de vision de las orillas superior e inferior del
letrero, y sea x su distancia horizontal (en pies) a ese letrero. Exprese a 6 como funcién

P de x.
\4

=

FIGURA 4.E12 Seccion
transversal del canal
del problema 77

FIGURA 4E13 Letrero en la carretera para el
problema 78

79. Como se ve en la FIGURA 4E.14, una tabla estd sostenida por un caballete, para que uno
de sus extremos descanse en el piso y el otro contra un muro. Exprese la longitud de la
tabla en funcién del dngulo 6 indicado.

80. Un campesino desea cercar un pastizal en forma de tridngulo usando 2 000 pies de
cerca, que tiene a la mano. Vea la Ficura 4E.15. Demuestre que el drea del pastizal es una
funcién del angulo 6 indicado, como sigue:

3 pies

L—4pies—>| A(0)=1cot0-< 2000 )2

2 1+ cotf + csch
FIGURA 4.E14 Tabla del problema
79

il

FIGURA 4£.15 Pastizal del problema 80

0

FiGuRA 4E.16 Caja del problema
81 81. Exprese el volumen de la caja de la FiIcura 4E.16 en funcidn del angulo 6, indicado.
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82. Se dobla una esquina de una hoja de papel de 8.5 pulg x 11 pulg, hasta llegar a la orilla
de la hoja, como se ve en la FIGurA 4E.17. Exprese la longitud L del doblez en funcién del
angulo 6 que indica la figura.

83. Se debe fabricar un canal con una lamina metalica de 30 cm de ancho, doblando 10
cm de sus orillas hacia arriba, en cada lado, para que éstos formen dngulos iguales ¢
con la vertical. Vea la FIcura 4.18. Exprese el drea transversal del canal en funcién del
angulo ¢.

11 pulg

10 cm FIGURA 4£.17 Papel doblado del

FIGURA 4E.18 Canalon del problema 82
problema 83

84. Un tubo metilico debe transportarse horizontalmente para dar la vuelta a una esquinaen ~ © Pi\
angulo recto, desde un corredor de 8 pies de ancho hasta otro de 6 pies de ancho. Vea la \

FIGURA 4.E.19. Exprese la longitud L del tubo en funcién del dngulo 6 que indica la figura. \

~—8 pies—-

FIGURA 4E.19 Tubo del problema
84
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Funciones
exponenciales
y logaritmicas

B# Funciones exponenciales

[0 Introduccién En los capitulos anteriores estudiamos funciones como f(x) = % esto
es, una funcién con una base variable x y una potencia o exponente constante 2. Ahora exa-
minaremos funciones como f(x) = 2% en este caso tiene una base constante 2 y un exponente
variable x.

FUNCION EXPONENCIAL

Sib >0y b # 1, una funcion exponencial y = f(x) tiene la forma

f(x) = b~

El niimero b se llama base y x se 1lama exponente.

El dominio de una exponencial f definida en (1) es el conjunto de todos los nimeros reales
(—oo’ oo)‘

En (1), la base b se restringe a nimeros positivos, para garantizar que b siempre sea un
ndmero real. Por ejemplo, con esta restriccion se evitan nimeros complejos, como (—4)”.
También, cuando la base b = 1, tiene poco interés para nosotros, porque (1) es la funcién

S X —

constante f(x) = 1 = 1.

[0 Exponentes Como acabamos de mencionar, el dominio de una funcién exponencial
(1) es el conjunto de todos los nimeros reales. Eso quiere decir que el exponente x puede ser
un nimero racional o irracional. Por ejemplo, si la base es » = 3 y el exponente x es un nimero
racional, por ejemplo, x = +y x = 1.4, entonces

315 = \5/3 y 314 = 31410 — 375 — \5/37

Para un exponente x que sea un nimero irracional, b* esta definida, pero su definicién precisa
sale del alcance de este libro. Sin embargo, se puede sugerir un procedimiento para definir un
nimero como 3V En la representacion decimal de V2 = 1414213562 . . . se ve que los
nuimeros racionales

1,1.4,1.41,1.414,1.4142, 1.41421, . . .,

se aproximan sucesivamente cada vez mas a V/2. Si se usan estos nimeros racionales como
exponentes, cabe esperar que los nimeros

1 314 o141 21414 214142 4141421
3,3,34,3% 3 ,3 e
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2,9

FIGURA 5.1.1 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 2

288

Sean aproximaciones cada vez mejores a 3V2 En realidad, se puede demostrar que esto
es cierto, con una definicién precisa de »* para un valor irracional de x. De manera prac-
tica, se puede usar la tecla de una calculadora para obtener la aproximacién a 3V2 =
4.728804388.

O Leyes de los exponentes En la mayor parte de los textos de dlgebra, se enuncian
primero las leyes de los exponentes enteros, y después las de los exponentes racionales. Debi-
do a que se puede definir a b* para todos los nimeros reales x cuando b > 0, se puede demos-
trar que estas mismas leyes de los exponentes rigen a todos los exponentes de nimero real. Si
a>0,b>0yux, x; y x, representan nimeros reales, entonces

X1

] bx, . bxz — bx,+x2 X — bx,*xz
1) ii) e
o 1 _ . . .
iy —=b"" ) (b*1)% = p*»
b
a\* a*
b)* = a'b* -] =—.
v) (ab)* = a Vi) (b) =
| EJEMPLO 1 Reformulacion de una funcion

A veces usaremos las leyes de los exponentes para reformular una funcién, en forma distinta.
Por ejemplo, ni f(x) = 2* ni g(x) = 4 *tienen la forma precisa de la funcién exponencial de-
finida en (1). Sin embargo, segtin las leyes de los exponentes, f puede reformularse como f(x)
= 8(b = 8 en (1)), y g se puede expresar como g(x) = (¢)* (b = fgen(1)). Los detalles
se ven a continuacion:

por iv) la forma es ahora b*
fl0) =2 = @) =",

por iv)  por iii) la forma es ahora b*

1 \ \
g =42 = = () = (35). o

[0 Graficas Distinguiremos dos tipos de gréficas para (1), que dependerdn de si la base b
satisfaceab > 1,051 0 < b < 1. Los dos ejemplos que siguen ilustran, una a una, las graficas
de f(x) = 3"y de f(x) = (3)*. Antes de trazarlas, podemos hacer algunas observaciones in-
tuitivas acerca de ambas funciones. En razén de que las bases b = 3 y b = § son positivas,
los valores de 3"y de (§)* son positivos para todo nimero real x. Ademds, ni 3* ni (3)* pueden
ser cero para alguna x, por lo que las grificas de f(x) = 3*y f(x) = (3)* no intersecan al eje
x. También, 3° =1 y (3)° =1, por lo que f(0) = 1 en cada caso. Eso quiere decir que las
grificas de f(x) = 3" y f(x) = (3)" tienen la misma interseccién con el eje y, en (, 1).

| EJEMPLO 2 Grafica para b > 1

Graficar la funcién f(x) = 3%

Solucién Primero se hace una tabla de algunos valores de la funcién que correspondan
a valores preseleccionados de x. Como se ve en la FIGURA 5.1.1, se graficaron los puntos co-
rrespondientes que se obtuvieron de la tabla, y se unieron con una curva continua. La gréfica
muestra que f es una funcién creciente en el intervalo (—, o).

X =3 | =2
f(x) | %

1{0]1]2
1{319

o=
(SIS |
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| EJEMPLO 3 Graficade 0<b <1

Graficar la funcién f(x) = (3)*.

Solucién Procedemos como en el ejemplo anterior 2, y formamos una tabla de algunos
valores de la funcién que correspondan a valores preseleccionados de x. Por ejemplo, nétese
que, segln las leyes de los exponentes,

[(=2)=(72=03""2=3=09

Como se ve en la FIGURA 5.1.2, se graficaron los puntos correspondientes que se sacaron de la ta-
bla, y se unieron con una curva continua. En este caso, la grafica muestra que f es una funcién
decreciente en el intervalo (—, ).

X =3 -2|-1|0
f) 2719 3 ]1

S}

W= [ —
o=

Con frecuencia, las funciones exponenciales con bases que satisfagan 0 < b < 1, como
cuando b = %, se escriben en una forma alternativa. Se ve que y = (%)x es lo mismo que y =
37", De este tltimo resultado se desprende que la graficade y = 37" s6lo es la graficade y = 3*
reflejada en el eje y.

[0 Asintota horizontal La ricuras.1.a ilustra las dos formas generales que puede tener
la gréfica de una funcién exponencial f(x) = b*. Sin embargo, hay otro aspecto importante en
todas esas graficas. Obsérvese, en la figura 5.1.3, que para b > 1,

f(x) =b*—0 cuando x—> —0, <« grificaen azul
mientras que para 0 < b < 1,
f(x) =b*—0 cuando x —> oo, <« gréfica en rojo

En otras palabras, la linea y = 0 (el eje x) es una asintota horizontal en ambos tipos de gra-
ficas exponenciales.

O Propiedades de una funcion exponencial La lista siguiente resume algunas
de las propiedades importantes de la funcion exponencial f con base b. Vuelva a examinar las
gréficas de las figuras 5.1.1 a 5.1.3 cuando lea esta lista.

« El dominio de f es el conjunto de los nimeros reales, esto es, (—%, ).
« El contradominio de fes el conjunto de los ntimeros reales positivos, esto es, (0, ©).
« La interseccion con el eje y de festd en (0, 1). La gréfica de f no tiene interseccion
con el eje x.
» La funcidn f'es creciente para b > 1y es decreciente para 0 < b < 1. 2)
» Eleje x, esto es, y = 0, es una asintota horizontal en la grafica de f.
+ La funcién fes continua en (—%, %).
* La funcién f es uno-a-uno.

Aunque las gréficas de y = b" en el caso, por ejemplo, cuando b > 1, comparten la mis-
ma forma, y todas pasan por el mismo punto (0, 1), hay algunas diferencias sutiles. Mientras
mayor sea la base b la grifica sube con mds pendiente cuando x aumenta. En la FIGURA 5.1.4
se comparan las graficas de y = 5%, y = 3%, y = 2"y y = (1.2)", que se trazan en verde, azul,
amarillo y rojo, respectivamente, en los mismos ejes coordenados. Vemos en esta grafica que
los valores de y = (1.2)" aumentan con lentitud cuando x aumenta. Por ejemplo, para y = (1.2)",
f(3) = (1.2)> = 1.728, mientras que paray = 5, f(3) = 5° = 125.

El hecho que (1) sea funcién uno-a-uno es consecuencia de la prueba de la recta horizon-
tal descrita en la seccion 2.7. Note que en las figuras 5.1.1 a 5.1.4, una linea horizontal puede
cruzar una grafica exponencial cuando mucho en un punto.

5.1 Funciones exponenciales

X
FIGurRA 5.1.2 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 3
4En el caso de reflexiones en un eje
coordenado, vea ii) en la pdgina 62,
seccion 2.2
y
y=b',0<bh<1 y=b",b>1
0,1
X
y=0 y=0
Asintota Asintota
horizontal horizontal

FIGURA 5.1.3 f creciente para
b > 1; f decreciente para 0 <
b<1

FIGURA 5.1.4 Graficas de y = b*
parab =12,2,3y5.
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FIGuRA 5.1.5 Grafica desplazada
del ejemplo 4
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Naturalmente, se pueden obtener otras clases de graficas, mediante transformaciones ri-
gidas y no rigidas, o cuando se combina una funcién exponencial con otras funciones, en una
operacion aritmética o en composicioén de funciones. En los siguientes ejemplos examinare-
mos las variaciones de la grifica exponencial.

| EJEMPLO 4 Grafica desplazada horizontalmente

:3x+2

Graficar la funcién f(x)

Solucién Segun la descripcion de la seccion 2.2, se debe reconocer que la gréfica de f(x)
= 3" 2 es la gréfica de y = 3" desplazada 2 unidades hacia la izquierda. Recordemos que
como el desplazamiento es una transformacion rigida, en este caso a la izquierda, los puntos
en la grafica de f(x) = 3* * % son los puntos de la grafica de y = 3* movidos horizontalmente
2 unidades hacia la izquierda. Eso quiere decir que las ordenadas de los puntos (x, y) de la
grafica de y = 3" permanecen inalterados, pero de todas las abscisas de los puntos se resta 2.
Entonces, en la FiIgura 5.1.5 se observa que los puntos (0, 1) y (2, 9) de la grifica de y = 3" se
mueven, respectivamente, a los puntos (—2, 1)y (0, 9) de la grafica de f(x) = 3* "% [ |

La funcién f(x) = 3* * ? del ejemplo 4 se puede reformular, si se desea, como f(x) = 9 - 3*.
Mediante i) de las leyes de los exponentes, 3 2 =323 = 9. 3* De este modo, podemos re-
interpretar la gréfica de f(x) = 3* " ? como un estiramiento vertical de la grdfica de y = 3" por
un factor de 9. Por ejemplo, (1, 3) estd en la grifica de y = 3%, en tanto que (1, 9 - 3) = (1, 27)
estd en la grafica de f(x) = 3* "%

[0 EL nimero e Casi todo estudiante de mateméticas ha oido de, y probablemente ha
trabajado con, el famoso nimero irracional = = 3.141592654 . . . Recuerde que un nimero
irracional tiene decimales no repetitivos y que no terminan. En célculo y en matematicas apli-
cadas, el nimero irracional

e = 2718281828459 . ..

puede decirse que tiene un papel mas importante que el nimero 7. La definicion usual del
numero e es el nimero al cual tiende la funcién f(x) = (1 + 1/x)* cuando x crece sin limite en
direccién positiva, esto es, f(x) — e cuando x — %. Usando la notacién de limite introducida
en las secciones 1.5y 2.9, se escribe

, y
e = Xll_r)r;(l + x> . 3)

Vea los problemas 55 y 57, en los ejercicios 5.1. Con frecuencia se ve una definicién alter-
nativa del ndmero e. Si & = 1/x en (3), entonces, cuando x — %, al mismo tiempo 4 — 0. Por
consiguiente, una forma equivalente de (3) es

e = 1im(1 + h)'", 4)
h—0
Vea los problemas 56 y 58 de los ejercicios 5.1. Naturalmente, si de antemano damos por
definiciones del numero e las ecuaciones (3) y (4), surge la pregunta obvia: ;de donde vienen
esos extrafios limites? Una respuesta parcial, no satisfactoria, es: las definiciones (3) y (4) se
originan en el cdlculo. Si bien en este curso no se puede demostrar que existen los limites en
(3) y (4), describiremos los origenes de e en la seccion 5.4.

O La funcion exponencial natural Cuando se escoge que la base en (1) sea b = e,
la funcién

flx) =¢ (5)

CAPITULO 5 Funciones exponenciales y logaritmicas
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(1, e)

0, 1)

a)

Lo

(0, 1)

b)

FIGURA 5.1.6 Funcion exponencial natural (parte a), y su reciproca (parte b)

se llama funciéon exponencial natural. Como b =e¢ > 1y b = l/e < 1, las graficasde y = ¢*
yy=e *(oy = (l/e)*)se ven en la FIGURA 5.1.6.

Al verla, la funcién exponencial (5) no posee alguna caracteristica grafica notable que la
distinga, por ejemplo, de la funcidn f(x) = 3%, y no tiene propiedades especiales ademds que
las de la lista (2). Como se menciond, las dudas acerca de las razones por las cuales (5) es una
funcién “natural” y la funcién exponencial mas importante, sélo pueden aclararse totalmente
en los cursos de calculo y posteriores. Exploraremos aqui algo de la importancia del nimero
e en las secciones 5.3 y 5.4.

| EJEMPLO 5

Graficar la funcién f(x) = 2 — ¢ . Indicar el contradominio.

Solucién Primero se traza la grificade y = e, como se indica en el inciso a) de la FiGura
5.1.7. A continuacion se refleja la primera grafica en el eje x para obtener lade y = —e " en
el inciso b) de la figura 5.1.7. Por dltimo, la gréfica del inciso ¢) de la figura 5.1.7 se obtiene
desplazando la grafica del inciso b) 2 unidades hacia arriba.

La interseccién con el eje y (0, —1) de y = —e " cuando se desplaza 2 unidades hacia
arriba nos regresa a la ordenada original al origen del inciso a), de la figura 5.1.7. Por dltimo,
la asintota horizontal y = 0 en los incisos @) y b) de la figura se traslada a y = 2 en el inciso c¢)
de la figura 5.1.7. De acuerdo con esta ultima grafica, se puede llegar a la conclusién de que el
contradominio de la funcién f(x) = 2 — ¢ " es el conjunto de los nimeros reales definido por
y < 2; esto es, el intervalo (—<°, 2) en el eje y.

Grafica desplazada verticalmente

4 Usando transformaciones rigidas,
observe que la graficadey = e "es
la grifica de f(x) = e* reflejada en
eleje ydesdey = f(—x) = e *. Vea
la pagina 62.

a) Se comienza con la graficade y =e¢™  b) Grafica a) reflejada en el eje x

FicurA 5.1.7 Grafica de la funcidn del ejemplo 5 ]

En el proximo ejemplo se grafica la composicién de la funcién exponencial natural y = ¢*
con la funcién polinomial cuadritica simple y = —x.

5.1 Funciones exponenciales

¢) Grafica b) desplazada 2 unidades hacia arriba
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FIGURA 5.1.8 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 6
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| EJEMPLO 6 Composicion de funciones

xl

Graficar la funcién f(x) = e .

Solucién Como f(0) = ¢ "= ¢° = 1, la interseccion con el eje y de las gréficas estd en (0, 1).
También, f(x) # 0, porque e #0 para todo niimero real x. Eso quiere decir que la grafica de
fno tiene interseccion con el eje x. Entonces, de

fl=x) = = = f(x)

se desprende que f es una funcion par, por lo que su grafica es simétrica con respecto al eje y.
Por ultimo, se observa que

f(x) = —— 0cuando x — .

e

También, por simetria se puede decir que f(x) — 0 cuando x — —c°. Esto demuestra que y = 0
es una asintota horizontal de la grafica de f. La grafica de f se ve en la FIGURA 5.1.8. [ |

Las gréficas con forma de campana, como la de la figura 5.1.8, son muy importantes
cuando se estudia probabilidad y estadistica.

[0 Propiedad uno-a-uno Recordamos, de (1) en la seccién 2.7, que una funcién uno-
a-uno f posee la propiedad que si f(x;) = f(x,), entonces x, = x,. Como f(x) = b es uno-a-uno,
entonces

Si b = b™, entonces x; = x,. (6)

Como veremos en el proximo ejemplo, la propiedad en (6) permite resolver ciertas clases de
ecuaciones exponenciales.

| EJEMPLO 7 Una ecuacion exponencial

Despejar x de 2° 3 = 8+,
Solucién Se ve en el lado derecho de esta igualdad que 8 se puede escribir como una
potencia de 2; esto es, 8 = 2°. Ademds, segtin las leyes de los exponentes,

de acuerdo con iv) se multiplican los exponentes

L
8x+1 — (23)x+1 — 23x+3.

Entonces, la ecuacion es igual que

2x—3 — 23x+3

De acuerdo con la propiedad uno-a-uno (6), los exponentes son iguales, esto es, x — 3 = 3x + 3.

Entonces, al despejar x se obtiene 2x = —6, 0 x = —3. Se recomienda al lector comprobar este
resultado, sustituyendo x por —3 en la ecuacién original. [ |
| EJEMPLO 8 Una ecuacion exponencial

Despejar x de 72+ 1 = 343,
Solucién Se observa que 343 = 7°, y entonces se tiene la misma base en ambos lados de
la igualdad:

72(x+ 1) — 73

Entonces, de acuerdo con (6), se pueden igualar los exponentes y despejar x:

20x+1)=3
2x+2=3
2x =1
x=%. |

CAPITULO 5 Funciones exponenciales y logaritmicas



Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-16.

En los problemas 1 a 12, trace la grafica de la funcién f. Determine la interseccion con
el eje y y la asintota horizontal de la grafica. Indique si la funcién es creciente o decre-
ciente.

L f(x) = ()" 2. f(x) = G3)

3. f(x) = —2* 4 f(x) = —2°

5. f(x) = 2! 6. f(x) = 22

7. f(x) = =5+ 3* 8 f(x) =2+37"
9. f(x) =3 - (5)" 10. f(x) =9 — ¢

11. f(x) = =1 + &3 12. f(x) = =3 — "3

En los problemas 13 a 16, deduzca una funcién exponencial f(x) = b"* tal que la grafica de f
pase por el punto dado.

13. (3, 216) 14. (—1,5)
15. (—1, ¢?) 16. (2, ¢)

En los problemas 17 y 18 determine el contradominio de la funcién.
17. f(x) =5+ ¢ * 18. f(x) =4 — 27"

En los problemas 19 a 24, determine las coordenadas de los cruces de la gréfica de la fun-
cion con los ejes x y y. No trace las graficas.

19. f(x) =2~ 4 20. f(x) = 3% + 9
21. f(x) = xe* + 10e* 22. f(x) = x2* — 2*
2 —6+27"
23. f(x) = x%8" + 528" + 6x8" M flx) =
X

En los problemas 25 a 28, use una grafica para resolver la desigualdad.
25.2° > 16 26. ¢ =1
27. 72 < 1 28.(3)*=38

En los problemas 29 y 30 use la grafica de la figura 5.1.8 para trazar la grafica de la fun-
cién f.

29. f(x) = e ¥ 30. f(x) =3 — e &V

En los problemas 31 y 32, use f(—x) = f(x) para demostrar que la funcién es par. Trace la
gréifica de f.

31. f(x) = e*

En los problemas 33 a 36, use las grificas que obtuvo en los problemas 31 y 32 como ayuda
para trazar la grafica de la funcion f indicada.

2

32. f(x) = e

3. f(x) =1 — e 34. f(x) =2 + 3
35. f(x) = =72 36. f(x) = "

37. Demuestre que f(x) = 2* + 27" es una funcién par. Trace la gréfica de f.
38. Demuestre que f(x) = 2* — 27" es una funcién impar. Trace la gréifica de f.

5.1 Funciones exponenciales
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En los problemas 39 a 46 use la propiedad uno-a-uno (6) para resolver la ecuaciéon exponen-
cial respectiva.

-2 1 L\ 3
39.107% = —— 40.(—) =¢
1 000 e
41.8°°7-1=0 42.3-273)*=0
49
43.2%-3% = 36 44. = =
316
45. 3" = 27° 46. 5773 = 25+

En los problemas 47 a 50, factorice o use la férmula cuadratica para resolver la ecuacion.

47. (5%)2 — 26(5%) +25 =0

48.64* — 10(8) + 16 = 0

49.2° + 275 =2

50. (10°)2 + 10(10°) — 1000(10*) — 10000 = 0

En los problemas 51 y 52, determine la interseccion con el eje x de la grafica de la funcién
dada.

51 f(x) = "™ — e 52. f(x) =2 — 4(0.1)*
En los problemas 53 y 54, trace la gréfica de la funcién f definida por secciones.

—e*, x <0

—e S x=0

e, x=0

—e*, x>0

53. f(x) = { 54. f(x) = {

Problemas para calculadora o computadora

En los problemas 55 y 56, use una calculadora para llenar la tabla respectiva.

55.

X 10 100 1000 | 10000 100 000 1 000 000
(14 1/x)*

S6. h 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
(1 + n)th

57. a) Use una graficadora para trazar las funciones f(x) = (1 + 1/x)'y g(x) = ¢, enel
mismo conjunto de ejes coordenados. Use los intervalos (0, 10], (0, 100]y (0, 1 000].
Describa el comportamiento de f para grandes valores de x, Graficamente, ;qué es
glx) = e?

b) Grafique la funcién f del inciso a), en el intervalo [— 10, 0). Sobreponga esta grafica
con la grafica de fen (0, 10] que obtuvo en el inciso a). (Es f una funcién continua?

58. Use una graficadora para trazar la funcién f(x) = (1 + x)'" en los intervalos [0.1, 1],

[0.01, 1]y [0.001, 1]. Describa el comportamiento de f cerca de x = 0.

En los problemas 59 y 60 use una graficadora para ayudarse a determinar las abscisas al
origen de las gréficas de las funciones fy g.

59. f(x) = x% g(x) =2° 60. f(x) = x%, g(x) = 3°

Para discusion

61. Suponga que 2' = a, y que 6' = b. Conteste lo siguiente, usando las leyes de los expo-
nentes que se presentaron en esta seccion.

CAPITULO 5 Funciones exponenciales y logaritmicas



a) (A quéesigual 12?7 b) (A qué es igual 37
¢) (A quéesigual 6°7? d) (A qué es igual 6*?
e) (A qué esigual 27327 D (A qué esigual 18"
62. Analice: ;{Qué hace que la grifica de y = e parezca semejante? No use graficadora.

En los problemas 63 y 64, la expresion fraccionaria se puede descomponer en fracciones
parciales. Vea la seccién 3.6. Describa como se puede hacer y ponga a funcionar sus
ideas.

et e2t

63. (e" + 1)%(e' — 2) 64. (¢ +1)

@ Funciones logaritmicas

[0 Introduccion Debido a que una funcién exponencial y = b* es uno-a-uno, debe tener
una funcién inversa. Para determinar esta inversa se intercambian las variables x y y, y se ob-
tiene x = b’. Esta dltima férmula define a y en funcion de x:

y es el exponente de la base b que da como resultado x.

Al sustituir la palabra exponente por la palabra logaritmo, se puede reformular este dltimo
renglén como sigue:

vy es el logaritmo de la base b que da como resultado x.

Este tdltimo renglén se abrevia con la notacién y = log, x, y se llama funcién logaritmica.

FUNCION LOGARITMICA

La funcion logaritmica con la base b > 0, b # 1, se define por

y = log,x si,ysélosi, x = b

Para b > 0, no hay ntimero real y para el cual »* pueda ser 0 o negativo. Por consiguiente, de
acuerdo con x = b’, se ve que x > 0. En otras palabras, el dominio de una funcién logaritmica
y = log, x es el conjunto de los nimeros reales positivos (0, %).

Para subrayar todo lo que se dijo en las frases anteriores:

La expresion logaritmica'y = log,x y la expresion exponencial x = b’ son equiva-
lentes,

esto es, quieren decir lo mismo. Como consecuencia, dentro de un contexto especifico como
en la solucién de un problema, se puede usar la forma que sea mas cdmoda. La tabla siguiente
muestra algunos ejemplos de declaraciones equivalentes, exponenciales y logaritmicas.

Forma logaritmica | Forma exponencial
log;9 = 2 9 =3’

logg2 = 3 2=28'"

log,,0.001 = —3 0.001 = 107°
log,5 = —1 5=b"

5.2 Funciones logaritmicas
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[0 Graficas Vimos en la seccién 2.7 que la grafica de una funcién inversa puede obtenerse
reflejando la grafica de la funcion original en la recta y = x. Se usé esta técnica para obtener
gréficas rojas a partir de graficas azules en la Ficura 5.2.1. Si el lector revisa las dos graficas, en
la figura 5.2.1a) y 5.2.1b), recuerde que el dominio (—2, %)y el contradominio (0, ») de y = b*
se transforman, respectivamente, en el contradominio (—2°, ) y el dominio (0, ) de y = logx.
También, observe que la interseccién con el eje y (0, 1) de la funcién exponencial (gréficas azu-
les) se transforma en el cruce con el eje x (1, 0) en la funcién logaritmica (graficas rojas).

) = b‘\‘
) y
0,1
7/
7/
7/
7/
7/
7/
x=0 x=0
asintota asintota
vertical vertical
a) Base b > 1 b)Base0<b< 1

FIGuRA 5.2.1 Graficas de funciones logaritmicas

[0 Asintota vertical Cuando la funcién exponencial se refleja en la recta y = x, la asin-
tota horizontal y = 0 de la grafica de y = b" se transforma en una asintota vertical de la grafica
de y = log,x. En la figura 5.2.1 se ve que para b > 1,

IOng — —o cuando x — 0+, <« gréfica rojaen a)
mientras que para0 < b < 1,
log,,x —> ® cuando x—0". <« gréfica rojaen b

De acuerdo con (7) de la seccién 3.5, se llega a la conclusién de que x = 0, que es la ecuacion
del eje y, es una asintota vertical de la grafica de y = log,x.

O Propiedades de la funcion logaﬁtmica La lista que sigue resume algunas de
las propiedades importantes de la funcién logaritmica f(x) = log ,x.

« El dominio de fes el conjunto de los niimeros reales positivos, esto es, (0, ©).
« El contradominio de fes el conjunto de los niimeros reales, esto es, (—%, ).
« El cruce de f con el eje x estd en (1, 0). La gréfica de f no tiene interseccion
con el eje y. 2)
 La funcion fes creciente para b > 1 y decreciente para 0 < b < 1.
* Eleje y, esto es, x = 0, es asintota vertical de la grafica de f.
« La funcién fes continua en (0, «).
 La funcioén f es uno-a-uno.

Deseamos llamar la atencion al tercer punto de la lista anterior:
log,1 =0 yaque b°=1. 3)
También log,b =1 yaque b'=b. 4)

Asi, ademds de (1, 0), la gréfica de toda funcién logaritmica (1) con base b también contiene al
punto (b, 1). La equivalencia de y = log,x y x = b” también llega a dos identidades, que a ve-
ces son utiles. Al sustituir y = log,x en x = b”, y después x = b’ en y = log,x, se obtiene:
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x=Db"%" y y=log,b. (5
Por ejemplo, de (5), 8°&!° = 10y log,,10° = 5.

| EJEMPLO 1 Grafica logaritmica para b > 1

Graficar f(x) = log,o(x + 10).

Solucion Es la grafica de y = log,,x, que tiene la forma que muestra la figura 5.2.1a),
desplazada 10 unidades hacia la izquierda. Para subrayar el hecho que el dominio de una fun-
cion logaritmica es el conjunto de los niimeros reales positivos, se puede obtener el dominio
de f(x) = log;o(x + 10), con el requisito que se debe cumplir x + 10 > 0 o que x > —10. En
notacion de intervalos, el dominio de fes (—10, «). En la tabla siguiente se eligieron valores
adecuados de x para graficar algunos puntos.

X -9 | 0 | 90
fx) | o | 1] 2

Notese que
f(_9) = lOglol =0 < por (3)
f(0) =log;p10 =1 < por (4)

La asintota vertical x = 0 de la grafica de y = logyx se transforma en x = —10 de la grafica
desplazada. Esta asintota es la recta vertical interrumpida en la FIGURA 5.2.2. [ |

O Logaritmo natural Los logaritmos con base b = 10 se llaman logaritmos base 10
o logaritmos comunes, y a los logaritmos con base b = e se les llama logaritmos naturales.
Ademads se acostumbra escribir el logaritmo natural

log,x como Inx.

Se acostumbra decir que el simbolo “In x” es “ele ene x”. Como b = ¢ > 1, la graficade y =
Inx tiene la forma caracteristica logaritmica que se ve en la figura 5.2.1a). Vea la FIGURA 5.2.3.
En el caso de la base b = e, la ecuacion (1) se transforma en

y=Inx si,ysélosi, x = ¢ (6)
Las ecuaciones andlogas a (3) y (4) del logaritmo natural son:
Inl =0 yaque & = 1. (7)
Ine =1 yaque e' =e. (8)
Las identidades (5) se transforman en
x = y y=Ine C)

Por ejemplo, de acuerdo con (9), e !* = 13.
Los logaritmos base 10 y naturales se pueden encontrar en todas las calculadoras.

[0 Leyes de los logaritmos Se pueden modificar las leyes de los exponentes de la
seccién 5.1 para indicar en forma equivalente las leyes de los logaritmos. Para visualizarlo,
supongamos que se escriben M = b y N = b*™. Entonces, de acuerdo con (1), x; = log,M y
x, = log,N.

Producto: Segiin i) de la seccién 5.1, MN = b"'**2, Expresado como logaritmo, esto es
X, + x, = log, MN. Se sustituyen x; y x, para llegar a

logyM + log, N = log,MN.

Cociente: De acuerdo con ii) de la seccion 5.1, M/N = b*~ ™. Expresado como logarit-
mo, esto es x; — x, = logy(M/N). Se sustituyen x; y x, para obtener

log,M — log,N = log, (M/N).

5.2 Funciones logaritmicas

y =log,,(x + 10)
(90, 2)

T
X
-9,0)] | 50 100

FIGURA 5.2.2 Grafica de la fun-
cion del ejemplo 1

FIGURA 5.2.3 Grafica de la fun-
cion logaritmo natural
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Potencia: Segun iv) de la seccién 5.1, M€ = b*"'. Expresado como logaritmo, esto es
cx; = log,M°. Se sustituye x, para obtener

clogyM = log, M°.

Para comodidad, y como futura referencia, resumiremos a continuacion estas leyes de produc-
to, cociente y potencia de los logaritmos.

LEYES DE LOS LOGARITMOS

Para toda base b > 0, b # 1, y para los nimeros positivos M y N,
i) log,MN = log,M + log, N

M
ii) log, <N> = logy,M — log, N

iii) log, M = clog, M, para cualquier nimero real c.

N

HREVEE Leyes de los logaritmos

Simplificar y escribir como un solo logaritmo

1In36 + 2In4 — In4.

Solucion Hay varias formas de atacar este problema. Por ejemplo, obsérvese que el se-
gundo y el tercer términos se pueden combinar aritméticamente como sigue:

2In4 — In4 = In4. < andlogoa2x — x = x
También se puede aplicar la ley iii) y después la ley ii), para combinar estos términos:

2In4 — In4 = In4?> — In4

=1Inl16 — In4
= In%¢
= In4.
Por consiguiente 3In36 + 2In4 — In4 = In(36)"? + In4 < por i)
= In6 + In4
= |n24. <« por i) |
| EJEMPLO 3 Reformulacion de expresiones logaritmicas
Usar las leyes de los logaritmos para reformular cada expresion, y evaluarla.
1
a) InVe ByInse  ¢)ln
Solucion

a) Como \/; = ¢!, entonces de acuerdo con iii) de las leyes de los logaritmos,

ln\[ = ne'? = %]ne = % <« de acuerdo con (8),Ine = 1

b) De i) de las leyes de los logaritmos, y con una calculadora:

In5¢ = In5 + Ine = In5 + 1 = 2.6094.

¢) Segiin ii) de las leyes de los logaritmos,
1
ln; =Inl —lne=0—-1=—1. < de acuerdo con (7) y (8)
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Notese que aqui también se pudo haber usado iii) de las leyes de los logaritmos:

1
ln; =Ine ' =(—1)lne=—1. <«ne-1 u

O Pro piedad uno-a-uno El anélogo logaritmico de la propiedad uno-a-uno de las fun-
ciones exponenciales, (6) de la seccién 5.1, es:

Si log,x, = log,x,, entonces x; = x,. (10)

Como se vio en la seccién 5.1 en el caso de la funcién exponencial y = b~ la propiedad uno-
a-uno de la funcién logaritmica puede usarse para resolver ciertos tipos de ecuaciones.

| EJEMPLO 4 Uso de la propiedad uno-a-uno

Despejar xde In2 + In(4x — 1) = In(2x + 5).
Solucion Segin i) de las leyes de los logaritmos, el lado izquierdo de la ecuacién se
puede expresar como

In2 + In(4x — 1) = In2(4x — 1) = In(8x — 2).

Entonces, la ecuacién original es

In(8x — 2) = In(2x + 5).

Como dos logaritmos con la misma base son iguales, de inmediato se ve que, por la propiedad
uno-a-uno (10),

7
8x —2=2x+5 osea 6x=7 0x=g. u

[0 Solucion de ecuaciones El ejemplo 4 ilustra s6lo uno de varios procedimientos
que se pueden usar para resolver una diversidad de ecuaciones exponenciales y logaritmicas.
A continuacién se presenta una lista de estrategias para hacerlo:

« Usar las propiedades uno-a-uno de b* y de log ,x.

» Reformular una expresioén exponencial como expresion logaritmica.

» Reformular una expresion logaritmica como una expresion exponencial.

 Para ecuaciones a” = b™, donde a # b, sacar el logaritmo natural de ambos lados y
simplificar usando iii) de las leyes de los logaritmos.

| EJEMPLO 5 Reformulacion de una expresion exponencial

Despejar k de ¢'% = 7.
Solucion Se usara (6) para reescribir la expresion exponencial dada como una expresion
logaritmica:

e'% =7 quiere decir que 10k = In7.

Por consiguiente, con ayuda de una calculadora,

1
= —In7 = 0.1946. [ ]
k 0 n7 = 0.19
| EJEMPLO 6 Reformulacion de una expresion exponencial

Despejar x de log,x = 5.
Solucion Se usard (1) para reexpresar la ecuacién logaritmica como su forma exponen-
cial equivalente:

x =2 =32 u

5.2 Funciones logaritmicas
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interseccion
con el eje x

FIGURA 5.2.4 Interseccion de y =

2 — 5 con el

300

eje x

| EJEMPLO 7 Sacar In en ambos lados

2 3%~ 4

Resolver para x e

Solucién Como las bases de la expresion exponencial a cada lado de la ecuacion son
diferentes, una forma de proceder es sacar el logaritmo natural (también se podria usar el
logaritmo comiin) de ambos lados. De la igualdad

Ine* = In3**
y iii) de las leyes de los logaritmos, se obtiene
2xIne = (x — 4)In3.
Abhora, usando In e = 1 y la ley distributiva, la tltima ecuacién se transforma en

2x = xIn3 — 4 1n3.
Se retinen los términos en x en un lado de la igualdad, para llegar a

sacar x como factor comtun de estos términos
—_—

—41n3
2x — xIn3 = —4In3 o (2—In3)x=—4In3 o x=

2 — In3’

Se recomienda al lector confirme que el resultado es x = —4.8752. |

[0 Cambio de base Supongamos que se desea determinar la interseccion con el eje x de
la graficade y = 2" — 5. Vea la Ficura 5.2.4. Siy = 0, se ve que x es la solucién de la ecuacién
2* — 5 =0, ode 2" = 5. Ahora bien, una solucién perfectamente vélida es x = log, 5. Pero,
desde un punto de vista computacional (esto es, de expresar x como un ndmero), el dltimo
resultado no es deseable, porque ninguna calculadora tiene una funcién logaritmica con la
base 2. Se puede calcular el resultado cambiando log, 5 al logaritmo natural, sélo con sacar el
logaritmo natural de ambos lados de la ecuacién exponencial 2* = 5:

In2* = In5
Nota: En realidad aqui xIn2 = In5

dividimos los In5
logaritmos — x = — = 2732109.
In2

A prop6sito, como comenzamos con x = log, 5, este dltimo resultado también demuestra la
In5

igualdad log, 5 = 13-

| EJEMPLO 8 Cambio de base

Determinar la x en el dominio de f(x) = 8" para la cual f(x) = 73.
Solucion Se debe determinar una solucién de la ecuacion 8° = 73. Luego de sacar el
logaritmo natural de ambos lados de esta ultima ecuacién, y despejar x, se obtiene

In73
In8 °

In8 =1In73 yasi x =

In73 s ey .
Con ayuda de una calculadora se ve que x = % ~ 2.0633. Como en la exposici6n anterior a

este ejemplo, en realidad hemos cambiado las bases de x = logg73 a x = % [ |

Para convertir un logaritmo con cualquier base » > 0 al logaritmo natural, primero se
reordena la expresion logaritmica x = log, N como una expresion exponencial equivalente
b* = N. A continuacién se saca el logaritmo natural de ambos lados de esta dltima igualdad, y
se despeja x de la ecuacion resultante, x In » = In N. Con esto se obtiene la férmula general

InN

lnib. (11)

log, N =
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NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

i) Con frecuencia los alumnos batallan con el concepto de loga-
ritmo. Puede ser que les ayude repetir algunas docenas de ve-
ces “un logaritmo es un exponente”. También puede ayudarse
leyendo una declaraciéon como 3 = log;,1 000 en la forma “3
es el exponente al que hay que elevar 10 para...".

ii) En el caso de ecuaciones logaritmicas, como la del ejemplo
4, debe usted acostumbrarse a cambiar su resultado, sus-
tituyendo de nuevo en la ecuacidn original. Es posible que una ecuacién
logaritmica tenga una solucién adicional. Ahora, resuelva los problemas 57
y 58 en los ejercicios 5.2.

iii) Tenga mucho cuidado al aplicar las leyes de los logaritmos. El logaritmo no
se distribuye sobre la suma. En otras palabras,

log, (M + N) # log,M + log, N.
log, M

También,
log, N

# log,M — log, N.

En general, no hay manera de reformular ya sea

log,(M + N) log, M

log, N °
iv) En calculo, el primer paso de un procedimiento llamado diferenciacion loga-
ritmica requiere sacar el logaritmo natural de ambos lados de una funcién
. xVx2+5 . .
complicada como y = o La idea es usar las leyes de los logaritmos
8x”* + 2
para transformar potencias a miltiplos constantes, productos en sumas y
cocientes en diferencias. Vea los problemas 51 a 54 de los ejercicios 5.2.
v) Al avanzar en cursos superiores de matematicas, ciencias e ingenieria, vera
diferentes notaciones de la funcion exponencial natural, asi como del logarit-
mo natural. Por ejemplo, en algunas calculadoras se puede ver y = exp x y no
y = ¢". En el sistema Mathematica, de algebra computacional, la funcién ex-
ponencial natural se escribe Exp[x]y el logaritmo natural se escribe Log|x].

comienzan en la pagina RESP-17.

@ Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

En los problemas 1 a 6 reformule la expresion exponencial en forma de una expresion loga-
ritmica equivalente.

14772 =3 2.9 =1
3.10* = 10000 4. 1003010 =2
5.t =v 6. (a + bP =a* + 2ab + b?

En los problemas 7 a 12 reformule la expresion logaritmica en forma de una expresion expo-
nencial equivalente.

7.log, 128 = 7 8.log,5s = —2
9.log\581 = 8 10. log, 2 = ;
11. log,u = v 12. log, b* = 2

5.2 Funciones logaritmicas
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En los problemas 13 a 18 determine el valor exacto del logaritmo.

13. log,, (0.0000001) 14. log, 64
15. log, (2* + 2?) 16. log, §
17. Ine® 18. In(e*e®)

En los problemas 19 a 22 determine el valor exacto de la expresién indicada.

19. 10'"g0® 20. 25088
21, 7 22, g7

En los problemas 23 y 24 deduzca una funcién logaritmica f(x) = log,x tal que la gréfica de
[ pase por el punto indicado.

23. (49, 2) 24. (4,%)

En los problemas 25 a 32, determine el dominio de la funcién f. Determine la interseccion
con el eje x y la asintota vertical de la grafica. Trace la grafica de f.

25. f(x) = —log,x 26. f(x) = —log,(x + 1)
27. f(x) = log,(—x) 28. f(x) =log,(3 — x)

29. f(x) = 3 — log, (x + 3) 30. f(x) = 1 — 2log, (x — 4)
31. f(x) = —1 + Inx 2.f(x)=1+1In(x —2)

En los problemas 33 y 34, resuelva la desigualdad con una gréfica.
3.In(x+1)<0 34. log;y(x +3) >1

35. Demuestre que f(x) = In|x|es una funcién par. Trace la gréfica de f. Determine las inter-
secciones con el eje x y la asintota vertical de la grafica.

36. Use la gréfica que obtuvo en el problema 35 para trazar la graficade y = In|x — 2.
Determine la interseccion con el eje x y la asintota vertical de la gréfica.

En los problemas 37 y 38, trace la grafica de la funcion f respectiva.
37. f(x) = |Inx]| 38. f(x) = |In(x + 1)]

En los problemas 39 a 44, describa el dominio de la funcién f.

39. f(x) = In(2x — 3) 40. f(x) =In(3 — x)
41. f(x) = In(9 — x?) 42. f(x) = In(x? — 2x)
43. f(x) = VInx 44. f(x) = é

En los problemas 45 a 50, use las leyes de los logaritmos para reescribir la expresion dada
como logaritmo.

45. log,o2 + 2log,,5 46. 31ogs49 — 1logs8 + 13log; 1
47.1n(x* — 4) — In(x2 + 2) 48. ln(j}c) — 2Inx® — 4lny
49.1n5 + In5% + In5° — In5° 50.5In2 + 2In3 — 3In4

En los problemas 51 a 54 aplique las leyes de los logaritmos de modo que In y no contenga
productos, cocientes ni potencias.

xOVx2+5 (2x + 1)(3x + 2)
SlLy=+ YX T2 52,y =
\/8x3 + 2 4x + 3

3 _ 3 5(.4 + 3 2 +1 8
53.y = (7 = 3P+ 3" + 1) 54,y = 64x\V/x + IV32 + 2
Vx(7x + 5)°
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En los problemas 55 a 60 use la propiedad uno-a-uno (10) para resolver la ecuacién logarit-
mica indicada.

55. log,x — log, 10 = log,9.3

56.In3 +In(2x — 1) =Ind4 + In(x + 1)

57.Inx + In(x — 2) = In3

58.In(x + 3) + In(x — 4) — Inx = In3

59. log, (x — 3) — log,(2x + 1) = —log,4

60. logs3x — logg(x + 1) = logg1

En los problemas 61 a 64, factorice o use la férmula cuadratica para resolver la ecuacién
indicada.

61. (5 —2(5) —1=0 62.2° — 12(2*) +35=0

63. (Inx)> + Inx =2 64. (log;o2x)* = log,o(2x)?

En los problemas 65 a 72 use las propiedades de los logaritmos para resolver la ecuacién
indicada.

1
65. logo = 2 66.2 — logs\/x2 + 17 =0
67. log, (log;x) = 2 68. logs|1 — x| =1
69. log, (10x — x?) = 4 70. logs(x* + 1) = 4
log, 8" 1
71. log: 81" — logs3 = 72,225 _
log,y 2

En los problemas 73 y 74 use logaritmos naturales para determinar x en el dominio de la
funcion indicada, para la cual f tenga el valor indicado.

73. f(x) = 6% f(x) = 51 74. f(x) = Q)5 f(x) =7
En los problemas 75 a 78 use logaritmos naturales para determinar x.

75.2°*3 =9 76.4-7% =9
77.5% = 2¢°*! 78. 3271 = px 3
77. A veces, en ciencias, es 1til mostrar datos usando coordenadas logaritmicas. ;Cuales de
las siguientes ecuaciones determina la grafica que muestra la FIGURA 5.2.57
i)y y=2x+1 ii)y=e+ x*

i) y = ex? v) X’y =e

Para discusion

80. Sia>0yb>0,a # b, entonces log ,x es un miltiplo constante de log,x. Esto es, log ,x
= k log,x. Determine k.

81. Demuestre que (log;ye) (log,10) = 1. ;Se puede generalizar este resultado?

82. Explique: ;Cémo pueden obtenerse las gréficas de las funciones indicadas a partir de
la gréfica de f(x) = In x mediante una transformacién rigida (un desplazamiento o una
reflexion)?

a) y = In5x b) y= lng ¢) y=1Inx"! d) y=1In(—x)

5.2 Funciones logaritmicas
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Bacterias E. coli

Cuando deba resolver problemas
como éste, asegurese de guardar
el valor de k en la memoria de su
calculadora.

E* Modelos exponenciales y logaritmicos

[0 Introduccion Enestaseccién se examinaran algunos modelos matematicos. Hablan-
do con generalidad, un modelo matematico es una descripciéon matematica de algo que se
llama sistema. Para construir un modelo matematico se comienza con un conjunto de hipétesis
razonables acerca del sistema que se esté tratando de describir. En estas hipétesis se incluyen
todas las leyes empiricas que sean aplicables al sistema. El resultado final podria ser una des-
cripcion tan simple como lo es una funcion.

[0 Modelos exponenciales En ciencias fisicas aparece con frecuencia la expresién
exponencial Ce", donde C y k son constantes de modelos matematicos de sistemas que cam-
bian con el tiempo ¢. En consecuencia, los modelos matematicos se suelen usar para predecir
un estado futuro de un sistema. Por ejemplo, se usan modelos matematicos extremadamente
complicados para pronosticar el tiempo en diversas regiones de un pais durante, por ejemplo,
la semana préxima.

[0 Crecimiento demografico En un modelo de una poblacién en crecimiento, se su-
pone que la tasa de crecimiento de la poblacion es proporcional a la cantidad presente en el
momento 7. Si P(t) representa la poblacién, es decir, el nimero o la cantidad presente cuando el
tiempo es ¢, entonces, con ayuda del cdlculo, se puede demostrar que esta hipdtesis determina
que

P(t) = Poekt, k>0, (1)

en donde ¢ es el tiempo y P, y k son constantes. La funcién (1) se usa para describir el creci-
miento de poblaciones de bacterias, animales pequefos y, en algunos casos raros, de los huma-
nos. Siz = 0, se obtiene P(0) = Py, por lo que a P, se le llama poblacion inicial. La constante
k > 0 se llama constante de crecimiento o tasa de crecimiento. Como ¢, k > 0 es una
funcion creciente en el intervalo [0, ), el modelo de (1) describe un crecimiento no inhibido.

| EJEMPLO 1 Crecimiento bacteriano

Se sabe que el tiempo de duplicacién' de bacterias E. coli que residen en el intestino grue-
so de las personas saludables, tan s6lo es de 20 minutos. Usar el modelo de crecimiento
exponencial (1) para calcular la cantidad de bacterias de E. coli en un cultivo, después de
6 horas.

Solucién Se usardn horas como unidad de tiempo, y entonces 20 min = $h. Como no se
especifica la cantidad inicial de E. coli en el cultivo, sélo representaremos por P el tamafio
inicial del cultivo. Entonces, usando (1), una interpretacioén de la primera frase en este ejem-
plo, en forma de funcién, es P(3) = 2P,. Eso quiere decir que Py = 2P, o que ¢* = 2. Al
despejar k de esta ultima ecuacion se obtiene la constante de crecimiento

k
5 =In2 osea k = 3In2 = 2.0794.

Entonces, un modelo del tamafio del cultivo después de 6 horas es P(f) = Py Sit = 6,
entonces P(6) = Pye* %) =~ 262 144P,. Dicho de otra manera, si el cultivo sélo consiste en
una bacteria cuando ¢ = 0 (entonces P, = 1), el modelo indica que habrd 262 144 bacterias 6
horas después.

A principios del siglo xix, el clérigo y economista inglés Thomas R. Malthus usé el mo-
delo de crecimiento (1) para pronosticar la poblacién en el mundo. Para valores especificos de

! El tiempo de duplicacién en biologia a veces se conoce como tiempo de generacion.
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P,y k, sucedi6 que los valores de la funcién P(¢) eran en realidad aproximaciones razonables a
la poblacién mundial durante cierto periodo del siglo xix. Como P(¢) es una funcién creciente,
Malthus predijo que el crecimiento futuro de la poblacién rebasaria la capacidad mundial de
produccién de alimentos. En consecuencia, también predijo que habria guerras y hambruna
mundiales. Era Malthus mds pesimista que vidente, y no pudo prever que los suministros
alimenticios mundiales crecerian al paso de la mayor poblacién, a causa de progresos simul-
tdneos en ciencias y tecnologias.

En 1840, P. F. Verhulst, matematico y biélogo belga, propuso un modelo mds realista
para poblaciones humanas en paises pequefios. La llamada funcion logistica

K

P(1)=——,
(1) 1 + ce”

r <0, (2)

en donde K, ¢ y r son constantes, ha demostrado, a través de los afios, ser un modelo exacto de
crecimiento para poblaciones de protozoarios, bacterias, moscas de fruta o animales confina-
dos a espacios limitados. En contraste con el crecimiento desenfrenado del modo malthusiano
(1), (2) muestra crecimiento acotado. Mds especificamente, la poblacién predicha por (2) no
aumentara mas alla del nimero K, llamado capacidad limite o de soporte del sistema. Para
r<0,e"—0yP(t) —> K cuando t — 0. Se pide al lector que grafique un caso especial de (2),
en los problemas 7 y 8 de los ejercicios 5.3.

O Decaimiento radiactivo El elemento 88, mejor conocido como radio, es radiacti-
vo. Eso quiere decir que un dtomo de radio decae, o se desintegra, espontdneamente, emitiendo
radiacién en forma de particulas alfa, particulas beta y rayos gamma. Cuando un dtomo se
desintegra de esta forma, su nicleo se transforma en un ntcleo de otro elemento. El nticleo del
atomo de radio se transforma en el niicleo de un 4tomo de radén, un gas radiactivo inodoro e
incoloro, pero muy peligroso, que suele originarse en el suelo. Como puede penetrar un piso
sellado de concreto, con frecuencia se acumula en s6tanos de algunos hogares nuevos y con
mucho aislamiento. Algunas organizaciones médicas han afirmado que el radén es la segunda
causa principal del céancer del pulmon.

Suponemos que la tasa de decaimiento de una sustancia radiactiva es proporcional a la
cantidad que queda, o que estd presente cuando el tiempo es ¢, entonces se llega basicamente
al mismo modelo que en (1). La diferencia importante es que k£ < 0. Si A(¢) representa la can-
tidad de sustancia que queda cuando el tiempo es ¢, entonces

A(t) = Aye, k <0, 3)

en donde A, la cantidad inicial de la sustancia presente; esto es, A(0) = A,. A la constante k < 0
en (3) se le llama constante de decaimiento o tasa de decaimiento.

| EJEMPLO 2 Desintegracion del radio

Supongamos que inicialmente se tienen a la mano 20 gramos de radio. A los ¢ afios, la can-
tidad que queda se modela con la funcién A(f) = 20e~*"*'¥ Calcular la cantidad de radio
que queda pasados 100 afios. ;Qué porcentaje de los 20 gramos originales ha decaido en 100
afios?

Solucion Usando calculadora se ve que 100 afios después quedan

A(100) = 20¢ 00048100 < 19 18 g,
Por lo que sélo

20 — 19.18

20 X 100% = 4.1%

han decaido, de los 20 gramos iniciales. |

5.3 Modelos exponenciales y logaritmicos

Thomas R. Malthus (1776-1834)

Madame Curie (1867-1934),
descubridora del radio
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[0 Vida media La vida media de una sustancia radiactiva es el tiempo T que tarda en
desintegrarse la mitad de determinada cantidad de ese elemento, para transformarse en otro
elemento. Vea la Ficura 5.3.1. La vida media es una medida de la estabilidad de un elemento,
esto es, mientras mds corta sea la vida media, el elemento es mds inestable. Por ejemplo, la
vida media del elemento estroncio 90, *°Sr, que es muy radiactivo y se produce en las explo-
siones nucleares, es de 29 dias, mientras que la vida media del isétopo de uranio, >*®U, es de
4 560 000 afios. La vida media del californio, 2**Cf, que fue descubierto en 1950, sélo es de
45 minutos. El polonio, >'*Po, tiene una vida media de 0.000001 segundos.

| EJEMPLO 3 Vida media del radio

Usar el modelo exponencial del ejemplo 2 para determinar la vida media del radio.
Solucién Si A(f) = 20~ "8 entonces se debe calcular el tiempo T en el cual

la mitad de la cantidad inicial

A(T) = 3(20) = 10.

A partir de 20e 8T = 10, se obtiene e *"*!87 = I Esta tltima ecuacién se pasa a la
forma logaritmica —0.0004187 = In3, y se puede despejar T

1
In3

T=— 2 _~] fios. m
—0.000418 | 660 afos

Al leer con cuidado el ejemplo 3 vemos que la cantidad inicial presente no tiene influen-
cia en el célculo real de la vida media. Como la solucién de A(T) = Age “O™I87 = 14,
conduce a e ™17 =1 e ve que T es independiente de A,. Entonces, la vida media de 1
gramo, 20 gramos o 10 000 gramos de radio es igual. Se necesitan unos 1 660 afios para que
la mitad de cualquier cantidad dada de radio se transforme en radén.

También los medicamentos tienen vidas medias. En este caso, la vida media de una me-
dicina es el tiempo T que transcurre para que el organismo elimine, por metabolismo o excre-
cion, la mitad de la cantidad de medicamento tomada. Por ejemplo, los medicamentos antiin-
flamatorios no esteroidales (NSAID, de nonsteroidal antiinflamatory drug), como aspirina e
ibuprofeno, que se toman para aliviar dolores constantes, tienen vidas medias relativamente
cortas, de algunas horas, y en consecuencia se deben tomar varias veces por dia. El naproxén
es un NSAID y tiene mayor vida media; suele administrarse una vez cada 12 horas. Vea el
problema 31 de los ejercicios 5.3.

[0 Datacion con carbono La edad aproximada de fésiles de materia que alguna vez
fue viviente se puede determinar con un método llamado datacion, o fechado con carbono.
El %C o carbono 14 es un isétopo radiactivo del carbono, que posiblemente se haya formado a
una tasa constante en la atmésfera, por interaccion de rayos césmicos con nitrogeno 14. El mé-
todo de fechado con carbono, inventado por el quimico Willard Libby alrededor de 1950, se
basa en que una planta o un animal absorbe '“C por los procesos de respiracién y alimentacién,
y cesa de absorberlo cuando muere. Como se verd en el ejemplo que sigue, el procedimiento
de fechado con carbono se basa en el conocimiento de la vida media del '*C, que es de unos
5 730 afios. El carbono 14 decae y forma el nitrogeno 14 original.

Libby gan6 el Premio Nobel de Quimica por sus trabajos; su método
se ha usado hasta la fecha para fechar muebles de madera encontrados en
las tumbas egipcias, los rollos del Mar Muerto, escritos en papiro y pieles
animales, y el famoso Sudario de Turin, de lino, asi como un ejemplar
del Evangelio Gnéstico de Judas, recientemente descubierto y escrito en

El rollo de los Salmos papiro.
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| EJEMPLO 4 Fechado de un fosil con carbono

Se analiz6 un hueso f6sil y se determind que contiene M}W de la cantidad inicial de '*C que
contenia el organismo cuando estaba vivo. Determinar la edad aproximada del fosil.

Solucién Si la cantidad inicial era de A, gramos de '“C en el organismo, entonces, ¢ afios
después de sumuerte, hay A(f) = Aye" gramos residuales. Cuando r = 5 730, A(5 730) = A,
yasi 3A, = Ape’ %, De esta dltima ecuacién se despeja la constante k de decaimiento, y
queda

1
1115

= 5730

1
5730k _ e
= as k

2 yast

e ~ —0.00012097.

Por consiguiente, un modelo de la cantidad de '*C que queda es A(f) = Aye” ***"?*7 Con este
modelo se debe despejar ahora ¢ de A(f) = 1455 Ao:

1 In—L-
Age 000012097 — —— A implica que f = —— % ~ 57 100 afios. u
1 000 —0.00012097

La edad determinada en este dltimo ejemplo sale, en realidad, del limite de exactitud del
método del carbono 14. Pasadas 9 vidas medias del is6topo, o sea unos 52 000 afios, ha decai-
do aproximadamente 99.7% del carbono 14, y es casi imposible medirlo en un fésil.

O Ley de enfriamiento/calentamiento de Newton Suponga que un objeto o
cuerpo se coloca dentro de un medio (aire, agua, etc.) que se mantiene a una temperatura cons-
tante T, llamada temperatura ambiente. Si la temperatura inicial 7, del cuerpo u objeto, en
el momento de colocarlo en el medio, es mayor que la temperatura ambiente 7, el cuerpo se
enfriard. Por otra parte, si Ty es menor que T, se calentara. Por ejemplo, en una oficina que se
mantiene, por ejemplo a 70°F, una taza de café hirviente se enfriard, mientras que un vaso de
agua helada se calentard. La hipétesis acostumbrada sobre el enfriamiento o el calentamien-
to es que la rapidez con la que se enfria o calienta un objeto es proporcional a la diferencia
1(t) - T,, donde T(¢) representa la temperatura del objeto en el tiempo ¢. En cualquier caso, de
enfriamiento o calentamiento, esta hipétesis da por resultado que T(t) — T,, = (T, — T,,)e"’, donde
k es una constante negativa. Nétese que como e — 0 para k < 0, la dltima ecuacién concuerda
con la expectativa intuitiva que T(t) — T,, = 0, o lo que es igual, T(¢) — T,,, cuando t — %
(el café se enfria y el agua helada se calienta, ambos hasta la temperatura ambiente). Si se
despeja T(t) se obtiene la funcién de la temperatura del objeto,

T(t) =T, + (T, — T,,)e", k < 0. @)

El modelo matematico (4) se llama ley de Newton de calentamiento/enfriamiento, por su
descubridor.

| EJEMPLO 5 Enfriamiento de un pastel

Se saca un pastel del horno, cuya temperatura era de 350°F, y se lo coloca en una cocina donde
la temperatura ambiente es de 75°F. Un minuto después, se mide la temperatura del pastel y
resulta de 300°F.

a) (Cudl es la temperatura del pastel 6 minutos después?
b) (En cudnto tiempo la temperatura del pastel serd de 80°F?
¢) Hacer la gréfica de T(7).

5.3 Modelos exponenciales y logaritmicos
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Solucién a) Cuando se saca el pastel del horno, su temperatura es también de 350°F,
esto es, Ty, = 350. La temperatura ambiente es la de la cocina, T,, = 75. Entonces,
la ecuacién (4) se transforma en T(f) = 75 + 275¢". La medicién T(1) = 300 es la
condicién que determina k. De T(1) = 75 + 275¢" = 300, se ve que

225 9 9
k=== osea k= lnﬁ ~ —0.2007.

© T 75 1

De acuerdo con el modelo 7(f) = 75 + 275¢ %" se determina que

T(6) = 75 + 275¢ 020070 ~ 157 5°F. (5)

b) Para determinar el momento en que la temperatura del pastel es de 80°F se despeja ¢
de la ecuacién T(r) = 80. La ecuacién T(f) = 75 + 275¢ "% = 80 se reacomoda
en la forma

501 Inss
e 0 = — = — seveque t = ——— =~ 20 min.
275 55 —0.2007

¢) Con ayuda de una funcién de graficacién obtuvimos la grafica de 7(¢) que se ve en
azul en la FiGura 5.3.2. Debido a que 7(f) = 75 + 275¢ %" — 75 cuando t — o,
T =75, indicada en rojo en la figura 5.3.2 es una asintota horizontal de la grafica de
T() = 75 + 275¢ 0207, ]

O Interés compuesto Ciertas inversiones, como por ejemplo las cuentas de ahorro,
pagan una tasa anual de interés que se puede componer en forma anual, trimestral, mensual,
semanal, a diario, etc. En general, si un principal de $P se invierte a una tasa anual de interés
7, que se compone n veces por aflo, la cantidad S que hay al final de ¢ afios se calcula con

S = P(] + ;)t (6)

S es el llamado valor futuro del principal P. Si aumenta la cantidad » sin limite, entonces se
dice que el interés es compuesto continuamente. Para calcular el valor futuro de P en este
caso, sea m = n/r. Entonces n = mry

() - (2 [ 2T

En razén de que n — o implica que m — <, se ve por (3) de la seccién 5.1, que (1 + 1/m)" — e.
El lado derecho de (6) se transforma en

m|rt
P{(l +m> } — Ple]™ cuando m — .

Asi, si se compone continuamente una tasa anual r de interés, el valor futuro S de un principal
P en ¢ afios es

S = Pe". %)
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| EJEMPLO 6 Comparacion de valores futuros

Supongamos que se depositan $1 000 en una cuenta de ahorros, cuya tasa de interés anual es
3%. Comparar el valor futuro de este principal dentro de 10 afios a) si se compone el interés
mensualmente y b) si se compone el interés continuamente.

Solucion

a) Como un afio tiene 12 meses, n = 12. Ademds, con P = 1 000, r = 0.03y ¢t = 10, la
ecuacion (6) se transforma en

0.03)12(10)

S = 1000(1 + = 1000(1.0025)'* ~ $1 349.35.

b) Segtn la ecuacién (7),

S = 100000319 = 1 0003 ~ $1 349.86.

Entonces, a los 10 afios se ha ganado $0.51 con la composicion continua con respecto a la
capitalizacién mensual. |

O Modelos logaritmicos Probablemente, la aplicacién mas famosa de los logaritmos
base 10, o logaritmos comunes, es la escala de Ricther. Charles F. Richter, sismdlogo esta-
dounidense, inventé en 1935 una escala logaritmica para comparar las energias de distintos
temblores o sismos. La magnitud M de un sismo se define con

A
M =1 -,
oz, ®)

en donde A es la amplitud de la onda sismica maxima del sismo, y A, es una amplitud de refe-
rencia que corresponde a la magnitud M = 0. El nimero M se calcula con un decimal de preci- -
sién. Se considera que los sismos de magnitud 6 o mayores son potencialmente destructivos.  Charles F. Richter (1900-1985)

| EJEMPLO 7 Comparacion de intensidades

El sismo del 26 de diciembre de 2004, frente a la costa oeste de Sumatra del Norte, que produ-
jo un tsunami que caus6 200 000 muertes, se clasificé inicialmente como de 9.3 en la escala de
Richter. El 28 de marzo de 2005, una réplica en la misma zona se clasific6 como de 8.7 grados
en la misma escala. ;Cudntas veces mas intenso fue el sismo de 2004?

Solucién De acuerdo con (8),

93 =1 ( A ) 8.7 =1 ( A )
3 =logo| — y 7 =logyo| — .
0 AO 2004 0 AO 2005

Esto quiere decir, a su vez, que

A A
<) — 1 09.3 y () — 1 08.7.
A 0/ 2004 AO 2005

Ahora bien, como 9.3 = 8.7 + 0.6, entonces, por las leyes de los exponentes,

A A A
<> =10 = 10°°10%7 = 100-6() ~ 3.98<> :
AO 2004 AO 2005 A() 2005
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Ast, el sismo original fue unas 4 veces mds intenso que la réplica. [ |

En el ejemplo 7 se puede ver que, por ejemplo, si un sismo es de 6.0 y otro es de 4.0 en la
escala de Richter, el sismo de 6.0 es 10> = 100 veces mds intenso que el de 4.0.

O pH de una solucion En quimica, el potencial hidrégeno o pH de una solucién se
define como

pH = —log,o[H"], ©)

en donde el simbolo [H"] representa la concentracion de iones hidrégeno en la solucion, ex-
presada en moles por litro. La escala de pH fue inventada en 1909 por S¢ren Sgrensen, bioqui-
mico danés. Las soluciones se clasifican de acuerdo con el valor de su pH: dcidas, bdsicas o
neutras. Una solucién cuyo pH estd en el intervalo 0 < pH < 7 se considera 4cida; cuando el
pH > 7, la solucioén es basica (o alcalina). En caso de que pH = 7, la solucién es neutra o neu-
tral. El agua, si no estd contaminada por otras soluciones o por la lluvia dcida, es un ejemplo
de solucién neutra, mientras que el jugo de limén sin diluir tiene un pH en los limites pH = 3.
Una solucién con pH = 6 es diez veces mds dcida que una solucién neutra. Vea los problemas
47 a 50 en los ejercicios 5.3.

Como se verd en el siguiente ejemplo, los valores de pH se suelen calcular redondeando
a una cifra decimal.

| EJEMPLO 8 pH de la sangre humana

Se sabe que la concentracién de iones hidrégeno en la sangre de una persona saludable es [H™]
= 3.98 x 10~® moles/litro. Calcular el pH de la sangre.
Solucion De acuerdo con (9) y las leyes de los logaritmos,

pH = —log;,[3.98 X 107%]

= —[log,,3.98 + log;,107%]

= —[log,y3.98 — 8log;y10] < log,10 = I
—[log,,3.98 — 8].

Con ayuda de la tecla log base 10 de una calculadora, se comprueba que

pH ~ —[0.5999 — 8] ~ 7.4. n

La sangre humana suele ser una solucion basica. Sus valores de pH caen normalmente
dentro de los limites bastante estrechos de 7.2 < pH < 7.6. Una persona cuya sangre tiene un
pH fuera de estos limites puede padecer alguna enfermedad, e incluso puede morir.

Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-17.

Crecimiento demografico
1. Pasadas 2 horas, se observa que la cantidad de bacterias en un cultivo se ha duplicado.
a) Deduzca un modelo exponencial (1) para determinar la cantidad de bacterias en el
cultivo, cuando el tiempo es .
b) Determine la cantidad de bacterias presentes en el cultivo después de 5 horas.
¢) Calcule el tiempo que tarda el cultivo en crecer hasta 20 veces su tamafio inicial.
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2. Un modelo de la cantidad de bacterias en un cultivo después de ¢ horas es la ecuacién (1).

a) Calcule la constante de crecimiento k si se sabe que después de 1 hora la colonia se
ha expandido hasta 1.5 veces su poblacidn inicial.
b) Calcule el tiempo que tarda el cultivo en cuadruplicar su tamafio.

3. Un modelo de la poblacién de una comunidad pequefia es P(f) = 1 500¢". Si la pobla-
cién inicial aumenta 25% en 10 afios, /cudl serd la poblacion en 20 afios?

4. Un modelo de la poblacién de una comunidad pequefia, después de 7 afios, se define
con (1).

a) Si la poblacioén inicial se duplica en 5 afios, /cudnto tardard en triplicarse? ;Y en
cuadruplicarse?

b) Sila poblacién de la comunidad del inciso a) es 10 000 después de 3 afios, ;cudl era
la poblacién inicial?

5. Un modelo de la cantidad de bacterias en un cultivo, después de  horas, es P(f) = Pye".
Después de 3 horas, se observa que hay 400 bacterias. Luego de 10 horas desde el ini-
cio, hay 2 000 bacterias. ;Cudl era la cantidad inicial de bacterias?

6. Como parte de una investigacion de genética se cultiva una pequefia colonia de Droso-
phila (moscas pequefias de las frutas, con dos alas) en un ambiente de laboratorio. A los
2 dias se observa que la poblacién de moscas ha aumentado a 200. Después de 5 dias, la
colonia tiene 400 moscas.

a) Deduzca un modelo P(f) = Py de la poblacién de la colonia de drosophilas des-
pués de ¢ dias.

b) (Cudl serd la poblacién de la colonia en 10 dias?

¢) (Cuando la poblacion de la colonia tendrda 5 000 moscas?

7. Un alumno enfermo de un virus de catarro regresa a un colegio aislado, de 2 000 estu-
diantes. La cantidad de estudiantes infectados con catarro, # dias después del regreso del
alumno enfermo, se calcula con la funcién logistica

_ 2 000
1+ 1999080

P(t)

a) De acuerdo con este modelo, ;cudntos estudiantes seran infectados por el catarro
después de 5 dias?

b) ;Cuanto tiempo pasard para que la mitad de la poblacién de estudiantes quede infec-
tada?

¢) (Cuantos alumnos indica el modelo que se infectardn después de un tiempo muy
prolongado?

d) Trace una gréfica de P (7).

8. En 1920, Pearl y Reed propusieron un modelo logistico de la poblacion de Estados Uni-
dos, con base en datos de 1790, 1850 y 1910. La funcién logistica que propusieron fue

— 2930.3009
T 0.014854 + 003133957

P(t)

en donde P se expresa en miles, y ¢ representa la cantidad de afios después de 1780.

a) El modelo concuerda muy bien con las cifras de los censos de entre 1790 y 1910.
Determine las cifras de la poblacién de 1790, 1850 y 1910.

b) (Qué indica este modelo de la poblacién de Estados Unidos después de un tiempo
muy largo? ;Cémo se compara esta prediccion con el censo de poblacién de 2000,
que fue de 281 millones?

Decaimiento radiactivo y vida media
9. Al principio habfa 200 miligramos de una sustancia radiactiva. Pasadas 6 horas, la masa
disminuy6 3%. Forme un modelo exponencial A(f) = Aye" de la cantidad residual de la
sustancia que se desintegra, pasadas ¢ horas. Calcule la cantidad que queda después de
24 horas.
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10. Determine la vida media de la sustancia del problema 9.

11. Resuelva este problema sin usar el modelo exponencial (3). Al principio hay disponibles
400 gramos de una sustancia radiactiva. Si la vida media de la sustancia es de 8 horas,
presente su estimacion informada de cudnto queda (aproximadamente) luego de 17
horas. Después de 23 horas. Luego de 33 horas.

12. Considere un modelo exponencial A(f) = Aye" de la cantidad que queda de la sustancia
radiactiva del problema 11. Compare los valores calculados de A(17), A(23) y A(33) con
sus estimaciones.

13. El yodo 131 se usa en procedimientos de medicina nuclear; es radiactivo y su vida
media es de 8 dias. Calcule la constante k£ de decaimiento del yodo 131. Si la cantidad
residual de una muestra inicial después de ¢ dias se calcula con el modelo exponencial
A(f) = Ay, ;cudnto tardard en decaer 95% de la muestra?

14. La cantidad de una sustancia radiactiva que queda pasadas ¢ horas se calcula con A(f) =
100", Después de 12 horas, la cantidad inicial disminuy6 7%. ;Cudnto queda después
de 48 horas? ;Cudl es la vida media de la sustancia?

15. La vida media del polonio 210, !°Po, es de 140 dias. Si A(f) = Aye" representa la canti-

- dad de *'°Po que queda después de ¢ dias, ;cudl es la cantidad que queda después de 80
E i dias? ;Después de 300 dias?
¥ 16. El estroncio 90 es una sustancia radiactiva peligrosa que se encuentra en la lluvia 4cida.
En ese caso puede llegar a la cadena alimentaria, al contaminar el pasto con el cual se
alimentan unas vacas. La vida media del estroncio 90 es de 29 afios.
a) Deduzca un modelo exponencial (3) para determinar la cantidad residual después de
t afos.

b) Suponga que se encuentra *°Sr en el pastizal, y su concentracién es 3 veces la con-

’ e centracion de seguridad A,,. ;Cudnto tiempo pasard para que se pueda usar el pastizal
Trazos con carbon vegetal, del de nuevo para alimentar vacas?
problema 17

¥ .

Datacion con carbono

17. En las paredes y techos de una caverna en Lascaux, Francia, se encontraron dibujos
hechos con carbén vegetal. Determine la edad aproximada de las figuras, si se deter-
miné que 86% del '“C de un trozo de carb6n vegetal que se encontré en la cueva habia
decaido por radiactividad.

18. El andlisis de un hueso f6sil de animal, en un sitio arqueolégico, indica que ese hueso
ha perdido entre 90 y 95% de su '*C. Indique un intervalo de edades posibles del
fosil.

19. El Sudario de Turin muestra la imagen negativa del cuerpo de un hombre, que parece
haber sido crucificado. Muchos creen que es el sudario con que fue sepultado Jesus de
Nazaret. En 1988, el Vaticano permitié hacer un fechado del sudario con radiocarbono.
Varios laboratorios independientes analizaron la tela, y el consenso de opiniones fue
que el sudario tiene unos 660 afios de antigiiedad, edad que concuerda con su aspecto
histérico. Esta edad fue refutada por muchos estudiosos. Con esta edad, determine qué
porcentaje de la cantidad original de '*C quedaba en la tela en 1988.

Imagen del sudario del
problema 19

20. En 1991, unos alpinistas encontraron un cuerpo conservado de un hombre, parcial-
mente congelado, en un glaciar de los Alpes Austriacos. Se encontrd, con técnicas de
fechado con carbono, que el cuerpo de Otzi, como se 1lamé a ese hombre de las nieves,
contenia 53% del "*C que contiene una persona viva. ;Cul es la fecha aproximada de
su muerte?

Ley de enfriamiento o calentamiento de Newton

El hombre de las nieves del 21. Suponga que sale una pizza del horno a 400°F y que la cocina tiene una temperatura
problema 20 constante de 80°F. Tres minutos después, la temperatura de la pizza es de 275°F.

312 CAPITULO 5 Funciones exponenciales y logaritmicas



22,

23.

24.

25.

26.

a) ;Cudl es la temperatura 7'(z) de la pizza después de 5 minutos?
b) Determine el tiempo cuando la temperatura de la pizza es de 150°F.
¢) Después de un tiempo muy largo, ;cudl es la temperatura aproximada de la

pizza?
Un vaso de agua fria se saca de un refrigerador cuya temperatura interior es de 39°F,
y se deja en un recinto que se mantiene a 72°F. Un minuto después, la temperatura del
agua es de 43°F. ;Cuadl es la temperatura del agua después de 10 minutos? ;Y después
de 25 minutos?
Se introduce un termémetro que estaba a la intemperie, donde la temperatura del aire

es de —20°F, a un recinto donde la temperatura del aire es de 70°F constante. Un mi- 4 y 4

&r’_"._.
m & o

Q
W5
g A

Se encontrd un caddver dentro de un cuarto cerrado de una casa, donde la temperatura Bl ‘E.@
era de 70°F constantes. Cuando lo descubrieron, la temperatura en su interior se midié  Termémetro del problema 24
y result6 ser de 85°F. Una hora después, la segunda medicion fue de 80°F. Suponga

que el momento de la muerte corresponde a ¢ = 0, y que en ese momento la tempera-

tura interna era de 98.6°F. Determine cudntas horas pasaron hasta que se encontré el

cadaver.

nuto después, dentro del recinto, el termémetro indica 0°F. ;Cudnto tardard en indicar

60°F?

Un termémetro se saca del interior de una casa al exterior, donde la temperatura del aire

es de 5°F. Después de estar afuera un minuto, el termémetro indica S9°F y después de 5

minutos indica 32°F. ;Cudl es la temperatura en el interior de la casa? ‘

Repita el problema 25, si las pruebas indicaban que la persona muerta tenia fiebre de
102°F en el momento de su muerte.

Interés compuesto

27.

28.

29.

30.

Suponga que se deposita 1¢ en una cuenta de ahorros que paga 1% de interés anual,
compuesto continuamente. ;Cudnto dinero habra en la cuenta después de 2 000 afos?
(Cudl es el valor futuro de 1¢ en 2 000 afos, si la cuenta paga 2% de interés anual com-
puesto continuamente?

Suponga que se invierten $100 000 a una tasa de interés anual de 5%. Use (6) y (7) para
comparar los valores futuros de esa cantidad en 1 afio, llenando la tabla siguiente:

Interés Valor
compuesto n futuro S
Anual 1

Semestral 2

Trimestral 4

Mensual 12

Semanal 52

Diario 365

Cada hora 8 760
Continuamente | n —> %

Suponga que deposita $5 000 en una cuenta de ahorros que paga 6% de interés anual
compuesto continuamente. ;Cudntos intereses ganard en 8 afios?

rt

Si se despeja P de (7), esto es, si P = Se™ ", se obtiene la cantidad que se debe invertir
hoy, a una tasa anual r de interés, para que valgan $S después de ¢ afios. Se dice que P
es el valor presente de la cantidad S. ;Cudl es el valor presente de $100 000 a una tasa
anual de 3% compuesto continuamente durante 30 afios?
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Modelos exponenciales diversos

31.

32.

33.

34.

Vida media efectiva Las sustancias radiactivas son eliminadas de los organismos vivos
mediante dos procesos: decaimiento fisico natural y metabolismo biolégico. Cada pro-
ceso contribuye a que haya una vida media efectiva E, que se define por

1/E =1/P + 1/B,

en donde P es la vida media fisica de la sustancia radiactiva, y B es la vida media biol6-

gica.

a) El yodo radiactivo, "', se usa para tratar el hipertiroidismo (tiroides hiperactiva). Se
sabe que para las tiroides humanas, P = 8§ dias, y B = 24 dias. Calcule la vida media
efectiva del "*'I.

b) Suponga que la cantidad de "*'I en la tiroides humana después de ¢ dias se modela
con A(f) = Ape", k < 0. Use la vida media efectiva que determin en el inciso a)
para calcular el porcentaje de yodo radiactivo que queda en la tiroides humana dos
semanas después de su ingestion.

Regreso a la ley de enfriamiento de Newton La rapidez con que se enfria un cuerpo

también depende de su superficie S expuesta. Si S es constante, entonces una modifica-

cion de (4) es

T(t) =T, + (T, — T,)e", k < 0.

Suponga que dos tazas, A y B, se llenan con café al mismo tiempo. Al principio, la tem-
peratura del café es de 150°F. La superficie expuesta de la taza de café B es el doble de
la de la taza de café A. Pasados 30 minutos, la temperatura de la taza de café A es de
100°F. Si T,, = 70°F, ;cual es la temperatura del café en la taza B a los 30 minutos?
Circuito en serie En un circuito sencillo en serie, formado por un voltaje constante E,
una inductancia de L henries y una resistencia de R ohms, se puede demostrar que la
corriente [(r) es

E
1) = (1 = o),

Despeje ¢ en funcion de los otros simbolos.
Concentracion de medicina Bajo ciertas condiciones, la concentracién de una medici-
na, en el momento ¢ después de inyectarla, es

a ay\ _
C(l‘) = Z + (CO - b)e br,

Aqui, a y b son constantes positivas, y C, es la concentracion de la sustancia cuando

t = 0. Determine la concentracion de un medicamento, en estado estable, esto es, el
valor limite de C(7) cuando r — . Determine el tiempo 7 en el cual C(f) es la mitad de la
concentracion de estado estable.

Escala de Richter

35.

36.

Dos de los sismos mas devastadores en el drea de la bahia de San Francisco sucedieron
en 1906, a lo largo de la Falla de San Andrés, y en 1989 en las Montafias Santa Cruz,
cerca del Pico Loma Prieta. Los sismos de 1906 y 1989 fueron de 8.5y 7.1 en la escala
de Richter, respectivamente. ;Cudntas veces mayor fue la intensidad del sismo de 1906
que la de 1989?

(Cuantas veces mayor fue la intensidad del sismo del norte de Sumatra en 2004 (ejem-
plo 7) en comparacion con el sismo de Alaska, en 1964, cuya magnitud fue de 8.9?
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37. Si un sismo tiene 4.2 de magnitud en la escala de Richter, ;cudl es la magnitud, en
escala de Richter, de un sismo cuya intensidad es 20 veces mayor? [Sugerencia: Primero
resuelva la ecuacion 10% = 20.]

38. Demuestre que la escala de Richter, definida en (8) de esta seccidn, se puede escribir en
la forma

_ InA —1nA,
~ Inlo

pH de una solucion

En los problemas 39 a 42, determine el pH de una solucién con la concentracién de iones
hidrégeno [H'] indicada.

39.107° 40.4 x 1077

41.2.8 X 107® 42.5.1 X 107

En los problemas 43 a 46, determine la concentracion de iones hidrégeno [H*]de una solucién
a partir del pH indicado.

43.33 44.7.3

45. 6.6 46. 8.1

En los problemas 47 a 50, determine cudntas veces mds 4cida es la primera sustancia que la
segunda.

47. jugo de limén: pH = 2.3, vinagre: pH = 3.3

48. 4cido de acumulador: pH = 1, lejia: pH = 13

49. lluvia 4cida: pH = 3.8, lluvia limpia: pH = 5.6
50. NaOH:[H*]= 107", HCL:[H'] =1

Modelos logaritmicos diversos

51. Escala de Richter y la energia Charles Richter, al trabajar con Beno Gutenberg, desa-
rroll6 el modelo

M = 3[log,,E — 11.8]

que relaciona la magnitud Richter, M de un sismo con su energia sismica E (expresada
en ergs). Calcule la energia sismica E del sismo del norte de Sumatra, en 2004, en el que
M =9.3.

52. Nivel de intensidad El nivel de intensidad b de un sonido, expresado en decibeles
(dB), se define por medio de

1
b = 1010g1070,
en donde  es la intensidad del sonido expresada en watts/cm? e I, = 10 '® watts/cm?
es la intensidad del sonido mds débil que se puede oir (0 dB). Use (10) y llene la
siguiente tabla:

(10)

Nivel de
Intensidad 7 | intensidad
Sonido (watts/cm?) | b (dB)
Murmullo 107
Conversacién 10"
mll Comerciales de TV g~
Alarma de humo 107°
Despegue de avién
a reaccion 1077
Banda de rock 1074

5.3 Modelos exponenciales y logaritmicos
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FIGURA 5.3.3 Diametro de
la pupila del problema 57

Leonhard Euler
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53. En general, se toma el umbral del dolor como alrededor de 140 dB. Calcule la intensi-
dad del sonido I que corresponde a 140 dB.

54. La intensidad del sonido / es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia d a
su fuente, esto es,

I'=-3 (11
en donde k es la constante de proporcionalidad. Suponga que d, y d, son distancias a
una fuente de sonido, y que los niveles de intensidad correspondientes, de los sonidos,
son b, y b,. Use (11) en (10) para demostrar que b, y b, se relacionan por

d
b, = b, + 20log,,—. (12)
d,

55. Cuando un avién P, volaba a una altitud de 1 500 pies, pas6 sobre un punto en el suelo
donde midieron su intensidad, que resulté ser de b; = 70 dB. Use (12) para calcular el
nivel de intensidad b, de un segundo avién P, que vuela a 2 600 pies de altura, cuando
pasa sobre el mismo punto.

56. A una distancia de 4 pies, el nivel de intensidad de una conversaciéon animada es de 50
dB. Use (12) para calcular el nivel de intensidad a 14 pies de la conversacion.

57. Pupila del ojo Un modelo empirico, inventado por DeGroot y Gebhard, relaciona el
didmetro d de la pupila, en milimetros, con la luminancia B de la fuente luminosa (ex-
presada en mililamberts, mL):

logjod = 0.8558 — 0.000401 (8.1 + log,,B)".

Vea la FIGURA 5.3.3.

a) La luminancia promedio del cielo claro es aproximadamente de B = 255 mL. Calcu-
le el didmetro de pupila correspondiente.

b) La luminancia del Sol varia entre aproximadamente B = 190 000 mL en la aurora,
hasta B = 51 000 000 a mediodia. Calcule los didmetros correspondientes de pu-
pila.

¢) Calcule la luminancia B que corresponde a un didmetro de pupila de 7 mm.

E* Funciones hiperbolicas

Ava n ce O John Napigr (1550-1617), lgrd escocés que no era matematico, .in—
« vent6 los logaritmos a fines del siglo xvi. Fue él quien acufi6 el término
DE CALCULO “logaritmo’ a partir de las palabras griegas logos, relacién, y arithmos,
nimero o potencia. Pero se necesitaron casi dos siglos para que el genio matemético suizo
Leonhard Euler (1707-1783), y la comunidad matematica tuvieran en cuenta el nimero irra-
cional e y su importancia. A continuacién, emularemos su trabajo para demostrar por qué el
ntimero e es la opcién natural de una base de las funciones exponenciales y logaritmicas.

O Regreso al cociente de diferencia Regresaremos al concepto de cociente de
diferencia que presentamos por primera vez en la seccién 2.9. Recuerde que calculamos

f(x+h)_f(x) (1)
h
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en tres pasos. En el caso de la funcién exponencial f(x) = b", se tiene,

l) f(x + l’l) = bx+h = bxbh < leyes de los exponentes

i x+ h) — x) = bXJrh — b* ley de los exponentes
) f( ) f( ) o bxbh — b= bx(bh _ 1) <~y factorizacién

o L) = f) 1) b
ii1) B = P = P

En el cuarto paso, que es el paso de cilculo, se hace que 7 — 0 pero, a diferencia de todos los
problemas en los ejercicios 2.9, no hay forma obvia de simplificar la % en iii). Sin embargo, la
derivada de f(x) = b* es

b — 1
f'(x) = lim b* - . 2)
)
Ya que b* no depende de la variable %, se puede reformular (2) como sigue:
b —1
, —px L r 3
fl(x)=»b lim L 3)
Entonces aparecen los resultados sorprendentes. Se puede demostrar que el limite de (3),
b — 1
{ 4
;11‘3(’) w 4)

existe para toda base positiva b. Sin embargo, como era de esperarse, se obtiene un resultado
distinto para cada base b. Entonces, representaremos la expresion en (4) con el simbolo m(b).
La derivada de f(x) = b* es, entonces

f'(x) = b*m(b). )
Se pide al lector que aproxime el valor de m(b) en los cuatro casos, cuando b = 1.5,2,3y 5,

en los problemas 21 a 24 de los ejercicios 5.4. Por ejemplo, se puede demostrar que m(10) =
2.302585 ..., y por consiguiente la derivada de f(x) = 10" es

f'(x) = (2.302585...) 10" (6)

Se puede comprender mejor qué es m(b) evaluando (5) en x = 0. Como b° = 1, entonces
1'(0) = m(b). En otras palabras, m(b) es la pendiente de la recta tangente a la grifica de f(x) = b
enx = 0, esto es, en la interseccién con el eje y (0, 1). Vea la Figura5.4.1. Como se debe calcular

una m(b) diferente para cada base b, es probable que m(b) sea un nimero “horrible” como en
(6); al paso del tiempo surgié, de manera natural, la siguiente pregunta:

JHay alguna base b para la cual m(b) = 1?7 @)

O La respuesta Para contestar la pregunta de (7), debemos regresar a las definiciones de
e que se dieron en la seccion 5.1. En forma especifica, la ecuacion (4) de esa seccion,

e = lim (1 + k)", ®)

da el medio de contestar la pregunta (7). Si el lector estudié las secciones 1.5,2.9 y 4.10, debe
tener una idea intuitiva de que la igualdad en (8) quiere decir que cuando / se acerca cada vez

5.4 Funciones hiperbélicas

y y=b*
XLa pendiente
©. 1) en (0, 1) es m(b)
_/ N

FIGURA 5.4.1 Determinar una
base b tal que la pendiente
m(b) en el punto (0, 1) sea 1
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mds a 0, entonces (1 + h)”" se puede acercar arbitrariamente al nimero e. Asi, para valores
de h cercanos a 0, se tiene la aproximacion (1 + )" = e, por lo que 1 + & = ¢". Esta tltima
expresion se puede ordenar en la forma
e —1
h

=~ 1 C))

y se puede concluir que

e — 1 (10)

1 = lim
Como el lado derecho de (10) es m(e), hemos llegado a la respuesta de la pregunta en (7):

La base b para la cual m(b) = les b = e. (11)

Ademis, de acuerdo con (3), hemos descubierto un resultado de bella simplicidad: la derivada
de f(x) = e*es

f'(x) = e (12)

El resultado en (12) es igual que

Ademas, la tnica funcién distinta de cero f en cdlculo, cuya derivada es igual a si misma, es
fx) = ce*, en donde ¢ # 0 es una constante.

O ¢Qué sigue? Comoy = log,xyy = b*son funciones inversas, cabria esperar que ya
que la derivada mas simple de y = b* se obtiene cuando b = e, entonces la derivada mas sim-
ple de y = log ,x también se obtiene con esa base. Ese es en realidad el caso. Se pide al lector
que vuelva a examinar (3) de la seccién 5.1, y que después resuelva los problemas 1 a 4 de los
ejercicios 5.4.

[0 Funciones hiperbélicas En la seccién 5.3 comprobamos la utilidad de la funcién
exponencial e* en diversos modelos matemadticos. Otra aplicaciéon mds consiste en imaginar
una cuerda de alambre flexible, como un alambre telefénico que cuelga sélo bajo su propio
peso entre dos soportes fijos. Se puede demostrar que, bajo ciertas condiciones, el alambre
colgante toma la forma de la grafica de la funcién

ex/c + e—x/c
fx) =ec——F—. 13)
2
El simbolo ¢ representa una constante positiva que depende de las caracteristicas fisicas del
alambre. Funciones como la (13), formadas por ciertas combinaciones de e*y e *, aparecen
en tantas aplicaciones, que se les han asignado nombres. En particular cuando ¢ = 1 en (13),

e+ e "

2

SENO Y COSENO HIPERBOLICO

Para todo niimero real x, el seno hiperbdélico de x, representado por senh x, es

la funcién resultante f(x) = se llama coseno hiperbdélico.

ex _ e*x
senhx = ——, (14)
2
y el coseno hiperbdlico de x, representado por cosh x, es
X + -X
coshx = u. (15)

2

N\ J
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En forma andloga a las funciones trigonométricas tan x, cot x, sec x y csc x, que se definen
en términos de sen x y cos x, hay cuatro funciones hiperbdlicas mds, tanh x, coth x, sech x y
csch x, que se definen en términos de senh x y cosh x. Por ejemplo, las funciones tangente
hiperbélica y secante hiperbdlica se definen como sigue:

senhx

tanhx = y sechx =

coshx coshx’

Vea los problemas 21 y 22 de los ejercicios 5.4.

O Graficas La gréfica del coseno hiperbdlico, que muestra la FIGURA 5.4.2, se llama cate-
naria. La palabra catenaria se deriva de la palabra catena, cadena en griego. La forma del
famoso arco Gateway de St. Louis Missouri, de 630 pies de altura, es una catenaria invertida.
Compare la forma de la figura 5.4.2 con la de la foto adjunta. La grafica de y = senh x se ve
en la FIGURA 5.4.3.

y =senh x
1)
Y /
/
/
/
/
y=coshx ,/
T
1 X /7
5
\j///
—— __ X
///
s /\le‘x
/ 2
ZIN / —+
/// \\\ //
X /
/

FIGURA 5.4.3 Grafica de
y = senh x

FIGURA5.4.2 La graficade y =
cosh x es una catenaria

[0 Identidades Aunque las funciones hiperbélicas no son periédicas, poseen identidades
parecidas a las identidades trigonométricas. En forma parecida a la identidad pitagérica bésica
de trigonometria, sen? x + cos® x = 1, en los casos del seno y del coseno hiperbélicos:

cosh’x — senh’x = 1.

Vea los problemas 9 a 14 en los ejercicios 5.4.

E* Ejercicios

1. Use las leyes de los logaritmos para demostrar que para f(x) = log ,x,

+h) — 1 h 1 R\
f(x ]1 f(X) = thgb<1 + )C) = xlogb(l + x) .

2. De acuerdo con el problema 1, la derivada de f(x) = log,x es

f'(x) = lim fath) = flx) LT logb<1 + Dw.

h—0 h X h—0

Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-17.

5.4 Funciones hiperbélicas

Arco Gateway, St. Louis, MO.,
Estados Unidos
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Supongamos que el proceso de limite se puede efectuar dentro del logaritmo:

) 1 ) h x/h
fl(x) = xIOg”Ll,IL% (1 + x) }

Reacomode el resultado anterior usando la sustitucion n = x/h. Observe que como x se
mantiene fija, cuando 4 — 0 se debe cumplir que n — . Indique el valor preciso de f'(x).

En los problemas 3 y 4 use el resultado del problema 2 para determinar f'(x) para cada fun-
cién:

3. f(x) = logjox 4. f(x) = Inx

En los problemas 5 y 6, use los resultados de los problemas 1 y 2 para determinar f'(x) de la
funcién. Antes de usar el cociente de diferencia, aplique las leyes de los logaritmos para re-
formular la funcién.

5fu)=mg 6. f(x) = log,o6x

En los problemas 7 y 8, calcule

de la funcién indicada.

[+ h) = f(x)
h

7. f(x) = &> 8. f(x) = e

En los problemas 9 a 14, use las definiciones de cosh x y senh x, en (14) y (15), para verificar

la identidad.
9. cosh’x — senh?x = 1 10. 1 — tanh’x = sech’x
11. cosh(—x) = coshx 12. senh(—x) = —senhx
13. senh2x = 2senh x coshx 14. cosh2x = cosh’x + senh®x
15. Sicosh x = 3, use la identidad del problema 9 para determinar el valor de senh x.

16.
17.

18.

19.

20.

Sitanh x = 3, use la identidad del problema 10 para determinar el valor de cosh x.
Como se puede ver en la figura 5.4.3, la funcién hiperbdlica de seno y = senh x es de
uno-a-uno. Use la definicién del seno hiperbdlico en (14) en la forma ¢ — 2y —e™* = 0
para demostrar que el seno hiperbélico inverso senh ! x se puede expresar en términos
del logaritmo natural

senh 'x = In(x + VX2 + 1).

[Sugerencia: Intercambie x y y en e* — 2y — e * = 0 y resuelva para y.]

a) Use la grafica de y = senh x de la figura 5.4.3 para bosquejar la grafica del seno
hiperbélico inverso y = senh™'x que se define en el problema 17.
b) Dé el campo de definicién y rango de y = senh™ ! x.

La funcién y = cosh x es uno-a-uno en el campo de definicién restringido [0, %). Proceda
como en el problema 17 para demostrar que el coseno hiperbélico inverso cosh™'x se
puede expresar en términos del logaritmo natural:

cosh”'x =In(x + Vx> —1).

a) Use la grafica de y = cosh x en la figura 5.4.2 para bosquejar la grafica del coseno
hiperbélico inverso y = cosh™! x definido en el problema 19.
b) Dé el campo de definicién y rango de y = cosh™! x.
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21.

22,

23.

24.

La definicién de la tangente hiperbdlica es

X

senhx €' — e

tanh x = =— -
coshx e+ e

Bosqueje el grafico de y = tanh x.
La definicién de la secante hiperbdlica es

b 1 2
sechx = = .
coshx e +e”*

Bosqueje la grafica de y = sech x.

La funcién y = tanh x es uno-a-uno. Use la grafica que obtuvo en el problema 21 para
bosquejar la grifica de la tangente hiperbélica inversa y = tanh™' x. Determine el
campo de definicién y rango de y = tanh™' x.

La funcién y = sech x es uno-a-uno en el campo de definicién restringido [0, o). Use la
grafica que obtuvo en el problema 22 para bosquejar la grafica de la secante hiperbélica
inversa y = sech™' x. Dé el campo de definicién y rango de y = sech™' x.

Problemas para calculadora o computadora

25.

26.

fle+h) = fx)

Con una calculadora investigue }11_1)1(1) Y de la funcién del problema 7.
Determine f'(x).

o [+ k) = f(x) »
Use una calculadora para investigar ]1113(1) 3 de la funcién del problema 8.
Determine f(x).

h

Enlos problemas 27 a 30, con una calculadora estime el valor m(b) = }lllir(l) parab = 1.5,
b =2,b=3yb =5, llenando la tabla indicada.
27.
h—0 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
(1.5)" =1
h
28.
h—0 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
2" —1
h
29.
h—0 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
3 —1
h
30. h—0 0.1 0.01 0.001 0.0001 0.00001 0.000001
5t —1
h

5.4 Funciones hiperbélicas
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31. Haga una tabla como la de los problemas 27 a 30, pero esta vez use

32. Curiosidad El logaritmo que desarrollé John Napier (vea la pagina 316) en realidad era

X
10 N —=
O1/e (107>

Use (11) de la seccién 5.2 para expresar este logaritmo en funcién del logaritmo natural.

Ejercicios Las respuestas a problemas impares

seleccionados comienzan en la pagina
de repaso Resp-17.

CAPITULO 5

En los problemas 1 a 22, llene los espacios.

1. Lagraficadey = 6 — e “cruzael eje y en y su asintota horizontal es y =
2. El cruce de la grifica de y = —10 + 10> con el eje x estd en
3. Lagrificade y = In(x + 4) cruza al eje x en y su asintota vertical es x =

4. La grifica de y = logg(x + 2) cruza al eje y en

1
5.logs2 — logs10 = 6. 6lne + 31ng =
7. eSlnlO — 8. lolog,04A89 —
logs625
9. log,(4-4>-4%) = __ (B0
logs 125
11. SilogzN = —2, entonces N = . 12. Si log,6 = %, entonces b =

13. Silne® =y, entonces y = )

14. Siln3 + In(x — 1) = In 2 + In x, entonces x =

15. Si —1 + In(x — 3) = 0, entonces x =

16. SilIn(ln x) = 1, entonces x = .

17. Si 100 — 20e %1 = 35, entonces, redondeando a cuatro decimales, ¢ =

18. Si3* = 5, entonces 37> = )

19. /() = 4% = (__y 20.f(9 = () = (Y

21. Sila grificadey = e*~? + C pasa por (2, 9), entonces C = .

22. Con transformaciones rigidas, el punto (0, 1) de la grafica de y = e* se mueve al punto

enlagrificadey =4 + ¢* >

En los problemas 23 a 36, conteste cierto o falso.

23. y =Inxyy = e"son funciones inversas.

24. El punto (b, 1) estd en la grifica de f(x) = log,,x.

25. y =107y y = (0.1)" son la misma funcidn.

26. Sif(x)=e* — 1, entonces f(x) = 1 cuando x = +1n\V2.

2
27. 42 = 2* 28. > = 2%
29,2+ 27 = (2 + 27 30, 2373 = gl+x

a

31 —In2 = In(}) 2.5 =a-b
e
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33.1n(lne) = 1 34. In\/43 =

In43
2

35.In(e + ¢) =1 + In2 36. log(36)"' = —2

En los problemas 37 y 38, reformule la expresion exponencial como una expresion logaritmi-
ca equivalente.

37.5°' =02 38. V512 =8

En los problemas 39 y 40, reformule la expresion logaritmica como una expresion exponen-
cial equivalente.

39. log,27 = 1.5 40. log, (36) 2 = —4

En los problemas 41 a 48, calcule x.

41.2'"* =8 42. 3> = 81
43. ¢! " = ¢? 44. ¢ — e =0
45.2'" =7 46. 3* =771
47.¢52 =6 48. 3e* = 4e
En los problemas 49 y 50, grafique las funciones en el mismo conjunto de ejes coordenados.
49.y = 4%,y = log,x 50. y = (3)*,y = log;px
51. Indique la correspondencia de la letra en la grafica de la FIGURA 5E.1 con la funcién ade- X
cuada.
i) f(x) =b"b>2 i) f(x) =b1<b<2 FiIGurRA 5.1 Graficas del
i) f(x) =b%5<b<1 iv) f(x) =b,0<b<} problema 51
52. En la Ficura 5.2 llene los espacios en blanco de las coordenadas de los puntos en cada
gréfica.

FiGuRA 562 Graficas del problema 52

En los problemas 53 y 54, determine la pendiente de la recta L que se indica en cada figura.

54.
/‘4«0 = Inx
X

|

|

|
L &2

FIGURA 5E4 Grafica del
x problema 54

2+4+h

FIGURA 5.E3 Grafica del
problema 53
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En los problemas 55 a 60, indique la correspondencia de las siguientes funciones con una de
las graficas de abajo.

57.

59.

i)y=In(x—2) ii) y=2—Inx
iii) y=2+ In(x + 2) ) y=-2—In(x +2)
v) y = —In(2x) vi) y=2+In(—x + 2)
56. VY
4
2

)
—4
FIGura 5E5 Grafica del problema 55 FIGURA 5E6 Gréafica del problema 56
y 58.
41 4.
= \
+ + + + + X + t 3: 2‘. 5: 6: X
_2%_ 12 3 4 Sl
Y e -44
FGURA 5.E7 Grafica del prob[ema 57 FIGURA 5E8 Grafica del problema 58
y 60. y
4+ 41
/_ \
/— 2_\
2(1 IR SN
21 ol
41 41
FiGURA5ES Grafica del problema 59 FIGURA 5.E.10 Gréafica del problema 60

En los problemas 61 y 62, describa la grafica de la funcién f en términos de una transforma-
cion de la graficade y = In x.

61.
63.
64.
65.
66.
67.

68.

69.

flx) = lné 62. f(x) = Inx?

Deduzca la funcién f(x) = Ae* si (0, 5) y (6, 1) son puntos en la grifica de f.

Deduzca la funcién f(x) = A 10¥si f(3) = 8 y £(0) = 3.

Deduzca la funcién f(x) = a + b*, 0 < b < 1,51 f(1) = 5.5 y la grifica de f tiene como
una asintota horizontal y = 5.

Deduzca la funcién f(x) = a + logs(x — ¢)si f(11) = 10y la gréfica de f tiene una asin-
tota vertical x = 2.

Si la cantidad inicial de bacterias presentes en un cultivo se duplica después de 9 horas,
(cudnto tiempo pasard para que la cantidad de bacterias se vuelva a duplicar?

Un lago de pesca comercial se abastece con 10 000 crias de pez. Deduzca un modelo
P(t) = Pye"" de la poblacion de peces en el lago, cuando el tiempo es ¢, si su propietario
estima que entonces quedardn 5 000 peces después de 6 meses. ;| Después de cudntos
meses el modelo predice que quedardn 1 000 peces?

El tritio es un is6topo del hidrégeno que tiene vida media de 12.5 afios. {Cudnto de una
cantidad inicial de este elemento queda después de 50 afos?
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70.

71.

72.

73.

74.

75.

Un esqueleto humano que se encontré en un sitio arqueolégico ha perdido 97% de *C.
(Cudl es la edad aproximada del esqueleto?

Una persona se jubila e invierte $650 000 en una cuenta de ahorros. Desea que la cuenta
tenga $1 000 000 en 10 afios. ;Qué tasa r de interés anual compuesto continuamente
satisfard su deseo?

De acuerdo con la ley de Lambert-Bouguer, la intensidad / (expresada en limenes)

de un haz luminoso vertical que atraviesa una sustancia transparente disminuye de
acuerdo con la funcién exponencial I(x) = Ioek‘, k < 0, donde I, es la intensidad del rayo
incidente y x es la profundidad, expresada en metros. Si la intensidad de la luz a 1 metro
abajo de la superficie del agua es 30% de I, ;cudl es la intensidad a 3 metros abajo de la
superficie? ;A qué profundidad es la intensidad 50% de lo que era en la superficie?

La funcion Gompertz y = ae " donde a, b y ¢ son constantes positivas, recibié

ese nombre en honor del matematico inglés Benjamin Gompertz (1779-1865) y fue
empleada inicialmente en la demografia. En la actualidad se utiliza como un modelo
matematico en diversas areas, como la economia, la estadistica e incluso en el creci-
miento de tumores, como parte de la oncologia. Resuelva para ¢ en términos de otros
simbolos.

La gréfica de una funcién de Gompertz se llama curva de Gompertz. Trace una curva
de Grompertz en el caso siguiente. En cada caso, sobreponga las tres gréaficas en el mis-
mo sistema de coordenadas.

a)y=ae* a=%a=1,a=2

by y=e* b=3b=1b=2

o)y=e¢“c=%c=1c=2

[Sugerencia: La grafica tiene dos asintotas horizontales.]

Una anualidad es un plan de ahorro donde se deposita la misma cantidad de dinero P
en una cuenta en n periodos equidistantes (por ejemplo, afios). Si la tasa r de interés
anual es compuesta continuamente, entonces la cantidad S acumulada en la cuenta
inmediatamente después del depdsito n es:

S=P+ P+ Pe¥ + - + P,

(Cudl es el valor de este tipo de anualidad en 15 afios si P = $3 000 y la tasa de interés
es de 2%?

CAPITULO 5 Ejercicios de repaso
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Secciones conicas

E# La parabola

O Introduccion Hipatia fue la primera mujer en la historia de las matematicas de la
que se conoce bastante. Nacié en Alejandria, en 370 d.C., tuvo renombre como matematica y
filésofa. Entre sus escritos se destaca Sobre las conicas de Apolonio, que popularizé el trabajo
de Apolonio (200 a.C.) sobre cénicas, que se pueden obtener cortando un cono doble invertido
con un plano. Son el circulo, la pardbola, la elipse y la hipérbola. Vea la Ficurae.1.1. Al cerrar el
periodo griego, se desvanecio el interés en las conicas; después de Hipatia, el estudio de esas
curvas desaparecié durante mas de 1 000 afios.

circulo elipse pardbola  hipérbola

FIGURA 6.1.1 Secciones conicas

En el siglo xvi, Galileo demostré que en ausencia de resistencia del aire, la trayectoria
de un proyectil describe un arco parabdlico. Mds o menos por ese tiempo, Johannes Kepler
supuso que las orbitas de los planetas en torno al Sol son elipses, y que el Sol estd en uno de
los focos. Después, Isaac Newton a través de los métodos del cédlculo recién desarrollados
verificé esta teorfa. Kepler también experiment6 con las propiedades reflectoras de los espejos
parabdlicos, investigaciones que aceleraron el desarrollo del telescopio reflector. Los griegos
conocieron pocas de estas aplicaciones practicas. Habian estudiado las cénicas por su belleza
y por sus intrigantes propiedades. En las tres primeras secciones de este capitulo examinare-
mos tanto las propiedades antiguas como las aplicaciones modernas de estas curvas. Mds que
usar un cono, indicaremos cémo se definen la pardbola, elipse e hipérbola mediante una dis-
tancia. Por medio de un sistema de coordenadas rectangulares y una férmula para determinar
la distancia obtendremos ecuaciones de las conicas. Cada una de ellas estard en forma de una
ecuacion cuadrdtica de las variables x y y:

Ax* + Bxy + Cy* + Dx + Ey + F = 0,

endonde A, B, C, D, E y F son constantes. Ya hemos estudiado el caso especial de y = ax* +
bx + ¢, de la ecuacion anterior, en la seccion 2.4.

Hipatia

Sistema solar
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FiGuRA6.1.2 Una parabola

FIGURA 6.1.3 Parabola con vértice
en (0, 0) y foco en el eje y
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PARABOLA

Una parabola es el conjunto de puntos P(x, y) en el plano que son equidistantes a
una recta fija L, llamada directriz, y a un punto fijo F, llamado foco.

En la FIcura 6.1.2 se muestra una pardbola. La recta que pasa por el foco perpendicular a la
directriz se llama eje de la parabola. El punto de interseccion de la parabola con el eje se llama
vértice y se indica con V en la figura 6.1.2.

[0 Parabola con vértice en (0, 0) Para describir analiticamente una parabola se usa-
rd un sistema de coordenadas rectangulares donde la directriz es una recta horizontal y = —c,
en donde ¢ > 0, y la ubicacién del punto F sea (0, ¢). Entonces se ve que el eje de la pardbola
estd a lo largo del eje y, como muestra la FIGura 6.1.3. El origen es necesariamente el vértice,
porque esta en el eje a ¢ unidades tanto del foco como de la directriz. La distancia desde un
punto P(x, y) a la directriz es

y=(=e)=y+e

Al aplicar la férmula de la distancia, la distancia de P al foco F es

d(P,F) =V (x— 02+ (y — ¢)*

De acuerdo con la definicién de la pardbola, d(P, F) = y + ¢, es decir

\/(x—0)2+(y—c)2=y+c.

Ambos lados se elevan al cuadrado y al simplificar se obtiene

Cry—eP=0G+c)
x4+ y2 = 2cy + ¢ = y* 4+ 2cy + 2 &)

es decir, x% = dcy.

La ecuacion (1) se conoce como la forma normal de la ecuacion de una parabola con foco en
(0, ¢), directrizy = —c¢, ¢ > 0y vértice en (0, 0). La gréifica de cualquier parébola con la forma
normal (1) es simétrica con respecto al eje y.

La ecuacién (1) no depende de la hipétesis ¢ > 0. Sin embargo, la direccién hacia la que
se abre la pardbola si depende del signo de c¢. En forma especifica, si ¢ > 0, la pardbola se abre
hacia arriba, como en la figura 6.1.3; si ¢ < 0, la parabola se abre hacia abajo.

Si se supone que el foco de la pardbola estd en el eje x, en F(c, 0), y que la ecuacién de la
directriz es x = —c, entonces el eje x es el eje de la pardbola, y el vértice estd en (0, 0). Si ¢ > 0,
la parabola se abre hacia la derecha; si ¢ < 0, se abre hacia la izquierda. En cualquier caso, la
forma normal de la ecuacion es

y* = 4ex. (2)

La grafica de cualquier pardbola con la forma normal (2) es simétrica con respecto al eje x.

En las FIGURAS 6.1.4 y 6.1.5 se presenta un resumen con toda esta informacion de las ecuacio-
nes (1) y (2), respectivamente. El lector se sorprendera al ver que en la figura 6.1.4b), la directriz
sobre el eje x se identifica con y = —c, y el foco en el eje de las y negativas tiene coordenadas
F(0, ¢). Tenga en cuenta que en este caso, la hipétesis es que ¢ < 0y por consiguiente —¢ > 0.
Una aclaracién similar sucede con la figura 6.1.5b).
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Eje
FOCO\oF(O’ ‘) e { Directriz
Resumen x Vertice x
; Vértice ~
grafico de la St Sl .
s .. y=-— Directriz Foco~ |F(0, ¢)
informacion Eje
de la forma
normal (1)
a) x2=4cy,c>0 b) x2=4cy,c<0
FIGURA 6.1.4 Resumen grafico de la informaciéon de la forma
normal (1
1) )
y . )
l .
Directriz : : Directriz
| F(c,0)\ |
Resumen — — e ¢4+ Eje—>x
2 Vértice” Foco Vértice
grafico de la i y e
informacién l l
de la forma x=— | | %=—¢
normal (2)
a)y2=4cx,c>0 b) y2=4cx,c<0
FIGURA 6.1.5 Resumen grafico de la informacion de la forma
normal (2
@ )

| EJEMPLO 1

La parabola mas simple

Ya habiamos visto la grifica de y = x* en la seccién 2.2. Al comparar esta ecuacién con la (1)
se ve que

x2=1'y

por lo que 4¢ = 1, 0 sea que ¢ = +. En consecuencia, la grifica de y = x* es una pardbola con

vértice en el origen, foco en (0, 1), y directrizy = —1. Estos detalles se indican en la grafica
de la FIGURA 6.1.6. |

Si conocemos la forma parabdlica basica, todo lo que necesitamos para saber como tra-
zar una grafica preliminar de las ecuaciones (1) y (2) es que la grafica pasa por su vértice en
(0, 0), y la direccién hacia la que se abre la pardbola. Para que la gréfica sea mds exacta, conviene
usar el nimero ¢ determinado por la grafica de la ecuacién en la forma normal, para graficar
dos puntos adicionales. Nétese que si se opta por y = ¢ en (1), entonces x* = 4c¢? implica
que x = +2¢. Entonces los puntos (2¢, ¢) y (—2c¢, ¢) estdn en la grafica de x* = 4cy. De igual
modo, la opcién x = ¢ en (2) implica que y = £2c¢ y entonces (¢, 2¢) y (¢, —2c¢) son puntos de
la grafica de y* = 4cx. El segmento de recta que pasa por el foco y cuyos extremos estdn en
(2¢, ¢) y (—2c¢, ¢) cuando las ecuaciones estdn en su forma normal (1), o cuyos extremos estdn
en (c, 2¢) y (¢, —2c) en el caso de ecuaciones con la forma normal (2), se llama cuerda focal

6.1 La parabola

Directriz

FIGURA 6.1.6 Grafica de la ecua-
cion del ejemplo 1

4Sugerencia para graficar las ecuacio-

nes (1) y (2).
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o diametro. Por ejemplo, en la figura 6.1.6, si se escoge y = 1. entonces x> = j implica que
x = =1 Los extremos de la cuerda focal horizontal para y = x*son(— %, %) y(3.9).

| EJEMPLO 2 Deduccion de la ecuacion de una parabola

Deducir la ecuacion, en su forma normal, de la pardbola con directriz x = 2y foco en (=2, 0).
Hacer la gréfica.

Solucion En la Ficurae.1.7 se han graficado la directriz y el foco. Por sus lugares se ve que
la ecuacién que buscamos tiene la forma y* = 4cx. Como ¢ = —2, la pardbola se abre hacia
la izquierda, y as{

y>=4(-2)x osea y*= —8x.

Como se menciond en la explicacién anterior a este ejemplo, si se sustituye x = ¢, o en este
caso x = —2, en la ecuacién y* = —8x, se pueden determinar dos puntos en su grifica. De
y* = —8(—2) = 16 se obtiene y = +4. Como se ve en la FIGURA 6.1.8, la grifica pasa por (0, 0)
y también por los extremos (—2, —4)y (=2, 4) de la cuerda focal.

y =Sy
T [
1 |
|
1 |
|
2,00 T |
\_Y_/\_Y_ﬂ
2 T 2 :
T |
|
T |
1 [
x=2
FIGURA 6.1.7 Directriz y foco FIGURA 6.1.8 Gréfica de la
del ejemplo 2 parabola del ejemplo 2 ]

O Parabola con vértice en (%, k) Supongamos que la paribola se traslada tanto ho-
rizontal como verticalmente, de modo que su vértice esté en el punto (A, k), y su eje es la recta
vertical x = h. La forma normal de la ecuacidén de la pardbola es, entonces,

(x = h)* = de(y — k). 3

De igual modo, si su eje es la recta horizontal y = k, la forma normal de la ecuacién de la
pardbola con vértice en (/, k) es

(y = &)? = 4c(x = h). @)

Las pardbolas que definen estas ecuaciones tienen una forma idéntica a las pardbolas
definidas por las ecuaciones (1) y (2), porque las ecuaciones (3) y (4) representan transforma-
ciones rigidas (traslaciones hacia arriba, hacia abajo, hacia la izquierda y hacia la derecha) de
las graficas de (1) y (2). Por ejemplo, la pardbola

(x +1)2=8(y —5)

tiene su vértice en (— 1, 5). Su grafica es la grafica de x* = 8y desplazada horizontalmente una
unidad hacia la izquierda, seguida de un desplazamiento vertical de cinco unidades.

Para cada una de las ecuaciones (1) y (2) o (3) y (4), la distancia del vértice al foco, asi
como la distancia del vértice a la directriz, es|c|.

CAPITULO 6 Secciones conicas



| EJEMPLO 3 Deduccion de la ecuacion de una parabola

Deducir la ecuacién, en su forma normal, de la pardbola con vértice en (—3, —1) y directriz
y = 3. Determinar la ubicacién del foco.

Solucion Comenzaremos graficando el vértice en (—3, —1) y la directriz y = 3. En la
FIGURA 6.1.9 se puede ver que la parabola debe abrirse hacia abajo, y entonces la forma normal
es la (3). Esto, mas la observacion que el vértice estd a 4 unidades abajo de la directriz, indica
que la solucién adecuada de |¢|= 4 esc = —4. Al sustituirh = =3,k = —lyc= —4enla
ecuacion (3) da como resultado

x —(=3)P=4(-4)]y—(-1)] osea (x+3)>=—16(y+1). [

| EJEMPLO 4 Encontrar todo

Encontrar el vértice, foco, eje, directriz y grafica de la pardbola

y> — 4y — 8x — 28 = 0. %)

Solucion Para escribir la ecuacién en una de las formas normales, completaremos el
cuadrado en y:

y2 - 4y +4=8x+28 +4 <« Sesuma4enambos lados.
(y —2)* = 8x + 32.

Asf, la forma normal de la ecuacion (5) es (y — 2)° = 8(x — 4). Al comparar esta ecuacién con la
(4) se llega a la conclusion de que el vértice estd en (—4, 2) y que 4¢ = 8, 0 sea ¢ = 2. Entonces,
la pardbola se abre hacia la derecha. De ¢ = 2 > 0, el foco estd 2 unidades hacia la derecha del
vértice en (—4 + 2, 2) o sea(—2, 2). La directriz es la recta vertical a 2 unidades hacia la izquierda
del vértice,x = —4 — 2, 0 seax = —6. Sabiendo que la pardbola se abre hacia la derecha, desde
el punto (—4, 2), también se ve que la gréfica interseca con los ejes coordenados de una grifica.
Para determinar la interseccién con el eje x se hace que y = 0 en (5), y se ve de inmediato que
x = —2 = —7 La interseccién con el eje x estd en (—2, 0). Para determinar la interseccién
con el eje y se hace que x = 0 en (5), y con la férmula cuadritica se llegaay = 2+ 4V?2, 0
seay =~ 7.66yy =~ —3.66. Las intersecciones con el eje y son (0,2 — 4V2)y (0,2 + 4V?2).

Al reunir toda esta informacion se obtiene la gréfica de la FIGURA 6.1.10. [ |

O Aplicaciones de la parabola La paribola tiene muchas propiedades interesantes
que la hacen adecuada para ciertas aplicaciones. Con frecuencia, las superficies reflectoras se
disefian para aprovechar una propiedad de reflexion de las pardbolas. Esas superficies, llama-
das paraboloides, son tridimensionales y se forman haciendo girar una parabola en torno a su
eje. Como se ve en la FIGURA 6.1.11a), los rayos de luz (o las sefiales electromagnéticas) desde

Superficie reflectora Superficie reflectora

Rayos luminosos que salen Rayos luminosos que entran

Foco Foco

a) Los rayos emitidos b) Los rayos que entran
en el foco son reflejados se reflejan hacia el foco
como rayos paralelos

FIGURA 6.1.11 Superficie reflectora parabélica

6.1 La parabola

Directriz  y=3

Vértice (-3, -1)

FIGURA 6.1.9 Vértice y directriz
del ejemplo 3

(y-22=8(x+4)

FIGURA 6.1.10 Gréfica de la ecua-

cion del ejemplo 4
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una fuente puntiforme ubicada en el foco de una superficie reflectora parabélica se reflejaran
a lo largo de rectas paralelas al eje. Es el concepto para el disefio de faros buscadores, algunas
linternas sordas y antenas satelitales. Al revés, si los rayos de luz que llegan son paralelos al
eje de una pardbola, serdn reflejados en la superficie en rectas que pasen por el foco. Vea la
figura 6.1.11b). Los rayos luminosos procedentes de un objeto lejano, como una galaxia, son
esencialmente paralelos, por lo que, cuando entran a un telescopio reflector se reflejan en el
espejo parabdlico hacia el foco, donde en el caso normal hay una cdmara para capturar la ima-
gen durante algin tiempo. Una antena parabdlica doméstica funciona con el mismo principio
que el del telescopio reflector: la sefial digital de un satélite de TV se capta en el foco del plato
mediante un receptor.

Faro buscador También las pardbolas son importantes en el disefio de puentes colgantes. Se puede de-
mostrar que si el peso del puente estd uniformemente distribuido sobre toda su longitud, un
cable de soporte con forma de pardbola puede soportar la carga.

La trayectoria de un proyectil lanzado oblicuamente, que puede ser un balén de basquet-
bol arrojado desde la linea de tiro libre, describird un arco parabdlico.

Se ha observado que los atunes, cuyas presas son peces mas pequefios, nadan en cardi-
menes de 10 a 20 ordenados aproximadamente en forma parabdlica. Una explicacion factible
de este hecho es que los peces mds pequefios atrapados por el cardumen de atunes trataran de
escapar “reflejandose” afuera de la pardbola. El resultado es que se concentran en el foco y son
presa facil de los atunes. Vea la FIGURA 6.1.12.

e,

Antenas parabélicas de TV
satelital

El Puente de Brooklyn es un

puente colgante FIGURA 6.1.12 Atunes cazando en un arco

parabélico

E'ercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
] comienzan en la pagina RESP-18.

En los problemas 1 a 24, determine el vértice, foco, directriz y eje de la parabola respectiva.
Haga una gréfica de la pardbola.

EL baldn describe un 1.y? = 4x 2.y* = Jx

arco parabélico 3.2 = —%x 4.y = —10x
5.x* = —16y 6. x> =15y
7. x* = 28y 8. x> = —64y
9.(y — 1)* = 16x 10. (y +3)* = —8(x + 2)
1. (x + 5= —4(y + 1) 12.(x =2 +y=0
13.y*+ 12y —4x + 16 =0 4.2 +6x+y+11=0
15. x> +5x — 3y +6=0 16. x> — 2x — 4y + 17 =0
17.y* — 8y +2x + 10 =0 18.y2 —4y —4x +3=0
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19. 4x% = 2y 20.3(y — 1) = 9x
21, —2x*+ 12x — 8y — 18 =0 22.4y* + 16y —6x —2 =0
23.6y* — 12y —24x — 42 =10 24.3x* +30x — 8y +75=0

En los problemas 25 a 44, deduzca una ecuacién de la pardbola que satisfaga las condiciones
indicadas.

25. Foco en (0, 7), directriz y = —7 26. Focoen (0, —5), directriz y = 5
27. Focoen (—4,0), directriz x = 4 28. Focoen (3,0), directriz x = —3
29. Focoen (3, 0), vértice (0, 0) 30. Focoen (0, —10), vértice en (0, 0)
31. Focoen (2, 3), directrizy = —3 32. Focoen (1, —7), directriz x = —5
33. Focoen (—1, 4), directriz x = 5 34. Focoen (—2,0), directriz y = 3
35. Focoen (1, 5), vértice (1, —3) 36. Focoen (—2,3), vérticeen (—2, 5)
37. Focoen (8, —3), vértice (0, —3) 38. Focoen (1, 2), vérticeen (7, 2)

39. Vértice en , directriz y = —1 40. Vértice en (0, 0), directrizx = 6

i

41. Vértice en , directrizy = 7 42. Vérticeen (—1, 4), directrizx = 0

(0,0)

(5.1)

43. Vértice en (0, 0), pasa por (—2, 8), eje a lo largo del eje y
(0,0)

44. Vértice en , pasa por (1, %), eje a lo largo del eje x

)

En los problemas 45 a 48, calcule las intersecciones con los ejes coordenados de la pardbola
respectiva.

45. (y + 4 =4(x + 1) 46. (x —1)>=—-2(y — 1)
47. x* +2y — 18 =0 48. >’ — 8y —x+15=0

Aplicaciones diversas

49. Candileja Una candileja grande se disefia de tal modo que una seccidn transversal por su
eje es una pardbola, y la fuente luminosa esta en el foco. Calcule la posicién de la fuente
luminosa, si la candileja tiene 4 pies de didmetro en la abertura, y 2 pies de profundidad.

50. Telescopio reflector Un telescopio reflector tiene un espejo parabdlico de 20 pies de
diametro en la parte superior, y 4 pies de profundidad en el centro. ;Dénde se debe
colocar el ocular?

51. Suponga que un rayo de luz emana del foco de la pardbola y* = 4x y llega a la parabola
en el punto (1, —2). {Cudl es la ecuacién del rayo reflejado?

52. Puente colgante Suponga que dos torres de un puente colgante estan a 350 pies de
distancia, y que el vértice del cable parabdlico es tangente al asfalto en el punto medio
entre las torres. Si el cable estd 1 pie arriba del asfalto en un punto a 20 pies del vértice,
calcule la altura de las torres sobre el asfalto.

53. Otro puente colgante Dos torres de 75 pies de alto, de un puente colgante con un cable
parabdlico, estan a 250 pies de distancia. El vértice de la pardbola es tangente al asfalto
en el punto medio entre las torres. Calcule la altura del cable, sobre el asfalto, en un
punto a 50 pies de una de las torres.

54. Tubo de alcantarillado Suponga que el agua que sale por el extremo de un tubo hori-
zontal describe un arco parabdlico con su vértice en el extremo del tubo. Este tubo esta a
20 metros sobre el suelo. En un punto a 2 metros abajo del extremo del tubo, la distan-
cia horizontal del agua a una vertical que pase por el extremo del tubo es de 4 m. Vea la
FIGURA 6.1.13. ; Ddnde el agua toca al suelo?

55. Diana Un lanzador de dardos suelta un dardo a 5 pies sobre el suelo. El dardo se arroja
horizontalmente y sigue una trayectoria parabélica. Llega al suelo a 10 V10 pies del
lanzador. A una distancia de 10 pies del lanzador, ;a qué altura debe colocarse la diana
para que el dardo le acierte?

6.1 La parabola

FIGURA 6.1.13 Tubo del pro-
blema 54
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FIGURA 6.1.14 Ancho focal en el

problema 57
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56.

57.

58.

Trayectoria balistica La posicion vertical de un proyectil se determina mediante la
ecuacién y = —16¢, y la posicién horizontal con x = 40¢, para ¢ = 0. Elimine ¢ de las
ecuaciones para demostrar que la trayectoria del proyectil es un arco parabdlico. Grafi-
que la trayectoria del proyectil.

Ancho focal El ancho focal de una parabola es la longitud de su cuerda focal; esto es,
es el segmento de recta que pasa por el foco perpendicular al eje, con sus extremos en la
pardbola. Vea la FIGURA 6.1.14.

a) Calcule el ancho focal de la pardbola x* = 8y.

b) Demuestre que el ancho focal de la pardbola x* = 4cy y y* = 4exes 4| c|.

Orbita parabélica La 6rbita de un cometa es una pardbola con el Sol en el foco. Cuan-
do el cometa estd a 50 000 000 de km del Sol, la linea del cometa al Sol es perpendicu-
lar al eje de la pardbola. Use el resultado del problema 57b) para escribir una ecuacién
de la trayectoria del cometa. (Un cometa con érbita parabdlica no regresa al sistema
solar.)

Para discusion

59.

60.

61.

lﬂ La elipse

a

Suponga que dos superficies reflectoras parabélicas estdn una frente a otra (con sus
focos en un eje comiin). Todo sonido emitido en un foco se reflejard en las pardbolas

y se concentrard en el otro foco. La FIGURA 6.1.15 muestra las trayectorias de dos ondas
sonoras tipicas. Con la definicién de pardbola de la pagina 328, demuestre que todas las
ondas sonoras recorreran la misma distancia. [Nota: Este resultado es importante por

la siguiente razén: si las ondas sonoras recorrieran trayectorias de distintas longitudes,
llegarian al segundo foco en tiempos distintos. El resultado seria interferencia, y no un
sonido nitido.]

Directriz Directriz
: Trayectoria de la onda sonora :

__E__é&:ece ________ F BC_OJQ_;__

FIGURA 6.1.15 Superficies reflectoras paraboli-
cas del problema 59

El punto més cercano al foco es el vértice. ;Como se puede demostrar este enunciado?
Ponga en préctica sus ideas.

En el caso del cometa del problema 58, use el resultado del problema 60 para determi-
nar la distancia mds corta entre el Sol y el cometa.

Introduccion Esta figura es frecuente en astronomia. Por ejemplo, las 6rbitas de los

planetas en torno al Sol son elipticas, y el Sol estd en un foco. De igual manera, los satélites
de comunicaciones, el telescopio espacial Hubble y la estacién espacial internacional giran
en torno a la Tierra en Orbitas elipticas, con la Tierra en un foco. En esta seccion se definird la
elipse y se estudiardn algunas de sus propiedades y aplicaciones.
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Una elipse es el conjunto de puntos P(x, y) en un plano, tales que la suma de las

distancias de P a dos puntos fijos F; y F, es constante. Los puntos fijos F; y F, se
llaman focos. El punto medio del segmento de recta que une a los puntos F; y F,
se llama centro de la elipse.

Como se ve en la FIGURA 6.2.1, si P es un punto en la elipse, y sid, = d(F, P)y d, = d(F,, P)
son las distancias de los focos a P, entonces, de acuerdo con la definicion anterior,

dy+d, =k, (1)

en donde k£ > 0 es una constante.

En nivel préctico, la ecuacién (1) sugiere una forma de trazar una elipse. La FIGURA 6.2.2
muestra que si se fija un hilo de longitud & a dos clavos en una hoja de papel, se puede trazar
una elipse recargando un ldpiz en el hilo y moviéndolo en tal forma que el hilo permanezca
tenso.

O Elipse con centro en (0, 0) Ahora deduciremos la ecuacién de la elipse. Por
comodidad algebraica, definiremos £k = 2a > 0 y colocaremos los focos en el eje x, en las
coordenadas F|(—c, 0) y Fy(c, 0), como muestra la Figura 6.2.3. Entonces, de acuerdo con (1),

Vix+e)l2+y+V(x—c)?+y*=2a
o sea Vi(x+c¢)+y*=2a—V(x—c)P+y.
Ambos lados de la segunda ecuacidn en (2) se elevan al cuadrado y se simplifica:
(x+c)P+y =4a>—4aV(x —c)P+y +(x—c)+y
aVi(x —c)*+ y* =a*> — cx.

Se eleva al cuadrado por segunda vez, y entonces

@)

a* — 2d’cx + x?

a*[(x — ¢)* + »?
[(x = ¢)* + %] 3
o0 sea (a* = *)x* + a®* = a*(a* — ).
En la figura 6.2.3 se ve que los puntos F, F, y P forman un tridngulo. Como la suma de las
longitudes de dos lados cualquiera en un tridngulo es mayor que la longitud del otro lado, se
debe cumplir que 2a > 2c, 0 a > c. Por consiguiente, a* — ¢* > 0. Cuando se hace que b* =
a* — c%, 1a ecuacion (3) se transforma en b’x* + a’y* = a*b*. Esta tltima ecuacién se divide
entre a’h” y se obtiene

(&)
S

X
=+
a

=1. 4

A

La ecuacién (4) se llama forma normal de la ecuacion de una elipse con centro en (0, 0) y
focos en (—c, 0) y (c, 0), donde c se define por b* = a* — ¢*,y a > b > 0.
Si los focos estan en el eje y, al repetir el andlisis anterior se llega a

x2 y2

; + ; = 1. %)
La ecuacion (5) es la llamada forma normal de la ecuacién de una elipse con centro en (0, 0)
y focos en (0, —c) y (0, ¢), donde c se define por b* = a* — ¢*,ya > b > 0.

6.2 La elipse

dy + d, = constante

FIGURA 6.22 Método para
trazar una elipse

FIGurA 6.2.3 Elipse con centro
en (0, 0) y focos en el eje x
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O Ejes mayor y menor Eleje mayor de una elipse es el segmento de recta que pasa por
su centro, que contiene a los focos y cuyos extremos estan en la elipse. En el caso de una elipse
cuya ecuacion es la (4), el eje mayor es horizontal, mientras que en el de la (5) el eje mayor es
vertical. El segmento de recta que pasa por el centro, es perpendicular al eje mayor, y cuyos
extremos estdn en la elipse, se llama eje menor. Los dos extremos del eje mayor se llaman
vértices. En la ecuacion (4), los vértices estan en la interseccion con el eje x. Siy = O en (4),
el resultado es x = +a. Entonces los vértices estdn en (—a, 0) y (a, 0). En la ecuacién (5), los
vértices son las intersecciones con el eje y (0, —a) y (0, @). En la ecuacién (4) los extremos de
los ejes menores son (0, —b) y (0, b); en la ecuacién (5), los extremos estan en (—b, 0) y (b, 0).
En las ecuaciones (4) o (5), la longitud del eje mayor es a — (—a) = 2a; la longitud del eje
menor es 2b. Como a > b, el eje mayor de una elipse siempre es mas largo que su eje menor.

En la FIGuRA 6.2.4 se muestra un resumen de toda la informacion de las ecuaciones (4) y (5).

Interseccion y Vértice )
conel eje y

Y10, b)

Interseccion

Resumen
grafico de la
informacion
de las formas
normales (4)

vy (5)

Interseccion ¢
Vértice Vértice  conel eje x con el eje x
(=a, 0) (a,0) (-b, 0) mayor | (b, 0)
X X

(_Cv 0) /

Centro

0,-b)
Interseccion
conel eje y Vértice
2y x ¥
a);+ﬁ—l,a>b b)ﬁ+;—1,a>b
FIGURA 6.2.4 Resumen de la informacién de las formas normales (4) y (5) )

Ficura6.2.5 Elipse del
ejemplo 1
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| EJEMPLO 1

Determinar los vértices y los focos de la elipse cuya ecuacién es 3x* + y* = 9. Hacer la gra-
fica.

Solucion Ambos lados de esta igualdad se dividen entre 27, y se ve que la forma normal
de la ecuacién es

Vértices y focos

y_
9

+ 1.

x2
3
Como 9 > 3, se identifica esta ecuacién con la (5). De a> =9y bh*> =3,sevequea = 3y
b = V/3. El eje mayor es vertical con extremos en (0, —3) y (0, 3). El eje menor es horizontal
y sus extremos estdn en (—V/3,0) y (V3,0). Claro estd que también los vértices son los
cruces de la elipse con el eje y, y los extremos del eje menor son las intersecciones con el eje
x. Ahora bien, para determinar la ubicacién de los focos, se usa b*> = a* — c? o ¢*> = a* — b?,
para escribir ¢ = Va? — b?. Sustituyendo a = 3, b = /3, se obtiene c = V9 — 3 = V6.
Por consiguiente, los focos estdn en el eje y, en (0, — \V/6)y (0, V6). La grifica se muestra
en la FIGURA 6.2.5. [ |

| EJEMPLO 2

Deducir una ecuacién de la elipse que tiene un foco en (2, 0) y cruza al eje x en (5, 0).

Solucion Como el foco del dato estd en el eje x, se puede deducir una ecuacién en la
forma normal (4). En consecuencia, ¢ = 2,a = 5, a*> = 25 y bv* = a* — %, es decir, b* = 57 —
2? = 21. La ecuacién que se busca es

Deduccion de la ecuacion de una elipse

CAPITULO 6 Secciones conicas



0 Elipse con centro en (%, k) Cuando el centro estd en (i, k), la forma normal de la

ecuacion de la elipse puede ser

(x=n)? -k

+ -1 6
a’ b? ©)

)2 AV

o bien (x bzh) + (y zk) -
a

Las elipses definidas por estas ecuaciones tienen forma idéntica a las definidas por las ecua-

ciones (4) y (5), ya que las ecuaciones (6) y (7) representan transformaciones rigidas de las

graficas de (4) y (5). Por ejemplo, la elipse

_ 2 + 2
(=1 3R
9 16

1. @)

tiene su centro en (1, —3). Su grafica es la de x*/9 + y*/16 = 1, trasladada horizontalmente una
unidad hacia la derecha, y después por una traslacion vertical de tres unidades hacia abajo.
No se aconseja memorizar las férmulas de los vértices y los focos de una elipse con centro
en (h, k). Todo es igual que antes: a, by ¢ son positivos y a > b, a > c. El lector puede ubicar
vértices, focos y extremos del eje menor sabiendo que a es la distancia del centro a un vértice,
b es la distancia del centro a un extremo del eje menor y c es la distancia del centro a un foco.

También, el nimero ¢ aun esta definido por la ecuacién b =d -

HREVEE Elipse con centro en (A, k)

Ubicar los vértices y los focos de la elipse 4x> + 16y — 8x — 96y + 84 = 0. Hacer la
grafica.

Solucién Para escribir esta ecuacion en una de las formas normales (6) o (7), se deben
completar los cuadrados en x y en y. Recuérdese que, para completar un cuadrado, los coefi-
cientes de los términos cuadraticos x* y y> deben ser 1. Para hacerlo, se saca a 4 como factor
comin de x* y x, y a 16 como factor comiin de y* y y:

4(x* = 2x ) +16(y> — 6y )= —84.
Entonces, de acuerdo con

sesuman4 -1y 16 -9 a ambos lados

v T T 1
4(x* = 2x + 1) +16(y* =6y +9) = =84 +4-1 + 16-9

se obtiene

4(x =12+ 16(y — 3)* = 64

(=1, =3
16 4

es decir, = 1. 8)
En la ecuacion (8) se ve que el centro de la elipse estd en (1, 3). Como la tltima ecuacién tiene
la forma normal (6), se identifica a*>=16,0seaa = 4, y p*=4,0b=2.El eje mayor es ho-
rizontal y estd en la recta horizontal y = 3 que pasa por (1, 3). Es el segmento de recta que se
muestra en rojo e interrumpido en la Ficura 6.2.6. Midiendo a = 4 unidades hacia la izquierda
y después a la derecha del centro, a lo largo de la recta y = 3, llegamos a los vértices (=3, 3)
y (5, 3). Si medimos b = 2 unidades tanto hacia abajo como hacia arriba de la recta vertical
x = 1, que pasa por el centro, llegamos a los extremos del eje menor (1, 1)y (1, 5). El eje menor
se muestra en negro e interrumpido en la figura 6.2.6. Como ¢* = @* — b* = 16 — 4 = 12,
¢ = 2V/3. Por iltimo, si medimos ¢ = 2V/3 unidades hacia la izquierda y hacia la derecha
del centro, a lo largo de y = 3, llegamos a los focosen (1 — 2V3,3) y (1 + 2V3,3). =

6.2 La elipse

FicurA6.2.6 Elipse del ejemplo 3
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Revise el comentario que sigue al P
ejemplo 6 en la seccién 2.1.

-+ [ ]
2,4

FIGURA 6.2.8 Interpretacion gra-
fica de los datos del ejemplo 5
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| EJEMPLO 4

En el ejemplo 1, si resolvemos la ecuacion de la elipse 3x* + y* = 9 para la variable y en tér-
minos de x, obtenemos dos funciones,

y=\/9—3x2 y y=—\/9—3x2.

El dominio de cada una de estas funciones es el intervalo [—\/g, \/§] Las gréificas de
y=V9 —3x* y y=—V9 — 3x%son, a su vez, la media elipse superior dada en la FIGURA
6.2.7a) y la media elipse inferior en la figura 6.2.7b).

Dos funciones

y =19 - 3x2

(3, 0)

3,00 T

3,00 + (3,0 -

y=-+9-3x2

a) Media elipse superior b) Media elipse inferior

Ficura 6.2.7 Dos medias elipses definidas por las funciones del ejemplo 4 ]

Para graficar una elipse en una calculadora posiblemente tendrd que recurrir a la super-
posicion de dos medias elipses definidas por dos funciones a fin de obtener la gréfica de la
elipse completa.

| EJEMPLO 5

Deducir la ecuacién de la elipse que tiene su centro en (2, —1), cuyo eje mayor vertical mide
6y su eje menor 3.

Solucion La longitud del eje mayor es 2a = 6, y entonces @ = 3. De igual modo, la lon-
gitud del eje menor es 2b = 3, por lo que b = 3. Al trazar el centro y los ejes se ve en la FIGURA
6.28 que los vértices estdn en (2, 2) y en (2, —4), y que los extremos del eje menor estdn en
(%, -1) y (%, —1). Como el eje mayor es vertical, la ecuacion normal de esta elipse es

(=27 G=(DP_ -2
Gy ¥ : 9

Deduccion de la ecuacion de una elipse

b+ -

[0 Excentricidad Relacionado con cada seccién cénica hay un niimero e llamado excen-
tricidad. La excentricidad de una elipse se define mediante

(&
EZE,

donde ¢ = V'a* — b*. Como 0 < Va* — b* < a, la excentricidad de una elipse satisface a
0<e<l.

| EJEMPLO B

Determinar la excentricidad de la elipse en el ejemplo 3.
Solucion Al resolver el ejemplo 3 se vio que @ = 4 y ¢ = 2"V/3. Por consiguiente, la
excentricidad de esta elipse es e = (2V3)/4 = V3/2 = 0.87. ]

Regreso al ejemplo 3
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La excentricidad es un indicador de la forma de una elipse. Cuando e = 0, esto es,
cuando e es cercana a cero, la elipse es casi circular, y cuando e = 1, la elipse es aplana-
da, alargada o elongada. Para verlo, observe que si e es cercana a 0, entonces, de acuerdo
con e = Va* — b*la, c = Va*> — b* = 0, y en consecuencia ¢ = b. Como se puede ver
en las ecuaciones normales (4) y (5), eso quiere decir que la forma de la elipse es cercana
a un circulo. También, como ¢ es la distancia del centro de la elipse a un foco, los dos fo-
cos estdn cercanos entre si, y cerca del centro. Vea la FIGURA 6.2.95). Por otra parte, sie = 1 o

a* — b*/a = 1, entonces ¢ = Va* — b’ = a y entonces b = 0. También, ¢ = a quiere
decir que los focos estdn alejados; cada foco estd cerca de un vértice. Por consiguiente, la
elipse es alargada, como se ve en la figura 6.2.90).

O Aplicaciones de la elipse Las elipses tienen
una propiedad reflectora andloga a la que se describi6 en la
seccion 6.1 en el caso de la pardbola. Se puede demostrar
que si una fuente luminosa o sonora se coloca en un foco
de una elipse, todos sus rayos u ondas se reflejardn en la ;u-
superficie de la elipse y llegaran al otro foco. Vea la Ficura
6.2.10. Por ejemplo, si se construye una mesa de pool en |
forma de una elipse con una buchaca en un foco, cualquier Vestibulo de las Estatuas, Wa-
tiro que se origine en el otro foco nunca fallard en entrar a shj ngton, DC
ella. De igual modo, si un techo es eliptico y sus dos focos
estdn en (o cerca del) el piso, cualquier susurro en un foco se oird en el otro. Algunas “galerfas
de susurros” famosas son el Vestibulo de las Estatuas del Capitolio, en Washington, D. C., el
Tabernaculo de Mormén, en Salt Lake City, y la Catedral de San Pablo, en Londres.

Usando su ley de la gravitacion universal, Isaac Newton demostré por primera vez la
primera ley de Kepler, del movimiento planetario. La 6rbita de cada planeta alrededor del Sol
es una elipse con el Sol en uno de sus focos.

| EJEMPLO 7 Excentricidad de la orbita terrestre

La distancia de la Tierra al Sol en su perihelio (cuando més se acerca al Sol) es, aproximada-
mente, de 9.16 x 10" millas, y en su afelio (la mdxima distancia de la Tierra al Sol) es de 9.46
x 107 millas, aproximadamente. ;Cual es la excentricidad de la 6rbita de la Tierra?

Soluciéon Supondremos que la érbita de la Tierra es como la que muestra la FIGURA 6.2.11.
En esa figura se ve que

a—c=9.16x 10’
a+c=946 X 10"

Al resolver este sistema de ecuaciones se obtiene @ = 9.31 x 10’ y ¢ = 0.15 x 10”. Entonces,
la excentricidad e = c/a, es

7
e = LX107 =~ 0.016. u
9.31 X 10
Las 6rbitas de siete de los planetas tienen excentricidades menores que 0.1, y por consi-
guiente, no se alejan de ser circulares. Mercurio y Plutén son las excepciones. Por ejemplo,
la 6rbita de Plutén tiene 0.25 de excentricidad. Muchos de los asteroides y cometas tienen
orbitas muy excéntricas. La 6rbita del asteroide Hidalgo es una de las mds excéntricas, con
e = 0.66. Otro caso notable es la 6rbita del cometa Halley. Vea el problema 47 en los ejer-
cicios 6.2.

6.2 La elipse

(l) e cercana a Cero

| ..
<1

b) e cercanaa 1

FIGURA 6.2.9 Efecto de la excen-
tricidad sobre la forma de una
elipse

FIGURA 6.2.10 Propiedad reflecto-
ra de una elipse

YA Tierra

Posicién Posicién
en el afelio en el perihelio

FIGURA 6.2.11 Interpretacion
gréfica de los datos del ejem-
plo 7
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@ : . 3 Las respuestas a problemas impares seleccionados
E_]GI’C]C]OS comienzan en la pagina RESP-18.

En los problemas 1 a 20, determine el centro, focos, vértices y extremos del eje menor, y la
excentricidad de la elipse. Haga una grafica de la elipse.

LY 2+ Loy
25 9 16 4
2 2 2
y X Yy
R | 4. —+-—=1
RT3 4710
5.9x% + 16y* = 144 6.2x>+ y* =4
7.9x% + 4y* = 36 8. x> +4y* =4
—1)? — 3)2 +1)° -2
o =1 =37 p D =27
49 36 25 36
+2)? - 3)? +4)?
11.(x+5)2+u=1 7 i) S e e
16 64 81
13.4x2+ (y + 1) =4 14.36(x +2)>+ (y —4)* =172
15.5(x — 1)*+ 3(y +2)* =45 16. 6(x — 2)* + 8y* = 48
17.25x% + 9y> — 100x + 18y — 116 = 0 18.9x% + 5y% + 18x — 10y — 31 =0
19. x> + 3y> + 18y + 18 = 0 20. 122> + 49> — 24x — 4y + 1 =0
En los problemas 21 a 40, deduzca la ecuacion de la elipse que satisfaga las condiciones in-
dicadas.
21. Vértices en (£5, 0), focos en (£3,0)  22. Vértices en (49, 0), focos en (42, 0)
23. Vértices en (0, £3), focosen (0, +1)  24. Vértices en (0, £7), focos en (0, +3)
25. Vértices en (0, +3), extremos del eje menor en (+1, 0)
26. Vértices en (44, 0), extremos del eje menor en (0, +2)
27. Vértices en (—3, —3), (5, —3), extremos del eje menoren (1, —1), (1, —5)
(

28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.

1, —6), (1, 2), extremos del eje menor en (—2, —2), (4, —2)
Un foco en (0, —2), centro en el origen b = 3

Un foco en (1, 0), centro en el origen ¢ = 3

Focos en (+V2, 0), longitud del eje menor 6

Focos en (0, +V/5), longitud del eje mayor 16

Focos en (0, £3), pasa por (—1,2V?2)

Vértices en (45, 0), pasa por (V5,4)

Vértices en (44, 1), pasa por (23, 2)

Centroen (1, —1), unfocoen (1,1),a = 5

Centro en (1, 3), un focoen (1, 0), un vérticeen (1, —1)

Vértices en

Centro en (5, —7), longitud del eje mayor vertical 8, longitud del eje menor 6
Extremos del eje menor en (0, 5), (0, —1), un foco en (6, 2)
Extremos del eje mayor en (2, 4), (13, 4), un foco en (4, 4)

En los problemas 41 a 44, calcule la funcién y = f(x) que define la media elipse indicada. Dé
el dominio de cada funcién. Las ecuaciones son de los problemas 1, 3,9y 12.

41.

42,

L L = 1; media elipse inferior
25 9

y2
x4+ = 6 = 1; media elipse superior
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43.

44.

4s5.

46.
47.

48.

(=1 =3

" v = 1; media elipse superior
x — 3)? + 4)?
( o ) + O 81 ) = 1; media elipse inferior

La 6rbita de Mercurio es una elipse con el Sol en uno de sus focos. La longitud del eje
mayor de esta 6rbita es de 72 millones de millas, y la longitud del eje menor es de 70.4
millones de millas. ;Cuél es la distancia minima (perihelio) entre Mercurio y el Sol?
(Cudl es la distancia mdxima (afelio)?

(Cudl es la excentricidad de la 6rbita de Mercurio, con los datos del problema 45?

La 6rbita del cometa Halley es una elipse cuyo eje mayor tiene 3.34 x 10° millas de
longitud, y cuyo eje menor tiene 8.5 x 10® millas de longitud. ;Cudl es la excentricidad
de la 6rbita del cometa?

Un satélite gira en torno a la Tierra en una 6rbita eliptica, con el centro de la Tierra en
uno de sus focos. Tiene una altitud minima de 200 millas y una altitud mdxima de 1 000
millas sobre la superficie de la Tierra. Si el radio de la Tierra es de 4 000 millas, ;cudl es
la ecuacion de su 6rbita?

Aplicaciones diversas

49.

50.

S1.

52.

53.

54.

5S.

56.

Arco Un arco semieliptico tiene su eje mayor vertical. La base del arco tiene 10 pies de
ancho, y la parte mas alta estd a 15 pies sobre el suelo. Calcule la altura del arco sobre el
punto en la base del arco que estd a 3 pies del centro.

Diseno de engranajes Un engranaje eliptico gira en torno a su centro, y se mantiene
siempre engranado con un engranaje circular que tiene libertad de movimiento horizon-
tal. Vea la FIGuRA 6.2.12. Si el origen del sistema coordenado xy se coloca en el centro de
la elipse, la ecuacién de la elipse en su posicién actual es 3x* + 9y* = 24. El didgmetro
del engranaje circular es igual a la longitud del eje menor del engranaje eliptico. Si las
unidades son centimetros, ;qué distancia se mueve horizontalmente el centro del engra-
naje circular durante la rotacion, desde el paso de un vértice del engranaje eliptico hasta
el siguiente?

Carpinteria Un carpintero desea cortar en forma eliptica una mesa de café, de una
pieza rectangular de madera, de 4 pies por 3 pies, usando toda la longitud y el ancho
disponibles. Si la elipse se debe trazar usando el método del cordén y el clavo que se
ilustra en la figura 6.2.2, ;qué longitud debe tener el cordén y dénde deben ponerse los
clavos?

Diseno de un parque Un parque de Washington, DC, llamado La Elipse, estd limitado
por una vereda eliptica cuyo eje mayor tiene 458 m de longitud, mientras que su eje
menor mide 390 m. Calcule la distancia entre los focos de esta elipse.

Galeria de los murmullos Suponga que se construye un recinto sobre una base eliptica
plana, haciendo girar 180° una semielipse en torno a su eje mayor. Entonces, por la
propiedad de reflexion de la elipse, todo lo que se susurre en un foco se oird claramente
en el otro foco. Si la altura del recinto es de 16 pies y la longitud es de 40 pies, calcule
la ubicacion de los puestos de susurro y escucha.

Ancho focal El ancho focal de la elipse es la longitud de una cuerda focal, es decir, un
segmento de recta perpendicular al eje mayor que pasa por un foco y con sus extremos
en la elipse. Vea la FIGURA 6.2.13.

a) Calcule el ancho focal de la elipse x*/9 + y*/4 = 1.

b) Demuestre que en general, el ancho focal de la elipse ¥*/a* + y*/b* = 1 es 2b*/a.
Deduzca una ecuacién de la elipse cuyos focos estdn en (0, 2) y (8, 6), y la suma fija de
las distancias 2a = 12.[Sugerencia: En este caso, el eje mayor no es horizontal ni verti-
cal; por consiguiente, no se aplica alguna de las formas normales de esta seccién. Use la
definicién de la elipse.]

Proceda como en el problema 55 y deduzca la ecuacion de la elipse cuyos focos estdn en
(=1, =3)y (—5,7), y la suma fija de distancias 2a = 20.

6.2 La elipse

FIGuRA 6.212 Engranajes eliptico
y circular del problema 50

Ancho _\I\
X
focal F, _j/
FIGURA 6.2.13 Ancho focal del
problema 54
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dy — d, = constante

Fl(—C, 0)

FIGURA 6.3.2 Hipérbola con
centro en (0, 0) y focos en el
eje x
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Para discusion

57. La grafica de la elipse x*/4 + (y — 1*/9 = 1 se desplaza 4 unidades hacia la derecha.
(Doénde estan el centro, los focos, los vértices y los extremos del eje menor en la grafica
desplazada?

58. La grafica de la elipse (x — 1)*/9 + (y — 4)* = 1 se desplaza 5 unidades hacia la iz-
quierda y 3 unidades hacia arriba. ;Dénde estdn el centro, los focos, los vértices y los
extremos del eje menor en la grafica desplazada?

59. En ingenieria, con frecuencia se expresa la excentricidad de una elipse sélo en funcién
de a'y b. Demuestre que e = V1 — b*/a®.

60. Consulte la definicion de semielipse. Las medias elipses de la figura 6.2.7, ;son semi-
elipses?

IE* La hipérbola

[0 Introduccion La definicién de la hipérbola es basicamente igual que la definicion de
la elipse, y la tinica excepcion es que la palabra suma se cambia a la palabra diferencia.

HIPERBOLA

Una hipérbola es el conjunto de puntos P(x, y) en el plano, tal que la diferencia de

las distancias entre P y dos puntos fijos F'; y F, es constante. Los puntos fijos F,
y F, se llaman focos. El punto medio del segmento de la recta que une los puntos
F |y F, se llama centro.

Como se ve en la FIGURA 6.3.1, una hipérbola consta de dos ramas. Si P es un punto de la
hipérbola, entonces

|d1_d2| =k, (1)
endonde d; = d(F |, P)y d, = d(F,, P).
O Hipérbola con centro en (0, 0) Procediendo como en la elipse, se colocan los

focos en el eje x, en F\(—c, 0) y Fy(c, 0), como se ve en la FIGurA 6.3.2 y definimos que la cons-
tante k sea igual a 2a, por comodidad algebraica. Entonces, de acuerdo con (1),

d, — d, = +2a. )

Como se traza en la figura 6.3.2, P estd en la rama derecha de la hipérbola, y asi d;, — d, =
2a > 0. Si P esta en la rama izquierda, entonces la diferencia es —2a. Si (2) se escribe en la
forma

Vx+ )+ 3y = V(x— )+ y*==+2a
se eleva al cuadrado, se simplifica y se eleva de nuevo al cuadrado:
(x+c)+y =4a>+4aV(x — ) + 4+ (x — ) +)?
:i:a\/m =cx —d®
a*l[(x — ¢)* + y?] = *x* — 2d%cx + a* 3)

(2 — ah)x* — a*>y* = a*(* — a?).
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De acuerdo con la figura 6.3.2, se ve que la desigualdad del tridngulo da como resultado

d1<d2+26 y d2<d1+26,
o dl_d2<2C y dz_d1<2c.

Usando d;, — d, = £2a, las dos desigualdades implican que 2a < 2¢,0a < ¢; yaque ¢ > a > 0,
¢* —d? es una constante positiva. Si se hace que b* = ¢ — @, la ecuacion (3) se transforma en

b’x* — a*y* = a*b* o bien, después de dividir entre a’h?,

(&)
S}

X Y

; - ? =1. (4)
La ecuacién (4) se llama forma normal de la ecuacion de una hipérbola con centro en (0, 0) y
focos en (—c, 0) y (¢, 0), y ¢ se define por b* = ¢* — a°.

Cuando los focos estdn en el eje y, una repeticion de las operaciones algebraicas anterio-

res conduce a
2 2
y X
- - =1 5
a’ b ©)

La ecuaci6n (5) es la forma normal de la ecuacion de una hipérbola centrada en (0, 0) con los
focos en (0, —¢) y (0, ¢). Aqui, de nuevo, ¢ > ay b* = ¢* — a’.

En el caso de la hipérbola, a diferencia de la elipse, téngase en cuenta, en (4) y (5), que no
hay relacién entre los tamafios relativos de a y b; mas bien a” siempre es el denominador del #ér-

mino positivo y los cruces con los ejes coordenados siempre tienen a +a como una coordenada.

O Ejes transversal y conjugado El segmento de recta con los extremos en la hipér-
bola, y que estd en la linea que pasa por los focos, se llama eje transversal; sus extremos se
llaman vértices de la hipérbola. En la hipérbola que se describe con la ecuacién (4), el eje
transversal esta en el eje x. Por consiguiente, las coordenadas de los vértices son las de las in-
tersecciones con el eje x. Si se hace que y = 0 se obtiene x*/a’* = 1, es decir, x = F-a. Asi, como
se ve en la FIGURA 6.3.3, los vértices estdn en (—a, 0) y en (a, 0); 1a longitud del eje transversal
es 2a. Nétese que si se hace que y = 0 en (4), se obtiene —y*/b* = 1, 0 sea y*> = —b?, que no
tiene soluciones reales. Entonces, la grafica de cualquier ecuacion en esa forma no tiene in-
tersecciones con el eje y. Sin embargo, los nimeros £b son importantes. El segmento de recta
que pasa por el centro de la hipérbola y es perpendicular al eje transversal, cuyos extremos
estanen (0, —b)y (0, b) se llama eje conjugado. En forma parecida, la grafica de una ecuacion,
en la forma normal (5), no tiene intersecciones con el eje x. En el caso de (5) el eje conjugado
es el segmento de recta cuyos extremos estan en (—b, 0) y (b, 0).
La informacién de las ecuaciones (4) y (5) se resume en la figura 6.3.3.

4Precaucion.

y
Eje (0, ¢) focos
jucad 0, b) Ej N ;
conjugado, | , 1€ | N0, a) Vértice
Foco Vértice\«" Vértice Foco transversal
Resumen -a,0) | (a,0) (-b,0) _(6,0)
grafico de la N o i
informacién ,Centro Eje ((jgni?) Vertice
de las formas ranersal | (0, =) conjugado_g 7
normales (4) (0, —c) focos
y (5)
X2y yvoox2
Vg ! D= =t
FIGURA 6.3.3 Resumen de la informacién de las formas normales (4) y (5)

6.3 La hipérbola

-
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Este es un método nemotécnico. No p
tiene importancia geométrica.
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O Asintotas Toda hipérbola posee un par de asintotas inclinadas, que pasan por su cen-
tro. Esas asintotas indican el comportamiento en los extremos, y como tales son una ayuda
invaluable para trazar la grafica de una hipérbola. Si de (4) se despeja a y en funcién de x se
llega a

Cuando x —> —%0x — %, entonces a’/x>— 0, porlo que V'1 — a*/x* = 1. Por consi-
guiente, para grandes valores de | x |, los puntos en la gréfica de la hipérbola se acercan a los
puntos en las rectas

y=_x oy y=-_x ©)

Con un andlisis parecido se ve que las asintotas inclinadas de (5) son

X. )

a
x oy oy=—y

_a
YT
Cada par de asintotas se cruza en el origen, que es el centro de la hipérbola. También obsérve-
se, en la FIGURA 6.3.4a), que las asintotas s6lo son las diagonales prolongadas de un rectangulo
de 2a de ancho (la longitud del eje transversal) y 2b de altura (la longitud del eje conjugado); en
la figura 6.3.4b) las asintotas son las diagonales prolongadas de un rectdngulo de 2b de ancho
y 2a de altura. Este rectangulo se denomina el rectangulo auxiliar.

Recomendamos al lector que no memorice las ecuaciones (6) y (7). Hay un método facil

b
para obtener las asintotas de una hipérbola. Por ejemplo, como y = j:gx equivale a

2
o ®)

S

FIGURA 6.3.4 Hipérbolas (4) y (5) con las asintotas inclinadas (en rojo) como
las diagonales prolongadas de los rectangulos auxiliares (en negro).
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Al igualar cada factor a cero y despejar y se obtiene la ecuacién de una asintota. El lector
ni siquiera debe memorizar la ecuacién (8), porque sélo es el lado izquierdo de la forma
normal de la ecuacién de una hipérbola, presentada en (4). De igual forma, para obtener
las asintotas en (5) sélo sustituya 1 por 0 en la forma normal, factorice y*/a* — x*/b* = 0

y despeje y.

| EJEMPLO 1 Hipérbola centrada en (0, 0)

Determinar la ubicacién de vértices, focos y asintotas de la hipérbola 9x> — 25y* = 225. Tra-
zar la grafica.
Solucion Primero se lleva la ecuacion a su forma normal, dividiendo entre 225:

x2

2
Y
— =1 &)
5 9

En esta ecuacién se observa que a> = 25y b> = 9, y entonces a = 5y b = 3. Por consiguiente,
los vértices estan en (—5, 0) y (5, 0). Como b* = ¢* — a* implica que ¢* = a® + b*, entonces
¢ = 34, y por lo tanto los focos estdn en (— \V/34,0) y (V/34,0). Para determinar las asin-
totas inclinadas se usa la forma normal (9), sustituyendo 1 por 0O:

2 2

% - % =0 se factoriza como sigue: ()SC - §>(§ + ;) = 0.

Se iguala cada factor a cero y se despeja y; asi se obtienen las asintotas y = 43x/5. Se grafi-
can los vértices, y las dos rectas que pasan por el origen. Ambas ramas de la hipérbola deben

acercarse arbitrariamente a las asintotas cuando x — 4. Vea la FIGURA 6.3.5. |
| EJEMPLO 2 Deduccion de la ecuacion de una hipérbola

Deducir la ecuacién de la hipérbola cuyos vértices estan en (0, —4), (0, 4) y sus asintotas son
y=—axy =g

Solucion El centro de la hipérbola estd en (0, 0). Eso se ve porque las asintotas se cruzan
en el origen. Ademas, los vértices estdn en el eje y y estdn a 4 unidades a cada lado del origen.
Entonces, la ecuacién que se busca tiene la forma (5). De acuerdo con (7), para la figura

6.3.4b), las asintotas deben ser de la forma y = :l:%x, y entonces a/b = 1/2. Con los vértices

indicados, se identifica que a = 4, y entonces
1 . .
- = 5 implicaque b = 8.
Entonces, la ecuacion de la hipérbola es
y
4> g 16 64

[0 Hipérbola con centro en (i, k) Cuando el centro de la hipérbola estd en (1, k), los
andlogos de la forma normal de las ecuaciones (4) y (5) son, respectivamente,

_ _ 2
(x azh)z _ (y bzk) -1 (10)

(kP (=P
a? b?

y 1. (11)

Como en (4) y en (5), los niimeros a?, b y ¢* se relacionan por b*> = ¢* — a*.

6.3 La hipérbola

FIGURA B.3.5 Hipérbola del
ejemplo 1
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42 —y2-8x—4y-4=0

FIGURA 6.3.6 Hipérbola del
ejemplo 3
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El lector puede ubicar vértices y focos aprovechando que a es la distancia del centro a un
vértice, y ¢ es la distancia del centro a un foco. Las asintotas inclinadas de (10) se obtienen
factorizando

(x—h)? O —k?_

a? a b’ =0
—h —k —h —k
en la forma (x 2 )(x + Y ) =0.
a b a b
_ k 2 _ h 2
De igual modo, las asintotas de (11) se obtienen factorizando by 3 ) — (x % ) =0,
a

igualando cada factor a cero y despejando a y en funcién de x. Para comprobar su trabajo,

recuerde que (h, k) debe ser un punto que esté en cada asintota.

HEREVEE Hipérbola centrada en (h, k)

Determinar los lugares del centro, vértices, focos y asintotas de la hipérbola 4x* — y* — 8x —
4y — 4 = 0. Trazar la grafica.

Solucion Antes de completar cuadrados en x y y, sacaremos a 4 como factor comun de
los dos términos en x, y a —1 de los dos términos en y, para que el primer coeficiente de cada
expresion sea 1. De esta forma,

4x*—2x )+ (-1)(H*+4y )=4

4> —2x+1)— (Y +4y+4)=4+4-1+(—1)-4
Ax— 1) = (y+2)?2=4
(x—12 +2)

- =1
1 4

Ahora se ve que el centro estd en (1, —2). Como el término en x de la forma normal tiene
coeficiente positivo, el eje transversal es horizontal y estd en la recta y = —2, y se identifi-
cana = 1y b = 2. Los vértices estdn 1 unidad hacia la izquierda y hacia la derecha del centro;

estan en (0, —2)y (2, —2) respectivamente. De b* = ¢* — a*:

Fr=a*+b=1+4=5,

y asi ¢ = V5. Por consiguiente, los focos estan a /5 unidades a la izquierda y a la derecha
del centro que estien (1, —2) en (1 — V5, —2) yen (1 + V5, —2).
Para determinar las asintotas se despeja y:

- 1) +2)? +2 +2
(x )_(y ):O 0 sea <x—1—);2)(x—1+y2 >=O

1 4
De y + 2 = +2(x — 1) se ve que las ecuaciones de las asintotas sony = —2xy y = 2x — 4.
Observe que si se sustituye x = 1, ambas ecuaciones dan y = —2, lo que quiere decir que

las dos lineas pasan por el centro. A continuacién se localiza el centro, se grafican los vértices
y las asintotas. Como se ve en la FIGURA 6.3.6, la grafica de la hipérbola pasa por los vértices y

se acerca cada vez mas a las asintotas, cuando x — £, |
| EJEMPLO 4 Deduccion de la ecuacion de una hipérbola

Deducir la ecuacién de una hipérbola cuyo centro estd en (2, —3), que pasa por el punto (4, 1)
y que tiene un vértice en (2, 0).
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Solucion Ya que la distancia del centro a un vértice es a, entonces a = 3. De acuerdo con
el lugar del centro y el vértice, el eje transversal debe ser vertical, y estar en la linea x = 2. Por
consiguiente, la ecuacién de la hipérbola debe tener la forma (11):

(b +3°  (x—2P _

3 b b 1

en donde se debe determinar b*. Como el punto (4, 1) estd en la gréfica, en la hipérbola sus
coordenadas deben satisfacer la ecuacion (12). De

(1+3)7 (4-2)°
32 - b2 =
16 4
7_72:1
9 b
7_4
9 b

se ve que b* = 376 La conclusién es que la ecuacion que se busca es

(3 (=27
32 36

7

1. u

O Excentricidad Como la elipse, la ecuacion que define la excentricidad de una hipér-

bola es ¢ = c/a. Excepto en este caso, el niimero ¢ se define como ¢ = Va* + b*. Ya que

0 <a<Vada®+ b, la excentricidad de una elipse satisface ¢ > 1. Como en el caso de la

elipse, la magnitud de la excentricidad de una hipérbola es indicador de su forma. La FiGura

6.3.7 muestra ejemplos de dos casos extremos: e = 1 y e mucho mayor que 1.

| EJEMPLO 5 Excentricidad de una hipérbola
¥ -1y

Calcular la excentricidad de la hipérbola 5T 36

Solucién Se identifican a> = 2 'y b*> = 36, y con ello se obtiene ¢* = 2 + 36 = 38. Enton-
ces, la excentricidad de la hipérbola indicada es

= 1.

38
e=5="2 =V19~436

V2

La conclusion es que la hipérbola tiene sus ramas que se abren mucho, como en la figura
6.3.7b). [ |

O Aplicaciones de la hipérbola La hipérbola tiene varias aplicaciones importantes
en técnicas de sondeo. En particular, varios sistemas de navegacion usan hipérbolas, como se
describird a continuacién. Dos radiotransmisores fijos a distancia conocida entre si transmiten
sefales sincronizadas. La diferencia entre los tiempos de recepcion por parte de un navegante
determina la diferencia 2a entre las distancias del navegante a los dos transmisores. Con esta
informacidn, el navegante se ubica en algin lugar de la hipérbola cuyos focos estdn en los
transmisores, y la diferencia fija en las distancias a los focos es igual a 2a. Usando dos conjun-
tos de sefiales obtenidas a partir de una sola estacion maestra, apareadas con cada una de dos
segundas estaciones, el sistema de navegacién LORAN, de largo alcance, localiza un barco o
un avién en la intersecciéon de dos hipérbolas. Vea la FIGURA 6.3.8.

6.3 La hipérbola

y [
\ / .

a) e cercana a |

b) e mucho mayor que 1

FIGURA 6.3.7 Efecto de la excen-
tricidad sobre la forma de una
hipérbola

Estacion
secundaria 1

Estacién /£ Ubicacién
maestra

. del barco

Estacion

secundaria 2
Ve

FicurA 6.3.8 Concepto del
LORAN

347



P(x, )

/

B(~1 300, 0)

FIGURA 6.3.9 Grafica del ejem-
plo 6
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o X
A(1 300, 0)

En el siguiente ejemplo se ilustra el uso de una hipérbola en otro caso que implica técni-
cas de sondeo.

| EJEMPLO B

Dos observadores ubicados en los puntos A y B oyen el sonido de una explosiéon de dinamita
en momentos distintos. Debido a que saben que la velocidad aproximada del sonido es de 1 100
pies/s 0 335 m/s, determinan que la explosién sucedié a 1 000 metros mas cerca del punto A
que del punto B. Si A y B estdn a 2 600 metros de distancia, demostrar que el lugar de la ex-
plosién estd en la rama de una hipérbola. Deducir una ecuacién de esa hipérbola.

Solucion En la Ficura 6.3.9 se han colocado los puntos A y B en el eje x, en (1 300, 0) y
(=1 300, 0), respectivamente. Si P(x, y) indica el lugar de la explosion, entonces

Localizacion de una gran explosion

d(P,B) — d(P, A) = 1000.

De acuerdo con la definicion de la hipérbola en la pagina 342, y la deduccién que le sigue, se
ve que ésta es la ecuacion de la rama derecha de una hipérbola, con la diferencia de distancias
fijas 2a = 1 000 y ¢ = 1 300. Entonces, la ecuacion tiene la forma

2 2
L Y | dondex =0,
a b
o bien, después de despejar x,
2
x=ay|1+ %

Cona =500y c = 1300, > = (1300 — (500)* = (1 200)>. Al sustituir en la ecuacién anterior

se obtiene
y 5
x =500+/1+ (120077 osea x = 12\/(1200)2-1—)/2. [ |

Para determinar el lugar exacto de la explosion del ejemplo 6 se necesitaria otro obser-
vador, que oyera la explosién en un tercer punto C. Conociendo el tiempo entre cuando este
observador oye la explosion y cuando la oye el observador A, se determina una segunda hipér-
bola. El punto de la detonacién es un punto de interseccion de las dos hipérbolas.

Hay muchas otras aplicaciones de la hipérbola. Como se ve en la FIGURA 6.3.10a), un avién
que vuele a velocidad supersonica, paralelo al nivel del suelo, deja una “huella” sénica hi-
perbodlica en el suelo. Al igual que la pardbola y la elipse, también la hipérbola posee una
propiedad reflectora. El telescopio reflector Cassegrain que muestra la figura 6.3.10b) usa un
espejo secundario hiperbdlico para reflejar un rayo de luz a través de un agujero, que pasa a

Cometa: orbita

Espejo arabdlica
secundario , l;j}]lszs ~ P
hiperbdlico / ¢ &

Planeta:
Orbita
eliptica

Hi érbola °
Suelo ’ Espejo \\\\
parabélico Cometa: Orbita
hiperbdlica

a) Huella sénica b) Telescopio Cassegrain ¢) Orbitas en torno al Sol

FIGURA 6.3.10 Aplicaciones de las hipérbolas
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un ocular (o cdmara) detrds del espejo parabélico principal. En esta construccion de telescopio
se aprovecha que un rayo de luz dirigido a lo largo de una linea que pasa por un foco de un
espejo hiperbdlico se refleja en una linea que pasa por el otro foco.

En el universo, las 6rbitas de objetos pueden ser parabdlicas, elipticas o hiperbdlicas.
Cuando un objeto pasa cerca del Sol (o de un planeta) no necesariamente es capturado por el
campo gravitacional del objeto mayor. Bajo ciertas condiciones, toma una cantidad fracciona-
ria de energia orbital de ese cuerpo mucho mayor, y el “efecto de onda” que resulta hace que
la 6rbita sea hiperbdlica, al pasar el Sol. Vea la figura 6.3.10c).

@ : . e Las respuestas a problemas impares seleccionados
E_]GfC]C]OS comienzan en la pagina RESP-19.

En los problemas 1 a 20, localice centro, focos y vértices y determine las asintotas y la excen-
tricidad de las hipérbolas. Trace la grafica de la hipérbola.

2 2 2 2
Lo -2 = 25—y
16 25 4 4
2 2 2
Yy X y 5
3——-—=1 4.— —4x* =1
64 9 6
5.4x% — 16y* = 64 6. 5x*> — 5y* =25
7.y* — 5x2 =20 8.9x% — 16y> + 144 = 0
-5) +1) +2)? + 4)?
9'(x 2 ):1 10‘(x 2 ):1
4 49 10 25
—4)? -1’ +3)?
ll.u_xzzl 12.()’ 4) _(x ) _1
36 4 9
13.25(x — 3)* = 5(y — 1)> =125 14. 10(x + 1) — 2(y — 1) = 100

15.8(x +4)> = 5(y —7)>+40=0
16.9(x — 1)> —81(y —2)* =9

17.5x* — 6y = 20x + 12y — 16 = 0

18. 16x> — 25y* — 256x — 150y + 399 = 0
19.4x2 — 2 —8x + 6y —4=0
20.2y° — 9x*> — 18x + 20y + 5 =10

En los problemas 21 a 44 deduzca una ecuacién de la hipérbola que satisfaga las condiciones
indicadas.

21. Focosen (45,0),a = 3

22. Focos en (+10,0),5 = 2

23. Focos en (0, +4), un vértice en (0, —2)

24. Focos en (0, £3), un vértice en (0, —3)

25. Focos en (+4, 0), longitud del eje transversal 6

26. Focos en (0, £7),

27. Centro en (0, 0), un vértice en (0, 3), un foco en (0, —3)
28. Centro en (0, 0), un vértice en (7, 0), un foco en (9, 0)

29. Centro en (0, 0), un vértice en (—2, 0), un foco en(—3, 0)
30. Centro en (0, 0), un vértice en (1, 0), un foco en (5, 0)

31. Vértices en (0, +8), asintotas y = +2x

32. Focos en (0, £3), asintotas y = +3x

33. Vértices en (42, 0), asintotas y = +3x

longitud del eje transversal 10

6.3 La hipérbola
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del problema 53
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34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42,
43.
44.

Focos en (£5, 0), asintotas y = +3x

Centroen (1, —3), unfocoen (1, —6) y un vértice en (1, —5)
Centro en (2, 3), un foco en (0, 3) y un vértice en (3, 3)

Focos en (—4,2), (2, 2), un vértice en (—3, 2)

Vértices en (2, 5), (2, —1), un focoen (2, 7)

Vértices en (42, 0), pasa por (2V3, 4)

Vértices en (0, +3), pasa por (2, 5)

Centro en (—1, 3), un vértice en (—1, 4), pasa por (—5,3 + V5)
Centro en (3, —5), un vértice en (3, —2) y pasa por (1, —1)

Centro en (2, 4), un vértice en (2,5) y una asintota2y — x — 6 = 0
Excentricidad V10, extremos del eje conjugado en (—5, 4), (=5, 10)

En los problemas 45 a 48, busque una funcién y = f(x), resuelva la ecuacién dada de la variable
y y tome la raiz no negativa. Determine el dominio de la funcién. Describa el grafico de y =
f(x) en palabras. Las ecuaciones son de los problemas 1, 3, 11 y 16.

45.

47.

49.

50.

51.

52.

2 2 2 2
XYy 46.)/*—)6*:1
16 25 64 9
— 4)?
(y36) SR 48.9(x — 1) = 81(y — 2)* = 9

Tres puntos estdn ubicados en A(— 10, 16), B(—2, 0) y C(2, 0); las unidades son kil6-

metros. Se sabe que un cafién estd emplazado en el segmento de rectaentre Ay C, y

mediante técnicas de sondeo se determina que el cafién estd 2 km mads cerca de B que de

C. Determine el punto donde estd emplazado el cafién.

Se puede demostrar que un rayo de luz que emana de un foco de una hipérbola se refle-

jara a lo largo de la linea que pasa por el foco opuesto. Vea la FIcura 6.3.11. Un rayo de

luz que proviene del foco izquierdo de la hipérbola x*/16 — y?/20 = 1 llega a la hipérbo-

la en el punto (—6, —5). Deduzca la ecuacién del rayo reflejado.

Deduzca la ecuacién de una hipérbola con sus focos en (0, —2) y (8, 4), y con diferencia

fija de distancias 2a = 8. [Sugerencia: Vea el problema 55 en los ejercicios 6.2.]

El ancho focal de una hipérbola es la longitud de su cuerda focal, esto es, un segmento

de recta perpendicular a la linea que contiene al eje transversal que pasa por un foco,

con los extremos en la hipérbola. Vea la FiIGura 6.3.12.

a) Calcule el ancho focal de la hipérbola x*/4 — y?/9 = 1.

b) Demuestre que, en general, el ancho focal de la hipérbola x*/a> — y*/b* = 1 es
2b%/a.

Para discusion

53.

Dos detectores de sonar estén a la distancia d entre si. Suponga que un sonido (como el
siseo de un submarino) se oye en los dos detectores con una demora de tiempo 4. Vea
la FIcurRA 6.3.13. Suponga que el sonido viaja en linea recta hacia los dos detectores, a la
velocidad v.

a) Explique por qué i no puede ser mayor que d/v.

b) Explique por qué, para valores dados de d, v y h, puede determinarse que la fuente
sonora estd en una rama de una hipérbola. [Sugerencia: ;Dénde cree que estén los
focos?]

¢) Deduzca la ecuacién de la hipérbola del inciso b), suponiendo que los detectores

estan en los puntos (0, d/2) y (0, —d/2). Exprese el resultado en la forma normal y*/a*
— b* = 1.
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54. Se dice que las hipérbolas

0~
S}
(5]
S

X

a

=/
I
!
~<
=/
|
|
Il
!

son conjugadas entre si.
a) Determine la ecuacidén de la hipérbola conjugada de

2
X2y

5 144

b) Describa cémo se relacionan las gréficas de las hipérbolas conjugadas.
55. Una hipérbola rectangular es una en la cual las asintotas son perpendiculares.
a) Demuestre que y* — x> + 5y + 3x = 1 es una hipérbola rectangular.
b) ;Cuél(es) de las hipérbolas de los problemas 1 a 20 son rectangulares?
56. Suponga que una hipérbola sea rectangular. Vea el problema 55.
a) (Como estan relacionadas las constantes a y b?
b) Demuestre que todas las hipérbolas rectangulares tienen la misma excentricidad.

E* Sistema de coordenadas polares

[0 Introduccion Hasta ahora hemos usado el sistema de coordenadas rectangulares para
especificar un punto P en el plano. Este sistema se puede considerar como una red de rectas
horizontales y verticales. Las coordenadas (@, b) de un punto P se determinan por la inter-
seccién de dos rectas: una recta, x = a, es perpendicular a la recta horizontal de referencia
llamada eje x, y la otra, y = b, es perpendicular a la recta vertical de referencia llamada eje
y. Vea la FIGURA 6.4.1a). Hay otro sistema para ubicar puntos en el plano, llamado sistema de
coordenadas polares.

y r = constante 6 = constante
| | P(r.6)
y=b P(a, b) P
’ 0
o
[0) g D Polo Eje
polar
n=la
a) Sistema de coordenadas rectangulares  b) Sistema de coordenadas polares c¢) Coordenadas polares de P

FIGurRA 6.4.1 Comparacion de coordenadas rectangulares y polares de un punto P

[0 Coordenadas polares Para establecer un sistema de coordenadas polares se debe
usar un sistema de circulos centrados en un punto O, llamado polo u origen, y lineas rectas o
rayos, que emanen de O. Como eje de referencia se toma una semirrecta horizontal dirigida
hacia la derecha del polo, que se llama eje polar. Si se especifica una distancia dirigida (es
decir, con signo) r, de O, y un angulo 0 cuyo lado inicial sea el eje polar y cuyo lado terminal
sea el rayo OP, el punto P quedard identificado por (r, 6). Se dice que el par ordenado (7, 6) son
las coordenadas polares de P. Vea las figuras 6.4.1b) y 6.4.1c¢).

Aunque la medida del angulo 6 puede expresarse en grados o en radianes, en célculo se
usan casi exclusivamente los radianes. En consecuencia, en las descripciones s6lo se usaran
medidas en radianes.

6.4 Sistema de coordenadas polares
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gulares
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En el sistema de coordenadas polares adoptaremos las siguientes convenciones.

CONVENCIONES SOBRE LAS COORDENADAS POLARES

i) Los dngulos # > 0 se miden en sentido contrario al de las manecillas
del reloj, a partir del eje polar, mientras que los dngulos 6 < 0 se
miden en sentido de las manecillas del reloj.

i) Para graficar un punto (—r, 6), donde —r < 0, se miden | | unidades a
lo largo del rayo 6 + .

iif) Las coordenadas del polo O son (0, 6), donde 6 es cualquier dngulo.

NS
| EJEMPLO 1 Grafica de puntos en coordenadas polares

Graficar los puntos cuyas coordenadas polares se indican.
a) (4,/6) b) (2, —m/4) ¢) (=3,3m/4)

Solucion

a) Se miden 4 unidades a lo largo del rayo /6, como se ve en la FIGURA 6.4.2a).

b) Se miden 2 unidades a lo largo del rayo —ar/4. Observe la figura 6.4.2b).

¢) Se miden 3 unidades a lo largo del rayo 37/4 + 7 = 7m/4. En forma equivalente, se
pueden medir 3 unidades a lo largo del rayo 37r/4 prolongado hacia atrds, es decir, que
pasa por el polo. Observe con cuidado, en la figura 6.4.2¢), que el punto (=3, 37/4) no
estd en el mismo cuadrante que el lado terminal del angulo indicado.

()

J

Eje
polar
a)
FIGURA 6.4.2 Puntos en coordenadas polares del ejemplo 1 ]

En contraste con el sistema de coordenadas rectangulares, la descripcion de un punto en
coordenadas polares no es tnica. Es por una consecuencia inmediata de que

(r,0) y (r,® + 2n), n un entero,
son equivalentes. Para empeorar el problema, se pueden usar valores negativos de r.

| EJEMPLO 2 Puntos equivalentes en coordenadas polares

Las coordenadas siguientes son algunas representaciones alternativas del punto (2, 7/6):

(2,137/6), (2, —11m/6),  (=2,77/6), (=2, —5m/6). [

[0 Conversion de coordenadas polares en rectangulares Si se sobrepone un
sistema de coordenadas rectangulares a un sistema de coordenadas polares, como se ve en la
FIGURA 6.4.3, se puede convertir una descripcion polar de un punto en coordenadas rectangulares
mediante

X = rcos6, y = rsené. @)

Estas formulas de conversion son vélidas para todos los valores de r y 6 en una representacion
polar equivalente de (r, 6).
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| EJEMPLO 3 De polares a rectangulares

Convertir (2, 77/6) en coordenadas polares, a coordenadas rectangulares.
Solucion Con r = 2,6 = /6, y de acuerdo con (1),

T V3
=2cos—=2(—]=V3
X cos ¢ < 5 )
T 1
= 2 _— = 2 — = 1‘
y sen (2)
Por consiguiente, (2, 77/6) es equivalente a (\/3, 1) en coordenadas rectangulares. ]

O Conversion de coordenadas rectangulares en polares Debe ser evidente,
por la figura 6.4.3, que x, y, r y 6 también se relacionan por

2= x>+ yz, tanf = % 2)

Las ecuaciones (2) se usan para convertir las coordenadas rectangulares (x, y) en coordenadas
polares (r, 6).

| EJEMPLO 4 De rectangulares a polares
Convertir (—1, 1) de coordenadas rectangulares en coordenadas polares.
Solucion Conx = —1,y = 1, y de acuerdo con (2),

r-=2 y tanf = —1.

Ahora bien, 7> = 2, 0 sea r = V2, y dos de los muchos 4ngulos que satisfacen tan 6
= —1son 3m/4y 77/[4. En la FIGURA 6.4.4 se ve que dos representaciones polares de (—1, 1)
son

(V2,37/4) y (—=V2,77/4). ]

Obsérvese que en el ejemplo 4 no se pueden hacer corresponder cualquier angulo 6 con
cualquier valor r que satisfaga (2); esas soluciones también deben ser consistentes con (1).
Como los puntos (— V2, 37/4) y (V2, 7m/4)estdn en el cuarto cuadrante, no son represen-
taciones polares del punto (—1, 1), que estd en el segundo cuadrante.

Hay casos, en cdlculo, en que una ecuacién rectangular se debe expresar como ecuacion
polar r = f(6). En el ejemplo que sigue se indica cémo hacerlo, usando las férmulas de con-
version en (1).

| EJEMPLO 5 Ecuacion rectangular en ecuacion polar

Determinar una ecuacién polar que tenga la misma grafica que el circulo x> + y* = 8x.
Solucion Se sustituyen x = r cos 6, y = r sen 6 en la ecuacion indicada y se ve que

r2cos?0 + r?sen’0 = 8r cos 0
r*(cos?@ + sen’0) = 8rcos <« cos>0 + sen’0 = |
r(r —8cos @) =0.

La dltima ecuacién implica que
r=0 o r = 8 cos 6.

Ya que r = 0 sélo determina el origen O, se concluye que una ecuacién polar del circulo es r =
8 cos . Note que el circulo x> + y* = 8x pasa por el origen, ya que x = 0y y = 0 satisfacen

6.4 Sistema de coordenadas polares

y
3
=1, 1) %4
et
T~ Ee o
xl, W
4 polar

FIGURA B.4.4 Punto del ejemplo 4
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la ecuacion. En relacion con la ecuacion polar » = 8 cos 6 del circulo, el origen o polo corres-

ponde a las coordenadas polares (0, 77/2). [ |
| EJEMPLO 6 Ecuacion rectangular en ecuacion polar

Determinar una ecuacion polar que tenga la misma grafica que la pardbola x> = 8(2 — y).
Solucion Se sustituyen x y y en la ecuacion indicada, por x = rcos @y y = rsen 6,y se
despeja r en funcion de 6:

r?cos?f = 8(2 — rsen 9)
r*(1 — sen’#) = 16 — 8r sen @
r>=r2sen’0 — 8rsen O + 16 < el lado derecho es un cuadrado perfecto
r?=(rsenf — 4)*
r==(rsen — 4).
Al despejar r se obtienen dos ecuaciones,
4 —4
"7+ send T Tsend

Recordemos ahora que por la convencién ii), (, 6) y (—r, 6 + ) representan el mismo punto.
El lector debe verificar que si se sustituye (r, 6) por (—r, @ + ) en la segunda de estas dos
ecuaciones, se puede obtener la primera. En otras palabras, las ecuaciones son equivalentes, y
asi podremos simplemente decir que la ecuacién polar de la pardbola es r = 4/(1 + sen ). MW

| EJEMPLO 7 Ecuacion polar en ecuacion rectangular

Deducir la ecuacién rectangular que tenga la misma gréfica que la ecuacién polar 72 = 9 cos
26.

Soluciéon Primero, aplicaremos la identidad trigonométrica del coseno de un angulo
doble:

1'2 = 9(00826 - SCHZG). <« ¢0s260 = cos? O — sen’ 6

Entonces, de > = x> + y%, cos @ = x/r, sen § = y/r, se obtiene
2 2

2 2 _ X M 2 202 _ 2 2
x+y_9<x2+y2_x2+y2> o (x*+y)*=9(x* —y?). u

La seccion siguiente se dedicard a graficar ecuaciones polares.

E'ercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
] comienzan en la pagina RESP-20.

En los problemas 1 a 6 grafique el punto que tenga las coordenadas polares indicadas.

1. (3, ) 2. (2, —m/2)
3. (-3, 7/2) 4. (—1,/6)
5. (—4, —/6) 6. (2,7m/4)

En los problemas 7 a 12, determine coordenadas polares alternativas que satisfagan:

a)r>0,0<0 b)r>0,0 > 2w
c)r<0,06>0 d)r<0,0<0

de cada punto con las coordenadas polares indicadas.
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7. (2,37/4) 8. (5, 7/2)
10. (3, 7/4) 11. (1, 7/6) 1

9. (4, 7/3)
2. (3, 7/6)

En los problemas 13 a 18, determine las coordenadas rectangulares de cada punto cuyas co-
ordenadas polares se indican.

13. (3,27/3) 14. (—1,77/4) 15. (=6, —7/3)
16. (V2,117/6) 17. (4, 57/4) 18. (=5, 7/2)

En los problemas 19 a 24 determine las coordenadas polares que satisfagan:
ar>0,-n7<0=7 b)yr<0,-w<60=m

de cada punto cuyas coordenadas rectangulares se indican.

19. (-2, -2) 20. (0, —4) 21. (1, —V/3)
22. (V6,V2) 23.(7,0) 24. (1,2)

En los problemas 25 a 34 deduzca una ecuacién polar que tenga la misma gréifica que la ecua-
cién rectangular indicada.

25. y=5 26.x+1=0
27. y ="Tx 28.3x + 8 +6=0
29. y> = —4x + 4 30. x> — 12y — 36 =0
31 22+ y2 =36 2.2 -yr=1
B2+ y P+ x = Va2 +y? M.+ —xy=0

Para discusion

35. (Como expresaria usted la distancia d entre dos puntos (1, 6,) y (r,, 6,) en términos de
sus coordenadas polares?

36. Usted sabe como deducir una ecuacion rectangular de una recta que pasa por dos pun-
tos, en coordenadas rectangulares. ;Cémo encontraria una ecuacién polar de una recta
que pase por dos puntos, cuyas coordenadas polares sean (1, 0,) y (75, 6,)? Ponga en
préctica sus ideas, deduciendo una ecuacién polar de la recta que pasa por (3, 37/4) y
(1, 7r/4). Determine las coordenadas polares de los cruces de la recta con los ejes x y y.

lﬂ Graficas de ecuaciones polares

O Introduccion La grifica de una ecuacién polar r = f(6) es el conjunto de puntos P con
cuando menos un conjunto de coordenadas polares, que satisface la ecuacion. Ya que lo mas
probable es que en el salén de clase no haya un reticulo de coordenadas polares, para facilitar
el trazo de graficas y su descripcion de una ecuacion polar r = f() como en la seccién anterior, y
sobrepondremos un sistema de coordenadas rectangulares sobre el sistema de coordenadas
polares.

Comenzaremos con algunas graficas polares sencillas.

| EJEMPLO 1 Circulo centrado en el origen

Graficar r = 3.

Solucion Como no se especifica 6, el punto (3, 0) estd en la grifica de r = 3 para cualquier
valor de 6, y estd a 3 unidades del origen. En la FIGuRA 6.5.1 se ve que la grifica es el circulo de
radio 3, con centro en el origen. FIcura6.5.1 Circulo del ejemplo 1

6.5 Gréficas de ecuaciones polares 355
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FIGURA 6.5.2 Recta del ejemplo 2
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También, de acuerdo con (2) de la seccién 6.4, r = £V x* + 2, por lo que r = 3 da
como resultado la ecuacién rectangular x* + y* = 3% que nos es familiar; es de un circulo de
radio 3 centrado en el origen. [ |

O Circulos centrados en el origen En general, si a es cualquier constante distinta
de cero, la grafica polar de

r=a (1)

es un circulo de radio | a | con centro en el origen.

| EJEMPLO 2 Rayo que atraviesa el origen

Graficar 0 = /4.

Solucion Como no se especifica r, el punto (r, 7/4) esté en la grafica para todo valor de r.
Sir > 0, este punto estd en la semirrecta, en el primer cuadrante; si r < 0, el punto estd en la
semirrecta del tercer cuadrante. Para r = 0, el punto (0, 77/4) es el polo u origen. Por consi-
guiente, la grafica polar de = 7/4 es la recta que pasa por el origen y que forma un dngulo
/4 con el eje polar, o con el eje x positivo. Vea la FIGURA 6.5.2. [ |

[0 Rectas que cruzan el origen En general, si « es cualquier constante real distinta
de cero, la gréfica polar de

6=a @

es una recta que atraviesa el origen y forma un dngulo de « radianes con el eje polar.

EJEMPLO 3 Una espiral

Graficar r = 6.

Solucion A medida que crece # = 0, r aumenta y los puntos (r, 6) se desarrollan en
torno al polo en direccién contraria a la de las manecillas del reloj. Eso se ilustra por la parte
azul de la grafica en la FiIGuRA 6.5.3. La parte roja de la grafica se obtiene graficando puntos
para 6 < 0.

3

FIGURA 6.5.3 Grafica de la ecuacion del ejemplo 3 ]

O Espirales Muchas grificas en coordenadas polares tienen nombres especiales. La gra-
fica del ejemplo 3 es un caso especial de

r=ab, 3)
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donde a es una constante. Una grafica de esta ecuacion se llama espiral de Arquimedes. Se
pedird al lector que grafique otros tipos de espirales, en los problemas 31 y 32 de los ejerci-
cios 6.5.

Ademais del trazo bésico de puntos, con frecuencia se puede aprovechar la simetria para
graficar una ecuacién polar.

[0 Simetria Como se ve en la figura, una grafica polar puede tener tres tipos de simetria.
Una grifica polar es simétrica con respecto al eje y si siempre que (r, 6) es un punto de la
gréfica, (r, m — ) también lo sea. Una gréfica polar es simétrica con respecto al eje x si,
siempre que (r, §) es un punto de la grifica, (r, —6) también lo sea. Por tltimo, una gréfica polar
es simétrica con respecto al origen sis, siempre que (r, ) estd en la gréfica, (—r, 0) también
es un punto de ella. La FIGuRA 6.5.4 ilustra estos tres tipos de simetrias.

y y y
(r, 0)
(r, m—0) (r, 6) - (r, 0)
T \
|
X t X X
0 \ Eje 0 " Ee 0 Eje
polar | polar polar
— |
(r.—6) (-r, 6)
a) Simetria con respecto b) Simetria con respecto ¢) Simetria con respecto
aleje y al eje x al origen

FIGURA 6.5.4 Simetrias de una grafica polar

Existen las siguientes pruebas de las simetrias.

PRUEBAS DE SIMETRIA EN COORDENADAS POLARES

La gréfica de una ecuacion polar es:

i) simétrica con respecto al eje y, si al sustituir (r, 6) por (r, 7 — ) se
obtiene la misma ecuacion;
ii) simétrica con respecto al eje x si al sustituir (, 6) por (r, —6) se
obtiene la misma ecuacion;
iif) simétrica con respecto al origen si al sustituir (r, 6) por (—r, 6) se
obtiene la misma ecuacion.

N\ J

Debido a que la descripcion polar de un punto no es uUnica, la grafica de una ecuacién
polar podra tener determinado tipo de simetria aun cuando falle su prueba respectiva. Por
ejemplo, si al reemplazar (r, 6) por (r, —6) no se llega a la ecuacién polar original, puede ser
que la gréfica de esa ecuacion si tenga simetria con respecto al eje x. En consecuencia, si una
de las pruebas de reemplazo en i) - iii) no produce la misma ecuacién polar, s6lo se puede decir
que “no es concluyente”.

| EJEMPLO 4 Grafica de una ecuacion polar

Graficar r = 4 — 4 sen 0.

Soluciéon De acuerdo con la férmula trigonométrica de suma de la funcién seno, sen
(m — 6) = sen 0. Asi, de acuerdo con i), la grafica de r = 3 — 3 sen 6 es simétrica con respecto
al eje y. A su vez, al reemplazar § por —6 y r por —r, no se obtienen las ecuaciones que sean
iguales que r = 4 — 4 sen 6. Por consiguiente no se puede sacar conclusién alguna acerca de
la simetria con respecto al eje x o polar, ni respecto al origen o polo.

6.5 Gréficas de ecuaciones polares

Simetrias de un
cristal de nieve

4En coordenadas rectangulares, la
descripcion de un punto es tnica.
Por consiguiente, si en coordenadas
rectangulares falla una prueba para
determinado tipo de simetria, se pue-
de decir en definitiva que la grafica

no posee esa simetria.
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r=4-4senbf

X
polar
N
6
r
oz 3
2

FIGURA 6.5.5 Grafica de la ecua-
cion del ejemplo 4

Como la grifica es simétrica con respecto al eje y, que corresponde a la recta § = /2,
basta hacer una tabla de valores de r, usando —/2 =< 6 = /2. Al graficar, en la siguiente ta-
bla, los puntos que corresponden a los datos, y aprovechando la simetria, se obtiene la gréafica
de la FIGURA 6.5.5.

0 —/2 —/3 —/4 —7/6 0 /6 w4 /3 w2

r 8 7.5 6.8 6 4 2 1.2 0.5 0

[0 Cardioides La ecuacién polar del ejemplo 4 forma parte de una familia de ecuaciones
que tienen una grafica “en forma de corazén”, y que pasa por el origen. Una gréfica de cual-
quier ecuacion polar que tenga la forma

r =a= asenf 0 r = azacosb “4)

se llama cardioide. La unica diferencia en la grifica de estas cuatro ecuaciones es su sime-
tria con respecto al eje y (r = a & a sen 6), o con respecto al eje x (r = @ + a cos 6). Vea la
FIGURA 6.5.6.

r=a(l + cos 0) r=a(l —cos 0) r=a(l +senf) r=a(l —senB)

y

y y y

/_\ -
X X Eje

\/ Eje EJe X pOIar
a)

polar polar Eje
polar

b) <) d)

FicurA 6.5.6 Cuatro cardioides definidos por las ecuaciones en (4)
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Si se conocen la forma bdsica y la orientacién de una cardioide se puede obtener una
gréfica rdpida y fiel, graficando los cuatro puntos que corresponden a § = 0,60 = 72,0 = 7
y 6 = 3m/2.

[0 Caracoles Las cardioides son casos especiales de curvas polares llamadas caracoles:

r = a-=+ bsenf 0 r = a=+ bcosh. 5)

La forma de un caracol depende de las magnitudes relativas de a y b. Supongamos que a > 0
y b > 0. Para a/b < 1, se obtiene un caracol con bucle interno, como se ve en la FIGURA 6.5.74).
Cuando a = b, o lo que es igual, cuando a/b = 1, se obtiene una cardioide. Para 1 < a/b < 2, se
obtiene un caracol aplanado, como el de la figura 6.5.7b). Cuando a/b = 2, la curva se llama
caracol convexo. Vea la figura 6.5.7¢).

Y Y

Yy
(’—\ x /_\\ x
Eje Eje
X polar polar
Eje

polar

a) Caracol con bucle interno b) Caracol aplanado ¢) Caracol convexo

FIGURA6.5.7 Tres clases de caracoles, definidos por las ecuaciones en (5).
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| EJEMPLO 5

La grifica de r = 3 — sen 6 es un caracol convexo, porquea =3,b = 1ya/b=3>2. N

| EJEMPLO B

La grifica de » = 1 + 2 cos 6 es un caracol con bucle interno, porque a = 1, b = 2y
alb = % < 1. Para 6 = 0, observe, en la FIGURA 6.5.8, que el caracol comienza en § = 0, o en
(3, 0). La gréfica atraviesa el eje y en (1, 77/2) y después entra al origen ( = 0) del primer an-

Un caracol

Un caracol

guloenel cual 7 =001 + 2 cos 6 = 0, es decir, en cos § = —3. Esto implica que 6 =277/3.
En 0 = 7, la curva pasa por (—1, 7). El resto de la grafica se puede trazar aprovechando que
es simétrica con respecto al eje x. [ |

| EJEMPLO 7

Graficar r = 2 cos 26.
Solucion Ya que

Una rosa

cos(—260) = cos26 y  cos2(m — 0) = cos26

se llega a la conclusion, de acuerdo con i) y ii) de las pruebas de simetria, que la grafica es
simétrica con respecto a los ejes x y y. Reflexionando un momento, el lector se deberia con-
vencer de que s6lo se debe considerar el intervalo 0 = 6 < 7r/2. Si se usan los datos de la tabla
siguiente, se verd que la parte interrumpida de la grafica de la Ficura 6.5.9 es la que se completa
por simetria. Esta grafica se llama curva de una rosa de cuatro pétalos.

0 0 /12 /6 /4 /3 Sm/12 a2
r 2 1.7 1 0 =1l =17 12
|
[0 Curvas de rosas En general, si n es un entero positivo, las gréficas de
r = a sen nf o r=acosnf, n=2 (6)

se llaman curvas de rosas, aunque, como se puede ver en la FIGURA 655.10, la curva se parece
mas a una margarita. Cuando n es impar, la cantidad de pétalos o bucles de la curva es n; si
n es par, la curva tiene 2n pétalos. Para graficar una rosa se puede comenzar graficando un
pétalo. Para empezar, primero se determina un dngulo 6 para el cual r es uno maximo. Esto
proporciona la linea central del pétalo. Después se determinan valores correspondientes de 6
para los cuales la rosa curva entra al origen (r = 0). Para completar la gréfica se aprovecha que
las lineas centrales de los pétalos estdn a la distancia de 27r/n radianes (360/n grados) entre

4\277[
5

r=0en 9=5£

r=asen56

b
,,r—aene—m

(maximo de r)

xr=0en6=0

Eje
polar

FIGURA 6.5.10 Curva de rosa

6.5 Gréficas de ecuaciones polares

2
9—? y
N r=14+2cos 0
\
\
\
\
} X
/ Fi
/
y polar
/
/
4
=73

FIGURA 6.5.8 Grafica de la
ecuacion del ejemplo 6

FIGURA 6.5.9 Grafica de la
ecuacion del ejemplo 7
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y ¢ p si, si n es impar, y 27/2n = r/n radianes (180/n grados), si n es par. En la figura 6.5.10 se ha
=295 COS

trazado la grafica de » = a sen 56, a > 0. La distancia entre las lineas de centro de los pétalos
es 27r/5 radianes (72°).

En el ejemplo 5 de la seccién 6.4, vimos que la ecuacién polar » = 8 cos 6 equivale a la
ecuacién x* + y2 = 8x, en coordenadas rectangulares. Al completar el cuadrado en x, en esa
ecuacion, se ve que

(x =4 +y* =16

es un circulo de radio 4 centrado en (4, 0) en el eje x. Las ecuaciones polares como r = § cos 6

FIGURA 6511 Grafica de la o r = 8 sen 6 son circulos, y también son casos especiales de rosas curvas. Vea la FIGURA 6.5.11.

ecuacion r = 8 cos 6
O Circulos con centro en un eje Cuando n = 1 en las ecuaciones (6), se obtiene
r = aseno 0 r =acos 6, (7)

que son ecuaciones polares de circulos que pasan por el origen y con didmetro |a|y centro en
(af2,0)en el eje x (r = a cos 6) o con centro en (0, a/2) en el eje y (- = a sen 6). La FIGURA 6.5.12
ilustra las graficas de las ecuaciones (7) en casosen que a > 0y a < 0.

y
r=asen0 (a,7/2)

r=acos 0

—— [ )
// \\\\
ll \ R (a, 0)
. ° > X = <_ > X
Se_-’ polar '/ )a<0 polar

a<0 a>0 \ /

a>0

a) Centros en el eje x b) Centros en el eje y

Ficura 6.5.12 Circulos que pasan por el origen con centros en un eje

[0 Lemniscatas Sin es un entero positivo, las graficas de

rP=acos20 o r*=asen?20 (8

en donde a > 0, se llaman lemniscatas. De acuerdo con iii) de las pruebas de simetria, se
puede ver que las gréficas de las dos ecuaciones en (1) son simétricas con respecto al origen.
Ademas, de acuerdo con i7) de las pruebas de simetria, la grafica de 12 = a cos 20 es simétrica
con respecto al eje x. Las FIGURAS 6.5.13a) y 6.5.13b) muestran graficas tipicas de las ecuaciones
? = acos 20 y ¥ = a sen 26, respectivamente.

72 =a sen 20

r2=acos 20

Eje Eje
polar polar

a) b)

FIGURA 6.5.13 Lemniscatas
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O Puntos de interseccion En coordenadas rectangulares se pueden determinar los
puntos (x, y) donde se cruzan las graficas de dos funciones, y = f(x) y y = g(x), igualando los
valores de y. Las soluciones reales de la ecuacion f(x) = g(x) corresponden a todas las inter-
secciones con el eje x de los puntos donde se cruzan las graficas. En contraste, pueden surgir
problemas, en coordenadas polares, cuando se trate de aplicar el mismo método para determi-
nar el lugar donde se cruzan las graficas de dos ecuaciones polares - = f(6) y r = g(6).

| EJEMPLO 8 Circulos que se cruzan

La Ficura 6.5.14 muestra que los circulos » = sen 6 y r = cos 6 tienen dos puntos de intersec-
cién. Al igualar los valores de r, la ecuacién sen 6 = cos 0 lleva a 6 = /4. Si se sustituye
este valor en cualquiera de las ecuaciones, se obtiene » = \/2/2. En consecuencia s6lo se ha
determinado un punto polar (\/2/2, 7/4) en donde las grificas se cruzan. En la figura se ve
que también las graficas se cruzan en el origen. Pero aqui el problema es que el origen o polo
estd en (0, 7/2) en la grdfica de r = cos 0, pero estd en (0, 0) en la grafica de r = sen 6. Este
caso es andlogo al de las curvas que llegan al mismo punto en momentos diferentes. |

[0 Rotacion de graficas polares En la seccién 2.2 hemos visto que si y = f(x) es la
ecuacion rectangular de una funcién, entonces las graficasde y = f(x —¢)y y = f(x + ¢), ¢ > 0,
se obtienen mediante el desplazamiento de la gréafica de f en forma horizontal ¢ unidades hacia
la derecha y la izquierda, respectivamente. En contraste, si » = f(#) es una ecuacién polar,
entonces las grificas de r = f(0 — y) y r = f(6 + y), ¥ > 0, se pueden obtener mediante la
rotacion de la grafica de f por una cantidad y. En forma especifica:

o La graficade r = f(6 — y) es la gréfica de r = f() rotada en el sentido opuesto al de las
manecillas del reloj alrededor del origen por una cantidad 7.

e Lagraficade r = f(0 + y)es la grifica de r = f(6) rotada en el sentido de las manecillas
del reloj alrededor del origen por una cantidad 7.

Por ejemplo, la graficade r = a(1 + cos( —7/2)) es la grificade r = a(1 + cos ), que se mues-
tra en la figura 6.5.6a), rotada en el sentido opuesto al de las manecillas del reloj alrededor
del origen por una cantidad 7r/2. En consecuencia, su grafica debe ser la que se da en la figura
6.5.6¢). Esto tiene sentido, ya que la férmula de diferencia del coseno da la ecuacién

r=al[l + cos(6 — 7/2)] = a[l + cosOcos(m/2) + senBsen(w/2)]

= a(1l + senf).

De manera similar, si hace rotar » = a(1 + cos 6) en el sentido de las manecillas del reloj alre-
dedor del origen por una cantidad 7r obtendra la ecuacién

r=al[l +cos(@ + 7)] =all + cos@cosm — senf sen 7] = a(l — cosh)

cuya gréfica se da en la figura 6.5.6D). Finalmente, eche otro vistazo a la figura 6.5.13. Desde

r? = acos 2(0 - Z) = acos<20 - ;) = gsen20

vemos que la grafica de la lemniscata de la figura 6.5.13b) es la grafica de la figura 6.5.13a) a
la que se hizo rotar en sentido opuesto al de las manecillas del reloj alrededor del origen por
una cantidad de /4.

| EJEMPLO 9 Graficas polares rotadas

Graficar r = 1 + 2 sen(f + 7/4).

Soluciéon La gréfica de la ecuacion dada es la grafica del caracol » = 1 + 2 sen 6 rotada
en el sentido de las agujas del reloj alrededor de un origen por una cantidad de 7/4. En la Figu-
RAB65.15, la grafica azulesel de r = 1 + 2 sen 0 y el grafico rojo es la gréifica rotada. |

6.5 Gréficas de ecuaciones polares

r=sen 6

X
Eje
polar

r=cos 0

FIGUrRA 6.5.14 Circulos que se
cruzan, del ejemplo 8

4 Vea la identidad en (5) de la
seccion 4.5.

r=1+2sen 6

X
Eje
polar
FIGURA 6.5.15 Graficas de ecua-
ciones polares del ejemplo 9
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NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

i) EL ejemplo 8 ilustra una de varias dificultades frustrantes del trabajo
en coordenadas polares:

Un punto se puede encontrar sobre la grdfica de una ecuacion polar
aunque sus coordenadas no satisfagan la ecuacion.

Se debera verificar que (2, 77/2) es una descripcion polar alternativa

del punto (—2, 37r/2). Ademas, verifique que (—2, 37r/2) es un punto

sobre la grafica de » = 1 + 3 sen 6, lo que demuestra que las coor-

denadas satisfacen la ecuacion. Sin embargo, observe que las coorde-

nadas alternativas (2, 77/2) no lo hacen.

ii) La curva de la rosa de cuatro pétalos del ejemplo 7 se obtiene mediante el
ploteo de r para valores 6 que satisfacen a 0 = 6 < 27r. Vea la FIGURA 6.5.16.
No suponga que esto es cierto para cada curva de rosa. En realidad, la curva
de rosa de cinco pétalos que se presenta en la figura 6.5.10 se obtuvo usan-
do valores 6 que satisfacen a 0 = 6 < 7. En general, una curva de rosa r =
asennb or = acos nb es trazada exactamente una vez para 0 =< 6 < 27
sines paryunavez para 0 = 6 < 7 si n es impar.

y y y y Yy
X X
Eje Eje
polar polar f\ /—\7)6
Eje
X —>X polar
Eje Eje
polar polar
a)0< 6 <72 byrl2<0<rx c)r<O0<3x/2 d)3r/2<6<2rx e)0<6<2rx

FIGURA 6.5.16 Ploteo de r = 2 cos 26
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Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-21.

En los problemas 1 a 30, identifique con su nombre la grifica de la ecuacién polar. A conti-

nuacién haga un bosquejo de ella.

1.r=6 2.r = —

3.0 =/3 4.0 = 57/6
5.r=20,0 =<0 6.r =30,0=0
7.r =1 + cosf 8.r =5 — 5senf
9.r =2(1 + senf) 10.2r = 1 — cosh
11.r = 1 — 2cosf 12. r = 2 + 4senf
13.r = 4 — 3senf 14.r = 3 + 2cosf
15.r = 4 + cosf 16.r = 4 — 2senf
17. r = sen26 18. r = 3sen40
19. r = 3cos30 20. » = 2sen36
21.r = cos50 22.r = 2sen96
23.r = 6¢cosf 24.r = —2cosf
25.r = —3send 26. r = 5senf
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27. r> = 4sen20 28. r?
29. > = —25c0s20 30. >

4cos26
—9sen260

En los problemas 31 y 32, la grafica de la ecuacioén es una espiral. Trace la grafica.
31.r = 2% 6 = 0 (logaritmica) 32.r0 = m, 6 > 0 (hiperbdlica)

En los problemas 33 a 38, busque la ecuacidn de la grafica polar dada.

33. y 34. y
X /:_::\ X
Eje /| Eje
polar polar
FIGURA B.5.17 Grafica del FIGURA 6.5.18 Grafica del
problema 33 problema 34
3s5. y 36. y
X
Eje
polar N
Eje
FIGURA 6.5.19 Grafica polar

del problema 35 FIGURA 6.5.20 Grafica

del problema 36

38. y
X
> Eje
Eje
polar
polar

) FIGURA 6.5.22 Grafica del
FIGURA 6.5.21 Grafica del problema 38

problema 37

37.

En los problemas 39 a 42, determine los puntos de interseccion de las graficas del par de
ecuaciones polares.

39.r =2, r = 4senb 40. r = senf, r = sen26

41.r =1 — cosO, r = 1 + cosf 42.r = 3 — 3cos6, r = 3cosb

43. Suponga que el circulo rojo de la figura 6.5.14 sea rotado en el sentido de las manecillas
del reloj alrededor del origen por una cantidad de /4. Demuestre que una ecuacién
polar de la grafica rotada estd dada por

2
r= %(sen() + cosh).

44. a) Construya el circulo cuya ecuacion se da en el problema 43.
b) Determine las coordenadas polares de todas las intersecciones.
¢) Calcule las coordenadas rectangulares del centro del circulo.
d) Determine las coordenadas rectangulares del punto al final del didmetro que pasa a
través del origen y el centro.

6.5 Gréficas de ecuaciones polares
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P dP,F) _

P, o)~ °

F foco

Directriz

FIGURA 6.6.1 Interpretacion
geométrica de (1)
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Problemas para calculadora o computadora

45. Use una funcién de graficacién para obtener la grafica del bifolio » = 4 sen 6 cos®0 y el
circulo r = sen 6 en los mismos ejes. Determine todos los puntos de interseccion de las
gréficas.

46. Use una funcién de graficacion para verificar que la cardioide » = 1 + cos 0 y la lem-
niscata 7> = 4 cos @ se cruzan en cuatro puntos. Determine esos puntos de interseccién
de las graficas.

En los problemas 47 y 48, los graficos de las ecuaciones a)-d) representan una rotacion de la
grafica de la ecuacion dada. Intente bosquejar estas graficas en forma manual. Si tiene proble-
mas, utilice una herramienta de graficar.

47.r = 1 + senf
a)r=1+ sen§0 — 7/2) b) r =1+ sen(f + m/2)
¢)r=1+sen(§ — 7/6) d) r=1+sen(0 + 7/4)
48.r = 2 + 4 cos
a) r =2 + 4cos(0 + 7/6) b) r =2 + 4cos(6 — 37/2)
¢) r=2+4cos(6 + ) d) r =2+ 4cos(§ — w/8)

49. Use un CAS para obtener grificas de la ecuacién polar » = a + cos 0 paraa = 0,

1 1 3 5
s L3

50. Identifique todas las curvas del problema 49. ;Qué pasa con las graficas conforme
a— »?
Para discusion

En los problemas 51 y 52, suponga que r = f(6) es una ecuacion polar. Interprete graficamente
la propiedad indicada.

51. f(—6) = f(0) (funcién par) 52. f(—6) = —f(6) (funcién impar)

Secciones conicas en coordenadas

i polares

[0 Introduccion En las tres primeras secciones de este capitulo se dedujeron las ecuacio-
nes de la pardbola, elipse e hipérbola usando la férmula de la distancia, en coordenadas rec-
tangulares. Al usar las coordenadas polares y el concepto de excentricidad podremos presentar
una definicién general de seccién cénica que abarque las tres curvas.

SECCION CONICA

Sean L una recta fija en el plano, y F un punto que no esté en la recta. Una seccion

conica es el conjunto de puntos P en el plano, para los cuales la distanciade P a F,
dividida entre la distancia de P a L, es constante.

La recta fija L se llama directriz y el punto F es un foco. La constante fija es la excentri-
cidad e de la conica. Como se ve en la FIGURA 6.6.1, el punto P estd en la cdnica si, y sélo si

d(P, F) . W
ar,0) 7
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en donde Q representa el pie de la perpendicular de P a L. Si en (1)

e ¢ = 1, la cénica es una parabola
e 0 <e < 1,lacoénica es una elipse y si
e ¢ > 1, la cénica es una hipérbola.

O Ecuaciones polares de conicas La ecuacién (1) se interpreta con facilidad usando
coordenadas polares. Supongamos que F' se coloca en el polo, y que L estd a p unidades (p > 0)
a la izquierda de F, perpendicular al eje polar prolongado. En la FIGURA 6.6.2 se ve que si se
escribe (1) en la forma d(P, F) = ed(P, Q), es igual que

r=e(p + rcosf) o r —ercosf = ep.

@)
Al despejar r queda

_ ep
1 — ecosh’

3)

r

Para comprobar que (3) da como resultado las ecuaciones familiares de las cénicas, se so-
brepone un sistema de coordenadas rectangulares al sistema de coordenadas polares, con el
origen en el polo y el eje x positivo coincidiendo con el eje polar. A continuacién se expresa la
primera ecuacion de (2) en coordenadas rectangulares, y se simplifica:

:i:\/x2+y2=ex+ep

X2+ yr = 2% + 2 px + e*p? 4)

(1 — e*)x? — 2e’px + y* = &*p*.
Si se hace que e = 1, (4) se transforma en

—2px + y? = p? o = 2p<x + 5),

que es la ecuacién de una pardbola, en su forma normal, con su eje en el eje x, su vértice en
(—p/2,0)y, de acuerdo con el emplazamiento de F, su foco estd en el origen.

Es un buen ejercicio algebraico demostrar que (2) originan formas normales de ecuacio-
nes de una elipse, en el caso de que 0 < ¢ < 1, y de una hipérbola, cuando e > 1. Vea el pro-
blema 45 en los ejercicios 6.6. Asi, de acuerdo con el valor de e, la ecuacidn polar (3) puede
tener tres graficas posibles, como se ve en la FIGURA 6.6.3.

y ' y Py

1
Directriz Directriz
i i
1
i i /

1
Dire:ctriz

a)e=1 b)0<e<1 c)e>1

FIGURA 6.6.3 Gréficas de la ecuacion (3)

6.6 Secciones conicas en coordenadas polares

I
| | |
04 ] L PX=z---40
: A\ F foco : A\ F foco "5 | F foco
i X i A T
! Eje ! \ Eje PN/ Eje
i polar i polar 0 T P polar
| \ | |
| : N
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0| 2 P(r, 0)
P
o |
————— X
P, ) foco Fcos@ Eje
polar

FIGURA B.6.2 Interpretacion de
(2) en coordenadas polares
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Si se hubiera ubicado el foco F a la izquierda de la directriz, en la deduccion de la ecua-
ci6n polar (3), se hubiera obtenido la ecuacion r = ep/(1 + e cos ). Cuando la directriz L se
escoge paralela al eje polar (esto es, horizontal), se ve entonces que la ecuacién de la cénica
esr = epf(1 — e sen B) o bien r = epf(1 + e sen 6). A continuacién se presenta un resumen de
la descripcién anterior.

ECUACIONES POLARES DE CONICAS

Toda ecuacién polar de la forma

ep
= ———— 5
" 1 4+ ecos6 )
o
r=—=2__ ©)
1 + esenf

es la de una seccion cénica con foco en el origen y eje a lo largo de un eje co-
ordenado. El eje de la seccion conica estd a lo largo del eje x para las ecuaciones
de la forma (5), y a lo largo del eje y para las ecuaciones de la forma (6). La cénica
es una pardbola si e = 1, una elipse si 0 < e < 1 y una hipérbola si e > 1.

N\ J

| EJEMPLO 1 Identificacién de cénicas
Identificar cada una de las cénicas siguientes:
2 3
== - b = ——--
@ r 1 — 2senf )T 4 + cosf

Solucion a) Al comparar término a término la ecuacién con la forma polar r = epf(1 —
e sen ) se puede ver que e = 2. Por consiguiente, la cénica es una hipérbola. b) Para
identificar la seccién cénica, se dividen numerador y denominador de la ecuacidn entre 4.
Eso pone a la ecuacién en la siguiente forma:

EN[N

r=——-o.
1 + zcosf

1 . .
Entonces, al comparar con r = ¢pf(1 + e cos ) se ve que e = ;. Por consiguiente, la
cénica es una elipse. [ |

O Graficas Una gréifica aproximada de una cénica definida por (5) o (6) se obtiene cono-
ciendo la orientacion de su eje, determinando los cruces con x y y y localizando los vértices.
En el caso de (5),

* los dos vértices de la elipse o la hipérbola estin en § = 0y 6 = 7r; el vértice de una
parabola sélo puede estar en uno de los valores: 6 = 006 = 7.

Para la (6),

* los dos vértices de una elipse o una hipérbola estin en 6 = 7/2 y 6 = 37/2; el vértice
de una parabola sélo puede estar en uno de los valores: = /2 0 § = 37/2.

| EJEMPLO 2 Grafica de una cénica

4
3 —2senf’

Graficar r =

CAPITULO 6 Secciones conicas
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Solucién Si la ecuacion se escribe en la forma r = , se puede ver que la ex-

1 — 5sen6
.. _ 2 L. . L ., .
centricidad es e = 3, por lo que la cénica es una elipse. Ademds, como la ecuacién tiene la
forma (6), se ve que el eje de la elipse es vertical, a lo largo del eje y. Entonces, en vista de

la descripcidn anterior a este ejemplo, se obtienen:

(4,7/2), (3, 37/2)
(3.0), G, m).

vértices:
intersecciones con el eje x en:

La gréfica de la ecuacién estd en la FIGURA 6.6.4.

| EJEMPLO 3

B
1 — cosf’

Grafica de una conica

Graficar r =

Soluciéon Al inspeccionar la ecuacion se ve que tiene la forma (5), con e = 1. Por consi-
guiente, la conica es una pardbola cuyo eje es horizontal, a lo largo del eje x. Como r no esta
definido en 6 = 0, el vértice de la pardbola estd en 6 = :

)

vértice: (%,
1, w/2), (1, 37/2).

intersecciones con el eje y en: (1,

La grafica de la ecuacion se ve en la FIGURA 6.6.5.

| EJEMPLO 4

2
1 + 2cos@’

Grafica de una conica

Graficar r =

Solucion De (5) se ve que e = 2, y entonces la conica es una hipérbola cuyo eje es
horizontal, a lo largo del eje x. Los vértices, que son los extremos del eje transversal de la
hipérbola, estinen = 0y 6 = 7:

(%’O)’ (_2’ 77)
(2,7/2), (2,37/2).

vértices:
intersecciones con el eje y en:

La gréfica de la ecuacién se ve en la FIGURA 6.6.6. [ |

[0 Secciones cénicas rotadas Vimos en la seccién 6.5 que las graficas de r = f(6 — )
y r = f(6 + ), y > 0 son rotaciones de la grifica de la ecuacién polar r = f(6) alrededor del
origen por una cantidad -y. Por lo tanto,

ep ep
r= secciones cénicas rotadas r = . o
1+ ecos(@ - 7) en sentido opuesto al de 1+ ECOS(G + Y) sefc:iones comf(z;s
ep las manecillas del reloj ep rotadas en‘ sentido .
de las agujas del reloj

Irededor del ori
atrededor det origen alrededor del origen

T+ esen( — ) Tt esen(f + )

| EJEMPLO 5

Secciones conicas rotadas

——— esunaelipse con su eje mayor a lo lar-
3 — 2send 4

go del eje y. Esto es la gréfica azul de la Ficura 6.6.7. La grafica de r
3 — 2sen@® — 27/3)

es la gréafica roja de la figura 6.6.7 y es una rotacién en el sentido opuesto al de las manecillas
del reloj de la gréfica azul por la cantidad de 277/3 (0 120°) alrededor del origen. El eje mayor
de la elipse roja estd situado a lo largo de la linea 6 = 77/6. [ |

Enel ejemplo 2 vimos que la graficade r =

6.6 Secciones conicas en coordenadas polares

G ”)\4./ 3

X
4
G0 g

4.4 3r
(77 7)

polar

FIGURA 6.6.4 Grafica de la ecua-
cion polar en el ejemplo 2
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FIGURA B.6.5 Grafica de
la ecuacion polar del
ejemplo 3
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F (=2.7)  Eje
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/

FIGURA 6.6.6 Grafica de la ecua-

cién polar d

- 4
ngiﬁé
A

el ejemplo 4

(7

E]e
polar

FIGURA 6.6.7 Graficas de ecua-
ciones polares del ejemplo 5
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Mercurio es el planeta
mas cercano al Sol

O Aplicaciones Las ecuaciones del tipo que aparecen en (5) y (6) son adecuadas para
descubrir una 6rbita cerrada de un satélite alrededor del Sol (o la Tierra o la Luna), ya que tal
orbita es una elipse con el Sol (o la Tierra o la Luna) en un foco. Suponga que una ecuacién de
la 6rbita estd dada por r = ep/(1 — e cosf),0 < e < 1, y r,es el valor de r en el perihelio
(o perigeo, o perilunio), y r, es el valor de r en el afelio (o apogeo o apolunio). Estos son los
puntos de la érbita, que ocurren en el eje x, en los cuales el satélite estd mds cercano y mas
lejano, respectivamente, del Sol (o de la Tierra o la Luna). Vea la Ficura 8.68. Se deja como
ejercicio demostrar que la excentricidad e de la 6rbita estd relacionada con r, y con r,, por

ra—rp

(N

ra+rp

| EJEMPLO 6 Deduccion de la ecuacion polar de una oérbita

Deducir la ecuacién polar de la 6rbita de Mercurio en torno al Sol, si r, = 2.85 x 107 millas,
y 1, = 4.36 x 107 millas.
Solucion Segtn (7), la excentricidad de la drbita de Mercurio es

436 X 10" — 2.85 X 107
e =
436 X 10" + 2.85 X 107

= 0.21.

Por consiguiente,
_ 021p
" 1= 021cosh

Todo lo que se necesita ahora es despejar la cantidad 0.21p. Para hacerlo se aprovecha que el
afelio se presenta cuando 6 = 0:

021p

436 X 107 = —————.
1 —0.21

De la tdltima ecuacién, 0.21p = 3.44 x 10”. Por consiguiente, una ecuacién polar de la érbita
de Mercurio es

3.44 X 107

r = .
1 — 0.21cosé

Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-21.

En los problemas 1 a 10, determine la excentricidad, identifique la cénica y trace su gréfica.

2 2
1. r = 2. y = ——
1 — senf 2 — cosé
16 5
J.r=——7-— 4.r= ———
4 4 + cosf " 2 + 2senf
4 —4
5. r = 6. y = ———
1 + 2senf cosf — 1
18 4csch
7. r = 8. y =
3 — 6¢cosb 3csch + 2
6 2
9.r=——"— 10.r = —————
1 — cos6 2 + 5cos6

CAPITULO 6 Secciones conicas



En los problemas 11 a 14, determine la excentricidad e de la cénica. A continuacién convierta
la ecuacién polar en ecuacién rectangular, y verifique que e = ¢/a,

11.r = 6 12.r = _ 10
1+ 2sené@ 2 — 3cos6
13.r =L 14. r :27\/5
3 — 2cosf V3 + senf

En los problemas 15 a 20, deduzca la ecuacion polar de la cénica, con foco en el origen, que
satisfaga las condiciones indicadas.

15. e = 1, directriz x = 3 16. ¢ = %, directrizy = 2
17. e = % directrizy = —2 18. ¢ = % directriz x = 4
19. ¢ = 2, directriz x = 6 20. ¢ = 1, directrizy = —2

21. Busque una ecuacion polar de la seccion conica en el problema 15 si la grafica es rotada
en el sentido de las agujas del reloj alrededor del origen por una cantidad de 27/3.

22. Busque una ecuacion polar de la seccion conica en el problema 16 si la grafica es rotada
en el sentido opuesto al de las manecillas del reloj alrededor del origen por una cantidad
de /6.

En los problemas 23 a 28, deduzca la ecuacion polar de la pardbola con foco en el origen y el
vértice indicado.

23. (3,37/2) 24. (2, 7)
25. (3, m) 26. (2,0)
27. (3,37/2) 28. (3, 7/2)

En los problemas 29 a 32, identifique la seccién conica rotada. Busque las coordenadas pola-
res de su vértice o vértices.

4 5
29. r = 30. r =
1 + cos(6 — 7/4) 3 + 2cos(6 — 7/3)
10 6
31. r = 32. r=
2 — sen(f + 7/6) 1 + 2sen(0 + 7/3)

33. Un satélite de comunicaciones estd a 12 000 km sobre la superficie terrestre en su apo-
geo. La excentricidad de su 6rbita eliptica es 0.2. Use (7) para calcular su distancia en
perigeo.

34. Deduzca una ecuacién polar r = ep/(1 — e cos 6) de la érbita del satélite del problema
33.

35. Deduzca la ecuacién polar de la 6rbita de la Tierra alrededor del Sol si r, = 1.47 x 108
kmy r, = 1.52 x 10® km.

36. a) La excentricidad de la 6rbita eliptica del cometa Halley es 0.97, y la longitud del eje

mayor de su 6rbita es 3.34 x 10° mi. Deduzca la ecuacién polar de su 6rbita, con la
forma r = ep/(1 — e cos 6).
b) Use la ecuacién del inciso a) para obtener 7, y r, de la 6rbita del cometa Halley.

Problemas para calculadora o computadora

En los problemas 37 a 40, use una calculadora o una computadora para sobreponer las graficas
de las dos ecuaciones polares dadas en los mismos ejes coordenados.
4 4

37.r=——7—— r=
4 + 3cos6 4 + 3cos( — 7/2)

6.6 Secciones conicas en coordenadas polares

La siguiente llegada del come-

ta Halley al Sistema Solar
sera en 2061
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4 4

38.r = ; =
" 6= 3send’ 6 — 3sen(d — )
39.r=——"7— r= 2
1 — senf 1 —sen(6 + 3m/4)
8 8
40. r = =

Do
3 4+ Scos@ 3 + 5cos (0 — 27/3)

Las caracteristicas orbitales (excentricidad, perigeo y eje mayor) de un satélite cercano a la
Tierra se degradan en forma gradual, al paso del tiempo, debido a muchas fuerzas pequeiias
que actuan sobre el satélite, ademds de la fuerza gravitacional de la Tierra. Entre esas fuerzas
se destacan la friccion atmosférica, las atracciones gravitacionales del Sol y la Luna, y fuerzas
magnéticas. Alrededor de una vez al mes se activan cohetes diminutos, durante algunos segun-
dos, para “regenerar” las caracteristicas orbitales hasta los intervalos deseados. Se encienden
los cohetes durante mds tiempo para crear un cambio grande en la 6rbita de un satélite. La
forma mas eficiente de hacer pasar un satélite de una 6rbita interna a una externa se llama
transferencia de Hohmann, que implica agregar velocidad en la direccién del vuelo, en el
momento en que el satélite llega al perigeo de la 6rbita interna, siga la elipse de transferencia
de Hohmann la mitad de su recorrido hasta su apogeo, y aumentar de nuevo la velocidad para
estar en la drbita externa. El proceso similar (desacelerar en el apogeo, en la 6rbita externa
y desacelerar en el perigeo, en la érbita de transferencia de Hohmann) se usa para mover un
satélite de una Orbita externa a una interna.

En los problemas 41 a 44 use una calculadora graficadora, o una computadora, para sobrepo-
ner las gréficas de las tres ecuaciones polares en los mismos ejes coordenados. Imprima su
resultado y use colores para delinear la transferencia de Hohmann:

) 24 32
41. Orbita interna r = 1+ 02c0s8” transferencia de Hohmann r = 1+ 060050
L 56
Orbitaexterna r = ———————
1 + 0.3cos6
L 55 . 7.5
42. Orbita interna r = —————, transferencia de Hohmann r = ————
1 + 0.1cos@ 1 + 0.5cos6
. 13.5
Orbitaexterna r = ———————
1 + 0.1cos6
. 15.3
43. Orbita interna r = 9, transferencia de Hohmann r = ———+——,
1+ 0.7 cos6
orbita externa r = 51
44, Orbita interna r = 773'5 , transferencia de Hohmann r = L,
1 + 0.05cos6 1 + 0.1cos6
$rbita ext 84.7
Orbita externa r = ———————
1 + 0.0lcos6

Para discusion

45. Demuestre que (2) da como resultado ecuaciones de una elipse en su forma normal, en
el caso en que 0 < e < 1, y una hipérbola en el caso en que e > 1.

46. Use la ecuacion r = ep/(1 — e cos ) para derivar el resultado en (7).
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lﬂ Ecuaciones parameétricas

[0 Introduccion Las ecuaciones rectangulares no son las tinicas, y con frecuencia no las
mas convenientes, para describir curvas en el plano coordenado. En esta seccion expondre-
mos una forma distinta de representar una curva que es importante en muchas aplicaciones
de célculo. Veamos un ejemplo. El movimiento de una particula a lo largo de una curva, en
contraste con a lo largo de una recta, se llama movimiento curvilineo. Si se supone que una
pelota de golf es golpeada desde el suelo, perfectamente en linea recta (sin curva ni efecto) y
que su trayectoria permanece en un plano de coordenadas como el que se ve en la FIGURA6.7.1,
entonces, con ayuda de la fisica y del célculo se puede demostrar que sus coordenadas x y y,
en el momento ¢, se definen por

x = (vocosy)t, vy = —3g> + (vysenby)1, (H

en donde 6, es el dngulo de lanzamiento, v, es la velocidad inicial y g = 32 pies/s* es la ace-
leracion de la gravedad. Esas ecuaciones, que describen la posicion de la pelota de golf en
el plano coordenado cuando el tiempo es ¢, se llaman ecuaciones paramétricas. La tercera
variable ¢ en (1) se llama parametro y se restringe a cierto intervalo0 = ¢ =T, endondet = 0
define al origen (0, 0) y # = T es el momento en el que la pelota llega al suelo.

En general, una curva en un plano coordenado se puede definir en términos de ecuaciones
paramétricas.

CURVA PLANA

Una curva plana, o curva en el plano, es un conjunto C de pares ordenados (f(?),
(1)), donde f'y g son funciones definidas en un intervalo comun /. Las ecuaciones

x = f(t),y = g(t),paratenl,

se llaman ecuaciones paramétricas de C. La variable 7 se llama parametro.

J

También se acostumbra llamar parametrizacion de C a x = f(f), y = g(f) para en I.

La grafica de una curva plana C es el conjunto de todos los puntos (x, y) en el plano co-
ordenado que corresponden a los pares ordenados (f(¢), g(r)). En adelante, llamaremos curva o
curva parametrizada a una curva plana.

| EJEMPLO 1 Grafica de una curva paramétrica

Graficar la curva C que tiene las ecuaciones paramétricas

x=1t, y==, —1=tr=2

Soluciéon Como se ve en la tabla adjunta, para cualquier eleccién de ¢ en el intervalo[—1, 2],
se obtiene un solo par ordenado (x, y). Al unir los puntos con una curva se obtiene la grafica
de la FIGURA B.7.2.

t =1l —% 0 5 1 . 2
x 1 i 0 : 1 2 4
-1 -3 0 3 1 a 8
y 8 8 -

6.7 Ecuaciones paramétricas

FIGURA 6.7.1 jCuidado!

] (4, 8)

(19 _1)
FicurA6.7.2 Curva del ejemplo 1
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P(x, y)

asent

®)

X
acost (a,0)

FIGURA 6.7.4 Circulo del
ejemplo 2
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En el ejemplo 1, al pensar en términos de movimiento y # como tiempo, cuando aumenta ¢
de —1 a2, un punto P definido como (tz, 13) parte de (1, —1), avanza subiendo por la rama in-
ferior hasta el origen (0, 0), pasa a la rama superior y por dltimo se detiene en (4, 8). En general,
al graficar puntos correspondientes a valores crecientes del parametro, la curva C es recorrida
por (f(¢), g(?)) en cierta direccién indicada por las flechas de la curva de la figura 6.7.2. A esta
direccion se le llama orientacion de la curva C.

No es necesario que un parametro esté relacionado con el tiempo. Cuando el intervalo /
dentro del cual fy g en (1) estdn definidos es un intervalo cerrado [a, b, se dice que (f(a),
g(a)) es el punto inicial de la curva C, y que (f(b), g(b)) es el punto terminal. En el ejemplo 1,
el punto inicial es (1, —1) y el punto terminal es (4, 8). Si el punto terminal es el mismo que el
punto inicial, esto es,

entonces C es una curva cerrada. Si C es cerrada pero no se cruza se llama curva cerrada
simple. En la FIcura 6.7.3, A y B representan los puntos inicial y terminal, respectivamente.

o0 4F

a) Curva plana b) Curva cerrada simple ¢) Curva cerrada, pero no simple

FIGURA B.7.3 Algunas curvas planas

El siguiente ejemplo ilustra una curva cerrada simple.

| EJEMPLO 2 Parametrizacion de un circulo

Definir una parametrizacién del circulo x> + y* = a”.

Solucion El circulo tiene centro en el origen y su radio es a. Si ¢ representa el dngulo cen-
tral, es decir, el dngulo con vértice en el origen y lado inicial coincidente con el eje x positivo,
entonces, como se ve en la FIGURA 6.7.4, las ecuaciones

X = acost, y = asent, 0=t=2m 2)

definen cada punto P en el circulo. Por ejemplo, cuando ¢t = 0, se obtiene x = ay y = 0; en
otras palabras, el punto inicial es (a, 0). El punto terminal corresponde a t = 277, y también
es (a, 0). Como los puntos inicial y terminal son iguales, se demuestra lo que es obvio: que la
curva C definida por las ecuaciones paramétricas (2) es una curva cerrada. Observe la orien-
tacion de C en la figura 6.7.4: cuando ¢t aumenta de 0 a 277, el punto P describe a C en direccion
contraria a la de las manecillas del reloj. [ |

En el ejemplo 2, el semicirculo superior x* + y* = a*, 0 = y =< a, se define en forma pa-
ramétrica restringiendo el intervalo del pardmetro a [0, 7],

X = acost, y = asent, O=t=m.
Observe que cuando ¢ = 7, el punto terminal es ahora (—a, 0). Por otra parte, si se desean

describir dos revoluciones completas en sentido contrario al de las manecillas del reloj en
torno al circulo, de nuevo se modifica el intervalo del parametro escribiendo

X = acost, y = asent, 0=t =dm.
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O Eliminacion del parémetro Dado un conjunto de ecuaciones paramétricas, a veces
se desea eliminar o simplificar el pardmetro para obtener la ecuacién rectangular de la curva.
Para eliminar el pardmetro en (2) tan s6lo se elevan al cuadrado x y y y se suman las dos ecua-
ciones:

x> + y* = a’cos’t + a’sen’t  implicaque x* + y* = a’

porque sen’t + cos’t = 1.

| EJEMPLO 3 Eliminacién del parametro

a) De la primera ecuacién en (1), 1 = x/(vocos 6,). Esta expresion se sustituye en la segunda
ecuacién y entonces se obtiene

8

——2——— > + (tan6,)x.
2(v0cos(90)2x (tandy)x

y=-
Ya que vy, 8, y g son constantes, la dltima ecuacién tiene la forma y = ax* + bx y entonces, la
trayectoria de todo proyectil lanzado con el dngulo 0 < 6, < 7/2 es un arco parabdlico.
b) En el ejemplo 1 se puede eliminar el pardmetro despejando a f de la segunda ecuacién, en
funcién de y para después sustituir en la primera ecuacion. Se ve que

t = y1/3 y asi x = (y1/3)2 — y2/3‘

La curva de la figura 6.7.2 sélo es una parte de la grifica de x = yz/ 3 Para —1 =t =2, se tiene
que —1 =y = 8. Entonces, la ecuacién rectangular de la curva del ejemplo 2 es x = y2/3,

-1=y=8. |

Una curva C puede tener mds de una parametrizacion. Por ejemplo, una parametrizaciéon  qUna curva C puede tener muchas parame-
alternativa del circulo del ejemplo 2 es trizaciones diferentes.

X = acos2t, y = asen?t, O0=t=m.

Nétese que el intervalo del pardmetro es ahora [0, 7r]. Se ve que cuando 7 aumenta de 0 a 7, el
nuevo dngulo 2¢ aumenta de 0 a 277.

| EJEMPLO 4 Parametrizaciones alternativas

Se tiene la curva C, cuyas ecuaciones paramétricas son x = t,y = 212, —c0 < t < =, Se puede
eliminar el pardmetro usando ¢ = x, y sustituyendo en y = 2#%. De ese modo se obtiene la
ecuacién rectangular y = 2x%, en la que reconocemos una paribola. Ademds, como —o <
t < o equivale a —% < x < o, el punto (¢, 2¢%) describe la parabola completa y = 2x%, —
< x < %,

Una parametrizacién alternativa de C se obtiene con x = t3/4, y= t6/8, —oo <t <<, Sise
usa £ = 4x y se sustituye en y = 1°/8, 0y = (£ - £)/8 se obtiene y = ((4x)*/8) = 2x*. Ademds,
— o0 <t < o implica que —% < £ < o,y asi —o0 < x < ©, [

Se nota que en el ejemplo 4, un punto en C no necesita corresponder al mismo valor del
pardmetro en cada conjunto de ecuaciones paramétricas de C. Por ejemplo, se obtiene (1, 2)
parat= lenx =ty =2 perot = \3/41 produce (1,2)enx = £/4,y = /8.

| EJEMPLO 5 Regreso al ejemplo 4

Se debe tener cuidado al trabajar con ecuaciones paramétricas. Pareceria que la eliminacién  ¢Proceda con precaucion

del pardmetro en x = £,y = 2t*, —o0 < t < = llegaria a la misma pardbola y = 2x* que enel  cuando elimine el pardmetro.
ejemplo 4. Sin embargo 70 es asi, porque para todo valor de ¢, # = 0 y entonces x = 0. En

otras palabras, el ultimo conjunto de ecuaciones es una representacion paramétrica sélo de la

rama derecha de la pardbola, esto es, y = 22,0 = x < oo, |
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b) x=sent,y = cos 21,
0<r< /2

FIGURA 6.7.5 Curva C del
ejemplo 6

~—_"Sep

FIGURA 6.7.7 Cuenta deslizante
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| EJEMPLO 6 Eliminacion del parametro

Se tiene la curva C, definida paramétricamente por

X = sent, y = cos2t, 0=rt=m/2.

Eliminar el parametro y obtener una ecuacién rectangular de C.
Solucién Se aplica la férmula de dngulo doble, cos 2¢ = cos’t — sen’t, y se puede escribir
que
y = cos’t — sen’t

(1 — sen’t) — sen’t

=1- 2S61’12Z < sustituir sen 1 = x

=1-2x%
Ahora la curva C descrita por las ecuaciones paramétricas no consiste en la parabola completa;
estoes,y =1 — 242, —o0 < x < , Vea la FIGURA6.7.54). Para 0 < 1 < 72 sucede que 0 =< sen
t=1,y —1 =cos 2t = 1. Eso quiere decir que C sélo es la porcion de la pardbola para la cual
las coordenadas de un punto P(x, y) satisfacen 0 = x = 1 y también —1 =y = 1. Lacurva C,

con su orientacién, se ve en la figura 6.7.5b). Una ecuacién rectangular de Cesy = 1 — 2x?,
con el dominio restringido 0 = x = 1. [ |

[0 Intersecciones con los ejes coordenados Se obtienen las intersecciones con
los ejes coordenados de una curva C sin determinar su ecuacion rectangular. En el ejemplo 6
se puede determinar la interseccion con el eje x encontrando el valor de ¢ en el intervalo del
pardmetro para el cual y = 0. La ecuacion cos 2t = 0 da como resultado 2¢ = /2, asi que
t = /4. El punto correspondiente donde C cruza al eje x es (31/2, 0). De igual manera, la
interseccion con el eje y de C se determina resolviendo x = 0. De sen ¢ = 0 se ve de inmediato
que ¢ = 0y entonces la interseccién con el eje y estd en (0, 1).

[0 Aplicaciones de las ecuaciones paramétricas En el siglo xvu, las curvas ci-
cloidales fueron un tema de estudio difundido entre los mateméticos. Suponga que un punto
P(x, y) marcado en un circulo de radio a, estd en el origen cuando su didmetro estd a lo largo
del eje y. Cuando el circulo rueda por el eje x, el punto P describe una curva C llamada cicloi-
de. Vea la FiIGuRA 6.7.6.'

a) Circulo que rueda en el eje x

| 27a

b) En el circulo, el punto P traza esta curva

FIGURA 6.7.6 Cicloide
También en el siglo xvi se estudiaron extensamente dos problemas. Imagine un alambre

flexible y sin friccién fijo en los puntos A y B, y una cuenta libre que resbala por el alambre a
partir de P. Vea la Ficura 6.7.7. (Hay alguna forma en particular del alambre para la cual, in-

' Se puede ver una animacién del circulo rodante en http://mathworld.wolfram.com/Cycloid.html.
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dependientemente de dénde parta la cuenta, el tiempo para resbalar por el alambre hasta B
sea el mismo? También, ¢cudl seria la forma del alambre para que la cuenta resbale de P a B
en el tiempo mds corto? Se demostré que las curvas llamadas tautécrona (igual tiempo) y
braquistécrona (tiempo minimo) son un medio arco de cicloide invertida.

| EJEMPLO 7 Parametrizacién de una cicloide

Definir una parametrizacioén de la cicloide de la figura 6.7.6b).

Soluciéon Un circulo de radio a cuyo didmetro esté inicialmente a lo largo del eje y rueda
por el eje x sin resbalar. Tomaremos como pardmetro el dngulo 6 (en radianes) que ha rodado
por el circulo. El punto P(x, y) comienza en el origen, que corresponde a 6 = 0. A medida que
el circulo rueda el dngulo 6, su distancia al origen es el arco PE = OE = af. Entonces, se ve
en la FIGURA 6.7.8 que la interseccidn con el eje x de P es

x = OE — QE = af — asen.
Entonces, se ve que la ordenada y de P es
y =CE — CD = a — acosé.
Por lo anterior, las ecuaciones paramétricas de la cicloide son
x = ab — asen0, y =a — acosf.

Como se ve en la figura 6.7.6a), un arco de una cicloide se genera por una rotacién del circulo,
y corresponde al intervalo 0 = 6 = 27 del pardmetro. [ |

O Parametrizacion de curvas rectangulares y polares Una curva C descrita
por una funcién continua y = f(x) siempre se puede parametrizar haciendo que x = ¢. Enton-
ces, las ecuaciones paramétricas de C son

X =1t, y = f(1). 3)

También, a veces conviene usar ecuaciones paramétricas para trazar las graficas de ecuaciones
polares. Eso se hace usando las férmulas de conversion x = r cos 0, y = r sen 6. Si r = f(6),
a = 6 = B describe una curva polar C, entonces, una parametrizacion de C es

x = f(0)coshd, y= f(0)send, a=60=g6 4

NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

En esta seccion nos hemos concentrado en las curvas planas, que son
curvas C definidas paramétricamente en dos dimensiones. En el calculo
de varias variables se veran curvas y superficies en tres dimensiones,
que se definen mediante ecuaciones paramétricas. Por ejemplo, una
curva en el espacio C consiste en un conjunto de tercias ordenadas
(), &), h(?)), donde f, gy h estan definidas en un intervalo comdn.
Las ecuaciones paramétricas de C son x = f(¢), y = g(f) y z = h(f). Por
ejemplo, una hélice circular como la de la Ficura 6.7.9 es una curva en el espacio
cuyas ecuaciones paramétricas son

X = acost, y = acost, z=0bt, t=0. 5)

6.7 Ecuaciones paramétricas

P(x,y) 0 '<—acos 0

1
1
!
o ® X

Ficura 6.7.8. El angulo 6 es el
parametro para la cicloide
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Se pueden representar superficies en tres dimensiones con un conjunto de ecuaciones
paramétricas que contengan dos parametros, x = f(u, v), y = g(u, v), z = h(u, v). Por
ejemplo, la helicoide circular de la Ficura6.7.10 se presenta en el estudio de superficies
minimas, y se define con el conjunto de ecuaciones paramétricas parecido a las (5):

X = ucosv, y =usenv, z = by,

en donde b es una constante. La helicoide circular tiene una hélice circular como
contorno. El lector podria reconocer que la helicoide es el modelo de un gusano en
maquinaria como excavadoras de agujeros, taladradora de hielo, transportadores de
s6lidos a granel, etcétera.

FIGURA 6.7.9 Hélice FIGURA 6.7.10 Helicoide
circular circular Antena helicoidal

@ Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados

comienzan en la pagina RESP-22.

En los problemas 1 y 2 llene la tabla para el conjunto de ecuaciones paramétricas indicado.
Determine las coordenadas de los puntos de cruce con los ejes x y y. Trace la curva e indique
su orientacion.

Lx=r+2y=3+% -wo<i<ox

t -3 -2 -1 0 1 2 3

X

2.x=2t+1,y=1+1 —-o<t<o»

y

En los problemas 3 a 10, trace la curva que tenga el conjunto de ecuaciones paramétricas
indicadas.

Jox=t—1,y=2t—1, -1 =t=5
4.x=1*—1,y=3t, —2=t=3
5.x=Vt,y=5—-1t t=0
6.x=0+1,y=22—-1, —2=t=2

7. x = 3cost,y = Ssent, 0=t=2mw
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8. x=3+2sent,y =4 + sent, —w[2=1=m7/2
9. x=¢,y=¢" 0=t=In2

10. x = —é,y=¢"', t=0

En los problemas 11 a 18, elimine el pardmetro del conjunto indicado de ecuaciones paramé-
tricas, y obtenga una ecuacion rectangular que tenga la misma gréfica.

Mx=2y=t*+3>—-1
R.x=0+t+4y=-208+1)

13. x = cos2t,y = sent, —w2=1t=7/2
4. x=¢€,y=1Inr, t>0
15.x=t3,y=3lnt, t>0

16. x = tant,y = sect, —7w[2<t<mw/2

17. x = 4cost,y = 2sent, 0=t =27

18. x = —1 + cost,y =2 + sent, 0=t=2m

En los problemas 19 a 24, indique graficamente la diferencia entre las curvas indicadas.

19.y = xyx = sent,y = sent

20,y =x’yx=—-Vt,y=t

2l.y=ix>—lyx=2t,y=r*—-1, —-1=1r=2

2.y=—xyx=¢e,y=—e" t=0

23. x> — y* =1y x = cosht,y = senht <~ Vea(14)y (15) enlaseccion 5.4.

24.y=2x —2yx=t>—1,y=2t>—4

En los problemas 25 a 28, indique graficamente la diferencia entre las curvas dadas. Suponga

quea>0yb>0.

25. x = acost,y = asent, 0=t=1
Xx = asent,y = acost, 0=t=n

26. x = acost,y = bsent,a > b, w=t=2mw
X = asent,y = bcost,a>b, w=t=27w
27. x = acost,y = asent, —w[2=1t=1/2
x = acos2t,y = asen2t, —w[2=1t=m/2

t t
28. x = acosa,y = aseng, (=

t t
X = acos(—),y = asen(—), —Tm=tr=0
2 2

En los problemas 29 y 30, determine las intersecciones de las curvas con los ejes x y y.

29. x
30. x

P=2y=t+1 -2=1<4
+ty=2+1t—-6 —-5=t<S5

31. Demuestre que las ecuaciones paramétricas de una recta que pasa por (x;, y,) ¥ (x,, y,) son
x=x;+ (o —x), y=y+h-n —»<r<o

(Qué representan esas ecuaciones cuando 0 = ¢ = 1?
32. a) Use el resultado del problema 31 para deducir ecuaciones paramétricas de la recta
que pasa por (=2, 5)y (4, 8).
b) Elimine el parametro del inciso a) para obtener la ecuacion rectangular de la recta.
¢) Deduzca las ecuaciones paramétricas del segmento de recta cuyo punto inicial es
(=2, 5) y punto terminal (4, 8).

6.7 Ecuaciones paramétricas
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33. Un golfista famoso puede generar una velocidad aproximada de 130 mi/h o sea v, =
190 pies/s en la cabeza del palo. Si la pelota sale del suelo en el dngulo 6, = 45°, use
(1) para deducir ecuaciones paramétricas de la trayectoria de la pelota. ;Cudles son las
coordenadas de la pelota cuando t = 2 s?

34. Use las ecuaciones paramétricas que obtuvo en el problema 33 para determinar
a) cuanto tiempo dura la pelota en el aire,
b) su altura maximay
¢) la distancia horizontal que recorre la pelota.

35. Como se ve en la FIGURA 6.7.11, un pistén se fija, mediante una biela de longitud L, a un
mecanismo de cigiiefial de radio r. Parametrice las coordenadas del punto P en funcién
del angulo ¢ que muestra la figura.

y

P(x, y)
Piston

Q
D
SN
—

==

FIGURA 6.7.11 Mecanismo de cigiiefial del problema 35

36. Imagine un circulo de radio a, tangente al eje x en el origen. Sea B un punto en la recta
horizontal y = 2a, y sea un segmento de recta OB que corte el circulo en el punto A.
Como se ve en la FIGURA 6.7.12, la proyeccidn de AB sobre la vertical define al segmen-
to de recta BP. Use el angulo 6 de la figura como pardmetro y deduzca las ecuaciones
paramétricas de la curva descrita por el punto P, cuando A varia alrededor del circulo.
La curva, ms histéricamente famosa que ttil, se lama bruja de Agnesi.?

y
B
a \\\\
N P

. \

4 Lo
X
0]

FIGURA 6.7.12 Bruja de Agnesi, del problema 36

Problemas para calculadora o computadora

En los problemas 37 a 42 use una funcién de graficacién para obtener la gréafica del conjunto
de ecuaciones paramétricas indicadas.

37.x = 4sen2t,y = 2sent, 0=1t=27
38. x = 6cos3t,y = 4sen2t, 0=1t=2mw
39. x = 6sendt,y = 4sent, 0=1t=27

2 La curva no tiene nada que ver con brujas y duendes. Esta curva se llamé versoria, que en latin quiere
decir cualquier clase de cuerda, y fue incluida en un texto de geometria analitica escrito por Maria
Agnesi, matemadtica italiana, en 1748. Un traductor del texto confundi6 versoria con la palabra italiana
versiera, que quiere decir duende femenino. En inglés, duende femenino se convirtié en bruja.
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40. x
41. x

42. x = cos’t,y = sen’t, 0=t=2mw

cost + tsent,y = sent — tcost, 0=t =3mw

4cost — cosdt,y = 4sent —sendt, 0=t =27

En los problemas 43 a 46, use (4) para parametrizar la curva cuya ecuacién polar se presenta.
Use una funcién graficadora para obtener la grafica del conjunto resultante de ecuaciones

paramétricas.
0 0

43.r=2sen5, 0=0=d4r 44.r=256n1, 0=0=8n
0 36

45. r = ZCOSg, 0=60=6m 46. r = 20057, 0=60=6m

E# Espacio tridimensional

Ava n ce [J En el plano, o espacio bidimensional, una manera de describir la
posicién de un punto P es la de asignarle coordenadas relativas a dos

DE CALCULO ejes coordenados perpendiculares que se llaman ejes x y y. La intersec-
cién de los dos ejes se llama el origen y es denotada O. Recuerde:
y
e una linea vertical x = a consiste en todos los puntos de la forma (a, y) y be------ -P(a, b)

)]

e una linea horizontal y = b consiste en todos los puntos de la forma (x, b). !
I
I
I

Si P es el punto de interseccién de la linea vertical x = a (perpendicular al eje x) y la linea

. . . . X
horizontal y = b (perpendicular al eje y), se dice que el par ordenado (a, b) son las coordena- O a
das rectangulares o cartesianas del punto. Vea la FIcura 6.8.1. En esta seccion extendemos este¢  rcupagsa Un punto
método de representacion de un punto a tres dimensiones. en el espacio bidi-
mensional

[0 El sistema de coordenadas rectangulares en el espacio tridimensio-
nal En tres dimensiones, o en el espacio tridimensional, se construye un sistema de coorde-
nadas rectangulares, usando tres ejes de coordenadas mutuamente perpendiculares. El punto
en el que estos ejes se cruzan se llama origen O. Los ejes dibujados como lineas sélidas en la

FIGURA 6.8.2a) Tepresentan los ejes positivos y se marcan de acuerdo con la llamadaregladela 0 ~ = ' Y
mano derecha que se ilustra en la figura 6.8.2b): i
X I
e Si los dedos de la mano derecha, apuntando en la direccion del eje positivo x, estan b)
doblados hacia el eje positivo y, entonces el pulgar apuntard en la direccidon de un nuevo Fourasa2 Ejes de coordenadas

eje perpendicular al plano de los ejes x y y. Este nuevo eje se llama eje z. tridimensionales

Las lineas discontinuas de la figura 6.8.2a) representan los ejes negativos. Si los ejes x y y
de la figura 6.8.2 se intercambian, se dice que el sistema de coordenadas estd manieto. En el
espacio tridimensional, el grafico de las ecuaciones x = a, y = b 'y z = ¢ consiste de todos
los triples ordenados o puntos de la forma (a, y, 2), (x, b, 2) y (¥, y, ¢), respectivamente. A
su vez, las gréficas de las ecuaciones x = a, y = by z = ¢ son planos perpendiculares a los
ejes x, y y z. El punto P donde estos planos se cruzan puede ser representado por un triple
ordenado de ntimeros (a, b, ¢) que son coordenadas rectangulares o cartesianas del pun-
to. Los ndmeros a, b y ¢ se llaman coordenadas x, y y z de P(a, b, c), respectivamente. Vea
la FIGURA 6.8.3.
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FIGURA 6.8.4 Planos coordenados
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plano yz

plano xy

“A(0,0, ¢)

z, plano
T r=da P(a, b, c)
- y
0, b, 0)
#(a,0,0)
. (a, 0,0)
X X
a) b) c) d)

FIGURA B.8.3 Tres planos mutuamente perpendiculares se cruzan en un punto

O Octantes Cada par de ejes de coordenadas determina un plano coordenado. Como se
muestra en color verde en la FIGURA 6.8.4, los ejes x y y determinan el plano coordenado xy o
simplemente el plano xy. De manera similar, los ejes x y y determinan el plano yz, y los ejes
x y z determinan el plano xz. El plano coordenado divide el espacio tridimensional en ocho
regiones conocidos como octantes. El octante donde las tres coordenadas de un punto P(a, b, ¢)
son positivas se llama primer octante. No hay ninguna convencion para nombrar los otros
siete octantes.

La tabla que sigue a continuacién resume las coordenadas de un punto ya sea sobre un eje
coordenado o sobre un plano coordenado. Como se ve en la tabla, también podemos describir
el plano xy, por ejemplo, mediante la ecuacién sencilla z = 0. En forma similar, el plano xz
es y = 0y el plano yz es x = 0. No se considera que un punto sobre un eje coordenado se
encuentre en cualquier octante.

Ejes | Coordenadas| Plano | Coordenadas
X (x,0,0) Xy (x,y,0)
y 0,y,0) Xz (x,0,2)
z (0,0,2) ¥z ©,y,2)

| EJEMPLO 1

Graficar los puntos (4, 5, 6), (3, =3, —1)y (=2, =2, 0).
Soluciéon De los tres puntos que se muestran en la FIGURA 6.85, s6lo (4, 5, 6) se encuentra
en el primer octante. El punto (—2, —2, 0) se encuentra en el plano xy.

Graficar puntos en el espacio tridimensional

4,5,6)

(3,-3,-1e

FIGURAE.8.5 Los puntos del ejemplo 1 [ |

[0 Formula de la distancia Para encontrar la distancia entre dos puntos P (x;, y;, z;)
y Py(x,, ¥5, 2,) en el espacio tridimensional, primero vamos a considerar sus proyecciones al
plano xy. Como se ve en la FIGURA 6.8.6, la distancia entre (x;, y;, 0) y (x,, ¥,, 0) se da mediante
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la férmula de distancia usual en el plano, \/(x2 — x1)* + (3, — 1) Por lo tanto, segiin el
teorema pitagoérico aplicado al tridngulo de la derecha P P;P,, tenemos

I:d(Pl’ Pz)]2 = [\/(xz - xl)z + (yz - )’1)2J2 + |Zz - Zl|2
o d(Ph Pz) = \/(Xz - xl)z + (yz - )’1)2 + (Zz - 11)2~ (D

Py(x, y2, 29)

Py(xy, y1521) 1227 24

,/(xl,yl,O)i-‘_‘ / E
/ \\\‘i(xz»h»o)

‘/(Xz —x)”+ (=)’

IP3(X2’ Y2, Z])
y

X

FIGURA 6.8.6 Distancia entre dos puntos en el
espacio tridimensional

EJEMPLO 2 Distancia entre puntos en el
espacio tridimensional

Busque la distancia entre (2, =3, 6)y (=1, =7, 4).
Solucion Segun (1), la distancia es

d=V02 - (1)) +(-3—-(-7))>+ (6 — 4)> = V29. -

O Formula del punto medio Laférmula de la distancia se puede usar para demostrar
que las coordenadas del punto medio del segmento de la linea en el espacio tridimensional que
conectan los puntos distintos P(xy, yi, z1) Y Po(X2, Y2, 25) son

(x1+x2 ity 11+Zz> 2)
2 2 72 '

Vea el problema 68 en los ejercicios 6.8.

| EJEMPLO 3 Punto medio en el espacio tridimensional
Busque las coordenadas del punto medio del segmento de la linea entre los dos puntos del
ejemplo 2.

Soluciéon Segtn (2) obtenemos

<2+2(—1)’—3 +2(—7)’6-;4) o (L-5.5). .

[0 Esfera Como un circulo, una esfera se puede definir en términos de la férmula de la
distancia.

Una esfera es el conjunto de todos los puntos P(x, y, z) que se encuentran a una
distancia fija dada r, llamada radio, de un punto fijo dado C llamado centro.

6.8 Espacio tridimensional

4Repase la seccion 1.4.
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FIGURA 6.8.7 Esfera del
ejemplo 4

z

r=3

FIGURA 6.8.8 Esfera del
ejemplo 5

FIGURA 6.8.9 La esfera
tangencial al plano
y = 0 del ejemplo 6
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)cz-i—yz-&-z2 =25

Si el centro es P,(h, k, I), entonces un punto P(x, y, z) se encuentra en la esfera exclusiva-
mente si P, y P satisfacen [d(P,, P)} = 17, 0

(x=n2+ G -kP+ (-0 =r. 3)

La ecuacion (3) se llama forma normal de la ecuacion de una esfera.

| EJEMPLO 4

Graficar x*> + y> + 7% = 25.

Solucién Identificamos 7 = 0,k = 0,1 = 0y r* = 25 = 5> en (3), asi que la grifica de
x* + y* + 7> = 25 es una esfera del radio 5 cuyo centro se encuentra en el origen. La grifica
de la ecuacién se muestra en la FIGURA 6.8.7. [ |

| EJEMPLO 5

Grafique (x = 5> + (y — 7)* + (z — 6 = 9.

Soluciéon En este caso, identificamos h = 5,k =7,/ = 6y r? = 9. Por (3), vemos que
la grifica de (x — 5)* + (y — 7)* + (z — 6)* = 3% es una esfera con centro (5, 7, 6) y
radio 3. Su gréfica estd comprendida por completo en el primer octante y se muestra en la
FIGURA 6.8.8. ]

| EJEMPLO B

Busque una ecuacion de la esfera cuyo centro es (4, —3, 0) que es tangencial al plano xz.

Solucion La distancia perpendicular del punto (4, —3, 0) al plano xz (y = 0), y por ende
el radio de la esfera, es el valor absoluto de la coordenada y |—3| = 3. Por lo tanto, la forma
normal de la ecuacién de la esfera es

Grafica de una esfera

Grafica de una esfera

Ecuacion de una esfera

(x =42+ (y+3) 7+ =3~

Vea la FIGURA 6.8.9. [ |

A fin de poner una ecuacién de una esfera en la forma normal (3), serd necesario comple-
tar el cuadrado en las tres variables x, y y z.

| EJEMPLO 7

Busque el centro y radio de la esfera cuya ecuacidn es

Centro y radio

24+ 2P+ 272 —2x +y—4z+2=0.

Solucién Primero dividimos entre 2, agrupamos términos iguales, y luego completamos
el cuadradoen x, yy z:

(—x )+ (P+3y )+ (2—2z )=-1
(¥ = x + (=) ]+ [+ 3y + ()] + [ — 22+ (—1)*]

1y2 1y2 2_ 5
=D+ -1 =
. P . . L .
Segun %a Gltima ecuacion, vemos que el centro y radio de la esfera son (} —1 1) y N5,
respectivamente. |

[0 La ecuacion lineal de tres variables En la introduccién a la seccién 2.3 defini-
mos una ecuacion lineal de dos variables como Ax + By + C = 0. Para varias alternativas de
los coeficientes A, B 'y C, la grafica de una ecuacién lineal es una linea en el espacio bidimen-
sional. La gréifica de una ecuacion lineal de tres variables

Ax + By + Cz+ D =0, 4)
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donde A, B, C no son todos cero, es un plano en el espacio tridimensional. Nos damos cuenta
de que las ecuaciones sencillas x = xo, y = yg ¥ 2 = 20, donde x;, ¥y ¥ zo son constantes, son
casos especiales de (4). Aqui tenemos dos directrices para graficar planos:

e Las grificas de x = xj, y = yo Y z = zo son planos perpendiculares a los ejes x, y y z,
respectivamente. Vea la figura 6.8.3.

e Con el fin de graficar una ecuacion lineal (4), determine las intersecciones x, y y z 0, en
caso necesario, busque la traza del plano en los planos coordenados.

Una traza de un plano en un plano coordenado es la linea de interseccién del plano con el
plano coordenado. Por ejemplo, si fijamos z = 0, vemos que la traza del plano 2x + 3y + 6z
= 18 en el plano xy es la linea 2x + 3y = 18. Para encontrar las intersecciones de un plano
usamos el hecho de que puntos sobre los ejes x, y y z son de la forma (x, 0, 0), (0, y, 0) y (0, 0, z),
respectivamente.

| EJEMPLO 8 Grafica

Graficar la ecuacién 2x + 3y + 6z = 18.
Solucion Configuracion:

y=0,z=0 da x=9
x=0,z=0 da y=6
x=0,y=0 da z=3.

Como se muestra en la FIGURA 6.8.10, usamos las intersecciones x, y y z (9, 0, 0), (0, 6, 0) y (0, 0, 3)
para dibujar la grafica de la porcién del plano en el primer octante. [ |

HEEVEEE Grafica

Graficar la ecuaciéon x + y—z = 0.

Solucién Primero observe que el plano pasa a través del origen (0, 0, 0). Ahora, el trazo
del plano en el plano xz (y = 0) es z = x, mientras que su trazo en el plano yz (x = 0)es z = y.
Los trazos son las dos lineas negras en la FIGURA 6.8.11. |

[0 Variables faltantes Sidos de las variables faltan en la ecuacién (4), entonces, como
hemos visto, el plano es perpendicular al eje coordenado correspondiente a la variable presen-
te. Por ejemplo, z = 1 es la ecuacién del plano perpendicular al eje z en el punto (0, 0, 1). De
manera alternativa podemos interpretar z = 1 como la ecuacién del plano a través del punto
(0,0, 1) paralelo al plano coordenado correspondiente a las dos variables faltantes, en este caso
paralelo al plano xy. Si una de las variables falta en la ecuacion (4), la ecuacién es la misma
que la ecuacion del trazo del plano en el plano coordenado apropiado. En consecuencia, el
plano es paralelo al eje coordenado correspondiente a la variable faltante. El siguiente ejemplo
ilustra esta ultima idea.

| EJEMPLO 10 Grafica

Graficar la ecuacién y + 2z = 2.
Soluciéon En el espacio tridimensional, la grafica de la ecuacién y + 2z = 2 es la gréfica
del conjunto de triples ordenados:

{(x,y,2)ly + 2z = 2, x arbitrario}.

Todo lo que tenemos que hacer es dibujar la linea 2z + y = 2 en el plano yz. Como la variable
x falta en la ecuacion dada, el plano se dibuja paralelo al eje x. Inevitablemente, el plano es
perpendicular al plano yz. Vea la FIGURA B.8.12. |

6.8 Espacio tridimensional

FIGURA 6.8.10 Plano del
ejemplo 8

X

FIGURA 6.8.11 Plano del

ejemplo 9

b) Un plano paralelo al eje x

FIGURA 6.8.12 Trazo y plano

del ejemplo 10
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NOTAS PARA EL SALON DE CLASE

Hemos incluido esta breve seccion sobre el espacio tridimensional por-
que en un tipico curso de tres semestres de calculo, el tercer semestre
versa principalmente sobre calculo y vectores en tres dimensiones.
Como sabemos, en el espacio bidimensional dos puntos distintos de-
terminan una linea. En forma analoga, en el espacio tridimensional
no colineal, tres puntos colineales (x; y;, z,), (x; Y1, z1), (X3 Y2, Z5)
determinan un plano. Una forma de buscar una ecuacion del plano es
sustituir las coordenadas de los tres puntos en (4) y resolver las tres
ecuaciones lineales simultaneas

Ax, + By, + (z; + D=0
Ax, + By, + (z, + D=0 (5)
Axs + By; + (zz + D=0

para A, By C en términos de D. Luego podemos elegir que D sea un nimero
real no cero. Vea los problemas 59 a 64 en los ejercicios 6.8.

ii) El seguimiento natural de esta introduccion al espacio tridimensional es
la consideracion de funciones de miiltiples variables. La grafica de una
funcién f de una variable independiente y = f(x) es una curva en el es-
pacio bidimensional, mientras que la de una funciéon z = f(x, y) de dos
variables independientes es una superficie en el espacio tridimensional.
Por ejemplo, si resolvemos para z en el ejemplo 8, la ecuacion resultante
z = —3x — 3y + 3 es una funcién lineal cuyo grafico, como hemos visto,
es un plano. Si resolvemos la ecuacién en el ejemplo 4 para z, entonces un
resultado es una funcion z = V25 — x* — y* que describe el hemisferio
superior de la esfera.

Graficar una funcién z = f(x, y) puede ser dificil y podra a veces re-
querir una computadora. Si usted tiene acceso a un laboratorio de computo,
revise si las computadoras tienen software de graficos 3D. Los graficos de la
funcién polinomial z = 24> — 2y + 2y la funcién trigonométrica z = sen xy
que se muestran en la FIGURAB.8.13 Y la FIGURA 6.8.14 fueron obtenidos usando
el sistema de algebra computada (CAS) Mathematica.

FIGURA 6.8.13 Grafica de FIGURA 6.8.14 Grafica de
7 =2x* — 2y* + 2 para 7 = sen xy para
—2=x=2,-2=y=2 —2=x=2-2=y=2
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Ejercicios Las respuestas a problemas impares seleccionados
comienzan en la pagina RESP-22.

En los problemas 1 a 6, grafique el punto dado.

1.(1,1,5) 2.(0,0,4) 3.(3,4,0)
4. (6,0,0) 5. (6, —2,0) 6. (5, —4,3)

En los problemas 7 a 10, describa geométricamente todos los puntos P(x, y, z) cuyas coorde-
nadas satisfagan las condiciones dadas.

7.2=15 8.x=1
9.x=2,y=3 1. x=4,y=—-1,z=7

11. Indique las coordenadas de los vértices paralelepipedos cuyos lados estin en los planos
coordenados y los planos x =2,y = 5,z = 8.

12. En la FiIcura 6.8.15 se muestran dos vértices de un paralelepipedo rectangular con lados
paralelos a los planos coordenados. Busque las coordenadas de los seis vértices restan-
tes.

13. Considere el punto P(—2, 5, 4).

a) Si se dibujan lineas de P perpendicular a los planos coordenados, ;cudles son las
coordenadas del punto en la base de cada perpendicular?

b) Si se dibuja una linea de P al plano z = —2, ;cuales son las coordenadas del punto
en la base de la perpendicular?

¢) Busque el punto en el plano x = 3 que esté mds cercano a P.

14. Determine la ecuacién de un plano paralelo a un plano coordenado que contiene el par
de puntos dado.

a) (3,4, -5),(-2,8,—5)
b) (1,-1,1),(1, =1, —1)
¢ (—-2,1,2),(2,4,2)

En los problemas 15 a 20, describa el conjunto de puntos P(x, y, z) en el espacio tridimensional
cuyas coordenadas satisfagan la ecuacion dada.

15. xyz =0 16. x> +y*+22=0
17. (x + 1)+ (y =2+ (z+3)2=0 18.(x—2)(z—8)=0
19.22-25=0 20.x=1y=z

En los problemas 21 y 22, calcule la distancia entre los puntos dados.

21. (3, —1,2),(6,4,8) 22.(—1,-3,5),(0,4,3)
23. Determine la distancia desde el punto (7, —3, —4) al

a) planoyzy b) eje x.
24. Determine la distancia desde el punto (—6, 2 —3) al

a) plano xzy b) origen.

En los problemas 25 a 28, los tres puntos dados forman un tridngulo. Determine cudles de los
tridngulos son isdsceles y cudles son ortogonales.

25.(0,0,0), (3,6, —6),(2,1,2) 26. (0,0,0), (1,2,4), (3,2,2V2)
217. (1, 2, 3), (4, 1, 3), (4, o, 4) 28. (1, 1, —1), (1, 1, 1), (0, -1, 1)

En los problemas 29 a 32, use la formula de la distancia para determinar si los puntos dados
son colineales.

29. P((1,2,0), P, (=2, =2, =3), P; (7, 10, 6)
30. P,(1,2,—-1),P,(0,3,2), P; (1,1, =3)

6.8 Espacio tridimensional

(—1,6,7)

FIGuRA 6.8.15 Paralelepipedo del

problema 12
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31. P,(1,0,4), P, (—4, =3,5), Py (—=7,—4,8)
32. P(2,3,2),P,(1,4,4), Py (5,0, —4)

En los problemas 33 y 34, resuelva para los desconocidos.

33. P\(x,2,3), P, (2,1,1);d(P,, P,) = V21
34. Pl(x, X, 1), P2 (O, 3, 5); d(Pl, Pz) = 5

En los problemas 35 y 36, busque las coordenadas del punto medio del segmento de linea
entre los puntos dados.

35' (15 3, %)9 (7, _2’ %) 36' (O’ 57 _8)9 (4’7 19 _6)

37. Las coordenadas del punto medio del segmento de linea entre P,(x;, y;, z,) y P22, 3, 6)
son (—1, —4, 8). Calcule las coordenadas de P,.

38. El P; es el punto medio del segmento de linea entre P,(—3, 4, 1)y P,(—5, 8, 3). Deter-
mine las coordenadas del punto medio del segmento de linea
a) entre P,y Pyy b) entre Py y P,.

En los problemas 39 a 42, dibuje la grafica de la ecuacion dada.

9.°+y+2=9

40. x>+  + (z —3)2 =16

41 (x — 1)+ (y - 1)+ (z— 1) =1
2. (x+3)+(y+4)2+(z-5)?*=4

En los problemas 43 a 46, complete el cuadrado en x, y y z para encontrar el centro y radio de
la esfera dada.

3.+ + 272 +8x—6y—47—-7=0

4. 4> + 4y* + 427 +4x — 122+ 9 =10

45. x>+ + 22— 162=0

46. x>+  + 22 —x+y=0

En los problemas 47 a 52, busque una ecuacion de una esfera que satisfaga las condiciones
dadas.

47. Centro (—1, 4, 6); radio V3

48. Centro (0, —3, 0); didmetro 3

49. Centro (1, 1, 4), tangencial al plano xy

50. Centro (5, 2, —2); tangencial al plano yz

51. Centro en el eje y positivo; radio 2; tangencial a x*> + y* + z* = 36
52. Centro(—3, 1,2); pasa a través del origen

En los problemas 53 a 58, grafique el plano cuya ecuacién es dada.

53.5x + 2y + z =10 54.3x +2z=9
55.3x +z—-6=0 56.3x +4y —2z — 12=10
57 —x+2y+z=4 58.3xr—y—6=0

En los problemas 59 a 64, use (4) y (5) para encontrar una ecuacioén de un plano que contenga
los puntos dados.

59.(3,5,2),(2,3,1), (=1, —1,4) 60. (0, 1,0), (0,1, 1), (1,3, —1)
61‘ (_1’ _17 2)7 (1’ 17 1)7 (3’ 27 _1) 62‘ (Oa O’ 3)7 (Oa _1’ 0)’ (6’ 0’ 0)
63' (15 2, _1)’ (4’ 37 1)9 (7, 47 1) 64' (2’ 1, 2), (45 1, O)a (5, 2, _5)
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Para discusion

En los problemas 65 y 66, explique como el procedimiento utilizado en los problemas 59 a 64
se puede usar para encontrar la ecuacion de un plano que contiene los puntos dados. Ponga en
accion sus ideas.

65. (0,0,0), (1,1, —1),(3,2, 1) 66. (0,0, 1), (0,0, 5),(0, 2, 1)

67. Sijamads se ha sentado en una mesa de cuatro patas que tambalea, podrd considerar
reemplazarla por una de tres patas. ;Por qué?
68. Use la férmula de distancia para comprobar que

+ + +
M X1 xz’ Y1 )’2’ 4! Zz)
2 2 2
es el punto medio del segmento de linea entre P(x, y;, ;) Y Pax2, Y2, 22)-
[Sugerencia: Demuestre que d(P;, M) = dM, P,)y d(P,,P,) = d(P,, M) + dM, P,).]

En los problemas 69 a 74, describa geométricamente la superficie del espacio tridimensional
definida por el conjunto de puntos dado.

69.x* +y  +(z—- 1) =41=7=3

70+ + (z— 1) =4,2=2

M.x*+ Y+ =1

72.0< (x— 12+ (y—2)P+ (z—3)°<1

3. l=x>+ YV +2=9

4. 1=x+ y"+7°=9,z=0

En los problemas 75 y 76, describa la superficie en espacio tridimensional, definida por el
conjunto dado de puntos.

75.{(x,y,2)|x* + y* = 1} 76. {(x,y.2) |z =1 — "}

Ejercicios Las respuestas a problemas impares

seleccionados comienzan en la pagina
de repaso Resp-23.

CAPITULO 6

En los problemas 1 a 20, llene los espacios en blanco.

1. La ecuacién en la forma normal y* = 4cx de una parabola con foco en (5, 0) es

2. Laecuacién en la forma normal x* = 4c¢y de una pardbola que pasa por (2, 6) es

3. La ecuacion rectangular de una parédbola con foco en (1, —3) y directrizy = —7
es .

4. Ladirectriz y el vértice de una parébola sonx = —3y(—1, —2), respectivamente. El
foco de la pardbola estd en

5. El foco y la directriz de una parabola son (0, §) y y = —1, respectivamente. El vértice de

la pardbola estd en
6. El vértice y el foco de la parabola 8(x + 4 =y — 2 estdnen
7. La excentricidad de una pardbola es e =

_ 2 2 + 5 2
8. El centro y los vértices de la elipse (x T ) + b 1 ) = 1 estdn en
+3)?
9. El centro y los vértices de la hipérbola y* — % = 1 estdn en

10. Las asintotas oblicuas de la hipérbola y* — (x — 1)* = 1 son

Capitulo 6 Ejercicios de repaso
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11. Las intersecciones con el eje y de la hipérbola y* — (x — 1)* = 1 estdn en
12. La excentricidad de la hipérbola x* — y* = 1 es .
13. Si la grafica de una elipse es muy alargada, su excentricidad e es cercana a . (Escri-

baOol.)
14. Las coordenadas rectangulares del punto cuyas coordenadas polares son (—\/2, 57/4)
son

15. Las coordenadas polares del punto cuyas coordenadas rectangulares son (0, —10) son

16. Las coordenadas polares aproximadas del punto con coordenadas rectangulares (— 1, 3)
son

17. En la grifica de la ecuacién polar r = 4 cos 6, dos pares de coordenadas del polo u
origen son

18. Las ecuaciones x = ¢ + 2,y = 3 + 41, = < r < o, son una representacién paramé-
trica de un(a)

19. El punto de la curva definida por las ecuaciones paramétricas x = —4 + 2 cost,y = 2
+ sen £, —o0 < t < o, correspondiente a r = 57/2 estd en

20. Las intersecciones con el eje y de la curva definida por las ecuaciones paramétricas x =
£ —4,y=1—3t —o <t<westinen

En los problemas 21 a 36 conteste cierto o falso.

21. Las coordenadas rectangulares de un punto en el plano son Unicas. ______

22. En una elipse, la longitud del eje mayor siempre es mayor que la del eje menor.
23. El vértice y el foco estan en el eje de simetria de una parabola.

24. Las asintotas de (x — h)*/a* — (y — k/*/b* = 1 deben pasar por (h, k).

25. Una elipse con excentricidad e = 0.01 es casi circular.

26. El eje transversal de la hipérbola x*/9 — y?/49 = 1 es vertical.

27. Las dos hipérbolas x> — y*/25 = 1y y*/25 — x> = 1 tienen el mismo par de asintotas
inclinadas.

28. La grafica de la ecuacion polar r = 5 sec 6 es una recta.

29. (3, m/6)y (=3, —57/6) son las coordenadas polares del mismo punto.

30. La gréfica de la elipse r = 90/(15 — sen 6) es casi circular.

31. Lagrificadelacurvax =ty = t* + 1 es igual que la graficade y = x* + 1.

32. Si P es un punto en una pardbola, la distancia perpendicular de P a la directriz es igual a
la distancia de P al vértice.

33. Lagraficade r = 2 + 4 sen 6 es un caracol con bucle interno.
34. La grafica de rosa curva r = 5 sen 66 tiene 6 pétalos.
35. La grifica polar r*> = 4 sen 26 es simétrica con respecto al origen.

36. La curva cuyas ecuaciones paramétricas sonx = 1 + cost,y=1+sent,0 =t =27
es un circulo de radio 1, centrado en (1, 1).

En los problemas 37 y 38, deduzca la ecuacion rectangular que tenga la misma grafica que la
ecuacion polar indicada.

37.r = cosf + senf 38. r(cosf + senf) =1

En los problemas 39 y 40, deduzca la ecuacién polar que tenga la misma grafica que la ecua-
cién rectangular indicada.

39.x2+ 2 — 4y =0 40. (x> + y* — 2x)> = 9(x* + y?).
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41. Determine las coordenadas rectangulares de los vértices de la elipse cuya ecuacién polar
esr = 2/2 — sen 6).

42. Deduzca la ecuacion polar de la hipérbola con foco en el origen, vértices (en coordena-
das rectangulares) en (0, —3) y (0, —4), y excentricidad 2.

En los problemas 43 y 44, determine las coordenadas polares que satisfagana) r > 0, —7 < 6
=myb)r <0, —m <60 = 7 para cada punto expresado en coordenadas rectangulares.

43. (\V3, -\V/3) 4. (—1.3)

En los problemas 45 a 50, trace la gréfica de la seccién cénica indicada. Segtin sea la conica,
determine la ubicacion del centro, vértice o vértices, extremos el eje menor y las ecuaciones
de las asintotas.

45. (x — 1>+ 4(y — 1)> = 16
47.4x> + >+ 8x — 6y +9=0
49.16y° — 9x° — 64y — 80 = 0

46.4y2—x2=4
48.y* + 10y + 8x + 41 =0
50.x" —2x+4y+1=0

En los problemas 51 a 62, identifique y trace la grafica de la ecuacién polar indicada.

51.r =5 52.0 = —7/3
53.r = 5senf 54.r = —4cosf
55.r =4 — 4cos0 56.r =1 + senf
57.r = 2 + senf 58.r =1 — 2cos#
59. r = sen36 60. » = 3sen46

8 1
61. = 3 — 2cosf 62.r = 1 + cosf

63. Un satélite estd en orbita en torno al planeta Neptuno; la drbita es eliptica con el planeta
en uno de los focos. Si la longitud del eje mayor de la 6rbita es 2 x 10° m y la longitud
del eje menor es 6 x 10® m, calcule la distancia m4xima entre el satélite y el centro del
planeta.

64. Determine la ecuacidn de la elipse (en rojo) inscrita en el rectangulo auxiliar de la hipér-
bola que se muestra en la FIGURA 6E.1.

65. Un espejo parabdlico tiene 7 cm de profundidad en su centro, y el didmetro es de 20 cm.
Calcule la distancia del vértice al foco.

66. Calcule e identifique la seccion conica que aparece en el dibujo de un lapiz de madera
en la FIGURA BE.2.

En los problemas 67 y 68, la gréifica de la ecuacién polar dada es rotada alrededor del origen
por la cantidad indicada.

a) Busque la ecuacién polar de la nueva grafica.
b) Determine la ecuacion rectangular de la nueva grafica.

67. r =2 cos 6; en contra del reloj, 7/3

68. r = 1/(1 + sen 6); en el sentido de las agujas del reloj, /6

69. Calcule la ecuacion de una esfera que tiene un didmetro con los puntos finales (0, —4, 7)
y (2, 12, =3).

70. Determine la ecuacién del plano cuyos puntos (x, y, z) sobre el plano son equidistantes
de (1, =2,3)y (2,5, —1).

Capitulo 6 Ejercicios de repaso
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Las respuestas a estas preguntas se encuentran en

Examen final el Centro del Educacién Online, de este libro en:

www.mhe.es/index_mx.html.

Trate de contestar las siguientes preguntas sin consultar el libro.

En los problemas 1 a 14 llene el espacio en blanco.

1.
2.

9.
10.
11.
12.
13.
14.

. En notacién de intervalos, el conjunto de soluciones de

Al completar el cuadrado en x, en 2x> + 6x + 5 se obtiene .
En el desarrollo binomial de (1 — 2x)*, el coeficiente de x* es

Si a — 3 es un nimero negativo, entonces |a —3| =
Si|5x| = 80, entonces x =

. Si(a, b) es un punto en el tercer cuadrante, entonces (—a, b) es un punto en el

cuadrante.

. El punto (1, 7) estd en una grifica del plano cartesiano. Indique las coordenadas de otro

punto en la gréfica, si la grafica es:

a) simétrica con respecto al eje x.
b) simétrica con respecto al eje y.

¢) simétrica con respecto al origen.

Las rectas 6x + 2y = 1 y kx — 9y = 5 son paralelas si k = . Esas rectas son
perpendiculares si k =

La factorizacién completa de la funcién f(x) = x> — 2x> — 6x es
Los tnicos ceros racionales potenciales de f(x) = x* + 4x + 2 son
El desplazamiento de fase de la grificade y = 5 sen (4x + m)es
Si f(x) = x*arctan (x/2), entonces, el valor exacto de f(—2) es
5m2—-Inj=In___

La gréifica de y = In (2x + 5) tiene la asintota vertical x =

En los problemas 15 a 32 conteste cierto o falso.

15.
16.
17.
18.

19.
20.
21.
22,

23.

24,

El valor absoluto de todo nimero real x es positivo.
La desigualdad | x| > —1 no tiene soluciones.
Para cualquier funcién f, si f(a) = f(b), entonces a = b.

La graficade y = f(x + ¢), ¢ > 0 es la grifica de y = f(x) desplazada c unidades hacia la
derecha.

Los puntos (1, 3), (3, 11) y (5, 19) son colineales.

La funcién f(x) = x° — 4x® + 2 es funcién impar.

x + 1 es un factor de la funcién f(x) = 64 x* + 16x> + 48x> —36x —12.

Si b* — 4ac < 0, 1a grifica de f(x) = ax® + bx + ¢, a # 0 no cruza al eje x.

X
2x + 1

es una funcion racional.

flx) =

Si f(x) = x° + 3x — 1, entonces existe un nimero ¢ en[—1, 1] tal que f(c) = 0.
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25.

26.

27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

34.

35.

36.
37.

38.

39.

40.

41.

42,

1

La gréafica de la funcién f(x) = I IF > no tiene intersecciones con el eje x.
X — X —
x = 0 es una asintota vertical de la grifica de la funcién racional
2
x~ — 2x
x)=——"
fo) ==
La gréfica de y = cos(x/6) es la de y = cos x estirada horizontalmente.

f(x) = csc x no estd definida en x = /2.

La funcién f(x) = ¢ *" no es uno a uno.

La funcién exponencial f (x) = (%)v aumenta en el intervalo (—o°, o).
El dominio de la funcién f(x) = In x + In(x — 4) es (4, ).

Las soluciones de la ecuacién In x> = In 3x son x = 0 y x = 3.

Indique la correspondencia entre el intervalo y la desigualdad respectiva.

i) [2,4] ii) [2,4)

iii) (2, 4) iv) (2,4]

a) |x -3 =1 b) 1<x—-1=3

¢) 2<2—-x=0 d) |x—3| <1

Escriba la solucién de la desigualdad de valor absoluto |3x — 1| > 7, usando notacién

de intervalos.

La respuesta de un problema que habia en un libro anterior de matemadticas era

1 + V3, pero usted contesté 2/(V3 — 1). ;Era lo mismo?

(En qué cuadrantes, en el plano cartesiano, el cociente x/y es negativo?

(Cuél(es) de las siguientes ecuaciones describe mejor a un circulo que pasa por el
origen? Los simbolos a, b, ¢, d y e representan distintas constantes reales diferentes de
cero.

a) ax> + by*+cx +dy+e=0 b) ax> + ay* + cx +dy +e=0

¢) ax* +ay*+cx +dy=0 d) ax> + by’ +cx+dy=0
e) ax> + ay* + e =0 f)ax*+ay*+cx+e=0
Indique la correspondencia entre la funcién racional fy la frase mas adecuada.
4 2
. X .. X
i x) = ii x) =
) f() = ) F06) =
5 3
X . X
iii X =——— iv x) =
) f e ) f() =5
a) asintota inclinada b) sin asintotas
¢) asintota horizontal d) asintota vertical
p . . . 10
(Cudl es el contradominio de la funcién racional f (x) = ?
2+ 1
. .. ., Vx+2
(Cudl es el dominio de la funcién f (x) = 7?
Deduzca una ecuacion de la recta que pasa por el origen y por el punto de interseccién

de las graficasdex + y=1y2x —y =T7.
Deduzca una funcion cuadrdtica f cuya gréfica cruce al eje de las y en (0, —6) y su vérti-
ceesté en (1, 4).
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En célculo, se le pedird con frecuencia reformular una funcién, ya sea en una forma mas sim-
ple o en una que sea mas titil para resolver el problema. En los problemas 43 a 48, reformule
cada funcién apegandose a la indicacién. En célculo se espera que usted reconozca qué hacer,
por el contexto del problema real.

43. f(x) = Vx® + 4 — x* Exprese f como cociente, usando racionalizacién y simplifi-
cacion.

5x° — 4x2\/; + 8

\3/;

4. f(x) =

. Haga la divisién indicada, y exprese cada término como

potencia de x.

Ix*—Tx — 6 . .
= ———5 5 . Descomponga fen fracciones parciales.

45. f(x)

X3_X

46. f(x)

= — . Exprese fen funcion de sec x y tan x.
1 + senx P f y

47. f(x) = *"*. Exprese f como potencia de x.
48. f(x) = |x* - 3x|. Exprese f sin signos de valores absolutos.

En célculo, se le pedira con frecuencia determinar los ceros de una funcién. En los problemas
49 y 50 resuelva la ecuacién f(x) = 0 apegandose a la indicacion.

49. f(x) = x*2(4 — x¥)7"2(—2x) + 2x\V/4 — x2. Reformule f como una sola expresién,
sin exponentes negativos.
50. f(x) = 2 sen x cos x — sen x. Determine los ceros de fen el intervalo [—r, 7].

En los problemas 51 y 52, calcule y simplifique el cociente de diferencia

flx+h) — fx) de la funcién indicada.

h
s1. f(x) = —2% 52. f(x) = —x* + 104>
fla) =5 f(x x x
53. (Cudl es la amplitud de la funcién trigonométrica y = —8 sen(7x/3)? Indique un inter-

valo en el cual se complete un ciclo de la gréfica.
54. Sitanf = VSy 7 < 0 < 37/2, ;cudl es el valor de cos 6?
55. Suponga que f(x) = sen x, y que f(c) = 0.7. ;Cuél es el valor de

2f(=c) + f(c + 2m) + f(c — 6m)?

56. Suponga que f(x) = sen x, y que g(x) = In x. Resuelva (f° g)(x) = 0.

57. Determine los puntos de cruce de la pardbola cuya ecuacion es (y + 4)* = 4(x + 1), con
los ejes coordenados.

58. Determine la ubicacion del centro, focos, vértices y extremos del eje menor de la elipse
cuya ecuacion es

x2 + 2y% + 2x — 20y + 49 = 0.

59. Las asintotas inclinadas de una hipérbola tienen ecuaciones y = —5x + 2y y = 5x — 8.
(Doénde estd el centro de la hipérbola?
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60.

61.

62.

63.
64.

65.

66.

67.

68.

69

70

Desde un punto a 220 pies de la base de una antena de telefonia celular, una persona
mide un dngulo de inclinacién de 30°, del suelo hasta la punta de la antena. ;Cuadl es el
angulo de inclinacién a la punta de la antena, si la persona se acerca 100 pies a su base?
El yodo 131 es radiactivo, y se usa en ciertos procedimientos médicos. Suponga que el
yodo 131 decae exponencialmente. Si la vida media del "*'T es 8 dfas, ;cudnto de una
muestra de 5 gramos queda al final de 15 dias?

La ecuacién polar coordenada r = 3 cos 40 es de una rosa curva con ocho pétalos. De-
termine todos los dngulos, en radianes, que satisfagan 0 = 6 = 2, para los cuales
|r|= 3.

Indique las tres identidades pitagdricas.

Sin ayuda de una calculadora, calcule el valor exacto de

co0s 80° cos 50° + sen 80° sen 50°.
Indique el punto comun de las gréficas de todas las funciones exponenciales
f(x) =bb>0,b# 1.
Indique la interseccion y, la interseccion x y la asintota horizontal de la grafica de
flx) =4 -3

Describa cémo se puede obtener la gréfica de y = In(—x) a partir de la gréfica de
y=lInux
Calcule las asintotas de la hipérbola

—x* + 10x + 9y* — 54y + 47 = 0.

. Dibuje la gréfica de la funcién dada.

a) f(x) =Va-2 b) f(x) = a2

¢) f(x) =Vx*—4 d f(x) =Vx*+4
. Sin hacer ningun trabajo, describa en detalle la grafica de

10
"~ 3+ 2sen(6 + 3w/4)

r
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03 3 10 1 =
25, (—»,3] | L L1, 59. Si x es el niimero, entonces x < 8. 61. n > 10 wn
h (') ' ' 51 ' 63. Si xrepresenta el ancho, entonces x > 7. 65. R> 2 (0]
2 =
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-5 0 3 7.2~ 2 19.4 21. 4,5 23. 3,0 Q.
310, -8) ; 25.a=2b=8 M. m=4+mb=4+2r ©
0o -10 29, —412%4 31 —3.2 33.3,2 )
33. 0,6 35. (49 ©
L. \ 555
—f— ) —— it
0 6 4 0 4 ({p]
35. (_3’3) : ( L ) T 3 3 m
303 37. (=2 S0 U %) e o
37. (=2,0]U (5, %) e f—> -10 0 4 )
0 5 39. [3,4] _|_|_|_H_ [1b)
926 oo N 0 3 4 o
T T T \ T T T } T
0 2 6 41. (-0, —1 = V2] U [1 = V2, =)
a (-3¢ ¢ o1 -1-2 1-2
T LI T T T T T T J T
23 0 6
2 0
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45. (4.99,5.01)

—

495 499 501 5.05
47. |x — 4] <7 49. |x — 5| >4
51, [x + 3| =2, (=<, 5] U [—1,%)
53. |A, — Ayl =3 55. (11.95, 12.05)
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1. y 3. y
° (45 T 3,3)
®(2,3) 4 T
©.2) CL3e
A ™~ >
(_, ) o 0.0
. is
(=1,-3) T
5.1 7. 111 9. 11 11. 1
13. 111 15. IV
17. (-b,—a) ¥ 19. (3,6)
. O o (—a,—a)
(a, b) b, -a)
: L] °
(=b, b) (=a, b)
x
(b, -b)
e (a,-b) o e(-a,-b)
(a, a)
° ° ° °
(=b,a) | (bya) (-a,a)
23. y
y=2
t > x
y=-2
x=-1" x=1
5.y | 27.2V5  29. 10
| |
| |
| |
| |
—t
| |
| |
| |
| |
| |
x=-4 x=4
31. 5 33. no es tridngulo rectdngulo
35. es tridngulo rectdngulo 37. es tridngulo isdsceles

39.a) 2x +y—5=0
b) Los puntos (x, y) estdn en la bisectriz del segmento de

recta que une A con B

41. (6,8) y (6, —4) 43. (1,3)

45. (2.3 47. (3a, —3b) 49. (5.—1)  51. (=7, —10)

53.6 55. (2,-5)  57. (3.%).4.7).5.%
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1. centro en (0, 0), radio V5

3. centro en (0, 3),radio 7

y

NE

—_—tt—x

7. centro en (0, —4), radio 4

11. centro en (10, —8), radio 6
15. X2+ y? =1

19. (x— 1)+ (y—6)P*=38

23. (x =5+ (y—6)>=136
25. y

o

1

9. centroen (—1, 2), radio 3
13. centro en (—1, —4), radio \/%
17. x>+ (y —2)2=2
21 X2+ 2 =5
27,

o

35. (3 — V13,0), (3 + V13,0), (0, =6 — 2/10),
(0. -6 + 2\/10)
37. (0,0), origen 39. (—1,0), (0, 1), no tiene simetria
41. (0,0), eje x 43. (=2,0),(2,0),(0,4), eje y
45. (1 —V/3,0), (1 + V/3,0), (0, —2), no tiene simetria
47. (0,0), ( \/ 0), (V/3,0), origen
49. (0, —4),(0,4), eje x
51. (0, —3), (0, 3), eje x, eje y y origen
53. (—=\/7,0), (V/7,0), origen
55. (—=4,0),(5,0), (0, =), no tiene simetria
57. (9,0), (0 —3), no tiene simetria 59. (9, 0), (0, 9),no tiene simetria
61. (—4,0),(4,0), (0, —4), (0, 4), eje x, eje y y origen
63. eje x, eje y y origen 65. ejey
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67. y 69. y 7. —2x> + 3x, —84> + 6a, —2a* + 3a% —50x> — 15x,
—8a®* — 2a + 1, —2x* — 4xh — 2h* + 3x + 3h
(\/w 9. -2,2 1. [4, )
X x 13. (=, 1) 15. {x|x # 0, x # 3}
17. {x|x # 5} 19. (—o0, )
21. [-5,5] 23. (=, 0] U [5, =)
25. (-2, 3] 27. no es una funcién
71. y 29. funcién 31. [—4,4],[0,5]
33. [1,9],[1,6] 35. -8
37.2,3 39.0,3,-9
41. —1,1 43. (8,0), (0, —4) (qV]
¥ 45. (3,0),(3,0),(0,15) 47. (0, -1 @)
49. (-2,0),(2,0),(0,3) —
51. fi(x) = Vx +5,(x) = =Vx+ 5;[—5, ») :
— — 53. 0, 340323829(0) [
Ejercicios 1.5 __Pagina 43 55.3.6,2,3.3,4.1,2, —4.1: (—3.2,0), (2.3,0), (3.8, 0) o
Layx+5 b) 10 3.a) x—6 b) -5 57. a) 2;6; 120;5040 ¢) (n+ 1)(n+2) <
5.0) 22 by =5 Ta)F+x+1 b3 o
@) ) @) Xt x ) Fjercicios 2.2 = Pagina 64
2441 +1 y
9.a) rrrr0 b) 3 11. a) 2)67 b) 0 1. par 3. ni par ni impar oL
x4 omx 5. impar 7. par 9. par 11. impar =)
13.0) 4+ h b) 4 15.0) 4(x+2)  b) 12 13, 1 par ni impar '8
17.a)3+3x+ x> b) 3 19.a0)2k* +h — 4 b) —4 ’

a) 1 x+x ) 1 a) . ) 1 15. a) y b) y g
21.a)x+4 b) : 23.a)x+10 b) 5 S
25.a) _ At b -1 270 ! b) i (&)

) 42 + h)? 4 ’ x+3 6 B X Q
29.00\V7+x+\V7b) 2V7 3la) 5+ Vi b) 10 / | \ [iT)
B.a)sVy +y+1+Vy+1) b) 8 )

ax — 1 ()]
B 17. @) y o
37. 2(2x — 3)3(2x — 1)(9x + 10) :CE

6x(2 — +
LCh .y =2 o
(—4x + 6) / 3y- —x f f I 1 —-x E
2 2 —2xy + 2y + »? "—
43y = g5,y =L T T b) v
1 -2y 2x n
— - — @©
Ejercicios de repaso Capitulo 1 | Pagina 46 E
+ & 1 1 X
Lx=9 3.1 W o
5. (2, -3) 7. (x +2)2+ (y +5)> =36 0
9. V10 11. (=3,0).(3.0), (0, =5) 19. F(2) = 4, f(~3) =7 21, g(1) = 5, g(—4) = -8 E
13. centro en (8, 0), radio 8 15. (=3,4),(-3, —4) 23. (-2,3), (3, -2) 25. (=8, 1), (=3, —4) o
17. x> + y2 > 36 19. |x — V2| >3 27. (=6,2), (-1, =3) 29. (2,1), (-3, —4)
21. falso 23. verdadero  25. falso 27. vefdadero 31. (—2,15), (3, —60) ©
29. verdadero 31. verdadero  33. falso 35. verdadero 33. a) y b) y ({p]
37. verdadero  39. verdadero 41. a* < ab 43. a<a+b (0]
45. 10 47. = 49. ~4=x=3 "a
5.a=4b=6 53, (—o, —3] x ]
55. (4,12) 57. (=, —10) U (10, ) S
59. (-1.3)  61.[—-1,3] 63. (—1,0) U (1, ) o
1 1 . . [{p)
65. (0,1) U (1, =) 67. —— x#—- b)} )
2x + 1 2 ) y d) y
69. a) (x +4)(Vx +2),x#4b b) 32 o
Ejercicios 2.1 | Pagina 55 x
1. 24,2,8,35 3.0,1,2,V6 .
5.-3,0,3,V2
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9.3:(—4,0),(0,3); 11. 2, (3,0), (0, —=3);
A

15. —3;(3,0),(0,1)

y y
1 1 1 1 X
+ T + X

~

19. y =2
23.y=—2x+7
25.y=1 27. x = =2 29. y=-3x—231l. x=5
3B.y=—4x+11 35.y=—5x—537. (&%
39. a)y c) son paralelas, b) y e) son paralelas; a) y ¢) son

perpendiculares b) y e); d) es perpendicular a f)
41. a)y d) son perpendiculares, b) y ¢) son perpendiculares,

e)y f) son perpendiculares
43 f(x)=ix+5
45. (—2.5%);

/

17.y:%x+%
2l.y=—x+3

47. (—1,3);

y

y
4 —
7— \\ + X —>X

49. -9 5l.y=x+3 53.a) T, =3T.+ 32
55. 1 680; aproximadamente 35.3 afios

Ejercicios 2.4
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5. y 7. a) (0,0),(—5,0)
by y=(x+3) =%
/\ C) (7%7 7275)’)6 = 7%

— —>x d) y

9. a) (—1,0),(3,0).(0,3) 11. @) (1,0).(2,0),(0,2)
b y=—(x=1P+4  by=(x-3
o) (1,4),x =1 o (G, -x=23
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13.

15.

17.

19.
21.
23.
25.

27.

29.

31.
35.
39.
41.

45.
47.

a) (0,3) d) vy
b) y=4(x -3 +2 Ii
0 (5:2).x=3
a) (1-13,0),(1+V3,0),(0,1)
) y=-tx—-12+3 o (1Ld.x=1
| h
i/ | t t \i X

a) (5,0),(0,25) b) y=(x—5)
¢) (50),x=
d) y

5

Mx
El valor minimo de la funcién es f(%) = —% [—?, o)

Creciente en [0, ), decreciente en (—2, 0]

Creciente en (—, —3], decreciente en [—3, =)

La grifica de y = x*se desplaza horizontalmente diez
unidades a la derecha.

La grifica de y = x? comprime verticalmente y después se
refleja en el eje x; después tiene una traslacién horizontal de
cuatro unidades hacia la izquierda, seguida por una traslacion
vertical de nueve unidades hacia arriba.

Como se muestra, la ecuacién se puede interpretar como la grafica
dey= x? desplazada horizontalmente seis unidades hacia la
derecha, seguida por una reflexion en el eje y y después un
desplazamiento vertical de cuatro unidades hacia abajo.
y=(x+2) 33.y=—x*—1
y=—(x—-1)%+5 37. f(x) =2x> +3x + 5
fx)=4(x—1)2+2

(—4,8),(1,3), 43. (-2,2),(0,2),
y y
X
X
19
a) d*>=5x*—10x + 25 b) (1,2)
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49. a) s(t) = —16:> + 64t + 6,v(t) = —32t + 64 21. (—3,0),(1,0), (0, —1), continua,
b) 70pies, O pies/s c) 4s, —64pies/s y
51. a) 117.6m, —9.8 m/s \ % /
b) en 5segundos } —+ X
¢) —49m/s
53. @) Lagrificade R(D) = —kD?* + kPD es una pardbola con
vértice en —b/2a = (—kP)/(—2k) = P/2.Como k es po- s )
sitivo, la grdfica se habre hacia abajo, y entonces R(D) es 23. (5, 0), (0, =5), continua, y
maxima en este valor. Ya que R(D) determina la rapidez con
que se difunde la enfermedad, la conclusién es que se difunde con

mas rapidez exactamente cuando estd infectada la mitad de la poblacion.
b) 3x107 ¢) aproximadamente 48
d) aproximadamente 62,79, 102y 130
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19. (=2, 0), (2,0), (0, 2), continua, y

QA
—
= 25. (~1,0), (1,0), (0, 1), continua, y
(a8 1.2,4,-5 3.3,0,8,2 +2V2
< 5.0) 1 b 1 e 0 d 1
(] e) 1 fH o
15 7.a) 3 b —1,V2 ¢ V-2,1 d V-30 ,
o e V3 H -2 .
el 9. (0, 0), continua, 11. (0, 0), continua, 27. (0, 0), (2, 0), continua, y
@© y
c
.0
(] b X t | t u X
(&) — >
@ 29. (—2,0),(2,0), (0,2), continua,
O
wn 13. Las intersecciones con el eje x
) y
estdn en los puntos (x, 0), donde 4+ —o
N
D —2 = x < —1, lainterseccion 31 e—o
% conel eje yestden (0,2),1a 2 40 X
o ii?g::;;sr:ii?ztmua en todo —1 31. (1,0), (0, 1), continua, 33. (1,0), (0, 1), continua,
E ’ +—————F—+—F>x y y
-4 -3 2 -1 1 2 3 T
" -— —0 -1+
0 — N
E 15. Las intersecciones con el eje x y
o estdn en los puntos (x, 0), —o 12
— donde 0 = x < 1, la interseccion —01 *
Q con el eje y estd en (0, 0), la — > 35. {—1,1}
E funcién es discontinuaentodo 2 -1;| 1 2 3 45 X+ 2 Y <0
Q valor entero de x, 21 e M f(x)={—2x+2 0=x<2
m -3+ —0 -2, =2
0 —4T — —X, x< -3
© 17. (=3, 0), (0, 3), continua, 39, f(x) =S V9 —x% -3=x<3
"J; X, x=3
QO
S 41. 3
(o 4
X
8 2

)

/Jr\x 43.f(x)={1’ ¥20 sk=1

RESP-6 RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES SELECCIONADOS




47.

-2, 3<x=-2

-1, -2<x=-1
0, —1<x=0
g(0) =[xl =, 0<x=1
2, 1<x=2
3, 2<x=3

Ejercicios 2.6 | Pagina 95

1.

13.

15.
17.

19.
21.

23.

25.
29.

33.
35.

(f + g)(x) = 3x* = x + 1, dominio: (—0, )
(f — g)(x) = —x* + x + 1, dominio: (—
(fg)(x) = 2x* — x* + 2x* — x, dominio: (—o, )
(flg)(x) = (x* + 1)/(2x* = x),

S 1
dominio: nimeros reales excepto:x = 0y x = 3

%, o)

 (f + g)(x) = x + Vx — 1, dominio:[1, ),

(f = g)(x) = x = Vx — 1, dominio:[1, ),
(fg)(x) = xVx — 1, dominio:[1, =),
(flg)(x) = x/\/ﬁ, dominio: (1, %)

. (f + g)(x) = 3x> = 3x> + 3x + 1, dominio: (— o0, %),

(f — g)(x) = 3x* — 5x* + 7x — 1, dominio: (—o°, ),
(fg)(x) = 3x° — 10x* + 16x* — 14x* + 5x,

dominio: (—oe, %),

(flg)(x) = (3x* — 4x? + 5x)/(1 — x)*,

dominio: ndmeros reales excepto x = 1

(f+g)(x) =Vx+2+ V5 - 5x dominio: [—2, 1],
(f = g)(x) = Vx + 2 — V5 — 5x, dominio: [ —2, 1],

(fg)(x) = V/5(x + 2)(1 — x), dominio:[ 2, 1],
(g)(x) = Sx_+52x,dominio: [—2,1)
. 10,8, —1,2,0
. (f o g)(x) = x, dominio: [1, ),
(g f)(x) = Vx> = | x|, dominio: (—o, =)
( * ©)(x) = 55— dominio: (—=, =),
4x” —4x + 2
(g2 fx) = o —dr 1

dominio: nimeros reales exceptox = 3
(fog)x) = x, (g f)(x) =x
(fo8)(x) = e f)x) =

2

41

(fog)(x)=x+1+\/»f,(g Al =x+1+Va
1 6x + 19
(o 0)) =42+ 18, () = ¥

(ren = (17

(fegen)(x)=lx—11 27.(fogeog)lx) =54x" +7
(fofef)@) =8x =35 3L f(x) = ¥’ glx) = 2 — 4x
fx) =2+ 4Vx g(x) = x = 3

\yT:::/x

x+3 -3=x<-2
x+2, —2=x<-1
x + 1 -1=x<0
37.y =
N P 0=x<1
x — 1, 1l=x<2
x — 2, 2=x<3

39. y 41. y

43.

f f i f X
45. a) (-2,3),(1,0) byd=—-x>—x+2 o) 3

47. d =\/10 000 + 250 00072 aproximadamente 2 502 pies

Ejercicios 2.7 | Pagina 104

1. no es, uno a uno 3. no es, uno a uno
5. uno a uno
7. uno a uno, 9. no es, uno a uno,

y y

25. El dominio es[4, «); el contradominio es[0, )

27. f1(x) = *x>0y>0
29. f7Y(x) = —ix +3, 31 F 7' (x) = Vx — 2,
y y

~
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33.

35. f°

3. f

39.

) = 2= 2% (==,2] y

'(x) =

niimeros reales excepto x = 0, el contradominio de f~'es

, el dominio de f ! es el conjunto de los

el conjunto de los nimeros reales excepto y = % contrado-

minio de f es el conjunto de nimeros reales excepto y = 0

“x) =

reales excepto x = %, contradominio de f

dommlo de £ "es el conjunto de nimeros

~!es el conjunto de

3

nimeros reales excepto y = 3, contradominio de f es el

conjunto de niimeros reales y = 2
(20,2) 41.

(12,9)

47. f7'(x) =3Vx — 2,[2,0) y
1T |7
I
49. f'(x) =2V1—x%100,1] y 1
14 ,
f
i + X

Ejercicios 2.8 | Pagina 1111

RESP-8

1.

5.
9.
13.

17.

21.

23.

25.

50
—3(0, ) 3.
X

A(x) = 100x — x% [0, 100] 7.

S(x) =x+ S(x) =3x% — 4x + 2;[0, 1]

A(x) = 2x — %xz; [0, 4]

d(x) = V23 + 8; (=, »)11. P(A) = 4V A; (0, =)
d(C) = C/7T; (0, 00) 15. A(h) = ihZ; 0’ 0
A(x)=ix( o (h) A (0, )

4 19. s(h) = 30n . [0, 25)

1200 25— h
S(w) = 3w? + ; (0, )
d(t) = 20\/13; + 8¢ + 4; (0,
_[120m%, 0=h<S5

V(h)_{lzoohfwoo, 5=h=8 +[0.8]

16 000
27. f(x) = x — x5 (—», ) 29, F(x) =2x+ ; (0, »)
640 000
31. C(x) = 4x + : (0, )
33. A(x) = %xp - x% [0, %P]
128 000
35.a) A(x) = x>+ - (0, )
128 000
b) A(x) =2x>+ ——;(0, )
37. V(x) = 20x — 40x% [o 1]
39. A(x) = 40 + 4x + (0 %)
8x
4. L(x) = x + ; (8, 0)
X2 -
43. L(x) = (L2x - x%); [0, L]
45. V(x) =5xV64 — x% [0, 8]
47.7(x) = W2 + 1 + %\/x — 8x + 17;[0, 4]
Ejercicios 2.9 | Pagina 121
l.a) 6 +1h b) 6 c) y=6x—15
3.a) —1+h b —1 ) y=-x—1
5.a) —23 — 12h — 21> b) —23 c) y=—-23x+32
1
T.a) ————— b -1} =-lx-1
D 21t n) )Tz 9y
1
9.a) ——— b ¢) y=1x+1
Vath+2 ! !
11.2) 0 b f'(x)=0
13. @) —8x — 4h b) f'(x) = —8x
15. @) 6x +3h — 1 b) f'(x) =6x—1
17. @) 3x*> +3xh + k> + 5 b) f'(x)=3x*+5
1 1
19. b ! =
R —— ) 0 =Ty
-1 -1
21. b ! =
R P ) 110 =y
1 1
2Z.a) 1 ——— b) f'(x)=1-—
) x(x + h) ) f1x) x?
2. a) 2 b fx) = —
. —_—— x) = —+
Vix+h+Vx Vx
27. (2, 17); 11,y = 11x — 5
29. (1,2);8;y=8x—6 31. (2,2 —3;y=-3x+4
33. a) 3x + 3a b) f'(a) = 6a
35. a) 10(x> + ax + d°) b) f'(a) = 304>
-1 -1
37. a) — b) f'(a) =—
ax a
7 1 /7
39. a) ——— b) f'(a) =5+|=
Vx +Va 2\ a
Ejercicios de repaso Capitulo 2 | Pagina 123
1. —3 3. (=, 5)
5.x=0,x=2 7ok =-%
9.m= —%
11. (1 = V2,0), (1 + V2,0), (0, —1)
13. f(x) = H(x + 2)? 15. (10, 2)
17. (0,5) 19.a=-1ya=38
21. verdadero 23. falso 25. verdadero  27. verdadero

RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES SELECCIONADOS



29. verdadero 31. verdadero 33. verdadero 35. falso 27. y

37. falso 39 verdadero 41, f(x) = x2 g(x) =
43.a0) y=(x+3)P-2 b) y=x>—1
) y=(x-1) d y=-x'+2
e) y=—x’-2 fH y=3-6
45, dominio: (7/2, 377/2), contradominio: (—o°, %) x
x+ 1, x<0
47. f(x) =s—x+1, 0=x<1,
b=l .y By
y
: . > X
A\
: A\ >
49. En la grifica de f se ve que f(x) > 0 para toda x. Por consiguiente, \/
el dominio de g es(—o, ). M
51 F7(x) = —1 + Vx 53. A(h) = k(1 — w/4)
55. d(s) = \/3s 35. y 37. y
57. a) d(1) = 61 b) d(r) = V90* + (90 — 61)? il

5
59. S(x) =20x +—,x>0
X

61. A(x) = 2x(1 — 7rx), donde x es el radio de semicirculo
63. f'(x) = —6x + 16,y = 4x + 24

1
65. f'(x) ==, y=8x—6
X

(o)
o
=
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0
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Ejercicios 3.1 Pagina 135 39. v 41. "
1. 3.y
1 il
: 1 X * 1 1 1
1 - T
43.
5.y 7.y g
T 1
X
X } } > x
9. impar 11. ni par ni impar 45. ) f(x) = (x — 1)*(x +2)
13. f) 15. ¢) 17. b) 47. k= —1 49, k= —10
19. f(x) =2x* + 322 - 6 21 f(x) = =7x(x — D(x + 3)2 0 o ;
23 25 51. los enteros positivos impares
' g A §3. [~2, —1],[~1,0}.[1,2]
55. [0, 15]; %
| 3000
2 000
t t t X
! 1000
X
1 1l 1l : X

5 10 15~% 25
57. V(h) = 3w (R*h — 1*)
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Ejercicios 3.2 | Pagina 141

31 -1 -32,-2-V3,-2+\V3
35. 1 (multiplicidad 3)

37. f(x) =3x* — x3 — 39x% + 49x — 12
39.3 41, f(x) = —¢x— 1)(x —2)(x — 3)
43. 3 pulgadas o 3(7 — V/33) ~ 0.63 pulgadas

33.

Ejercicios 3.5 | Pagina 168

1L f(x) =x>-8+4x—7

.f(x) =P+ x—1)-(5x—12) + 21x — 11

5. f(x) = (x+2)%(2x — 4) +5x + 21

7. f(x) = Bx*—x)-(9x +3) +4x — 2

9. f(x) = (6x* +4x + 1)- (& —2) + 1222+ 8x + 2
11.r =6 13.r=% 15. r =76 17. f(2) =2
19. f(—5) = 74 21, f(3) =38

23. g(x) =2x +3,r =11

25. g(x) = x* —4x + 12,r = =34

27. g(x) = x>+ 2x* + 4x + 8,r =32

29, g(x) = x* — 4x> + 16x% — 8x + 32,r = —132

31. q(x):x2—2x+\/§,r:0

33. f(—3) =51 35. (1) =1

L f(4)=5369 39.k=—1 41. k= -1

Ejercicios 3.3 | Pagina 148

43. k = —4

1 f(x) =4(x —H)(x — 1)> 3. 5n0es un cero
5. /() =3(x +D(x -2+ V2)(x —2 - V2)
7. f(x) = 4(x + 3)(x = 5)(x = 3)(x + 1)
9. f(x) =9(x — 1)(x + %)Z(x + 8)
11. x — 5no es un factor
13. f(x) = (x—l)(x+ +\/z(x+*—*\/t
15. x — % no es un factor

17. f(x) = (x — 1)(x — 2)(x — 2i)(x + 2i)

19. f(x) =2(x — 1)%(x + D(x + 2)

21. f(x) =3(x — )(x + 2i)(x — 2i)

23. f(x) =5(x — g)(x +1=i)(x+1+1Q)

25. f(x) = (x = 3)(x +3)(x — 1 + 2i)(x — 1 — 2i)

27. f(x) = (x = 2)(x = 1)(x + 3)?
=x*+3x% = 7x% — 15x + 18

29. f(x) = x> —6x* + 10x>  31. f(x) = x* — 2x + 37

1. «x 3.1 3.01 3.001 3.0001 3.00001
f(x) 62 602 6,002 60,002 600,002
X 2.9 2.99 2.999 2.9999 2.99999
f(x) —58 —598 —5998 —59998 | —599998

3. Asintotas: x = 2,y =0 5. Asintotas: x = —1,y =1

Intersecciones: (0, *%) Intersecciones: (0,0)
v Ik R
1 | |
+ | | 4+
| |
4 | JI 1
=+t t ; +—t X ————JI ————————
T | —— —+—+>x
4 | |
| [T
T | L
' I
7. Asintotas: x = —3,y =2 9. Asintotas: x = —1,y = —1
Intersecciones: (2, 0), (0, —3)  Intersecciones: (1, 0), (0, 1)
Y 71
I I
/ I | \g
| |
I Al
______ |_2 —_————
|
—t :I |K— x —+— jl_ \.\}\I x
200 0 0 T e
1y : 4
i 1
|
| L+

33. 0 es un cero simple, 3 es un cero de multiplicidad dos, § es un 11. Asintotas: x = 1,y = 0 13. Asintotas: x = 0,y =0
cero de multiplicidad tres Intersecciones: (0, 1) Intersecciones: no tiene
35. —Zes un cero de multiplicidad dos, 3 es un cero de multipliidad dos T Y
37. k= —36 9. f(x) = —q5(x — 4)(x + 2)? | T
| 1
T P I 1
Ejercicios 3.4 | Pagina 155 !
X
|
1.2 3.3 ! T
5. 1 (multiplicidad 2) 7. no tiene ceros racionales | T
9.13 1L 0, 1 13. -3,0,2  15.2 —_— N T
_l _1 . . . l . . .
17. =5 19. —; (multiplicidad 2), 3 (multiplicidad 2) 15. Asintotas: x =1, x = —1, 17. Asintotas: x = 0, x = 2,
2.4 -3 -4 5—7+1\/ = =
8 2 2 y=0 y=0
fx)=8x=3)(x+5+ é\[S)(x +1- %\@) Intersecciones: (0, 0) Intersecciones: no tiene
23,43, V2, V2 y
F(x) = (5x = 9)(2x = 5)(x + V2)(x = V2) 11
25 —4,—1,1,-\V5,V5; 1!
Fx) = (x +4)(x + Dlx = D(x +V5)(x - V5) N\t |
27.0.1,3, -1 = V2, -1 + V2 N !
FG) =dx(x — D(x = 3)(x +1+V2)(x + 1 -V2) A}
29. —1, % (multiplicidad 2); L
f(x)=(x+ 1)(4x — 1)2(x* = 2x + 3) [ |
RESP-10 RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES SELECCIONADOS



19.

23.

27.

29.

35.

39.

Asintotas: x = 0,y = —1
Intersecciones: (—1, 0), (1, 0)

21. Asintotas: x = 1,y = —2
Intersecciones: (—2,0), (2, 0),
(0,8)

Asintotas: x
Intersecciones:

y=x—-2
Intersecciones: (0, 0)

Asintotas: x = 1,y = x — 1
Intersecciones: (3, 0), (=1, 0), (0, 3)

Asintotas: x = 1, x =0,y =x + 1
Intersecciones: (2, 0)

(=3, -6) 3y=5
B 3x(x — 3)
YT Hr DG -2)

RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES SELECCIONADOS

41. Agujero en la graficade x = 1 43. Agujero en la grafica dex=—1
Intersecciones: (—1, 0), (0, 1) Intersecciones: no tiene

5

29, x* +2x*+3x+ 6+ 3
x—2 x+1
Ejercicios 3.7 | Pagina 1871
1 & 3.3
5.a) % b) % 7. a) 20 b) 20
9.8 11. 6.85;7.15
13. 9.32 acres; 8.48 acres
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Ejercicos de repaso Capitulo 3 = Pagina 183 17. 7/18 19. m/4 21. 3m/2 23. —237/18

25. 40° 27. 120° 29, 225° 31. 177.62°
1. (1,0):(0,0), (5,0) 3. f(x) = x* 33. 155°, —205° 35. 110°, —250°
5.k=2 T.x=1,x=4 37. Tm/4, —7/4 39. 137, —0.77
9.y=—-1 M.n=0n=1n=2 41.a) 2m — 4 =228 b) —4
13, —i o1 41— 1. 4 43.a) 4175° . b) 131.75°
17. verdadero 19. verdadero 21. verdadero 23. verdadero 45 a) Tridngulo obtuso no tiene complemento. b) 81.6°
25. verdadero 27. falso 29. falso 31. falso 47. a) w/4 b) 3m/4
45 49. a) Triangulo obtuso no tiene complemento. b) /3
33. verdadero 3530 — Iy + 1 + Py 51.a) 216° 127 b) —1845°, —1025 7
10 o 53. 60°, 7/3
37. 7x% 4+ 14x> + 22x + 53 + 55.a) 16h  b) 2h 57.a) 9 b) 15
x—2 - 59.a) 1.5 b) 85.94°
39.r=f(=3) =198 41. nentero positivo impar 63.a) 5.17°  b) 1042° ¢) 10.6547°  d) 143.1172°
43, £1,43,45,£15, 45,43, 43, £8 41 43 42 41 65. 1.15 millas
X +g,E5, £, +F 67. @) 2 radidn b) 975 cm?
45. f(x) = (x = 2)(x = 2+ IV3i)(x — 1 - %\/gl) 69. a) 37 radianes/s b) 180w cm/s
47. k= -% 49. k =3
L ! z 1 4 Ejercicios 4.2 ' Pagina 202
SL—+ - il ey
X X — X
* * 1. \V21/5 3. -V5/3
) ) 4(x +2) NG N3
55. f(x) =3x%(x +2)%(x — 1)57. f(x) =— 5. £3V5/7 7. £2V6/5 = +£0.98
(x = 2)(x + 4) 9. sent = :I:l/\/g cost = :|:2/\/§
59. ) 61. d) 63. h) 65. ¢) : e
67. b) 69.y =0,x = —4,x =2,(-2,0). (0, - 1), 1La) -1 b0 13.4) 0 by 1
y 15. 7/3.V/3/2, —4 17. w/d, —\2/2, - \2]2
. 19. 7/6, -1, \/3)2 21. w/4, —\2/2, V22
| ! 23. w6, —1, —\/3)2 25. w/3,\/3/2,1
' ' . 27. V32 29. \V2/2 31. 1
: : 33. sen(t + 2m) = sentpara t = 7
| 35. sen(—t) = —sentparat =3+ 7
37. cos(—t) = costpara t = 0.43 39. V2/2

41. —\V32  43.\V3)2 45. —\V3)2  47.0,7
49. /4,774 51.30°,330° 53.225°,315° 55. 4.81m

Ejercicios 4.1  Pagina 194 57. @) 978.0309 cm/s? b) 983.21642 cm/s’

¢) 980.61796 cm/s?

D=

1. y 3. y
e Ejercicios 4.3 ' Pagina 211
60°
X X 1. y 3- y
3
3 3
1+ 2
5 y 7. y 11
2 1
} > X
\&/ 2=
- t > x
I T 2r

T}C
1 140° —240° 5.y 7. y = —3senx
N,
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9 y 11. t t
J bid 2r
. 1 =1
3 6 44
X
_6+
9.y=1—3cosx
13. y 15. y 11. (n, 0), donde n es un entero
13. ((2n + 1), 0), donde n es un entero
3 radianes 15. (7/4 + nm, 0), donde n es un entero
T X 17. (7/2,0); (w/2 + 2n, 0), donde n es un entero
g 19. y = 3sen 2x 21. y = Scosmx
23. y = —sen mx
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25. amplitud: 4; periodo: 2 27. amplitud: 3; periodo: 1 51. o

! A HJP\/C\/C,

t x T T
1 _ 1 1
o \/ _%V : \ .
—44 _
3 53. 4
29. amplitud: 4; periodo: 27 31. amplitud: 1; periodo: 37 20
Y y
6+ > 15
44 /\ 1 o i
2 I
\ : : x : > x 5%
\/ T 2 | 3n 3m ;
24 2
b
2

5 10 15 20 25

\

)
o
=
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77)
0
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33. amplitud: 1; periodo: 27 35. amplitud: 1; periodo: 27

y
! Ejercicios 4.4 | Pagina 221

1+
/\ L R T B I A E e A S
: \/13” _ZJ, \/ ¢ V3 0|1 | Va|- |- V31—
6 s tanx = V3|=1|=—=[0|—=[ 1| V3| - |- V3|-1-—=|0
-1+ -1 V3| V3 V3
tud: 4- veriodo: tud: 3 veriodo: 1 1 1
37. amplitud: 4; periodo: 39. amplitud: 3; periodo: 4 cotx |———|—1l=v3 = V3[1 == o [= === 1] =3 -
y V3 V3| V3

y
4 3
2
2 \ / 1 /\ L. V3 5. indefinida 7. —2/\/3 9. —1
: f>x L1l om e 11 -2 13. indefinida  15. —2 17. V2
4[ 3n \/ 7 21 3 3 | )
2 4 4 -3

19. cotx = T seex = —V/5, cosx = —7,

_4 5
; V5
Sen X = —~—, CsCx = ——
41. amplitud: 4; periodo: 6 43. y = —5 + 3cos (6x + %) V5 2
7 3
y 21. senx = g, cosx = —, tanx = ——,
41 ! 4 V7
51 /\ . V7 4
cotx = —, secx = ——
. . 3 V7
2V2 3
23. cscx = 3,C08x = ———, seCx = ———,
1 3 22
tanx = ———, cotx = —2\/2
2V2
25. secx = % senx = —%, cscx = —15*3,
tanx = —%, cotx = —%
V10
27. tanx = 3, cotx = % secx = i\/ﬁ, cscx = :I:T
29. periodo: 1; intersecciones con el eje x: (n, 0), donde 7 es un entero;
. 2n + 1
asintotas: x = ————, n s un entero;
y=3sen 3x—m) 2
47. il

0.7 3.

—
14

~0.7 21
3

y=0.7 sen [4 (x —4)] y=0.7 cos [47 (x — 4)] —44
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31. periodo: 7/2; H | Ejercicios 4.5 | Pagina 230
intersecciones 3.1 | 7
con el cje x en: (211: 177’ 0)’ N : 1. asenf 3. atanf 5. tanf 7. 7cos0
1+ |
donde 1 es un entero; Loy 9. %(1 +1V3) 11. ?(1 +1V3)
asintotas: x = n/2, n es un entero; 1l f{ ’2” \/
| 2
2+ ! 131+ V3) 15.2+\V3
31
|
DI Va Va
17. =1 - V3) 19. T(\/? -1)
q. 33. periodo: 27r; \6
) intersecciones /_ 21 —=~(1+V3) 23. -2+ V3
lejexen: | — + 2nm, 0
il concdseren (5 2mo) v v
D donde n es un entero; 25. T(l - \/g) 27. T(\/g +1)
X
|— ) 3 T
— asintotas: x = — + 2nm, 2 V2
2 . ——— .
% s un entero: | 29. — =1+ V/3) 31. sen2p
1 2
O 1 33. cos?ﬂ-
US‘ 35. periodo: 1; 37. periodo: 27, 35. a) s b — 2V 14 0 - 2V 14
(@] intersecciones , o 2n+1 . 9 9 5
pe (4 n,0) asintotas: x = L R . .
-c conelejexen: (z ,0), 37. a) H b) H ) 3
@© donde 7 es un entero; 71.€S un entero; 39, q) — 19 p -2 ¢) o
c | 169 169 119
asintotas: x = n,
. 9 7.€s un entero; 41. ﬂ 43. ﬂ
Q 3 A4 2 :
(&) 4 ' | 2\ 2 )
[i1) 3 I T 45. % 47.
7] 21 l U 2-\3
0 1 | T " )2\/E 5 3\V13 ) 3
— . a) ———— — ) 3
n N i ! FIRE %I”M 13 13 2
o Sl | 2\ sl.a) —V(5-V5)10 b V(5+V5)/10
8 31 ! St o —(1+V5)2
_44 | =4+ 0 | W \[ \[
30 6 5
.g 39. periodo: 2; 41. periodo: 27/3; o 53. a) 6 b) 6 c) 5
0 asintotas: x = n, asintotas: x = =5 55. a) _2(\/5 +1)/9 b) (\@ _ 4\/5)/9
@© nss un entero; 71 €s un entero; ¢) 2(1 — \/E)/9 d) (\/g + 4\6)/9
),
- . D 57.2V2 + V3 =386
0 AV | ]
.8 % b 20 Ejercicios 4.6 |Pagina 238
T | | 1+ | =z |
[ Tt ——o—!—%—2!—>x T 2
o lra 3 11 2% F 1. x = — + 2nmo x = — + 2nm, donde n es un entero
24 7 | | |3 3 3
© 3l A 2+ \i T T
41 31 X =— nmro x = — nir, donde n es un entero
I I 3 i 3 + 2 + 2 dond It
0 : : al 4 4
@© n 5.5 =" 4y, dond
i 43. periodo: , 1 Lx = nir, donde 7 es un entero
()] asintotas: x = n4 T, 7. x = 7 + 2nm = (2n + 1), donde n es un entero
g 71 es un entero; 9. x = nm, donde n es un entero
3
% 11. x = 777- + 2n7r, donde n es un entero
Q 13. 6 = 60° + 360°n0 60 = 120° + 360°n,donde n es un entero
oc 15. # = 135° + 180°n, donde 7 es un entero
17. 6 = 120° + 360°n0 6 = 240° + 360°n,donde n es un entero
19. x = nr, donde n es un entero
21. no tiene soluciones
45. cotx = —tan(x _ g) 23. 0 = 120° + 360°n 0 6 = 240° + 360°n,donde n es un entero
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25. 0 = 90° + 180°n0 6 = 135° + 180°n,donde n es un entero 55. dominio: (—o°, ), 57. dominio: (—o, —1] U [1, ),
27. x = = + nar, donde n es un entero contradominio: (0, 77) contradominio: [0, 7/2) U (7/2, ]
29. 0 = 10° + 120°20 6 = 50° + 120°n,donde n es un entero Y
b
31. x = % + 2nm, donde n es un entero _/
2 4 EL e ——-
33. x = nm,x = ? + 2nm,0 x = ? + 2n7r,donde nes un entero 2 /"
35. 6 = 30° + 360°n,0 = 150° + 360°n,0 6 = 270° + 360°n, A f | T X
donde 7 es un entero -1 1
37. x = g + nar, donde n es un entero 59. a) xen(—o0, ») b) xen(0, )
29, ¢ — dond 61. @) xen(—o,—1]U[l,) b) xen[0,m/2) U (m/2, 7]
» & = nm, donde 1 ¢s un entero 65. 0.9273 67. —0.7297  69. 2.5559 71. 19.9°,70.1°
41. 0 = 90° + 180°n, donde n es un entero 73. 5.76° 75. ¢ = 0.5404 radiagn ~ 31°
5 . . .
43. x = % + 2nmo x = % + 2n,donde 7 es un entero
45. 60 = 90° + 180°n0 6 = 360°n, donde n es un entero Ejercicios 4.8 | Pagina 253 \
47. (m[3,0), (27/3,0), (m,0)  49. (3,0), (¥,0), (%, 0)
51. (m,0), (27, 0), (3, 0) 53. (m/3,0), (m,0), (57/3,0) 1. y= \/Esen(wx + 3w/4); 3. y =2sen(2x + 7/6);
55. La ecuacion tiene una can-  57. La ecuacidn tiene una can- amplitud: \[2; periodo: 2; amplitud: 2; periodo: 7;
tidad infinita de soluciones. tidad infinita de soluciones. cambio de fase:%; un ciclo de cambio de fase: 77/12; un ciclo
y y=tanx y=cotx la grafica es de la gréfica es
y y
y=x \/5 24
- lix
2 =
X f > x //\ 12 X
- b _3 1 5 T 57
-2 24
59. 30°0 150° 61. 60° 5. y = sen(x + 5m/4); y
63. 1 = 5(% + n), donde n es un entero. amplitud: 1; periodo: 277 1+
65. a) 36.93 millones de kilémetros cuadrados cambio de fase: 57/4; un ciclo
b) 31 semanas ¢) Agosto de la grifica es

Ejercicios 4.7 | Pagina 246 sz _E\ 31 ’

4 4 4
1.0 3. 5. m/[3 7. —7[3
9. 7[4 11. —7/6 13. —m/4 15. % —1+
17. V52 19.V/5/5 21. 3 23. 1
25.1.2 27. w[16 29. 0 31 w/4 7.y = @sen(% + 0.5880); amplitud:@pie; periodo:
33 X 35 X 37 1—x 39 V1 + x* segundos; frecuencia: 1/ ciclos por segundo
V1+ 22 V1 -2 x x 9.y = \/Tgsen(4l + 4.2487); amplitud:%pie; periodo: /2
41. 43. y segundos; frecuencia: 2/ ciclos por segundo
i 1Ly, = =22 y, =3 13. 1(1) = Iysen(wr + 6 + )
2

Ejercicios 4.9 'Pagina 259

Respuestas a problemas impares seleccionados, CAPITULO 4

t } X
-1 1 1. senf :%,cosf) = %,tan@ :%,CSCG :3, secﬂzg,cotf):%
45. v 47. y 3. sen = 3V/10/10, cosf = \V/10/10, tanf = 3,
Ly an . csc = \@/3 secd = V10, cotd = B
\ 5. senf = 2, cosf = V21/5, tanf = 2\/5/21, csch =3,
p Tr secd = 5V 21/21, cotd = V21/2
\ 7. senf =5, cosf = 2\5/3, tanf = \6/4 csch = 3,
: . ¥ 71 i 5 * secd = 3V/2/4, cotf = 2\/2
-1 1 9. senf = y/Vx* + y?, cosf = x/Vx* + y*, tanf = y/x,
49. 1.37,1.82 51. —1.02,0.55 cscl = Va2 + y [y, secd = Va? + y*[x, cotd = x[y
53. 0.58,1.57, 1.81 11. b = 2.04,c = 4.49 13. a = 11.71,¢ = 14.19
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¥}

15. a = 60°,B = 300, a=26 17.a = 21.80,/3 = 68.20, 51. 27T/3 53. 3/% 55.0 57. }
c=108 59. V1 — x> 6l.y= —senx;y = cos(x + m/2)

63.y =1+ Lsen(x + 7/2);y =1 + Lcosx

65. 42.61 m 67. 118 pies 69. a) 42.35° 71. 16927.6 km
73. frente: 18.88°; atras:35.12°  75. 80.87°

w

19. a = 48.6°,8 =414°c¢c =179
21. a = 85,¢c =21.7
23. 36.53 25.52.1m 27. 66.4 ft

29. 409.7 pies  31. altura: 15.5 pies; distancia: 12.6 pies N _
33. 8.7° 35. 34 157 pies ~ 6.5 mi 77. V(0) = 160sen 20 79. L(0) = 3csch + 4sech

37.202pies  39. 6617 pies 81. V(0) = 360 + 75coth 83. A(¢p) = 100cos¢p + 50sen 2¢
41. Si, porque la altura de la tormenta es de 6.3 km.
45.227 100 mi 47. h = ¢/(cota + cotB) Ejercicios 5.1_JEGQINGIESS

49. altura aprox. del avién P’es 1 552 pies, altura aprox. del avién 1. (0, 1), y = 0, decreciente 3. (0, —1),y = 0, decreciente

P es 2 635 pies.
——+>X
ﬁ’g 2

51. h(6) = 1.25tan6
1 1

53. 0(x) = arctan (*) — arctan (T) donde x estd en metros
x x

Ejercicios 4.10 ' Pagina 270

1. y = 80°%a = 20.16,¢ = 20.16 4l
3. a=92°b=301,c =389

5. a0 =79.6°y = 28.4° a = 12.41 5. (0,2),y = 0, creciente 7. (0, —4),y = —5, creciente
7

9

Ay

{9
o
=
=
|:
a8
J
o
77)
=]
g=
@
c
9
3]
3]
L
)
7]
)
o
—
@
o
£
7
@
£
L
o
o]
o
o
©
7
@
=)
7]
o
>
o
0]
o)
o

. no tiene solucién
. = 24.46°, B = 140.54°, b = 12.28; ]
a = 155.54°, B = 9.46°,b = 3.18 +
11. a = 37.59°, 8 = 77.41°,¢ = 7.43 2 -4 2 2

13. a = 52.62°, B = 83.33°,y = 44.05° { 21
15. @ = 25°, B = 57.67°, ¢ = 7.04 4
17. & = 76.45°, B = 57.1°,y = 46.45° X —

4 2 2

;91’ go tie2n7e.6$(6)h’fién 40.54%y = 111.8 9. (0,2),y = 3, creciente 11. (0, .—1 +ed),y

23. a = 36.87°, 8 = 53.13%,y = 90° creciente

25. a = 45.58°,y = 104.42°, ¢ = 13.56; A
a = 134.42° v = 15.58°,¢ = 3.76

27. a = 26.38°, B = 36.34°,y = 117.28°

29. B = 10.24°,y = 147.76°,a = 6.32

31. no tiene solucién 33. 15.80 pies

35.9.1m 37. 10.35 pies

39. 35.94 millas nduticas

41. @) $33.66°W b) S282°F o
43. o = 119.45°, = 67.98° 13. f(x) = 6" 15 f(x) = (e7)" = ™
17. (5, =) 19. (2,0), (0, -3)

— — 21. (—10,0), (0, 10) 23. (=2,0), (=3,0), (0,0)
Ejercicios 4.11 | Pagina 278 25. x > 4 27. x <2
1! 3 -1 5.-\V32 15 2. y
9.0 11. -2 13. 0 15. 1 ! A
17. 1 19.y = x — x

%(x -z 23. f'(x) = —senx 31 ! y 3.y
Scos5x 31 1

Ejercicios de repaso Capitulo 4 | Pagina 280 24

1. 36° 3. (=\V3/2,1)2)
5.3 7.3/(2V2) 9. (0,-2)  11.2/\V5 -
13. 6sen(mx/2)15. V2 17. 10 19. /5 -1 1
21. falso 23. verdadero  25. verdadero 27. verdadero 5.0y L 37. J
29. verdadero 31. verdadero 33. verdadero 35. falso 1 2 3 4
37. falso 39. falso -1t 3
41. 7w /2, 7 43. /6,56, 77/6,117/6 45. 0, 7/2, 27 ol
47. y = 80°,a = 5.32,¢ = 10.48 1 1

49. a = 15.76, 3 = 99.44°,y = 29.56° x
_41 -2 2

y
44
3

Il
|
—_

=

24
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39. 3 41. 7 43.2 45. 0,%
47. 0,2 49. 0 51. (=3,0)

53 yT

L R

Ejercicios 5.2 | Pagina 301

1. =4 = log,} 3.4 = log,,10 000

5. —s=logy 7.27=128 9. (V3) =38l

1.0 =u 13. -7 15. 3 17. ¢

23. f(x) = logx
27. (==,0);(-1,0),x =0

19. 36 21. %
25. (0,);(1,0),x =0

Ejercicios 5.3 | Pagina 310

1.a) P(t) = Pe™ b) 566P ¢) 8.64h
3.2344 5. 201
7. a) 82 P,
b) 8.53days 2000
¢) 2000 1500
d) 1000
500
5 10 15 20
(dias)
9. A(r) = 200e %0977, 177 mg
11. aproximadamente 100 g, 50 g,25 g
13. aproximadamente k = —0.08664, 34.58 dias
15. 0.6730 Ay; 0.2264 A,
17. aproximadamente 16 253 afios
19. aproximadamente 92%
21. a) 2202°F b) 92minutos ¢) 80°F
23. 8.74 minutos 25. aproximadamente 1.6 horas
27. $4 851 651.95; $2.35 X 10" 29. $3 080.37 en intereses

31.
33.

35.
37.
45.
49.
53.

a) 6dias b)

L IR
(= —gn(1- %)
R E

aproximadamente 25 veces mas fuerte

55 39. 6 41. 7.6 43.5 x 107*
2.5 %1077 47. 10 veces mas dcida

158.5 veces mds 4cida 51. 5.62 X 10% ergs

1072 watts/cm?

19.84%

55. 65db

\

57.a) 246mm b) 0.79 mm,0.19 mm

Ejercicios 5.4 | Pagina 319

¢) 7.7x10°mL

3. -1<x<0 35. (—1,0),(1,0),x =0
1y 3 l1 =—— 5 1
\ /x _xogloe “In10 -x \/
2y 7. e-"’*( 15. :I:TS
- 21. 23. dominio: (—1, 1),
-3 ..
contradominio: (— oo, %)
37.y 39. 3, ») 41. (-3,3) TT————— Ay = tanh~ x
3

X
2 2 4

—
|
|
|
|
|
|
a
L
|
|
|
|
|
|
|

43. [1, ) 45. log,,50  47. In(x*> —2) 49. In1 =0
51. Iny = 10Inx + 3In(x? + 5) — +In(8x* + 2)
53. Iny = 5In(x® — 3) + 8In(x* + 3x2 + 1)

—4lnx — 9In(7x + 5)

25. 5¢*

S

0
o
=
=)
|:
a8
J
o
77)
)
g=
5
c
§=
)
3]
-
)
7]
n
)
~
5
o
k=
0
@
£
L
o
o
o
o
©
0
@
=)
7]
)
=)
o
7]
)
o

55. 93 57.3 59. % Ejercicios de repaso Capitulo 5 | Pagina 322
In(1+V2
61. logs(1 + \V2) = % 1. (0,5),y = 6 3. (-3,0),x = —4
. 0 5. -1 7. 1000
63. ¢ % ¢ 65. 11 67. 81 69. 2,8 o, !
In51 ) 2
71. 3 73. logeS1 = —— ~ 2.1944 13. 3 15.3 + ¢
In6 17. —7.8577 19. 64
1 1+ In2
75 -5+ 20~ 1301 77 42 o7 21. 8 23. verdadero
In2 —1+ In5 25. verdadero 27. verdadero
79. iii) 29. falso 31. verdadero
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33. falso 35. verdadero 13. Vértice: (—5, —6) 15. Vértice: (—3, —1)

x Focos: (£4,0) T
Vértices: (£35,0)
Extremos del eje menor: (0, +3)
X Excentricidad: 2

(y—1)2=16x

37. —1 = logs0.2 39. 9% =27 Foco: (—4, —6) Foco: (—3, — )
41. -2 43, -1 Directriz: x = —6 Directriz: y = — 1
n7 ey = — e x = —3
45.1 - log,7=1- - 4. -2+ In6 Eje:y = —6 Ejer x = =3
In2 y y
51. C,D,A,B
X
(o)
(@) , T
- 3h 3 (Y +62=4(x+5) (x+32=50+ 1)
E 83— 5 ii) 57. iv) 59. iii) 17. Vértice: (3, 4) 19. Vértice: (0, 0)

\ — 63. f(x) — Se(*%IHS)x — 56*0.2682x 65. f(x) — 5 + (%)x FOCO: (%74) ; FOCO: (07 é) .
a 67. Después de duplicarse tardard otras 9 horas en duplicarse de g.lrf:ctrl_z:: 2 lg.lr«.ectrl_zzoy - 7w
< nuevo. En otras palabras, pasara un total de 18 horas para que Je Y = e x =
U la poblacién crezca 4 veces. y Y

= 69. 0.0625A4,0 61%de la cantidad inicial 71. 4.3%
0 4
1
(=) 73. 1 = —[Inb — In(Ina — Iny)] 75. $51 955.78
© ¢
m X
g Ejercicios 6.1 | Pagina 332 1 x
R (y-472=-2x-3) x*=7y
8 1. Vertice: (0. 0) 3. Vertics: (0,0) 21. Vértice: (3,0) 23. Vértice: (=2, 1)
(1) Foco: (1,0) Foco: (—1,0) F(?COI _(3, -1) F(_)co: .(—1, 1)
TJ Directriz: x = —1 Directriz: x = ! Directriz: y = 1 Directriz: x = —3
N = . - 3 . 1
n Eje: y=10 Eje: y=0 Eje: x =3 Eje: y =1
y
0
[4b)
[
@©
Q. x
N 5. Vértice: (0, 0) 7. Vértice: (0, 0)
2
@© Foco: (0, —4) Foco: (0, 7) R R 2(y* D7 =4(x+2)
E Directriz: y = 4 Directriz: y = =7 25. x7 =28y 27.y" = —16x 29. y" = 10x
= o x = 3L (x —2)* =12y 33. (y—4)P=—-12(x — 2)

Q Eje:x =0 Eje:x =0
E 35. (x — 1)2=32(y + 3) 37. (y + 3)* = 32x
(=) X 39. x2 =7y 41. (x = 5= —-24(y — 1)
= 43. 27 = Ly 45. (3,0), (0, -2), (0, =6)
Q. X2 =16y 47. (-3\/2,0), (3V2,0), (0,9)
@© 49. En el foco 6 pulgadas del vértice
0 9. Vértice: (0, 1) 11. Vértice: (=5, —1) 5l.y= -2 53. 27 pies 55. 4.5 pies 57.a) 8
@© Foco: (4, 1) Foco: (—5, —2)
+2 D}rectnz: ¥ =4 D}rectrlz: y=0 Ejercicios 6.2 ' Pagina 340
wn Sy = = ] g
4 Eje:y =1 Eje:x = =5

y y 1. Centro: (0, 0) y
=
Q
\n
o

(x+52=—4(y+1)
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. Centro: (0, 0) 17. Centro: (2, —1) y

Foco:(0, £V/15) Foco: (2, —5), (2,3)
Vértices: (0, £4) Vértices: (2, =6), (2, 4) .
Extremos del eje menor: (£1, 0) Extremos del eje menor: (—1,—1),(5, —1)
Excentricidad: \V/15/4 . Excentricidad:
(x=2)7 2)2 +1?_ -1
x2 »? 9 25
T%T167
19. Centro: (0, —3) y
. Centro: (0, 0) 7. Centro: (0, 0) Foco: (£1/6, —3) T

Foco:(+£\/7,0) Foco:(0, £V/5) Vértices: (=3, —3), (3, —3) A Rt
Vértices: (4, O) Vertices:(0, i.3) Extremos del eje menor: (0, —3 £+ \/3) +
Extremos del eje menor: (0, &3 ) Extremos del eje menor: (42, 0) Excentricidad: \/6/3 +
Excentricidad: V/7/4 Excentricidad: V'5/3 Xcentricidad: 1

%
<
‘<
o
=
1 k<
=
[SIN@ (S
+ o+
N
Il Il
= P
—
= m‘kw
| +
Z el
N
Il o
—_
< <
w|+
+ )
w ~
=
| Jun

X y
21. — + 23.
2 16
oy
¥ _ 25, — + — 27.
16*t79 = 22 19 16 4
4 t9 = 2 2 2 2
y X Y
., — 4+ == B
. Centro: (1, 3) 2 9 13 ! 3 11 9 !
Foco: (1 +V/13,3) 33L2+L2:1 35L2+(y_1)2:1
Vértices: (—6, 3), (8,3) 312 " 16 4
Extremos del eje menor: (1, —3), (1, 9) — 1) —3)? 2 -2)?
- AL DR R S el
Excentricidad: \/E/ 7 x 7 16 45 9
41. f(x) = =325 — x%, dominio es[—5, 5]
(X‘l)z 0 3)2 43. f(x) =3+ % V49 — (x — 1)?, dominio es [—6, 8]
. 45. la distancia maxima es 43.5 millones de millas; la distancia
. Centro: (=5, —=2) y e . .
) NT] 1 minima es 28.5 millones de millas
SIO)CO.' (_(5’ ;2 :|:6) (152 2) is 47. aproximadamente 0.97 49. 12 pies
ertices: ’ ’ y * 51. El tramo de alambre debe tener 4 pies de longitud. Los clavos

Extremos del eje menor: (—6, —2),
(—4,-2)
Excentricidad: \/E/4

deben colocarse \ﬁ/ 2 pies del centro del rectdngulo sobre el

eje mayor de la elipse.
53. en el eje mayor 12 pies a cada lado del centro del recinto.
55.5x> —4xy + 8y — 24x — 48y =0
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. Centro: (0, *%)
Foco: (0, —1 + \/g) 1. Centro: (0, 0) 3. Centro: (0, 0)
Vértices: (0, —3), (0,3) Foco: (£\/41,0) Foco: (0, £1/73)
Extremos del eje menor: (—1, —3),(1,— Vértices: (+4, 0) Vértices: (0, +8)
Excentricidad: V/3/2 Asintotas: y = £3x Asintotas: y = +5x
Excentricidad: \/5/4 Excentricidad: \/773/S

y+2V

(Jc+5)2 (y+2)2 -1

. Centro: (1, —=2)
Foco: (1, =2 + \/8)
Vértices: (1, =2 + \V/15) x
Extremos del eje menor: (—2,—2),(4,—2)
Excentricidad: \/%

G-1? G+2?
9 15
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5. Centro: (0, 0) 7. Centro: (0, 0) 17. Centro: (2, 1)

Foco: (£2V/5,0) Foco: (0, £2V/6) Foco: (2 + V11, 1)

Vértices: (44, 0) Vértices: (0, £2\/5) Vértices: (2 + V6, 1)
Asintotas: y = :I:%x Asintotas: y = :I:\/Sx Asintotas: y = 1 £+ \/%(x -2)
Excentricidad: \/5/2 Excentricidad: \/% Excentricidad: \/%

-2 -D_,
6 5

19. Centro: (1, 3) y
Foco: (1,3 + %\/g)
Vértices: (1,2), (1,4)
Asintotas: y = 3 £2(x — 1) Y
Excentricidad: \[5/ 2

Ay

9. Centro: (5, —1)

Foco: (5 + /53, —1)
Vértices: (3, —1), (7, —1)

-3 -1,
1 [

Asintotas: y = —1 + 2(x — 5) a1 xj yi i yfz LZ 1 as LZ y: B
Excentricidad: V'53/2 ‘9 16 =123 4 12 =125 9 7 =1
2 2 2 2 2 2
A A I Iy
3 4 5 64 1
2 2 2 _ 2
=9 1’ R R M T C D i
4 49 4 & 4 5
+1)? - 2) 2y
R it U S
11. Centro: (0, 4) 4 5 4 8
Foco: (0, 4 + \V/37) a (y—3)27(x+l)271 5 (y—4)27(x—2)27
Vértices: (0, —2), (0, 10) ' 1 4 ) 1 4

5. f(x) = %m dominio es (—o, —4] U [4, =)
47. f(x) =4 + 6V/x* + 1, dominio es (o, )
49. (=7,12)  51. 7y* — 24xy + 24x + 82y + 55 =10

Ejercicios 6.4 | Pagina 354

Asintotas: y = 4 £ 6x
Excentricidad: V' 37/6
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1. 1 3. -
13. Centro: (3, 1) o i e 12
Foco: (3 +£ V30, 1) e ¢ Egja: - ”)OP—EJ'@>
Vértices: (3 £ V5, 1) 22 polar
Asintotas: y = 1 + \[S(x -3) 5 (*4372)
Excentricidad: \/6
0 r-F Ee
\6\p0]ar
7. a) (2, —57/4) b) (2, 11m/4)
¢) (=2,7w/4) d) (=2, —m/4)
15. Centro: (—4,7) 9. a) (4, —5m/3) b) (4,77/3)
Foco: (—4,7 £ V13) ¢) (—4,4m/3) d) (=4, —2m/3)
Vértices: (—4,7:|:2\/§) 11. a) (1, —117/6) b) (1,137/6)
Asintotas: y = 7+ V3(x + 4) ¢) (=1,7m/6) 4 (=1, =57/6)
idad: V/E 13. (-5, 0V3) 15, (=3,3V3) 17, (—2V2, —2V2)
Excentricidad: V5
19. @) (2V2, —37/4) b) (—2V2,7/4)
21. a) (2, —m/3) b) (—2,2m/3)
23. a) (7,0) b) (=7.m)
-7 @+’ 25. 7 =5cscl  27.60 = tan"'7 29.r =2/(1 + cosh)
8 3 3.r=6 33.r=1— cosb
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Ejercicios 6.5 | Pagina 362 25. circulo con centroen eje y ~ 27. lemniscata
yA T= -3 senf y )
1. circulo 3. linea por el polo f f Ejex r=4sen26
y 4 polar
T/6=% 1 7 Bje
: : : ot polar
Eje
4 polar
T 29. lemniscata
5. espiral 7. cardioide = 95 c0s 26
y r=20 y r=1+cos6
1 /_\
t ~ X *
1 Eje olar
polar
-1
9. cardioide 11. caracol con bucle interno 3.y
YA r=2(1+sen0) r=1-2cos8
E_]e
Ejex polar
polar 3.r=3
13. caracol aplanado 15. caracol convexo 35.r =4 — 3cosf
37. r = 2cos46
r=4-3senf r=4+cos 0 39. (2, 7/6), (2, 57/6)
41. (1,7/2), (1, 37/2), origen
- 45. (\/3/2, 7/3), (\V/3/2, 2/3), origen
t t X o
2 Eje Ejercicios 6.6 | Pagina 368
polar
Le=1, parabola 4,ehpse
17. rosa curva 19. rosa curva : f
Eje Ei
r=3cos 30 polar pg:l:ar
X r=
Eje 1—-sen @
polar = 4+coso
5.¢=2, hipérbola 7. e =2, hipérbola
21. rosa curva 23. circulo con centro en el eje x
y
r=cos56 E]e
X Eje polar
Eje polar
polar _
"1+ 2 sen 0
T3C 6 cos 6
RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES SELECCIONADOS RESP-21
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— 4)2 2 21. y y
9. ¢ = 1, pardbola TIPS T

1—-cos 6
(x—%) 3 25. y
1B.—+—-=le=%c=%2a=215.r=—"—
126 14 1 + cos6
4 12
17.r=— 19.r= —1——
\ 3 — 2senf 1+ 2cosf 4 J
3 3 -
21, r = 2. r=—"—o ¢ “
1+ cos(6 + 27/3) 1 — senf
1
25, r=—"— 27.r 29. (2, 7/4)

1 — cosf T 2 — 2sen@ 27. y y
31. (10, 7/3), (&2, 47/3) 33. 8 000 km ah
1.495 x 10°
35, = AP X107 .
1 — 0.0167cosf V \\)//

=

Ejercicios 6.7 | Pagina 376 -
Lor|-3|-2]-1]0]1]2]3 y 29. (3,0);(0,1),(0,3)
X | DL o1 j2]3[4]5 31. el segmento de recta entre (x;, y;) y (x5, ;)
3 5 7 9
RN I IR B R A R 33.x = 95V21,y = — 162 + 95V21,1 = 0;
intersecciones: (—4, 0), (0, 2) (190V/2, 190V/2 — 64) ~ (268.70, 204.70)

2 * 35. x =+Vr* — L?sen’p,y =Lsen¢

3. 5.
Ejercicios 6.8 | Pagina 385
1,3,5. .
x o (1,15
7. 9.y >y
i L -’
3,4,0)
. .
21
, o 7. El conjunto {(x, y, 5)| x, y nimeros reales} es un plano perpendicu
1 1 lar al eje z, 5 unidades arriba del plano xy

9. El conjunto{(2, 3, z) |z un ndmero real } es una linea perpendicula

— 42 — 2
ll.y—x +3x—1,x20 13.x—1—2y,—]§x§1 alplanoxyen(2,3,0).
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2y 11. (2,0,0),(2,5,0,) (2,0, 8),(2,5,8),(0,5,0), (0, 5, 8), (0, 0, 8),

15. y = Inx,x >0 17.E+Z=1 (0,0,0)

v y 13. @) (-2,5,0),(=2,0,4),0,54) b (-2,5-2) o 3,54
15. La unién de tres planos coordenados
17. El punto (—1, 2, —3)

: : ¥ ; ; X 19. La unién de los planosz = 5y z = —5
/WL 4 21. V70 2.a)7 b5

25. tridngulo equildtero 27. tridngulo isésceles

RESP-22 RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES SELECCIONADOS




29. colinear 31. no colinear
33. 60 —2 35. (4,33 37. (—4, —11, 10)

43, centro (—4,3,2),radio 6  45. centro (0, 0, 8), radio 8
47. (x+ 1)+ (y -4’2+ (z—6)*=3

49. (x — 1)+ (y— 12+ (z—4)? =16

512+ (y -4+ 2 =dorx®*+ (y—8)+72=4

53. Z

59.5x =3y +z=2

61.3x — 2y + 2z =3 63. —x+3y=5

Ejercicios de repaso Capitulo 6 | Pagina 387

1. y* = 20x 3.(x—1)>=8(y+5)

5. (0,0) 7.1

9. (=3,0): (=3, —1),(=3,1) 11 (0, —\2),(0,\V2)
13. 1 15. (10, 37/2)

17. (0, 7/2), (0, 37/2) 19. (—4,3)

21. verdadero 23. verdadero

25. verdadero 27. verdadero

29. verdadero 31. falso

33. verdadero 35. verdadero

37. (x =3+ (y =2 =3 39.r=dsend
41. (0,2), (0, —3)
3. a) (Vo,—m/4) b) (—\6.37/4)

RESPUESTAS A PROBLEMAS IMPARES SELECCIONADOS

45. Centro (1, 1),
Vértices (—3, 1), (5, 1),
Extremos del eje menor

(1,3),(1,-1)

47. Centro (—1, 3),
Vértices(—1,5), (—1, 1),
Extremos del eje menor

(=2,3),(0,3)

.

Respuestas a problemas impares seleccionados, CAPITULO 6

49. Centro (0, 2),
Vértices (0, —1), (0, 5),
Asintotas y = 2 — 3x,
y=2+ %x

51. circulo de radio 5 con
centro en el origen

—t—x
1 Eje
polar

55. cardioide 57. caracol convexo

Eje
polar
59. rosa curva 61. elipse
y y
X
Eje
polar
63. 1.95 X 10°m 65. 2 cm

67.a) r = 2cos(8 — 7/3) 0 r = cosh + V/3send
B (-1 -1
69. (x =10+ (y -4+ (z—22=9
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Afelio de la Tierra, 339
Agujero(s), 86, 90, 134, 169, 176, 184
en la gréfica, 86, 167
Algoritmo de divisién, 138, 139, 141, 143
de polinomios, 138
Amplitud de
cada gréfica, 209
las funciones, 206
Ancho focal de
la elipse, 341
una hipérbola, 350
una parabola, 334
Angulo, 189-204, 215, 224, 225, 227-232, 234-240,
242,245, 248, 249, 254-273, 275, 280-285
agudo, 192, 200, 254, 255, 256, 258, 269, 270
central, 193, 195
coterminal, 190, 191, 194
de depresion, 258, 260, 262, 271
de elevacion, 258, 260, 262, 264, 266, 271,
282-284
de nivel, 258
de referencia, 200-202, 234-237, 266, 280
en posicién normal, 190
obtuso, 192, 194
6ptimo para un peralte, 249
que sea coterminal, 237
recto, 192, 254, 256, 273, 285
doble, 192
xI x2 en posicién normal, 224
Angulos
coterminales, 190, 191
cuadrantales, 198
de referencia, 200, 201, 234, 238
especiales, 238
expresados en radianes, 196, 224
Aplicaciones de la
elipse, 339
hipérbola, 347, 348
pardbola, 331
Aproximar los ceros de la funcién, 54
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de longitud, 193, 195
parabdlico, 327, 332, 333, 334, 373
seno de x, 241
Area bajo una gréfica, 176
Asignacién de 360 grados, 189
Asintota
horizontal, 289, 291-293, 296, 308, 322, 324
de la gréfica, 159, 160, 163, 164, 168, 184
inclinada, 161, 166, 167, 169
oblicua, 161, 165-167, 169, 170, 185
vertical, 296, 297, 302, 322, 324
de la grafica, 159-161, 166, 168
Asintotas, 158, 160-162, 164-166, 168, 169, 184, 187
de la hipérbola, 344-346, 393

Base, 287-290, 292, 295-300, 309-311, 316-318
de las funciones exponenciales y logaritmicas, 316
Bases constructivas fundamentales, 181
Binomio, 36
desarrollo del, 143
desarrollos de, 36
Bucles de la curva, 359

C

Cilculo
de limites trigonométricos, 273
del drea bajo la grafica de una funcién, 115
diferencial, 67, 115, 121
integral, 80, 115
Cambio de x, 68
Cambio de y, 68

Cancelacién, 35. Véase también Propiedad de simplificacion

Cantidad adimensional, 193

Capacidad limite, 305

Caracol, 358, 359, 361, 388
aplanado, 358
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Cardioide, 358, 364 Conjuntos

Caso ambiguo, 267, 270 interseccion de dos, 6
Catenaria, 319 union de, 8
Cateto(s), 192, 254, 257 Cono doble invertido, 327
adyacente, 254, 255 Constante
opuesto, 254, 255 de crecimiento, 304, 311
Centro, 25 de decaimiento, 305
de la elipse, 335, 337, 339, 341 k de decaimiento, 307, 312
de la hipérbola, 342-345, 392 Continuidad, concepto de, 176
Cero de la funcién f, 53 Contradominio, 49-53, 56, 58, 62, 78, 81, 86, 89, 99-103,
Ciclo 105, 106, 123, 124, 197, 204, 215, 240, 241,
compresion horizontal del, 207 243-245, 248, 281
de la funcién, 207 de la funcién secante, 215
de la gréfica, 205, 207, 211-213, 218-220, 222 Coordenadas
del seno basica, 211 al origen del circulo unitario, 198
Circulo, 327, 339, 353, 355, 356, 360, 363, 364, 372-375, cartesianas, 19, 379
378, 381, 388, 391 polares, 326, 351-356, 361-365, 369, 388, 389
definicion de, 25 rectangulares, 18, 351-353, 355, 357, 360, 361, 363-365,
forma canédnica de la ecuacion de un, 25 379, 388, 389
unitario, 190, 191, 196-200, 202, 204, 205, 234, 254, 280 x, 19
Cociente, 138-142, 144, 146, 151, 153, 154, 157, 158, 162, y, 19
164-166, 175, 181, 184 Correspondencia univoca entre valores, 49
de diferencia, concepto de, 316 Coseno
diferencial, 116-118, 121, 122 de 1, 196
Coeficiente principal, 127, 157 hiperbdlico, 318, 320
Combinaciones aritméticas, 92 Cuadrantes, 18
(=) Comodin, 50 Cuerda focal, 329, 330, 334, 341, 350. Véase también
(] Comportamiento Didmetro
B en los extremos, 128-130, 132, 134, 137, 161, 162, 184 Curva, 358, 359, 362, 371-376, 378, 379, 384, 388, 393
= final, 52 braquistécrona, 375
g global bucles de la, 359
(o] concepto de, 52 cerrada, 372
de la funcioén, 52 simple, 372
8 local, 128, 130 cicloide, 374
O Composicién de de Gompertz, 325
-g fconf, 94 de una rosa de cuatro pétalos, 359
\ — fyg 93 en el espacio, 375, 384
funciones, 92, 93, 94, 124, 290 en el plano, 371
gyf93 parametrizada, 371
Compresién plana, 371
horizontal del ciclo, 207 tautocrona, 375
vertical, 63, 67, 76, 128 Curvas
Concepto de cicloidales, 374
cociente de diferencia, 316 de rosas, 359
comportamiento global, 52 planas, 372, 375

continuidad, 176
excentricidad, 364

funcién uno a uno, 99 D
la integral definida, 176, 180
limite, 40, 188, 273 Decimal
logaritmo, 301 que no termina y que no se repite, 3
Conicas, 326, 327, 364-367 que no termina y que se repite, 3
Conjugado, 143, 147 que termina, 3
Conjunto Declaracion
de los ndmeros reales, 3, 189, 196, 289, 291, 295, 296, cierta, 238
297 falsa, 238
positivos, 289, 295-297 Definicién
de ndmeros comunes a ambos dominios, 93 formal de
de todos los nimeros reales, 287 continuidad de una funcién, 86
solucién, 25 una funcién polinomial, 127
de la desigualdad, 4 usual del nimero e, 290
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Definicién de
circulo, 25
elipse, 335
esfera, 381
hipérbola, 342, 348
pardbola, 328, 334
seccidn conica, 364
Depreciacion lineal, 74
Derivada de una funcion, 118
Derrotero, 269
Desarrollo del binomio, 143
Desarrollos de binomios, 36
Descomposicién en fracciones parciales, 171-175
Descripcion
de un punto en coordenadas polares, 352
verbal acerca del producto de dos nimeros,
107
Desfasamiento de la grafica, 209
Desigualdad(es), 4
conjunto solucién de la, 4
del tridangulo, 12
equivalentes, 4
estrictas, 9
grifica de la, 4
lineales, 7
no estrictas, 9
no lineales, 7
propiedades de las, 4
simbolos de, 4
simultdnea, 6
solucién de la, 4
Desplazamiento, 128, 158, 159
de fase, 209, 210, 213
horizontal hacia la
derecha, 61
izquierda, 61
vertical hacia
abajo, 61
arriba, 61
Determinacion de
limites, 39
una recta tangente a una funcion f, 115
Diagonal de un poligono, 11
Diametro, 330, 333, 341, 360, 363, 374, 375, 389. Véase
también Cuerda focal
Diferenciacion logaritmica, 301
Direccién
negativa de la recta numérica, 3
positiva de la recta numérica, 3
Directriz, 328-332, 364, 387, 388
Distancia
del vértice al foco, 330, 389
entre dos nimeros, 13
féormula de, 21
Dividendo, 138-140
Dividir entre una expresion variable, 236
Division
algoritmo de, 138, 139, 141, 143
de enteros positivos, 138
de polinomios, algoritmo de, 138
larga, 141, 142, 147
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sintética, 140-142, 144-148, 151, 153-154, 165-166,
185
Divisor, 138, 139, 165
Dominio, 196-198, 204, 215, 240-241, 243-244, 246, 248
de cada funcion, 215

de f, 49-54, 84-87, 90, 92-94, 99, 100, 103, 105, 106, 116,

123

de la funcion seno, 204
de las funciones f + g, 92
de toda funcién polinomial, 127
de una combinacién aritmética, 92
de una composicion, 94
de una exponencial, 287
de una funcidn, 50, 53, 118

constante, 68

cuadrética, 75

exponencial, 287

lineal, 68

logaritmica, 295

potencia, 59

racional, 158
implicito de la funcién, 50
restringido, 103, 106

Ecuacion
con dos variables, 24
cuadratica, 327
de la elipse, 335-338, 340, 341, 389
de un circulo, forma canénica de la, 25
de una hipérbola, 343, 345, 346, 350
de una recta
horizontal, 70
vertical, 70
lineal, 67, 71
de dos variables, 382
de tres variables, 382
logaritmica, 299, 301, 303
pendiente-ordenada al origen, 69
pruebas de simetria de una, 30
punto-pendiente, 69
de la recta, 69
Ecuaciones
de las conicas, 327
de periodicidad, 201
equivalentes, 25
paramétricas, 371-379, 388
polares de cénicas, 365
rectangulares, 371
trigonométricas condicionales, 234
Efecto de onda, 349
Eje
conjugado de la hipérbola, 343
de la pardbola, 76, 328, 332, 334
de la seccién conica, 366
de simetria, 76, 81, 82
mayor de una elipse, 336
menor de la elipse, 336, 392
polar, 351, 352, 356, 365, 366
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transversal de la hipérbola, 343, 367, 388 Forma

x, 18 canodnica de la ecuacion de un circulo, 25
y, 18 especial de escritura del dividendo, 138
Ejes de coordenadas, 379, 380 normal de la ecuacion
Eliminacién del parametro, 373 de una elipse, 335
Elipse, 326, 327, 334-343, 347, 348, 364-367, 370, 388 de una parabola, 328
ancho focal de la, 341 parabdlica bésica, 329
aplicaciones de la, 339 punto-pendiente de la ecuacién de una recta, 69
centro de la, 335, 337, 339, 341 Férmula
definicion de, 335 cuadratica, 145, 146, 151, 153, 173
Error comtn en édlgebra, 236 de dngulo doble, 228, 230, 236, 237, 275
Escala de Ricther, 309 del coseno, 237
Esfera, definicién de, 381 del seno, 236
Espacio de distancia, 21
bidimensional, 379, 382, 384 usual, 381
tridimensional, 379-381, 383-385, 387 de Herdn, 272
Espacios vacios finitos, 86 de la distancia, 328, 364, 381, 385
Espiral de Arquimedes, 357 de suma de la funcioén seno, 276
Espirales, 357 del punto medio, 22, 381
Estiramiento/compresién horizontal, 219 trigonométrica de suma de la funcién seno, 357
Estiramiento/compresion/reflexion vertical, 219 Férmulas de
Estiramiento vertical, 63, 64, 80, 128, 159 angulo doble, 227, 228
Excentricidad factorizacion, 35
concepto de, 364 mitad de dngulo, 228, 229
de la cénica, 364 suma y diferencia, 223, 226, 227
de una elipse, 338, 342, 347 de la tangente, 226
(o) de una hipérbola, 347 del coseno, 224
(&) Existencia de una asintota oblicua, 165 del seno, 225
B Exponente, 287, 288, 295, 301 Fraccién
= Exponentes de nimero real, 288 compuesta, limite de una, 41
@ Expresion impropia, 138, 175
(- P propia, 138,
(o] algebraica, 35 propia, 138, 139, 171, 175
exponencial, 295, 299-301, 304, 323 Fracciones parciales, 171-176, 186
8 factorizacion de una, 35 individuales, 171
o — fraccionaria, limite de una, 40 Funcién
-g logaritmica, 295, 299-301, 323 algebraica, 181
\— racional, 139, 171, 175, 186 arco
propia, 171 coseno, 243
Expresiones fraccionarias, 34 seno, 241, 242
Extremo tangente, 244, 245
local, 131 ciclo de la, 207
relativo, 131 comportamiento global de la, 52
Extremos con una base variable, 287
del intervalo, 6 constante, 67, 72, 95, 127, 128, 287
en la hipérbola, 343, 350 cosecante, 215
coseno, 199, 205, 243, 246, 256, 282
es par, 199
F inverso, 243, 246
creciente, 72
Factor conjugado’ 38 cuadratica, 75, 76, 78-84, 88, 98, 103, 123, 124, 128, 145
del numerador, 276 de la pendiente, 118
Factorizacion, 235, 273 de un conjunto x a un conjunto y, 49
completa, 145-149, 154, 185 decreciente, 72
de una expresion, 35 definida en
férmulas de, 35 intervalos, 84-86, 89, 90, 98, 104, 124
Foco, 328-334, 336-337, 339-341, 346, 349-350, 364-366, secciones o partes, 84
369, 387-389 derivada de una, 118
de una superficie reflectora parabdlica, 332 discontinua, 160
Focos de la entero mayor, 85
elipse, 335, 336 exponencial, 287-291, 293, 295, 296, 299, 301, 317, 318,
hipérbola, 342 325
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natural, 290, 291, 301 Grafica

Gompertz, 325 agujero en la, 86, 167
impar, 59, 60, 63, 65, 96, 98, 122, 131, 132, 158, 165, 185 amplitud de cada, 209
inversa, 241, 242, 295, 296 area bajo una, 176
de £, 100 ciclo de la, 205, 207, 211-213, 218-220, 222
Unica, 241 de cualquier funcién periddica, 204
lineal, 68, 70, 71, 73, 74, 75, 80, 87, 88, 102, 103, 128, 384 de cualquier pardbola con la forma normal, 328
logaritmica, 295-297, 300, 302 de la desigualdad, 4
logaritmo natural, 297 de la funcién coseno, 205
logistica, 305, 311 de una curva plana, 371
maximo entero, 85, 86, 91 de una ecuacion, 51, 52
no es uno a uno, 99 de una ecuacién polar, 355, 357, 362
objetivo, 108-112, 125 de valor absoluto de una funcién, 87
par, 59, 60, 65, 87, 122, 124, 131, 133, 158, 292, 293, 302 del bifolio, 364
piso, 86 del coseno, 205, 208, 212
polinomial, 128-131, 135, 137, 155-158, 183-186 comprimida horizontalmente, 207
cuadratica, 151 hiperbdlico, 319, 320
cuadrdtica simple, 291 reflejada en el eje x, 208
de segundo grado, 145 del seno, 205, 208
de un solo término, 128 estirada horizontalmente, 208
por optimizar, 108 desfasamiento de la, 209
potencia, 58, 59, 128, 129 en forma de corazon, 358
racional, 157, 158, 160-171, 181, 184-187 polar simétrica con respecto
general, 161 al eje x, 357
reversa, 100 al eje y, 357
secante, 248 al origen, 357
seno, 199, 205, 225, 234, 241, 242, 249, 256, 266, 281, 282 simetria de una, 29, 59 (@)
es impar, 199 simétrica con respecto al (&]
inverso, 242 eje x, 30 )
tangente, 217, 218, 226, 256, 257, 259 eje y, 30 =
trascendente, 181 origen, 30 g
uno a uno, 99-101, 103, 106, 123, 124, 241, 243, 244, Griéfica de una funcién, 51-55, 58-62, 67, 72, 76, 99, 102, (o]
289, 292 104, 106, 115, 116, 122-124
concepto de, 99 continua, 86 8
valor absoluto, 87, 88 de Gompertz, 325 u —
Funciones definida en intervalos, 85 -g
algebraicas, 181 periddica, 205 0 —
amplitud de las, 206 polinomial de grado n, 128, 131
circulares, 196, 197, 199 trigonométrica, 234
cuadraticas, 75, 76, 82 Graficacion de puntos, 19
ctibicas, 128 Graficar puntos adicionales, 132
de multiples variables, 384 Gréficas
escaldn, 85 con forma de campana, 292
exponenciales, 181 de las funciones constantes y lineales, 68

hiperbdlicas, 286, 316, 318, 319
inversas, 318, 322

polinomiales de tercer grado, 151 H
reciprocas, 215
sencillas de potencia, 59 Hélice circular, 375, 376
trascendentes, 181 Helicoide circular, 376
trigonométricas, 181, 188-189, 196, 200, 202-205, 214, Hipérbola, 326, 327, 342-351, 364-367, 370, 387-389, 392
217,219, 222-223, 229, 233, 238, 240-241, ancho focal de una, 350
245-246, 254-256 259, 273, 319 aplicaciones de la, 347, 348
de cualquier angulo, 202, 254 asintotas de la, 344-346, 393
inversas, 238, 240, 245, 246 centro de la, 342-345, 392

conjugada, 351
definicion de, 342, 348

G rectangular, 351
Hipotenusa, 192, 200, 254-257, 267, 273
Grado, 127-130, 133-136, 138, 139, 144-147, 149-156, 162- Hueco finito en la grafica, 86
166, 171, 175, 183-186 Huecos, 130, 134, 176
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Identidad
fundamental, 238
pitagérica, 197, 216, 226, 242, 245, 275, 276
basica de trigonometria, 319
trigonométrica, 223, 237, 275
Identidades
par-impar, 224
pitagdricas, 216, 223
trigonométricas, 319
basicas, 273
Imagen
de x, 49
especular, 29, 62
Incremento
de x, 68
de y, 68
Indice de suma, 179
Infinito, simbolos de, 5, 6
Integral definida
concepto de la, 176, 180
de una funcién, 176
Integrales de productos, 229
Intercepciones de un plano, 383
Interés
compuesto, 308, 313
continuamente, 308
Interrupciones, 134, 176
infinitas, 86
Interseccion
de dos conjuntos, 6
del dominio de f'y el dominio de g, 92
enelejey, 53

Intersecciones, 128, 130-134, 136, 158, 164, 165, 168, 169,

184, 187
con el eje x, 210
de las gréficas de seno y coseno con el eje x, 205
en el eje x, 28
enelejey, 29
Intervalo(s)
abierto, 6
cerrado, 6
extremos del, 6
no acotado, 5
notacion de, 5, 50, 51, 108
semiabierto, 5
Inversa
de £, 100, 101, 103
de la funcion, 241, 243
de una funcién f uno a uno, 100
de una funcién uno a uno, 100

L

Lado
inicial, 189, 190
terminal, 189, 190, 196-200, 231, 233-235,
280
Lemniscata, 360, 361, 364

INDICE ANALITICO

Ley
de la gravitacion universal de Newton, 339
de Lambert-Bouguer, 325
de los cosenos, 188, 265, 268-271
de los senos, 265-267, 269-271
de Newton de calentamiento/enfriamiento, 307
distributiva, 35, 206, 300
Leyes de los
exponentes, 133, 216, 288-290, 292, 294, 297, 309
enteros, 288
logaritmos, 297-302, 310, 319, 320
Limite, 39
concepto de, 40, 188, 273
de forma indeterminada 0/0, 40
de la funcién seno, 273
de una expresion fraccionaria, 40
de una fraccién compuesta, 41
del cociente diferencial, 118
Limites
de expresiones fraccionarias, 274
determinacion de, 39
tienen la forma indeterminada 0/0, 274
Linea recta, 67
Lineales, desigualdades, 7
Logaritmo, 295, 297-302, 316, 320, 322
comtun, 300
concepto de, 301
natural, 297, 299-301, 320, 322
Logaritmos
base 10, 297, 309
comunes, 297, 309
con base b = ¢, 297
Longitud
del arco, 193, 195
eje conjugado, 344
eje transversal, 343, 344

Maximo local, 131, 132, 133, 134, 165
Mayor potencia de x de un polinomio, 127
Mediatriz del segmento de recta, 102
Medicién de un dngulo en grados, 189
Medida de un dngulo en radianes, 189, 190
Medidas en radianes, 351
Método
de aproximacién sistemdtica de A, 177
de fechado con carbono, 306
de la tabla de signos, 7
llamado datacion, 306
Minimo local, 131, 132, 133
Modelo
de crecimiento, 304
de una poblacién en crecimiento, 304
matematico, 304, 307, 325
Modelos
exponenciales, 286, 304, 314
logaritmicos, 309, 315
matematicos, 304, 318
Movimiento curvilineo, 371



Nivel de intensidad, 315, 316
Nocién de
la derivada de la funcién, 176
simultaneidad, 9
Notacion de
intervalos, 5, 50, 51, 108
suma, 179
sumatoria, 179, 183
Nuimero
complejo, 143, 148, 150
de Mach, 231
e, 290
irracional, 151, 155, 287, 290, 316
negativo, 4
no negativo, 4
positivo, 4
racional, 151, 152, 287
real, 134, 143, 148-150, 152, 157, 161, 166, 179, 181
valor absoluto de un, 12
Numeros
distancia entre dos, 13
irracionales, 3
negativos, 3
positivos, 3
racionales, 287
reales, 3
conjunto de los, 3, 189, 196, 289, 291, 295, 296,
297

o)

Objeto en caida libre, 80
Oblicuo, 270
Octante, 380, 383
Operaciones aritméticas, 92
Orbita parabdlica, 334
Ordenada, 19
de un punto en la gréfica, 63, 118
Orientacién de la curva, 372
Origen, 18, 328-329, 340-341, 344-345, 351, 353, 355-361,
363, 365, 367, 369, 371-372, 374-375, 378-379,
382-383, 385-386, 388-391. Véase también Polo
abscisa al, 54, 71
de la recta numérica, 3

P

Parébola, 29, 59, 76-79, 97, 123, 128, 178, 326-334,
339, 348, 354, 364-367, 369, 373, 374, 387,
388, 392
ancho focal de una, 334
aplicaciones de la, 331
con vértice en (0,0), 328
definicion de, 328, 334
se abre hacia abajo, 328
se abre hacia arriba, 328
Paraboloides, 331

INDICE ANALITICO

Parametrizacion, 371, 372, 373, 375
alternativa, 373
Parametro, 371, 372, 373, 374, 375, 377, 378
Pares conjugados, 147, 150
Par-impar, 201
Parte
de cdlculo, 108
de precdlculo, 108
imaginaria de z, 143
real de z, 143
Particion regular del intervalo, 177
Pendiente de la recta, 68, 69, 118, 120
secante, 120
Pendientes de rectas secantes, 116
Pérdida de soluciones, 236
Perigeo, 369, 370
Perihelio de la Tierra, 339
Periodicidad de
la funcién seno, 234, 235
las funciones trigonométricas, 234
Periodo de
cada gréfica, 209
la funcion, 198, 204, 207, 212, 214, 233, 281
Pétalos de la curva, 359
Plano, 327, 328, 335, 342, 351, 364, 371, 379-391
cartesiano, 19, 67, 189, 218
coordenado, 19, 371, 380, 383, 385
xy, 19
Poblacion inicial, 304, 311
Poligono, diagonal de un, 11
Polinomio
cuadratico, 151, 153, 166, 171
lineal, 139, 141-143, 148, 165, 166
nulo, 128, 158
Polo, 351-352, 354, 356-357, 361, 365, 388. Véase también
Origen
Potencia entera no negativa, 127
Potencial hidrégeno o pH de una solucién, 310
Primer método para determinar f~ 1101
Primera ley de Kepler, 339
Principio del telescopio reflector, 332
Problema(s)
aplicados de mdximo y minimo, 108
con palabras, 108
de optimizacién, 108
del area, 126, 176, 179, 180
Proceso de completar el cuadrado, 26, 27
Producto de las raices cuadradas de los factores, 110
Propiedad
de reflexién de las pardbolas, 331
de simplificacién, 35. Véase también Cancelacién
reflectora de la elipse, 339
reflectora de la hipérbola, 348
uno a uno, 292, 294, 299, 303
de la funcién logaritmica, 299
Propiedades
de las desigualdades, 4
de las funciones
inversas, 100, 241, 245
trigonométricas inversas, 246
de las pardbolas, 331
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de periodicidad, 201
del valor absoluto, 12, 14
importantes de la funcién
exponencial, 289
logaritmica, 296
par-impar, 199, 202, 207
reflectoras de los espejos parabdlicos, 327
Prueba de la recta
horizontal, 99, 103, 289
vertical, 52
Pruebas de simetria de una ecuacion, 30
Punto
critico, 131, 133
de interseccién de la parabola con el eje, 328
de tangencia, 276, 277
inicial de la curva, 372
medio, 13
del segmento de la linea, 381
terminal de la curva, 372
Puntos
criticos, 131-134, 184
de interseccion, 72
de muestra, 177, 178, 180
equivalentes en coordenadas polares, 352
graficacion de, 19

Racionalizacion, 217, 273
Racionalizar un
denominador, 37
numerador, 37, 38
Radian(es), 190-193, 197, 222, 249, 351, 356, 359, 375,
393
Raices
complejas, 143, 147, 149-151, 155
de funciones polinomiales de cuarto grado, 151
del denominador, 172, 173
racionales potenciales, 154, 155
reales, 131, 137, 144, 150-156, 158, 162, 173-174, 184
de funciones polinomiales con coeficientes reales, 150
Raiz
compleja, 147, 149, 151
cuadrada de un producto, 110
de multiplicidad dos, 131-134, 144, 146, 154
de multiplicidad impar, 131
de multiplicidad m, 131, 144
de multiplicidad par, 131, 132
de multiplicidad tres, 134, 144
de multiplicidad uno, 144
de una funcion, 131, 143, 144, 149-151
polinomial, 143
irracional real, 166
real, 131, 150, 151, 154, 155, 166
repetida, 131, 153, 154
simple, 131-134, 144, 166
Rama(s) de la hipérbola, 342, 345, 348, 350
Rango de la funcién, 49
Reciproca negativa, 71
Recorrido horizontal de la recta, 68
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Recta, 48, 52, 59, 68-76, 84-85, 87, 93, 99, 102-104, 109,
111,113, 116-124
con pendiente, 128
de coordenadas, 3
horizontal, 128, 159, 167
numérica, 3
direccion negativa de la, 3
direccion positiva de la, 3
origen de la, 3
Rectas
horizontales, 160
inclinadas, 160
perpendiculares, 71
verticales, 160, 162
Reflexion respecto a un eje coordenado, 29, 62
Regla de
correspondencia, 49, 84, 99
la mano derecha, 379
Relacién pitagérica, 192
Residuo, 138-143, 146, 151, 153, 165, 166, 184-186
Resolver tridngulos rectangulos, 256, 265
Restriccion, 107-111
Rumbo, 269, 272, 273

Salto infinito en la grafica, 86
Seccidn conica
con foco en el origen, 366
definicion de, 364
Segundo método para determinar -/, 101
Semicirculo, 27
Seno
de 1, 196
hiperbdlico, 318, 320
inverso de x, 241
Signos de los valores de las funciones, 197
Simbolo integral, 180
Simbolos de
desigualdad, 4
infinito, 6
Simetria, 128, 131-134, 158, 163-166, 170
de una gréfica, 29, 59
del circulo unitario, 199, 200
Simultaneidad, nocién de, 9
Sistema, 301, 304, 325
de circulos centrados en un punto, 351
de coordenadas
manieto, 379
polares, 351, 352, 355, 365
rectangulares, 18, 327-328, 351-352, 355, 365, 379
de navegacion LORAN, 347
Solucién(es)
adicional no valida, 238
adicionales, 238
de la desigualdad, 4
extrafias, 237
Soporte del sistema, 305
Subida de la recta, 68
Sustitucidn trigonométrica, 223



T

Tabla de signos, método de la, 7
Tangente, 48, 53, 74,78, 115-122, 125
inversa, 244, 245, 259
Tasa de crecimiento, 304, 305
Temperatura ambiente, 307, 308
Teorema
de la factorizaciéon completa, 145
de las raices
racionales, 152, 155
complejas, 147
de pitagoras, 20, 109-110, 197, 199-200, 254-257, 267-
268,273
del factor, 143, 145, 150, 151, 166
del residuo, 139-143, 185
del valor intermedio, 134, 136, 156
fundamental del dlgebra, 145, 150
Término constante de la funcién polinomial, 127
Tipos de
comportamiento en los extremos, 130
rectas, 67
simetria de una grafica polar, 357
simetrias, 59
Transferencia de Hohmann, 370
Transformacion
no rigida, 79, 95
rigida, 290, 303
de una grafica, 60
Transformaciones
gréficas, 60
no rigidas, 63
rigidas, 67, 79, 81, 95, 330, 337
Trayectoria, 240, 264, 269
Traza de un plano, 383
Tridngulo
acutangulo, 268
de Pascal, 36
desigualdad del, 12
equildtero, 200
isosceles, 199
Tridngulos
acutangulos, 265
congruentes, 200
rectangulos congruentes, 200
semejantes, 68, 109, 114
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Trigonometria, 109, 116

del tridngulo rectangulo, 270
Triple ordenado de nimeros, 379
Triples ordenados, 379, 383

U

Unidad imaginaria, 143
Unién de
conjuntos, 8
intervalos ajenos, 51
una cantidad infinita de intervalos ajenos, 86

'}

Valor
absoluto
de un ndmero, 12
propiedades del, 12, 14
de la funcién en x, 49
de una funcién polinomial, 140
futuro del principal, 308
maximo, 131
Valores
correspondencia univoca entre, 49
crecientes del pardmetro, 372
de la variable, 233, 234
de las funciones trigonométricas, 202, 240, 256
Variable(s)
dependiente, 49
ecuacion con dos, 24
independiente, 49
valores de la, 233, 234
Variaciones de la grifica exponencial, 290
Vértice, 76-82, 84, 88, 97, 108, 112, 123, 189, 193, 231, 240,
256, 265, 267-268, 328-334, 337, 339-341, 346-
347, 365-367, 369, 372, 387-389, 391
de la pardbola, 78, 366, 387
de una elipse, 366
de una hipérbola, 366
Vértices de la
elipse, 336, 366, 387, 389
hipérbola, 343, 387
Vida media, 306, 311, 312, 314, 324
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Repaso de algebra

Enteros

{...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...}

Enteros positivos (nimeros naturales)
{1,2,3,4,5,...}

Enteros no negativos (niimeros enteros)
{0,1,2,3,4,5,...}

Niameros racionales
Un ndmero racional tiene la forma p/q, donde py g #0
son enteros

Nimeros irracionales
Un ntimero irracional es uno que no se puede escribir
en la forma p/q, donde p y g # 0 son enteros

Ndmeros reales

El conjunto R de los nimeros reales es la union de los
conjuntos de los nimeros racionales y los nimeros
irracionales

Leyes de los exponentes

aman — am+n’ — = am—n
a
(am)n — amn’ (ab)n — anbn’
ay _ lLa# 0
_ = —, a
b b"

Exponente negativo

1
a"=—mn>0
a

Radical
a' = \/a. n > 0 es un entero

Exponentes y radicales racionales
am/n — (am)l/n — (alln)m

am/n —

Formula cuadratica
Las raices de una ecuacién cuadratica ax®> + bx + ¢ = 0,
a#0, son

—b =V b* — dac

2a

x =
Desarrollos de binomio
(a + b)>=a*+2ab + b*
(a + b)’=ad’+ 3a% + 3ab* + b*
(a + b)* = a* + 4a°b + 64°b* + 4ab® + b*
(a + b)’=d’° + 5a*b + 10a°b* + 10a’b® + 5ab* + b°
Triangulo de Pascal

Los coeficientes del desarrollo de (a + b)" siguen la
pauta siguiente:

Cada ndmero del interior de este conjunto es la suma de
los dos nimeros que estan directamente arriba de €l:

1 4 6 4 1
NN N N
1 5 10 10 5 1
El dltimo renglén es el de los coeficientes del desarrollo
de (a + b)°.

Formulas para factorizar
a>—b*=(a—b)a+0b)

a— b= (a—b)(a®+ ab + b*)
a+ b= (a+b)a®— ab + b*)
(a = b)

a*—=b*=(a —b)(a + b)(a*> + b?)

Definicion de valor absoluto

a
la| =
—a

Propiedades de las desigualdades
Sia>byb> c,entonces a > c.

sia es no negativo (a = 0)
sia es negativo (a < 0)

Sia < b,entoncesa +c<b + c.
Sia < b, entonces ac < bc cuando ¢ > 0.

Si a < b, entonces ac > bc cuando ¢ < 0.



Desigualdades de valor absoluto
|x —al <bequivalea—b <x —a<b

Repaso de graficas

Ix — al > b equivaleax —a >byx —a <—p Paradeterminarintersecciones

El nimero e
e = 2.718281828459 . ..

Definiciones del ndmero e

1 X
e = h’m(l + >
X o X

e=UHm(l + h)'"
h—0

Definicién de un logaritmo
y = log,x equivale ax = b’

Logaritmo natural
log,x = Inx

y = Inx equivaleax = ¢’

Leyes de los logaritmos
log,MN = log,M + log,N

M
logbﬁ = log,M — log,N

log,M“ = clog,M

Propiedades de los logaritmos

log,b =1
log,1 =0
log,b* = x
plogt — 5

Cambio de la base b a la base e

Inx

1 _ "
Ofp Inb

Intersecciones al eje x: Igualar x = 0 en una ecuacion,
y despejar y

Intersecciones al eje y: Igualar y = 0 en una ecuacidn,
y despejar x

Vértice (h, k) de una parabola
Completar el cuadrado en x para f (x) = ax®> + bx + cy
obtener f (x) = a(x — h)* + k. O también, calcular las

coordenadas
f 2a

Funciones pares e impares
Par:  f(—x) = f(x); Simetria de la grafica: eje y

Impar: f(—x) = —f(x); Simetria de la gréfica: origen

Transformaciones rigidas
Grificade y = f (x) parac > 0:

y = f(x) + ¢, desplazada c unidades hacia
arriba

f(x) — ¢, desplazada c unidades hacia
abajo

f(x + ¢), desplazada c unidades hacia
la izquierda
y = f(x — ¢), desplazada c unidades hacia
f

la derecha
x), reflexion en el eje y

(-
= —f(x), ), reflexién en el eje x

Asintotas

Si las funciones polinomiales P y Q no tienen factores
comunes, entonces la grafica de una funcién racional
P(x) ax"+--+ax+a
o(x) bax™+ -+ bx + b,

flx) =
tiene una asintota vertical donde Q(x) = 0. La grafica
tiene la asintota horizontal
y = a,lb,, cuandon = m,
y la asintota horizontal
y = Ocuandon < m.

La gréfica no tiene asintota horizontal cuandon > m. La
grafica tiene una asintota oblicua cuandon = m + 1.



Repaso de trigonometria

Definicion de seno y coseno con el circulo unitario

y

N PO Y)
1 i\ y=senf

[ X N
k/ x =cosf

Otras funciones trigonométricas

y senf X cosé
tanfd = — = s cotd=—=

X cos y sen 6

1 1 1 1
sech) = — = . csc=—=——

X cos 6 Yy senf

Definicion de seno y coseno con un triangulo
rectangulo

op
hip senf = Fp
op
6 cosf = :;dfy
ady P

Otras funciones trigonométricas

0 ad
tan 6 = 7p’ cotfd = a0y
ady op
hi
secld = —, cs00=7p
a op

Signos de seno y coseno

sen >0 | sen >0
cosf<0 | cosf>0

sen <0 | sen6<0
cosf0<0 | cosf>0

I

Valores de seno y coseno para angulos especiales

Cotas de seno y coseno
—l=senf=1 y —-1=cosf=1

Periodicidad de las funciones trigonométricas
sen(@ + 27) = sené, cos(6 + 2m) = cos 6

sec (6 + 27) = secé, csc(@+ 27) = csc b

tan(6 + ) = tané, cot(+m) = coth

Identidades de cofunciones

sen(w — 6) = cos 0
2

o

——0 | = 0
005(2 ) sen

T
tan{ — — 6 | = cot ¢
an(2 ) co

Identidades pitagoricas
sen’ 6 + cos’ 6 = 1

1 + tan’6 = sec’d

1 + cot’d = csc?0

Identidades pares/impares

Pares Impares
cos(—#@) =cos®  sen(—@) =— send
sec(—6) =secd  csc(—6) =— csch
tan(—6) =— tané
cot(—8@) =— cot @



Formulas de suma
sen(6, + 6,) = senf,cosf, + cosf,senb,
cos(6, + 6,) = cos,cosfh, — senf,senfh,

tan6, + tané,

tan(60, + 0,) =
an(0y 2) 1 — tan6,tané,

Formulas de diferencia
sen(f, — 0,) = senf,cosf, — cosf,senb,

cos(@, — 6,) = cosf,cosf, + senf,senb,

tan(6 0,) tan6, — tan6,
an(6, — =
! : 1 + tan 6,tan@,

Formulas de angulo doble
sen260 = 2senfcos 6

cos26 = cos’6 — sen’0

Formulas alternas de angulo doble para coseno
cos20 =1 — 2sen’6

cos26 = 2cos’0 — 1

Formulas de mitad de angulo

,0 1 — cosé@
sen” - = —————
2 2
coszg— 1 + cosé
2 2

Formulas de mitad de angulo que se usan en calculo

) 1 — cos26

sen" ) = ————
2

) 1 + cos26

cos” 0 =f

Solucion de triangulos

Ley de los senos
sena  senf83  seny
a b c

Ley de los cosenos
a’> = b* + ¢ — 2bccosa

b* = a* + ¢ — 2accos B

¢ =a’> + b*> — 2abcosy

Funciones trigonométricas inversas
y = arcsenx si, y sélosi x =seny, —7w/2 =y = 7/2

y = arccosx si,ys6losix =cosy, 0 =sy=mxw

y = arctanx si, y s6losi x =tany, —7/2 <y <m/2

Formula de reduccion para un seno desplazado
c,cosBt + c,senBt = Asen(Bt + ¢)

donde A = V ¢} + 3,y ¢ se define por
sen¢g = ¢,[A, cos¢p = ¢,/A

Ciclos de seno, coseno y tangente

5
k\

L
B E—
[SIEY
bS]
el
N
B
=
|
—
_’_
(SIE]
olg
DL
Bl
|
———oln 4
i I

Sseno coseno tangente



	Precálculo con avances de cálculo 

	Contenido 

	Prefacio 

	1. Desigualdades,
ecuaciones
y gráficas 

	2. Funciones 

	3. Funciones
polinomiales y
funciones racionales 

	4. Funciones
trigonométricas 

	5. Funciones
exponenciales
y logarítmicas 

	6. Secciones cónicas 

	Respuestas a
problemas impares
seleccionados 



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /PTB <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


