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Introduccion

Los métodos numéricos son técnicas que usan operaciones aritméticas para
resolver problemas matematicos que no tienen solucion analitica; estas operacio-
nes, por su parte, puedan ser programadas en una computadora. Métodos numeéri-
cos con Excel. Guia prdctica para ingenieros es el resultado de mas de diez afios
de trabajo académico e investigativo en la Fundacion Universidad de América.
Esta guia presenta un curso dinamico e interactivo que se basa en el uso de la
computadora digital. Es de anotar que los resultados de los algoritmos se com-
pararan, en la medida de lo posible, con los valores de la solucion analitica, para
establecer el error, la exactitud, la precision y la estabilidad de dicho método. La
mayoria de los modelos que trabaja un ingeniero no tiene solucion analitica, por
lo que adquieren relevancia las aproximaciones numéricas para la solucion de pro-
blemas. Igualmente, hay que resaltar que cada algoritmo implica numerosas ope-
raciones aritméticas y logicas, que requieren pseudocodigos para que el estudiante
programe en Excel los métodos propuestos en cada capitulo. Ademas, el texto esta
orientado hacia la solucion de problemas, dado que los estudiantes de ingenieria
apropian mejor el aprendizaje cuando estan motivados por la solucion de modelos
con aplicaciones hacia sus areas de interés. También se enfatiza en una metodolo-
gia pedagdgica, en la que se formulan el algoritmo y su demostracion, y se propo-
nen ejemplos practicos, que son desarrollados de forma clara y explicita con tablas,
figuras y andlisis de resultados.

El objetivo de la obra es aplicar métodos numéricos para la solucion de mode-

los en ciencias e ingenieria, teniendo en cuenta que los algoritmos generan una
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solucion aproximada y, por ende, se debe buscar reducir el error y sus causas.
Aqui se enfatiza en la programacion de los métodos por medio de la herramienta
computacional Excel. Métodos numéricos con Excel se estructura en seis obje-
tivos especificos: interpretar el concepto de error, cifras significativas, redon-
deos y la serie de Taylor; programar algoritmos para solucion de ecuaciones no
lineales; solucionar sistemas de ecuaciones lineales y no lineales mediante la
utilizacion de diferentes métodos iterativos; modelar una funciéon polindmica
a partir de unos datos experimentales para realizar estimaciones entre los datos
no observados; aplicar algunos métodos iterativos para el calculo de derivadas
e integrales, y utilizar algunos métodos numéricos en la solucion de ecuaciones

diferenciales ordinarias.



CAPITULO 1

Aproximaciones y errores

En muchos problemas de ciencias e ingenieria es imposible llegar a la solu-
cion analitica de un modelo que se ajuste a un fendmeno especifico. Es por esto
por lo que se trata de aproximar estas soluciones mediante algoritmos numé-
ricos que tienen errores. En tales casos se deben usar estimaciones de dichos
errores. En esta unidad se presentan varios algoritmos para producir el resul-
tado requerido, que el lector podra escoger segun sus necesidades y teniendo en
cuenta la rapidez y exactitud.

Al resolver un problema matematico con una calculadora estandar, los
numeros decimales calculados son inexactos. Estos nlimeros casi siempre se
redondean segun la mantisa, lo que hace que se produzcan errores de propaga-
cion si realizamos calculos a partir del dato redondeado.

En cualquier software de calculo numérico se producen errores de trun-
camiento o redondeo, que causan graves efectos en las operaciones iterativas
y generan resultados incoherentes en la solucion final. Es aqui donde es funda-
mental el estudio de los errores sistematicos y accidentales y de su incidencia en
los célculos que realiza la computadora.

El objetivo de esta unidad es manejar los conceptos de error, exactitud,
precision y redondeo, asi como conocer la forma de aproximar una funcion al
polinomio de Taylor. Concretamente, aqui se trata de determinar los diferentes
tipos de errores que se pueden presentar en la evaluacion de una funcioén, esta-
blecer la propagacion de errores en una funcion de varias variables y representar
una funcion mediante la serie de Taylor y el error en que se incurre, dependiendo

del nimero de términos del polinomio.
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LECCION 1. Aproximaciones y errores

En ciencias e ingenieria cometer errores en un proceso puede resultar cos-
toso e incluso catastrofico. Ante esta posibilidad los métodos numéricos hacen
una aproximacion para la solucion de un modelo matematico, por lo que siem-
pre se veran involucrados errores, los cuales, si su distribucion es aleatoria y se
agrupan muy cerca de una prediccion, se pueden considerar insignificantes y la
solucion al modelo sera la adecuada. En este sentido, es necesario evaluar qué
tantos errores se pueden presentar en los calculos y cuantos son tolerables.

Cifras significativas

Si se tiene un valor que se empleara en un calculo, se debe tener la certeza
de que pueda utilizarse con confianza. El concepto de cifras o digitos signifi-
cativos de una medida se puede especificar como la representacion de una o
mas escalas de incertidumbre en determinadas aproximaciones. Por ejemplo, si
tenemos 5.12 tiene tres cifras significativas o 8000 que se puede escribir como
8*10°%, tendra una cifra significativa.

El concepto de cifras o digitos significativos se define como los digitos que
se consideran no nulos, es decir, los valores diferentes de cero situados entre dos
cifras significativas. Los ceros a la izquierda de la primera cifra significativa no
se consideran valores significativos. Veamos el siguiente caso:

0.00003146
0.0003146
0.003146
0.03146
0.3146

Los anteriores ntimeros tienen cuatro cifras significativas: 3, 1, 4 y 6. Ana-
licemos otros dos casos: 0.0040021 tiene cinco cifras significativas: 4, 0, 0, 2 y
1, y 6.002 tiene cuatro cifras significativas: 6, 0, 0y 2.
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Ciertas cantidades, por ejemplo, m, ¢ A (E2, son llamadas irracionales,
representan medidas especificas, pero no se pueden reproducir con un nlimero
finito de digitos. En los computadores, la mantisa (diferencia entre un nimero y
su parte entera) es la que permite representar la exactitud de una cifra. Por otra
parte, dependiendo de este atributo, la omision de cifras significativas se deno-
mina error de redondeo.

Exactitud y precision

La exactitud se refiere a qué tan cercano esta el valor calculado o medido
del valor verdadero. Por su parte, la precision se describe como qué tan cercanos
se encuentran diversos valores calculados o medidos. Los calculos numéricos
deben garantizar los protocolos de modelos de ciencias o ingenieria en cuanto a
exactitud y precision. En la figura 1 se hace una analogia entre un tiro al blanco
y estos conceptos:

Figura 1. Exactitud vs precision

INEXACTO E IMPRECISO EXACTO PERO IMPRECISO

INEXACTO PERO PRECISO EXACTO Y PRECISO

Nota. Creacion propia del autor. Relaborado a partir de Chapra y Canale (2011).
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Definicion de error

Cuando se menciona el término «aproximacion» se hace referencia al acer-

camiento a un valor tedrico o pardmetro. Los errores numéricos se presentan

por la utilizacion de aproximaciones en calculos sobre modelos. Seglin Nieves

y Dominguez (2006, p. 12), existen cuatro formas en las que se generan los

C€ITOrCsS:

a)

b)

d)

Error de redondeo. Se debe a que la computadora solo puede repre-
sentar cantidades con un nimero limitado de digitos; por lo tanto, los
valores verdaderos no son expresados exactamente, ya que parte de la
fraccion decimal esta redondeada, pues ha sido acortada después del

digito final.

Error de truncamiento. Se debe a las aproximaciones utilizadas en la
formula matematica del modelo. Los errores de truncamiento repre-
sentan la diferencia entre una formulacion matematica exacta del pro-
blema y la aproximacion dada por un método numérico. Por ejemplo,
el resultado exacto de un problema es 7.6784231 y el método numé-
rico arroja 7.678.

Error significativo. Ocurre cuando al ejecutar una operacion en una
maquina calculadora, el niimero de cifras validas es menor que lo
esperado. Por ejemplo, la operacion 7.898845 —7.898732 =0.000113,
en una maquina que maneje notacion de punto flotante para seis digi-
tos genera como resultado 0.113000 x 107 y los tres tltimos digitos no
son significativos.

Error propagado. Es el error que se obtiene en la salida (respuesta)
generada en los pasos sucesivos debido a la ocurrencia de un error

anterior.
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Calculo de errores

»  Error absoluto. Diferencia en el valor absoluto entre el valor exacto y
calculado.

E,=Ve-Vy|

»  Error relativo. Cociente entre el error absoluto y el valor exacto en
porcentaje.

V-V,
E = Mlxm%
VS

Ejemplo 1

La distancia que recorre una particula que se suelta desde el reposo esta

dada por:

y = 4.9¢t2

Donde y, quedara en metros y ¢, es el tiempo en segundos desde cuando se

libera la particula. Si transcurridos =13.95, se redondea a 14 calcular: a) cual es
el error en ¢, y b) cual es el error en y.

Se supone que se debe evaluar la velocidad con la que se desplaza una par-

ticula al cabo de ¢ = 13.95, sabiendo que la funcion aceleracion esta expresada
como a(t) = 4.9t % Si se redondea ¢ = 14, determinar: a) cual es el error en ¢ y b)
cual es el error en a(?).

Solucién a

Ve=13.95 V.= 14

E,=[13.95-14/=0.05 seg.

13.95-14

[+) g, )
13.95 x100 % =0.00358 x 100 % = 0.36 %

E,-|

17
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Solucion b

Ve > 1/(13.95) = 4.9 = (13.95)2= 953.55225
Ve > y(14) = 4.9 + (14)2= 960,4

E, = |960.4 —953.55225| = 6,84775
|960.4—953.55225 |
r|  953.55225 |

E #7100 % = 0.00718 x 100 % =0.72 %

Observe que el error absoluto que se propaga para y(?) es 6.84775, 1o que
es producto del error cometido al aproximar ¢ en 0.05 segundos.

La tolerancia se establece como el menor valor entre la diferencia de la
iteracion actual menos la anterior, lo que garantiza que la cantidad de decimales
para la aproximacion se puede definir en términos absolutos (x - X ) o en tér-

minos relativos: (X - X )/X.
n n-1 n

. _|valor actual - valor previo)

7 x100%
X valor actual |

Si se fija segun los protocolos del experimento, un numero especifico de
decimales, cuando la tolerancia sea menor que los decimales prefijados (¢), se
deben realizar las iteraciones hasta que cumpla [ 7 | <.

Reglas de redondeo

Se deben tener en cuenta tres reglas para la funcion redondeo:

a) Sieldigito que sigue al redondeo por aplicar es mayor de 5, se aumenta
en 1, y si es menor que 5, se conserva el digito por redondear.

b) Si el digito que sigue al redondeo es 5 y el punto decimal por redon-
dear es impar, se aumenta en 1.
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c) Si el digito que sigue al redondeo es 5 y el punto decimal por redon-
dear es par, se conserva el digito por redondear.

Ejercicios
Redondee cada uno de los nimeros a las cifras significativas dadas:

8.1823 a 3 cifras significativas = 8.182
8.1823 a 2 cifras significativas = 8.18

10.406 a 4 cifras significativas = 10.4060
7.3500 a 2 cifras significativas = 7.35
45.35250 a 5 cifras significativas = 45.35250

7289 a 2 cifras significativas = 7289.00

Calcular: 2.68 x 10° +4.36 x 10%-1.35 x 10*. Se deben trabajar todos los
términos con el mismo exponente, tomando el que mas se repita, en este
caso: 0.0268 x 104+ 4.36 x 10 - 1.35x 10#=3.0368 x 10*.

Si se tiene 0.15486, hallar el error relativo de truncamiento y de redondeo
con cuatro decimales en los casos a y b descritos a continuacion.

a) Truncando al cuarto decimal si el valor teérico o real es 0.15486 y la
aproximacion equivale a 0.1548.

_10.15486 — 0.1548

R = |770.15486 EY

Ep = 0.0387 %
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b) Redondear al cuarto decimal si el valor teorico o real es 0.15486 y la
aproximacion equivale a 0.1549.

b = |0.15486 — 0.1549
R 0.15486

* 100

Er = 0.0258 %

Observe que en el calculo del redondeo se realiza una operacion mas; es
por esto por lo que la mayoria de los computadores truncan los céalculos.

Distribucion normal

Al tener una variable aleatoria continua X donde hay mas de treinta obser-
vaciones, generalmente todo fendmeno sigue una distribucion normal o curva
de Gauss (llamada asi en honor al famoso matematico aleman que la publico en
1809). La distribucion normal considera la media p en el centro de la distribu-
cion y la desviacion tipica o. Si se define N (u, 6), se cumplira que la variable

continua puede tomar cualquier real.

La funcioén de distribucion de probabilidad es normal con media p 'y des-
viacion tipica o, si se designa por N (L, ), se cumplen las siguientes condi-
ciones:

* Lavariable aleatoria toma cualquier real (- oo, + o).

* La funcion de densidad de probabilidad esta dada por la distribucion
gaussiana:

)= mes



CapiTULO 1. Aproximaciones y errores

Se utilizara la distribucion para la depuracion de datos. Los datos depu-
rados seran aquellos cuyo numero de desviacion estandar (Z) sea mayor a -1y
menor a 1, es decir, a mas o menos una desviacion estandar de la media -1 <Z,
< 1. Z, lo que se calcula con la formula:

Donde p es la media; o, la desviacion estandar, y x, el dato por analizar.

Ejemplo 1
Depurar y seleccionar los datos que estén dentro de la distribucion normal
de la siguiente tabla:
B
3 |xi
4 | 6,32
5 | 6,34
6 | 6,31
7 | 6,33
8 | 6,38

Se calcula el promedio y la desviacion estandar de la muestra (tabla del
ejercicio).

Xi

6,32
6,24
6,31
6,33
16,28 :
9 |PROMEDIO =PROMEDIO(B4:B3)
10 | DESVIACION EST. [=DESVEST(B4:88)

~l | Oh LN W

co
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Ejecutando los comandos tenemos:

B c
'8  PROMEDIO 6,336
10 DESVIACIONEST. |  0,02702

Se establece Z para determinar cudles son los datos mas lejanos de la
medida de tendencia central (promedio) para luego descartarlos.

C

~(84-5C59)/(5C$10)

3 [xi

4]

Al evaluar los Z se obtiene:

6,32

B
Zi
-0,592186568
0,148046642
6,31 -0,962303173
6,33| -0,222069963

5.35]_1,628513062]

6,32
6,34

0w ~ O W

Los datos en rojo son los depurados al utilizar la distribucion normal y Z.
Se utilizara un condicional para obtener todos los datos resultantes de la depura-
cion y que cumplan con el criterio: -1 <Z < 1.

A B C D

3 |Xi Zi Xi Depurados

4 6,32| -0,592186568 6,32
5 | 6,34| 0,148046642 6,34
6 6,31| -0,962303173 6,31
7 6,33| -0,222069963 6,33
8 6,38




CapiTULO 1. Aproximaciones y errores

Condicional para la depuracion de las observaciones:

B C [ E
3 [Xi Zi Xi Depurados |
4 6,32] -0,592186568|=SI(Y(C4<1;C4>=-1);84;"")

Se obtienen cuatro datos de la depuracion.
Ejemplo 2

La formula de Manning' para un canal rectangular se expresa:

5
1 (B+xH)3 1
_1 (B=H) _

Q
"B+ 2H)§

Donde Q es flujo (m?/s); n, coeficiente de rugosidad; B, ancho (m); H, pro-
fundidad (m), y S, pendiente. Se tienen los siguientes datos para la profundidad

del canal:
A
6 Hi
7 2,59
8 2,71
= 272
10 2,58

11 2,79
12 2,56
13 2,66

14 | 2,66
15 2,71
16 2,63

Para depurar los datos utilizando la distribucion normal se calcula el pro-
medio y la desviacion estandar de la muestra (ver tabla del ejercicio).

1 La formula de Manning, postulada por Robert Manning en 1889, es una evolucion de la formula de
Chézy para calcular la velocidad del agua en tuberias y canales abiertos.
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2,59
2,71
2,72

10 /2,58

11 (2,79

12 (2,56

13 |2,66

14 {2,66

152,71

16 12,63

17 |Promedio =PROMEDIO(A7:A16)

18 | Desviacion Estandar |=DESVEST(A7:A16)

‘.
6 Hi
7
8
9

Al evaluar el promedio y la desviacion estandar se obtiene:

A B
17 |Promedio 2,661
18 'Desviacion Estandar | 0,072793467

Se establece Z para determinar cudles son los datos mas lejanos de la
medida de tendencia central (promedio) y luego descartarlos.

A B
6 |Hi zi
7 2,591=(A7-58517)/($8518)|

Resaltados en rojo aparecen los valores que no cumplen con el criterio:
-l<Z<I:
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A B

6 |Hi Zi

7 2,59| -0,975362249
8 2,71} 0,673137327
9 2,72| 0,810512291
10 2,58

1 2.8

12 2,56

13 2,66| -0,013737496
14 2,66| -0,013737496
15 2,71 0,673137327
16 2,63 -0,42586239
17 |Promedio 2,661

18 |Desviacion Estandar | 0,072793467

Los datos en rojo son los datos depurados al utilizar la distribucion normal
y Z. Se utilizard un condicional y la funcion contara para obtener todos los

resultantes de la depuracion y que cumplan con el criterio -1 < Z < 1.

_ A _ 5 c
6 |Hi lzi Datos Depurados
7 2,591 -0,975362249| =S1(Y(87<1;87>=-1);A7;"")|

Al aplicar la funcion condicional en la columna «Cy, el que incumpla con

el criterio no aparecera como dato.
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A B C

6 Hi zi Datos Depurados
7 2,59| -0,975362249 2,59
SI 2,71 0,673137327 2,71
9 0,810512291 2,72
10

1

12

13 2,66| -0,013737496 2,66
14 2,66 -0,013737496 2,66
15 2,71| 0,673137327 2,71
16 2,63| -0,42586239 2,63

Se obtienen siete datos de la depuracion.

Ejemplo 3

La velocidad hacia arriba de un cohete se calcula con la siguiente formula:

[ m, J
v=uln| ——— |- gt
my —qlt

Donde v es velocidad del cohete hacia arriba; u, velocidad con la que el
combustible sale del cohete; m ,» asa inicial del cohete en el 1 = 0, g, 9.8 m/s?,

y g consumo de combustible?.

Si para u se realizaron las mediciones que estan en la tabla, depurar los

datos, utilizando la distribucioén normal.

2 Adaptado del ejercicio 4.15 de Chapra y Canale (2011).
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2200|
2000]
2500]
2300]
| 2600]
2100]
2250]
1900]
2400]

Se calcula el promedio y la desviacion estdndar de la muestra (tabla del

ejercicio).

2200
2000
2500
2300
2600
2100
2250
1900
10 |2400
1 [PROMEDIO =PROMEDIO(A2:A10)
12 |D. ESTANDAR |=DESVEST(A2:A10)

O 00~ O W AW N -

Se establece Z para determinar cudles son los datos atipicos a la medida de
tendencia central (promedio) y luego descartarlos.

4 A |s c
1 (U Zi I

2 2200]=(A2-$8511)/($8512)|
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Al ejecutar los Z se obtiene:

U Zi
2200| -0,21821789

W 0o~ U kW N -

-y
(=]

Los datos en rojo son los depurados al utilizar la distribucion normal y Z.
Se utilizaran un condicional y la «funcioén contar» para obtener todos los resul-
tantes de la depuracion y que cumplan con el criterio -1 <Z < 1.

A B C C
11U Zi Datos Depurados |
2 | 2200/ -0,21821789|=SI(Y( 82<1;B2>=F1];A2;"")|

Al ejecutar el comando condicional se obtiene:

A B C
u Zi Datos Depurados
-0,21821789 2200

W 00 =~ O U B WP e

—
o

Se obtienen cinco datos de la depuracion.
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Distribucion # de Student

La distribucion ¢ de Student se trabaja cuando se requiere estimar la media
poblacional y no se conoce la desviacion estandar, siempre y cuando la distri-
bucion original sea aproximadamente normal o el nimero de observaciones sea
mayor de 30.

Ejemplo 4

Realizar la estimacion por intervalos de los siguientes datos en un intervalo
de confianza del 95 %.

Xi
6,32
6,34
6,31
6,33
6,38

w0 00 ~ O U

b
= |

Se depuran los datos utilizando la distribuciéon normal (ver depuracion,
distribucion normal en ejemplo 1).

1) Los valores depurados son los siguientes:

F
5 | Xi
6 6,32
7 6,34
8 6,31
9 6,33
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Se calcula el promedio de los datos (funciéon promedio), ntimero de datos
de la muestra (funcion contar), grados de libertad (nimero de datos -1) y la des-

METoDp0os NUMERICOS CON EXCEL

viacion estandar de la muestra (funcion DESVEST).

1 Xi
2 632 PROMEDIO =PROMEDIO(A2:A5)
3 634 NUMERO DE DATOS =CONTAR(AZ2:A5)
4 6,31 GRADOS DE LIBERTAD "V"  |=C3-1
DESVIACION ESTANDART =DESVEST(A2:AS)

5 6,33

Al ejecutar los comandos se obtiene:

Se establece el intervalo de confianza 1 - a (0.95). Después se calcula el
valor critico (funcion distribucion ¢ inversa) con la sustraccion entre 1 y el inter-
valo de confianza (1-0.95) y los grados de libertad. Se determina el error de

LV, T S VU C R

Xi
6,32|PROMEDIO 6,325
6,34|NUMERO DE DATOS 4
6,31|GRADOS DE LIBERTAD "V" 3
6,33|DESVIACION ESTANDART 0,01290994

estimacion con la formula:

Donde 7 a/2 es el valor critico en la distribucion de Student; s, la desviacion

s
fx * —

2 ﬁ

estandar, y (En la raiz del nimero de datos.

A B

1 |INTERVALO DE CONFIANZA "1-a" 0,95

2 |VALOR CRITICO

=DISTR.T.INV((1-B1);3)

3 ERROR DE ESTIMACION

=B2*(0,01290944/RAIZ(4)

Al ejecutar los comandos se obtiene:
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A B
1 INTERVALO DE CONFIANZA "1-a" 0,95
2 VALOR CRITICO 3,18244631
3 ERROR DE ESTIMACION 0,0205418

Se establecen los limites superior e inferior con el promedio de la muestra

y el error de estimacion.

A B
1 LIMITESUP. |=6,325+0,0205418
2 LIMITE INF. =6,325-0,0205418

_ A B
1 LIMITE SUP. 6,35
2 LIMITE INF. 6,30

En un intervalo de confianza del 95 %, el valor real estara dentro de un
rango de 6.30-6.35.

Ejemplo 5

La férmula de Manning para un canal rectangular es:

1 (B*H)

1
2 S?
"(B+2H)

0=

Donde Q es flujo (m*/s); n, coeficiente de rugosidad; B, ancho (m), H, pro-
fundidad (m), y S, pendiente. Encontrar en un intervalo de confianza del 95 % la
estimacion del flujo si se tiene la siguiente tabla de datos depurada:
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Se depuran los datos utilizando la distribucion normal. Se calculan el pro-
medio de los datos (funcion promedio), numero de datos de la muestra (funcion
contar), nimero de grados de libertad (nimero de datos —1) y la desviacion

METoDp0os NUMERICOS CON EXCEL

G

6 Hi
7 2,59]
8 2,71
9 2,72
10 2,66]
1 2,66
12| 2,71]
13 2,63]

estandar de esta (funcion desviacion estandar).

| A B ©
1 Hi
2 [2,59 Promedio =PROMEDIO(A2:A8)
3 2,71 Desviacion Estandart |=DESVEST(A2:A8)
4 2,72 Numero de Datos =CONTAR(A2:A8)
5 2,66 Grados de Libertad  |=C4-1
6 2,66
7 12,71
8 2,63

Al calcular los comandos de la muestra se obtiene:

0~ O R W N =

A B c

Hi
2,59|Promedio 2,66857143
2,71|Desviacion Estandart | 0,04810702
2,72|Ndmero de Datos 7
2,66|Grados de Libertad 6
2,66
2,71
2,63
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Se establece el intervalo de confianza 1 - a (0.95). Después, el valor cri-
tico (funcion distribucion ¢ inversa) con la sustraccion entre 1 y el intervalo de
confianza (1 - 0.95) y los grados de libertad. Se determina el error de estimacion
con la formula:

Donde ¢ a/2 es el valor critico en la distribucion de Student, s, la desvia-
cion estandar, y (En la raiz del nimero de datos.

29 Intervalo de confianza "1-a" |0,95

30 Valor Critico =DISTR.T.INV((1-B29);C5)
31 |Error de Estimacion =B30*(C3/RAIZ(C4))

32 Limite Sup. =C2+B31

33 [Limite Inf. =C2-B31

Los limites en un intervalo de confianza del 95 % son:

29 Intervalo de confianza "1-a" 0,95
30 |Valor Critico 2,446911851
31 Error de Estimacion 0,044491576
32 :Ll'mite Sup. 2,713063005
33 |Limite Inf. 2,624079852

En un intervalo de confianza del 95 %, el valor real estara dentro de un
rango de 2.71-2.62.

33
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Ejemplo 6
La velocidad hacia arriba de un cohete se calcula con la siguiente formula:

m,
m, —qi

v=uln —gt

Donde v es la velocidad del cohete hacia arriba; u, velocidad con la que el
combustible sale del cohete; m, masa inicial del cohete en el = 0; g, 9.8m/s? y
g consumo de combustible®.

Halle el valor mas probable de u si se tiene la siguiente tabla de datos
depurada:

| H

v |
2200
2300
2100
2250
2400

L= T I T S

Se depuran los datos utilizando la distribucién normal. Igualmente, se cal-
cula el promedio de los datos (funcién promedio), nimero de datos de la mues-
tra (funcion contar), nimero de grados de libertad (ntimero de datos — 1) y la
desviacion estandar de esta (funcion desviacion estandar).

| A B C
1 U
2 |2200 Promedio =PROMEDIO(A2:A6)
3 2300 Desviacion Estandart |=DESVEST(A2:A6)
4 2100 Numero de Datos =CONTAR(A2:AB)
5 |2250 Grados de Libertad =C4-1
6 '2400

3 Adaptado del ejercicio 4.15 de Chapra y Canale (2011).
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Al calcular con los datos de la muestra se obtiene:

A B (c
1 ]
2 2200|Promedio 2250
3 2300|Desviacion Estandart 111,8034
4 2100|Numero de Datos 5
5 2250|Grados de Libertad 4
6 2400

Se establece el intervalo de confianza 1 - a (0.95). Se calcula el valor cri-
tico (funcion distribucion ¢ inversa) con la diferencia entre 1 y el intervalo de
confianza (1 - 0.95) y los grados de libertad. Se determina el error de estimacion
con la formula:

s
ee = ta * —

2 Vn

Donde ¢ 0/2 es el valor critico en la distribucion de Student; s, la desviacion
estandar y (En, la raiz del nimero de datos. Finalmente se calculan los limites
superior e inferior con el promedio de la muestra y el error de estimacion.

10 |Intervalo de confianza "1-a" 0,95

11 Valor Critico =DISTR.T.INV((1-B10);C5)
12 |Error de Estimacion =B11*(C3*RAIZ(C4))

13 |Limite Sup. =C2+B12

14 |Limite Inf. =C2-B12

Al ejecutar los comandos se tiene:

10 |Intervalo de confianza "1-a" 0,95
11 |Valor Critico 2,776445105
12 |Error de Estimacion 138,8222553
13 Limite Sup. 2388,822255
14 |Limite Inf. 2111,177745

En un intervalo de confianza del 95 %, el valor real estara dentro de un
rango de 2388.82 - 2111.17.
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Propagacion de errores

El proposito de este apartado consiste en estudiar como se propagan los
errores para variables dependientes cuando las independientes o las observacio-
nes tienen errores involucrados. Formulacion:

—Z:f(:c)2 =errores en la(s) variable(s) dependientes.

— G = matriz de las derivadas parciales de la(s) variables dependientes respecto
a las independientes u observaciones.

- sz = matriz de los errores en las observaciones o variables dependientes.
Algoritmo:
2 =G+

Ejemplo 7

Para estimar el area de un terreno triangular se tomaron dos lados adyacen-
tes y el angulo comprendido entre ellos, asi:

a=1623°
b=2536°
a=2528°

Los errores en cada medicion fueron:

V, =+0.05
V, =40.08
Vv, =40.03
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a. El primer procedimiento consiste en determinar la variable depen-
diente (en este caso el area).

A= %a*b*sentx
Es decir, se estima
DS =34

b. Para poder establecer el error en el area se calcula G.

dA 0A GA] llb 1 1 b
=|— — —|=|—-bh=*s5 —( * 5 —a* D *cos
aa ,ab, aa 2 sena , 2(1. SENd, 20‘, cCos @

Se evalua con los valores dados:

1 1 1
G = 3 25.36 * sen25.28 , 3 16.23 * sen25.28, 3 16.23 * 25.36 * cos 2 5.28

G = [5.414895768 , 3.465447883, 186.0876225]
La matriz transpuesta de G:

5.414895768
G' =|3.465447883
186.0876225

c. Lamatriz de los errores en las observaciones o variables independien-

tes es:
W aa Vaz Vs aa
sz =1 Via Vis Vi Via Vi Vi
\Y% \% \% v,

[P a.b o . a.b o

37
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Es importante aclarar que esta es una matriz de correlaciones entre las
observaciones, y que el orden de las filas depende de la matriz G, es decir, como
las derivadas parciales se inician con a, en este mismo orden deben ir los erro-
res. Si llegara a cambiar G (lo que se puede hacer), también cambiara la matriz
de los errores. Hay que sefalar que siempre sera una matriz cuadrada con orden
igual al ntimero de observaciones. Por otra parte, como las observaciones fueron
realizadas de forma independiente, las correlaciones entre las variables indepen-
dientes seran de cero.

Vﬂ,b = vb,a = 0 ’ Vﬂ,a‘ = Va‘,a = 0 ; Vb,(z = Vrz,b = O
Por lo tanto, la matriz quedara:
(0.05)" 0 0 00025 0 0
>x’=/0 (0.08)" 0 =0 00064 0

2 0 0 2.741556E-07

0 0 |003*
180

d. Elerror en el area esta dado por:
DA =G*Y x**G"

Al reemplazar:

0.0025 0 0 5.41489576 8
ZA: = [5.414805763 . 3465447883, 186.087622 5]‘ 0.0064 0 *| 3.465447883
0 0 2.741556E - 07 186.087622 5

ZAZ = 0.1596560744
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Como esté al cuadrado, se saca la raiz y finalmente:
D" 4=20.3995698617

Se aproxima a cuatro decimales, ya que las observaciones fueron tomadas
con dos decimales de exactitud:

ZA = +0.3996

Por lo tanto, el area esta entre:

A= %a *b* Sena = % 16.23*25.36* Sen25.28 =87.8838 + 0.3996
A 88,2834
87,4842

Comprobando con valores extremos, en las variables independientes las
areas deben estar en este rango.

Ejemplo 8

Si se tiene una figura con las siguientes medidas:

y =4.32£0.03

x=6.13+0.05
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Halle el valor mas probable del area y la diagonal de la figura.

a. Se formulan las variables dependientes: variables independientes
(base y altura): x, y; variables dependientes (area y diagonal):

A=x¥%y

D:ﬂ'x3+y2

b. Teniendo en cuenta los siguientes valores:

A B
1 Estimador Puntual de x 6,13
2 Error de estimacion de x 0,05
3 Estimador Puntual dey 4,32
4 Error de estimacion dey 0,03
Estimador

c. Se construye la matriz G:

dA 0A
_|ox oy
¢=lap ap
dx ady

Ya que en los términos de la matriz se deben calcular las derivadas parcia-
les de las variables dependientes respecto a las independientes se tiene:
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La matriz G:
dA _
dx Yy

y X

G X

’ y
Jxl +y? \/xl +y?

Se reemplazan los estimadores puntuales en la matriz G calculada.

B C
23 |=H18 =H16
24 |=(H16)/((H1642)+(H1842))|=(H18)/((H16/2)+(H18~2))

A B i
23 | 4,32 6,13
24| 0,81741108 0,57605479

La matriz: Gix? con los errores de estimacion para cada variable indepen-
diente

S [sz ny]

Vyx Vy?

Para todos los casos con los elementos ixy =iyx = 0, ya que las observacio-
nes fueron realizadas de manera independiente.

B C

27| =H1772 0
22|o =POTENCIA(H19;2) |

41
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La matriz transpuesta de G (G).

B C
31 |=TRANSPONER(823:C24) |=TRANSPONER(B23:C24)
32 =TRANSPONER(B23:C24) =TRANSPONER(B23:C24)

Al trasponer la matriz se obtiene:

B (2
31 | 4,32 0,817411082
32 | 6,13 0,576054792

Con estas tres matrices se calcula la matriz de errores de las variables
dependientes, usando la siguiente formula:

YA =G*Y 6"
3D =G*Y x**G"

La multiplicacién entre matrices para obtener la propagacion del error:

Matriz G
A B C
23 4,32 6,13
24 | 0,81741108 0,57605479
Matriz x?

27 0,0025 o|
28 0 0,0009




CapiTULO 1. Aproximaciones y errores 43

Matriz GT
B C
31 4,32 0,817411082
32 6,13 0,576054792
B C

35 | =MMULT(MMULT(B23:C24;827:C28);831:C32) |=MMULT(MMULT(B23:C24;827:C28);831:C32)
36 =MMULT(MMULT(B23:C24;B27:C28);B31:C32) =MMULT(MMULT(B23:C24;B27:C28);B31:C32)

Al ejecutar el producto se obtiene:

B C
35 0,08047521 0,012006134
36 | 0,012006134 0,001969057

Se verifica que las asociaciones de errores del area y la diagonal (i4D =
iDA) sean iguales (color amarillo), lo cual nos garantiza que los célculos de
matrices han sido correctos.

El resultado (F1:C1) es t4? y el resultado (F2:C2) es 4D".

Se calcula la raiz de ambos resultados, que seran los errores de estimacion
en ambas variables dependientes.

ZA = V0.08047521
YA = 02836815
Z D = V0.0812006134
ZD = 0.0443741

Con los estimadores puntuales se calcula el area y la diagonal, para esta-
blecer los limites superior e inferior, determinados con 04 y 4D.

A G H

24
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El resultado del area es:

G | H .
24 Area 26,4816

El célculo de la diagonal es:
G H [

31 |Diagonal [zRAZ((H1E2)+(H18%2))

Resultado de la diagonal:

G H
31 Diagonal 7,4992866

Se obtienen los valores mas probables para el area y la diagonal para esta:

G H
24 | Area =H16*H18
25 Error deArea =POTENCIA(B35;0,5)
zs]umite superior =H24+H25
27 | Limite inferior =H24-H25
Para la diagonal:
G H
31 DIAGONAL =RAIZ((H16"2)+(H18"2))
32 |Error de Diagonal =POTENCIA(C36;0,5)
33 Limite superior =H31+H32
34| Limite inferior [zH31-H32 I

Ejemplo 9

La formula de Manning para un canal rectangular se escribe:

1 (B*h); g

" (B+2H);
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Donde Q es el flujo (m?/s); n, coeficiente de rugosidad; B, ancho (m); H,
profundidad (m), y S, pendiente. Si para n, s y H se realizaron mediciones, en
las que se obtuvo n = 0.03 £ 0.001, s = 0.003 £ 0.001 y H = 2.668571429 +
0.04449158, calcule el flujo cuando el ancho del canal (B) es de 20 m. Asuma
que el ancho no presenta error. Se enumeran las variables dependientes e inde-
pendientes que tiene el ejercicio: constantes (1): B; variables independientes
(3): n, S, H; variables dependientes (1): flujo Q. Tenemos los siguientes valores:

C D E
20| Estimadores Puntuales |Errores
21 n 0,03 0,001
22 |5 0,003 0,001
23 |H 2,668571429 0,04445158

Ancho del canal que se asume sin error:

21|B | 20

Se construye la matriz G:

G{@ 4 49 ]
dn dS dH

Se calculan las derivadas parciales del flujo respecto al coeficiente de rugo-
sidad, pendiente y la altura:

n2

aQ 1 (B*H)% 1
_* = —_ % 52
an ( )(B+2H)§

5
a0 1\ (B*xH)3 1
%Z(ﬁ)iz*sz

(B + 2H)3

aQ 5 2 _2 4 s o =
E:( )[E(B*H)s*B*(B+2H) 3 — §(B+2H)3 # (B = H)3] * 52

n
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Al reemplazar los estimadores puntuales en la matriz G obtenida:

Derivada parcial con respecto a «ny.

A B

37 |n
38 [=(-D217-2)*POTENCIA(D2

S
2i0,5)"(([H21"D23)A5/3))/((H2142"D22))M2/3))) [-0,57(1/D21)"D22(-0,5)"{[H217D23)A(5/3)/(H21+2°D23)4(2/3))

Derivada parcial con respecto a «H».
g

37/H
38 |=(1/D21)*(D2240,5)"(((5/3) "(H21"D23)A(2/3) "(H21)*(H21+2"D23)A(-2/3)}+({-4/3) *(H21+2D23)(-5/3) *(H21"D23)"(5/3)))

Con respecto a «S» se evalua igual que las anteriores:

37 |n s H
38 5337,375247 26686,87624 91,57818668

La matriz x’ con los errores de estimacion para cada variable indepen-

diente.

Vn* VSn VHn
Z x2 = V}‘?S th?' VH&S‘
VnH VSH VH?

Para todos los casos con la matriz:

> x’=VnH = VHn = 0;VnS = VSn = 0; VSH = VHS = 0

44|=c2142 lo 0
45 (0 =E2212 0
46 |0 0 =£23A2
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Los errores en las observaciones son:

A B c
44| 0,000001 0 0
45 0  0,000001 0
45| 0 0  0,001979501

Ademas de estas dos matrices se calcula la matriz transpuesta de G (G").

A
50 |=TRANSPONER(A38:C38) |
51 =TRANSPONER(A38:C38)
52 =TRANSPONER(A38:C38)

Al evaluar la transpuesta:

A
50| 5337,375247
51| 26686,87624
52| 91,57818668

Con estas tres matrices se calcula la matriz del error en el flujo.

ZQE :G*sz * Gl

Se realiza la multiplicacion entre matrices para obtener la propagacion
del error.

Matriz G:

37|n s H
38| 5337,375247 2668687624  91,57818668

47
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Matriz 0x*:
A B C
44 | 0,000001 0 0
45 | 0 0,000001 0
46 0 0  0,001979501
Matriz G:
A

50| 5337,375247
51| 26686,87624
52| 91,57818668

Al realizar el producto de las tres matrices se obtiene:

A
56 | 757,27814761
57 0
58 0

El resultado (A56) es Q. La raiz del resultado sera el error de estimacion

del flujo:

ZQ = \757.2781476

¥Q = 160.1212574

Con los estimadores puntuales se calcula el flujo para determinar los limi-
tes (superior e inferior) determinados con G Q.
F G !
[=(2/021)*D224(0,5)*((H21*D23)7(5/3)/(H21+2*D23)7(2/3) )

55 [Flujo

El resultado del flujo es:

F
160,1212574

55 |Flujo
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La estimacion por intervalos para el flujo:

E F
ss[FIujo =(1/D21)*D224(0,5)*((H21*D23)(5/3)/(H21+2°D23)*(2/3))
56 Estimacion del Flujo =RAIZ(AS56)
57 Limite Superior =F55+F56
58 Limite Inferior =F55-F56

Los limites en un intervalo de confianza dado por las estimaciones en las
observaciones son:

E F
55 |Flujo 160,1212574
56 Estimacion del Flujo 27,51868724
57 |Limite Superior 187,6399447
58 |Limite Inferior 132,6025702

Con los datos calculados el valor mas probable del flujo estara entre 187.64
y 132.60 m’/s.

Teorema de Taylor

Al suponer que se tiene una funcion continua en un intervalo cerrado y es
derivable, se podra aproximar a un polinomio, asi:

( ,]: f(-"n )+ Jr’(-"o X-" X )+ Jnr{-"n X-" ) ]z + fm(-"n Xr ~ % )‘ +

p(x)= L S AT Y] S WG AYT Y] S W AT Y] 4 S {-"o X-"_-"n ]" + R (‘_]

o I 2 3 ! ’
Donde R (x) se denomina error de truncamiento o residuo asociado a P (x).
La serie infinita que se obtiene al tomar el limite de P (x) es n — oo se denomina
serie de Taylor para f respecto a x, La expresion para R (x) error de trunca-
miento es:

(n+1) -
Ry ()= L) e fo) (13

(n+l}

Donde z es un niimero entre x,y x



50 MEtopos NUMERICOS CON EXCEL

Ejemplo 10

Aproximar: f{x) = e'cos x en torno a x, = 0 mediante un polinomio con
n = 4. Esta funcion puede derivarse infinitamente (tiene derivadas de cualquier
orden).

—

Para poder desarrollar la serie evaluamos el primer término:

7(0)=e"Cos 0 =1
2. El segundo término:

f'(x)=e*(Cos x — Senx)
£'(0)=e"(Cos0 - Sen0)=1

3. El tercer término:

1"(x)= —2e*Senx
7"(0)=-2e"Sen0 =0

4. El cuarto término:

"(x)=—2e*(Cosx — Senx)

f
£"'(0)=—-2¢"(Cos 0 - Sen0)= -2
5. El quinto término:

frm(x): —46"C05x
1"""(0) = ~4¢"Cos0 = -4

Si se aplica el teorema:

1 1(x-0)+0(,\:-0)2 . -2(x-0) +—4(x—0)”

o T 2! 3| Tk (x)

p4(x)=
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Se desarrolla y simplifica:

3 4

p4(x): I +x—%_% + Rn(x)

Se evalua el polinomio con x = 1 y se establecen sus errores con respecto
al valor verdadero.

f(1)=e'Cosl =1.468693939

E, =|1.5-1.48693939 | = 0.01306061

_ ’0.0130606]

—————{x100% = 0,00878355 x100 % = 0.878355%
1.48693939

r

En la figura 2 se puede observar como aumenta el error si se aleja del
entorno x, = 0:

Figura 2. Comparativo del polinomio de grado cuatro con la funcion y su
discrepancia alrededor de cero

—aR

Nota. La funcién esta dada en color azul y el polinomio de grado cuatro en café. Se observa claramente
que las aproximaciones son relativamente buenas, entre - 2 'y 3.5, antes y después de este intervalo los errores
son muy grandes. Figura de elaboracion propia.
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Esta aproximacion puede mejorar mucho si se evaliian mas términos en la
serie, si tomamos un polinomio con 7 = 10 (se recomienda que el estudiante los
desarrolle) quedaria:

xl x4 xS x? xR xl)
x)=l+x————— —t— + +R
Pux) 3 6 30 630 2520 22680 (%)

Nuevamente al hacer la grafica (ver figura 3) en el mismo intervalo:

Figura 3. Comparativo del polinomio de grado nueve con la funcion y su
discrepancia alrededor de cero

28

5/ /;r"‘_ -3 -z -1 1 \j s
b \H_/

Nota. La mejora es significativa y se podrian obtener errores relativamente bajos en el intervalo — 4 y

3.5. Figura de elaboracion propia.

Ejemplo 11

Aproxime la funcion:

flx)=—=

X +1
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En torno a X = 2, mediante un polinomio de Taylor grado tres. A partir de
la serie de Taylor se desarrolla el polinomio hasta el grado deseado. Al truncar
el polinomio en el cuarto término:

_ f(xn) + fr(xu )()C — xu) + f”(xu Xx — Xy )2 + fm(xu Xx — X )3
0! I 2 3

F(X,)=funcion problema y reemplazada en X,
F’(X,)=primera derivada de la funciéon problema y reemplazada en X,
F(X,)=segunda derivada de la funcidon problema y reemplazada en X,

F"(X,)=tercera derivada de la funcion problema y reemplazada en X,

Se calculan las derivadas requeridas a partir de la funcion:

fO) ===

x241

Primera derivada

) =

x
Vxt+1

x2+1—x*;;_1*2x

. _ 2vx® +
f® =y

V2 +1—x=

1
—— s+ 2x
2Vx2 +1
x2+1

fx)=

(VxZ+ 1)+ (VaZ+1) —x?

e VaZ +1
fe= xZ2+1

Primera derivada de la funcién f'(x).
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Segunda derivada
[ =(f ()

f"(x)=( 1 E)
(x24+1)2

=6 +17%)

Fix)= —g* (x? +1)';* 2x

Fr@) = —3xs (2 4+1)"3

fray=-—=

[x2+‘])%
Segunda derivada de la funcion f'(x).
Tercera derivada de la funcion

. _( 3x ),
STw=E| - H
(x2+1)2

fr=—3= (ﬂ“ )
(x2+1)z

(¢ +1) —e 2 1) 22

((.\-2 +1}§]2

PN AN

(x* +1)

fr(x)=-3*

- o 2 +1)2 (62 +1)- 522
PERRCRIT 28
r)--se o)
(2 1) 2(x2 1)
()= 12x*-.:,
(x"+l)2

Tercera derivada de la funcion f'(x).
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Se evaltia la funcion y sus derivadas (primera, segunda y tercera) en torno
al valor dado por el ejercicio (X = 2), y se obtienen los siguientes resultados:

_ A _

g |Xo 12 ]
10 |F(Xo) =B9/(RAIZ(B9*2+1))

11 |F"(Xo) =1/(B9*2+1)1(3/2)

12

13 |

14]F"(Xo) [Fe*eanEsrasnsan |
15 |F"(Xo) =(12*B9A2 -3)/((B9A2+1)A(7/2))

Las derivadas evaluadas en X,

a8
9 Xo 2
10 |F(Xo) 0,8944272
11 |F'(Xo) 0,0894427
12|
13 |
14 |F"(Xo) -0,1073313
15 |[F"(Xo) 0,1609969

Al construir la tabla de Taylor en un rango de valores en el cual se encuen-
tre X . En este caso el intervalo tomado de valores se encuentraen X =-1y X=
5, con un paso de 0.1.

Se reemplaza la funcion y la serie de Taylor en cada uno de los valores que
se encuentran en el intervalo seleccionado.

- I J
3 X F(Xi) [P3(xi)
4| -1|=H4/(RAIZ(H4A2+1))]

La funcion que se va a aproximar:

- I
3 X F(Xi)
4| -1| -0,7071068

55
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El polinomio de tercer grado que aproxima a la funcion es:

| 'H [ J K L M | N | e |
3 X F(Xi) P3(Xi) Ea [er |
4 [ -1| -0,7071068 :sBs'_c+535'_'_-'[Ha-sBsgm[sBs;-aju'u_H:-sBsg_mz;mcr|jz;]+{|;ses_5]*'_H:-sBsgjuhsfmmsj:ﬂ

Al evaluar el polinomio en x =-1.

J
3 |P3(Xi)
-0,5813777

Se calcula el error absoluto restando la funcion evaluada con el polinomio
obtenido de la siguiente manera:

Ea = |F(Xi) — P;(Xi)|

) K
3 |Fxi) p3(xi) Ea
4 | -0,7071068| -0,5813777 =ABS(14-14)]

El error absoluto entre la funcion y el polinomio es:

I J K
3 |F(Xi) P3(Xi) Ea
-0,7071068| -0,5813777| 0,1257291

Con el error absoluto se obtiene el error relativo:

Ea

raol 100%

Er:|

| J K L
3 F(Xi) P3(Xi) Ea Er |
4 | -0,7071068| -0,5813777|] 0,1257291|=ABS(K4/14)*100)
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El error relativo en porcentaje:

) 1 J K L
3 |F(Xi) P3(Xi) Ea Er
4 | -0,7071068| -0,5813777| 0,1257291| 17,780781

Abhora se tabula el polinomio, la funcion y los errores en X,

___H 1 J K L
34 2| 0,8944272| 0,8944272 0 o|

Como se observa, se ajusta correctamente el polinomio a X, ya que los
errores tanto absolutos como relativos son cero. Para visualizar el comporta-
miento en el intervalo, a continuacion, se presenta la figura 4 de la serie de

Taylor y el polinomio:

Figura 4. Comparativo del polinomio de grado tres con la funcion (fun-
cion en color azul y p (x) en naranja) y su discrepancia alrededor de x = 2

Polinomio de Taylor

Nota. El polinomio de Taylor esta representado por la linea naranja, mientras que la linea azul es la
funcion evaluada; ambos valores se enfrentan con cada valor tomado y reemplazado en el polinomio y la

funcion, respectivamente, (F (X); X) y (P (Xi); Xi). Figura de elaboracion propia.
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Es claro que cuando la funcion se aleja del punto construido (X)), los erro-
res empiezan a aumentar considerablemente. Se puede visualizar en la figura 5
el error absoluto.

Figura 5. Grdfico del error absoluto en torno a x = 2

Error Absoluto

=g

Nota. Figura de elaboracion propia.

El polinomio de tercer grado que se ajusta a la funcion es:

X

o) ===

En torno a 2 es:

—0.10733(x—2)? + 0.1609(x—-2)3

Pn(3) = 0.894472 + 0.08944(X — 2) + ~ -
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Ejemplo 12

Encuentre el polinomio de Taylor de segundo grado que aproxima de la
siguiente funcion en torno a X, 0

f(x) =x=*tanx

A partir de la ecuacion general del polinomio de Taylor, se realiza el poli-
nomio hasta el grado deseado. En este caso, como el polinomio requerido es de
grado dos, al truncar la serie en el tercer término se tiene:

F”(Xo) i (X _Xo)z

Pn(2) = F(X,) + F'(X,) * (X = X,) + 21

Donde:
F(x,)=funcion problema y reemplazada en x,
F’(x,)=primera derivada de la funcion problema y reemplazada en x,

F"’(x,)=segunda derivada de la funcion problema y reemplazada en x,

Calculamos las derivadas requeridas a partir de la funcion problema:

f(x) = x * tan(x)
Primera derivada
f(x)= (x * tan(x))

f'(x) = tan(x) + x * sec?(x)

59
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Segunda derivada
£ = (FE)
£7(x) = (tan(x) + x * sec?(x))’
F7(x) = (sec?(x) + sec?(x) + 2 * x * sec(x) * (sec(x) * tan(x))
F7(x) = 2sec?(x) + 2sec?(x) * tan(x))

f7(x) = 2sec?(x)(1 + tan(x))

Se evaltia la funcion y sus derivadas (primera y segunda) en torno al valor
dado por el gjercicio (X = 0), y se obtienen los siguientes resultados:

2 |Xo lo I
3 |F(Xo) =B2*TAN(B2)

4 [F(Xo)  =TAN(B2) +B2*(SEC(B2))*2

5 |F(xo)  [=2%(sEc(22))M(2) * (1+7AN(=2)) |

Al evaluar en la funcion y las derivadas:

A B
2 |Xo
3 |F(Xo)
4 |F'(Xo)
5 |F"(Xo)

N © OO

Se construye la tabla de Taylor en un rango de valores en el cual se encuen-
tre: X . En este caso, el intervalo tomado de valores se encuentra en X =- 0.5y
X =1 con un paso de 0.1.

Se reemplaza la funcion y la serie de Taylor en cada uno de los valores que
se encuentran en el intervalo seleccionado.

G H

4
2 [xi F(Xi) ls

3| -0,51=G3*TAN(G3)|
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La funcioén evaluada en x =-0.5:

G H
2 \Xi F(Xi)
3 -0,5| 0,27315124

El polinomio de grado dos que aproxima la funcion se calcula asi:

G H I ) K L :
2 |xi F(Xi) P2(Xi) ea |er |
3 -0,5| 0,27315124]= 5853 + $B54%(G3-5BS2) + (SBS5*(G3-5852)A(2))/(FACT(2))|

El polinomio evaluado en x = -0.5:

G H [
Xi F(Xi) P2(Xi)
-0,5| 0,27315124 0,25

Se calcula el error absoluto restando la funcion evaluada con el polinomio,
que fue obtenido de la siguiente manera:

Ea = |F(Xi) — P,(Xi)|
H ; J

2 [F(xi) Ip2(xi) Ea
3 | 0,27315124] 0,25|=ABS(H3-13)|

El error absoluto entre la funcion y la derivada es:

H | J
2 |F(xi) P2(Xi) Ea
3 | 0,27315124 0,25/ 0,02315124
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Con el error absoluto se obtiene el error relativo de la siguiente forma:

Br=| 24 1. 100%
= | *
"= 1FxD i
H | J K
2 [F(xi) P2(Xi) Ea Er |
3 | 0,27315124 0,25/ 0,02315124]=ABS(J3/+3)*10q]

El porcentaje error entre la funcidn y el polinomio en x = -0.5:

4 H | J K
2 |E(Xi) P2(Xi) Ea Er
0,27315124 0,25| 0,02315124| 847561391

Como se puede observar, se ajusta correctamente el polinomio a X, ya que
los errores, tanto absolutos como relativos, son cero. Para visualizar el compor-
tamiento en todo el intervalo a continuacion se presenta la grafica de la serie de
Taylor y el polinomio.

4 G H |
2 |Xi F(Xi) P2(Xi) I
3 | -0,5| 0,27315124 0,25
4 -0,4| 0,16911729 0,16
5 -0,3| 0,09280087 0,09
6 -0,2| 0,04054201 0,04
7 -0,1| 0,01003347 0,01
8 0 0 0
9 0,1/ 0,01003347 0,01

El polinomio de segundo grado que se ajusta a la funcion fx) = x * fan(x)
en torno a cero es:

2(X — 0)?

Pn(2) = T

Pn(2) = X?
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Figura 6. Comparativo del polinomio de grado dos con la funcion y su

discrepancia alrededor de cero

Polinomio de Taylor

2

3

|

-0,5 0 0,5 1

F(x)

Polinomio de Taylor

1,5

Nota. En la figura el polinomio de Taylor esta representado por la linea naranja, mientras que la linea

azul representa a la funcion evaluada. Figura de elaboracion propia.

Como vemos en la figura 6, es claro que cuando la funcion se aleja en torno

al punto de X, los errores empiezan a aumentar considerablemente. Si calcula-

mos los errores absolutos de la figura 7, mediante la siguiente tabla:

- | J

2 Xi F(Xi) P2(Xi) Ea |
3 | -0,5| 0,27315124 0,25| 0,02315124
4 -0,4| 0,16911729 0,16| 0,00911729
5 -0,3| 0,09280087 0,09| 0,00280087
6 -0,2| 0,04054201 0,04| 0,00054201
7 -0,1| 0,01003347 0,01| 3,3467E-05
8 0 0 0 0
9 0,1| 0,01003347 0,01| 3,3467E-05
10 0,2| 0,04054201 0,04| 0,00054201

63
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Figura 7. Error absoluto entre el polinomio y la funcion en torno a x = 0

Error absoluto

0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

o]

-0,6 0,4 -0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2
0,1

Nota. Figura de elaboracion propia.

Ejemplo 13

Encuentre el polinomio de Taylor de tercer grado que aproxima la siguiente
funcion en torno a X =3:

fGx) =xxe*
Se calculan las derivadas requeridas con la funcion problema:
f(x) =xx*e*

Primera derivada

f'(x) =e* + xe*

f(x) =e*(1+x)
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Segunda derivada
f;/(x) = (ff(x))/

) =(e*1+x)
ff(x)=e*(1+x)+ e*
() = e +xe* + e*

F(x) = 2e* + xe*

f7x) = e*(2+x)

Tercera derivada de la funcion

fr)=(e*2+x)
f) = eX(2+x) + e*
(%) = 2¢* + xe* + e

f() = 3e* + xe*

f7) = e*(3+x)

Se evaltia la funcion y sus derivadas (primera, segunda y tercera) en torno
al valor dado por el gjercicio (X = 3), y se obtienen los siguientes resultados:

A B
20 I3
3 [F(Xo)  =B2*EXP(B2)

4 [F(Xo)  =EXP(B2)*(1+B2)
5 |F" (xo) [=EXP(e2)*(2+52)
6 F(Xo)  =EXP(B2)*(3+82)
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Al evaluar la funcion y las derivadas en X = 3:

A B
Xo 3
F(Xo)  60,256611
4 |F(Xo)  80,342148
5 [ (xo0) | 100,42768_|
6 F(Xo) | 120,51322

Al construir la tabla de Taylor en un rango de valores en el cual se encuen-

tre X En este caso, el intervalo tomado de valores se encuentraen X =1y X =

4,y conun paso de 0.1.

La funcién evaluadaen x = 1:

Al ejecutar el comando:

| F G
2 i F(xi)
3| 1l=r3*Exp(F3)(l
F G
2 (X [£(xi) |
] 1 _2,71828183

Para evaluar el polinomio de grado tres se tiene:

Fixiy

G H 1 J K L M M
P3(x) Ea [er |

1 2,71828183 =5B53 + SB54*(F3-5B52) + ((5BS5*(F3-5852)~2)/FACT(2)) + [:'-Ei..‘_'-!?‘[F3-SBS,?,'“3]I{FACT[3';}]

Al ejecutar se obtiene:

F G H
2 |xi |E(xi) [P3(x)
3 1 2,71828183 -60,2566108
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Se calcula el error absoluto restando la funcion evaluada con el polinomio
obtenido de la siguiente manera: Ea = |[F (X)) — P, (X)|.

_ G _ H I
2 |F(xi) P3(x) Ea
3 | 2,71828183| -60,2566108|=ABS(G3-H3)

La diferencia entre la funcion y el polinomio en x = 1:

G H |

2 [F(xi) |p3(x) [es |

3 | 2,71828183 -60,2566108 62,9748926

Con el error absoluto se obtiene el error relativo mediante:

Ea
F(Xi)

Er = | +100%

G H I J

2 [F(xi) lp3(x) Ea Er |

3 | 2,71828183] -60,2566108] 62,9748926|=ABS(12/G2)*100)

El error porcentual como se observa es altisimo:

G H i J
2 | F(xi) lP3(x) |ea Er
3 | 2,71828183 -60,2566108 62,9748926 _2316,71683

Ahora, se observan el polinomio, la funcion y los errores en X :

F G H I J
23 3 60,2566108 60,2566108 0 0
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A decir verdad, se ajusta correctamente €l polinomio a X ,ya que los erro-
res, tanto absolutos como relativos, son cero. Para entender el comportamiento
de todo el intervalo, a continuacion, se presenta la figura 8 de la serie de Taylor.

Figura 8. Comparativo del polinomio de grado tres con la funcion y su
discrepancia alrededor de tres

Polinomio de Taylor

250

200

150

100

4,5

-50

-100

Fix) Polinomio de Taylor

Nota. El polinomio de Taylor esta representado por la linea naranja, mientras que la linea azul repre-
senta a la funcion evaluada. En ambos valores se enfrentan con cada valor tomado y reemplazado en el poli-
nomio y la funcién respectivamente: (F (X); X) y (P 3(X); X). Figura de elaboracion propia.

Es claro que cuando la funcion se aleja en torno al punto construido (X)),
los errores aumentan considerablemente. Lo podemos observar en la figura 9, en
la que se evidencian los errores absolutos.
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Figura 9. Error absoluto entre el polinomio y la funcion en torno a x = 3

Error absoluto
70
60
ag |
40 |
30 |
20

10 |

=10

Nota. Figura de elaboracion propia.

El polinomio de tercer grado que ajusta la funcion fix) = x * ¢* en torno a
tres es:

100.4-2?6(X—3)2+ 120.5132(x-3)3

Pn(3) = 60.2566 + 80.3421(X —3) + T 3l

Actividades propuestas

1. Elpolinomio de Taylor de cuarto grado que aproxima a la funcion f(x)
=x * Tanx en torno a x, = 0 es:
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X 2

. —+x
6

4

X

d. X —=

6

2. Encuentre el error relativo para el polinomio de Taylor de tercer grado
que aproxima a f (x) = " * Senx en torno a X, _0 parax = 1.

3. Ladeflexion de la punta de un mastil en un bote de vela es:

F*[
CR*E*]

Y

Donde F es una carga lateral uniforme (1b/ft); L, altura (ft), y £, médulo
de elasticidad (Ib/ft*) al momento de inercia (ft*)*. Estime el error en y
con los siguientes datos:

F=48Ib/ fi ~ V,=%2Ib/ fi

L=27fi V, =+l fi
E=14%10° b/ fi* V, =+0.12%10° Ib/ f*
1=005ft* V,=+0.0008 ft*

4 Ejercicio adaptado del ejemplo 4.6 de Chapra y Canale (2011, p. 95).



CAPITULO 2

Solucion de ecuaciones no lineales
de una variable

Antes de la era de las computadoras, los ingenieros contaban con tres for-
mas de analizar el comportamiento de los sistemas: métodos analiticos (viables
en una limitada clase de problemas, es decir, tienen un valor practico limitado),
soluciones graficas (resultados no muy precisos) y reglas de calculo y calcu-
ladoras (aproximaciones adecuadas, aunque calculos lentos y tediosos). En la
actualidad, la disponibilidad de computadoras personales y su asociacion con
los métodos numéricos son un vehiculo eficiente para la solucidén de ecuaciones
no lineales que no tengan soluciones analiticas. En esta unidad se trabajan pro-
blemas de aplicacion en ingenieria donde se relacionen el valor de una variable
que satisfaga una ecuacion.

El objetivo de esta unidad es dar solucion a ecuaciones no lineales que
no se puedan realizar por métodos analiticos. Especificamente, aqui se trata de
utilizar métodos de intervalo cerrado y abierto para la obtencion de raices, asi
como calcular raices por medio de paquetes de computo (especialmente Excel)
y resolver problemas de aplicacion a la ingenieria y las ciencias.
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Leccion 1. Metodos de intervalo cerrado

En una funcién, cuando se esta cercano a una raiz, los valores de las ima-
genes cambian de signo. A esta técnica se la denomina Métodos de intervalo
cerrado, debido a que se necesita conocer dos valores para iniciar las iteraciones
que conduciran a la raiz. Por ejemplo, la funcion f(x) = e™ -x se veria grafica-
mente en la figura 10 asi:

Figura 10. Grdfica de la ubicacion de la raiz de la funcion

i f(x)=e”(-x)-x

-1 -0.8 -06 -04 02 0 02 0.4 \ 08 1 12 14 16 18

Nota. Como se observa en x = 0.5 la funcion toma un valor positivo y en x = 0.6 la imagen es negativa,
lo que garantiza que la raiz estara entre estos valores. Figura de elaboracion propia.
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Si se realiza un acercamiento, en el intervalo se veria tal como se muestra
en la figura 11:

Figura 11. Ubicacion de la raiz al ampliar la escala

f(x)=e(-x)-x

0.46 0.48 05 052 054 056

Nota. Ahora se puede garantizar que la raiz se encuentra entre x = 0.56 y x =0.58. Figura de elabo-

racion propia.



74

METoDp0os NUMERICOS CON EXCEL

Método de hiseccian

Este método es un algoritmo que busca raices dividiendo en dos un inter-
valo, del que previamente se ha establecido de manera grafica o por tabulacion
que existe una raiz. También se conoce como método de corte binario, de parti-
cion de intervalos o de Bolzano.

Para una mejor comprension del algoritmo se presenta el siguiente ejem-
plo: si f{x) es una funcion continua, definida en un intervalo [a, b] con f(a) y f
(b) de signos diferentes, entonces se puede ubicar la raiz segiin se muestra en la
figura 12:

Figura 12. Busqueda de la raiz por biseccion

F(a)*

Nota. Grafico de corte binario. Figura de elaboracion propia.

Para la primera iteracion:

_a+b
P )
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Para proseguir con la segunda iteracion debemos verificar qué signo toma
S (@) * f(p,). Como se observa en la figura 12, f(a) es negativo y f(p,) es posi-

tivo; por lo tanto: /' (a) * f(p,) <0, de manera que la raiz quedo6 entre a y p ; se
desplazo6 el limite superior.

Para la segunda iteracion:

a+ p,
T —

- 2

Para proseguir con la tercera iteracion debemos verificar cual signo toma f
(@) * f(p,). Como se observa en la figura 12, f(a) y f (p,) son negativos; por lo

tanto: f'(a) * f(p,) > 0, asi que la raiz quedo entre p, y p, se desplaz el limite
inferior.

Para la tercera iteracion:

Para proseguir con la cuarta iteracion debemos verificar qué signo toma
S @) * f(p,). Como se observa en la figura, /(p,) y f (p,) son positivos; por lo
tanto: f(p,) * f(p,) > 0, asi que la raiz quedo entre p,y p,; se desplazo el limite
inferior.

Asi se terminan sucesivamente los calculos dependiendo de la tolerancia
que se calcula:

Tol = | D, = P
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Ejemplo 1

Para hallar la raiz de f(x) = ¢* -x, con una tolerancia <a 1*¥10¢

Tabla 1. Aplicacion del algoritmo de biseccion para la raiz de la funcion

a b p, f(a) f(p,) f(a)*f(p ) Tolerancia
0.5 0.6 0.55 0.10653066  0.02694981  0.00287098
0.55 0.6 0.575 0.02694981  -0.01229513  -0.00033135 0.025
0.55 0.575 0.5625 0.02694981  0.00728282  0.00019627 0.0125
0.5625 0.575 0.56875  0.007282825 -0.00251721 -1.8332E-05 0.00625
0.5625 0.56875 0.565625  0.007282825  0.00238003  1.7333E-05 0.003125

0.565625 0.56875 0.5671875  0.002380033  -6.9282E-05 -1.6489E-07  0.0015625

0.565625 0.5671875  0.56640625 0.002380033  0.0011552  2.7494E-06  0.00078125
0.56640625  0.5671875  0.56679688  0.001155202  0.00054292  6.2718E-07  0.00039062
0.56679688  0.5671875  0.56699219  0.000542917  0.00023681  1.2857E-07  0.00019531
0.56699219  0.5671875  0.56708984  0.000236806  8.3759E-05  1.9835E-08  9.7656E-05
0.56708984  0.5671875  0.56713867 8.37594E-05 7.2379E-06  6.0624E-10  4.88328E-05
0.56713867  0.5671875  0.56716309  7.23791E-06 -3.1022E-05 -2.2454E-10  2.4414E-05
0.56713867  0.56716309  0.56715088  7.23791E-06 -1.1892E-05 -8.6075E-11 ~ 1.2207E-05
0.56713867  0.56715088  0.56714478  7.23791E-06 -2.3272E-06 -1.6844E-11  6.1035E-06
0.56713867  0.56714478  0.56714172  7.23791E-06 2.4554E-06  1.7772E-11  3.0518E-06
0.56714172  0.56714478  0.56714325 2.45536E-06 6.4093E-08  1.5737E-13  1.5259E-06

0.56714325  0.56714478  0.56714401  6.40931E-08 -1.1315E-06 -7.2524E-14  7.6294E-07

Nota. El calculo de la raiz seglin la tolerancia es 0.56714. Cinco decimales coinciden entre la iteracion

anterior y la demarcada en amarillo. Tabla de elaboracion propia.
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Los calculos manuales para las tres primeras iteraciones son:

Primera fila
Para a = 0.5y b= 0.6 hay que obtener las iteraciones graficamente o tabu-

lando hasta conseguir una imagen positiva y una negativa.

Pn

, ~05+06
P 2

Ji@w
fla)=e"" —0.5=10.10653066

0.55

Jb)
f(b)=e* -0.55=0.02694981

fa) * fb)
F(a)* £(b)=0.10653066*0.02694981=0.00287098

Segunda fila
Como el producto de las imagenes dio positivo, se traslada el limite infe-

rior, por lo tanto:

a=055yb=0.6

pn

p, = 0.55+0.6 ~0.575
J@a)

fla)=e ** -0.55=0.02694981
fib)

f(b)=e " ~0.575 = -0.0122951 3
fla) *f(b)
f(a)* £(b)=0.02694981%-0.01229513=-0.00033135

Tolerancia

Tol =|p, — p,|=10.575-0.55| = 0.025
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Tercera fila
Como el producto de las imagenes dio negativo se traslada el limite supe-

rior, por lo tanto:

a=0.55yb=0.575

Pn
- 0.55+0.575

]

=0.5625
Jia
fla)=e"" —0.55=0.02694981

Jb)
f(b)=e""% ~0.5625 = 0.00728282

fta) *1'b)
f(a)* £(b)=0.02694981* 0.0728282= 0.00019627

Tolerancia

=0.5625-0.575|=0.0125

Tol = |p] — P,

Y asi sucesivamente hasta obtener la tolerancia pedida que, segln la tabla
1, estd en p = 0.56714, garantizando una precision hasta de cinco decimales.
Se recomienda desarrollar la tabla en Excel usando funciones logicas y arras-
trando las celdas programadas. Es de anotar que este algoritmo es muy lento,
pero siempre converge en una solucion. Segun una tolerancia dada, el nimero
de iteraciones necesarias para conseguir un resultado es:

)
.

‘P,, — P



CAPITULO 2. Solucion de ecuaciones no lineales de una variable

Para el ejemplo desarrollado

10~ (0.62;0.5)

Al despejar:

o (0.6-0.5)
1%107¢

2 <1#*10°

In(2")<n(1*10°)

N1n2<11.51292546

11.51292546

In2
N £16.60964046

N<

Que al aproximar da 17 iteraciones (las mismas de la tabla).

Ejemplo 2

La manera de hallar la solucion de la siguiente ecuacion por el método de
biseccion y con una tolerancia <1*10°es:

2

x*+ ex’-4+In(x*+1) =84

A partir de la funcion inicial dada en el ejercicio se iguala a cero. Después,
al restar la constante numérica (8.4), se obtiene la funcion requerida para reali-
zar el método de biseccion.

x2

0=x"%+ e +1In(x*+1) — 84
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Como funciodn:

-
f(x)=x*+ ex’~4 +In(x* +1) — 8.4

Para establecer donde existe raiz se evaltuan los puntos donde la funcion
cambie de signo:

| J K L M
13] 11={1134(-113))+ EXP(1124(2)/(1134(2)-4) )+ LN(1134(2)+1)-8,4]
14| 1,25 -6,17567148
15 1,5 -6,4005609
16
17
18
19| 2,5 9,76543503
20 | 2,75 2,16386878 RAIZ
21 3 -0,01073041

Como se observa, hay dos cambios de signo. El primero, entre x =1.75 y
x = 2.25; sin embargo, no se pueden tomar estos valores, ya que se presenta una
asintota en este intervalo, de tal manera que el método nunca podra converger.
En el segundo cambio de signo no se presenta asintota; por lo tanto, se toman
estos valores como el intervalo para iniciar la biseccion. Se construye la tabla
de biseccion asi:

a+b

P(n) ==
El calculo de la primera iteracion por el método de biseccion es el siguiente:

A B c
12 |a b Pn
13| 2,75 =(A134813)/2]

w
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Primera iteracion:

12a b Pn
13 2,75 3 2,87500000000000

Se evalua la funcion en el limite inferior.

A B c D E F G b
12 |a b Pn F(a) F(Pn) |F{a]“F{Pn} |Tu|erancis |
13 2,75] 3 2,87500000000000[=A13A(-A13}+EXP(A13A(2)/(A13A(2)-4)|4LN(A134(2)+1)-8,4

El resultado es:

| & | & | ¢ D |
12/a b lpn [F(a) |
13 2,75 3 2,87500000000000 2,16386878

Se evalua la funcion en la primera iteracion.

. € D E | E . G H
12 |Pn F(a) |FtPn) IF[a]’F(PnJ |To|erancia |
13 2,87500000000000 2,16386878I=C13"‘(-(:13}-I_-EXP{C13-“{2]/’{C13“(2]-4)}+LN[C13-“|:2}+1]-8,4|

El resultado es:

12 [en [£(a) |£(en) |
13 2,87500000000000 2,16386878 0,8172958

Se obtiene el producto entre las funciones previamente calculadas.

D 5 F
12 |F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
13| 2,16386878] 0,8172958! =Dl3‘E13|
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El producto entre las dos imagenes es:

D E F
12 |F(a) [£(Pn) |F(a)*F(Pn) |
13| 2,16386878 0,8172958 1,76852087

Al ser la primera iteracion, no hay célculo de tolerancia. Los intervalos
siguientes son programados teniendo en cuenta el producto de las funciones
obtenidas anteriormente, de tal manera que:

SiF(a) *xF(Pn) >0; a=Pn,b=>b

SiF(a)* F(Pn)<0;a=a,b=Pn

Se utiliza un condicional s7, el cual permite que la prueba logica (producto),
al cumplir con una determinada condicion de restriccion, tome la anterior itera-
cién como un limite superior o inferior (dependiendo del signo del producto), o
al no cumplir con la restriccion, tome el mismo valor.

A B

14|=5|(:13>0;C1_3;A13}|

Condicional del limite superior:

14 [=si(F13<0;C13;813)|

Los nuevos limites son:

A B
12 |a |b
13 2,05
14 | 2,875 3

w
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Nuevos intervalos

Realizado el procedimiento descrito antes y arrastrando a la fila siguiente,
se encuentran la segunda iteracion evaluada, la funcion evaluada en la segunda
iteracion y en el nuevo limite inferior.

A B c D E F
12 |a b Pn |F(a) [e(Pn) |F(a)=F(Pn) |
13 2,75 3 2,87500000000000 2,16386878 0,8172958 1,76852087
14 2,875 3 2,93750000000000 0,8172958 0,35732394 0,29203936

Al tener dos iteraciones se procede a calcular la tolerancia de la siguiente
manera:

Tolerancia = |P, — P,_4|
Donde P es la iteracion actual y P es la anterior. Para este caso:

Tolerancia = [P, — P4

C D E

F G
12 |Pn F(a) |F{Pn} |F{a}‘F(Pn} |To|erancia |
13| 2,87500000000000! 2,16386878 0,8172558 1,76852087
14 [ 2,937500000000001 0,8172958 0,35732394 0,29203936' =ABS(C14-C13 )I

La tolerancia entre la segunda iteracion y la primera es:

Pn |F[a] IF{Pn} IF[a)‘F[Pn} IToIerancia
2,87500000000000 2,16386878 0,8172958 1,76852087
2,93750000000000 0,8172958 0,35732394 0,29203936 0,0625




84 MEtopos NUMERICOS CON EXCEL

Con la programacion completa se realizan todas las iteraciones necesarias

hasta la tolerancia solicitada (<1 * 10°).

A B c D E
12 [a b Pn |Fta) |Ften) F(a)*E(Pn) |Tolerancia
13 2,75 3 2,37500000000000 2,16386878 0,8172958 1,76852087
14 2,875 3 2,93750000000000 0,8172958 0,35732394 0,29203936 0,0625
15 2,9375 3 2,96875000000000 0,35732394 0,16342247 0,05839476 0,03125

La raiz seglin la tolerancia solicitada en la que deben coincidir por lo

menos cinco decimales es:

A B C D E F G
28 | 2,99797058 2,99757821 2,99797439575195 3,2146E-05 1,1847E-05 3,8085E-10 3,B147E-06
29| 2,9979744 2,99797821 2,99797630310058 1,1847E-05 1,6982E-06 2,012E-11 1,9073E-06
30 2,9979763 2,99797821 2,99797725677450 1,6982E-06 -3,3764E-06 -5,7338E-12 9,5367E-07

El valor es x =2.99797, que es acorde con la tolerancia pedida.

Ejemplo 3

La manera de determinar la raiz para f (x) = -0.5x* + 2.5x + 4.5 por el
meétodo de biseccion con una tolerancia < 1 * 10 es:
Se realiza la tabla de biseccion tomando como valores iniciales 5 y 10

(especulando que en este intervalo existe raiz).

a+b

P() =—

El calculo de la primera iteracion por el método de biseccion es el siguiente:

A B C

115'a |b Pn |F(a

116 5| 101=(A116+8116)/2
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Resultado de la primera iteracion:

4 A _ B | C
115|a b |Pn
116| 5 10 7,5

\

Se evaltia la funcion en el limite inferior.

A B C D
115/a b [en [F(a) |
116, 5 10 7,5 4,5

Se evalua la funcion en la primera iteracion:

C D E : |
115/Pn F(a) F(Pn) |F(a)*F(Pn) :
116 7,51 4,5|=(-0,5%C11642) +2,5*C116 +4,5| |

La funcion evaluada en la primera iteracion:

o D E
115 Pn F(a) [F(Pn) |
116 7.5 4,5 4,875

Se obtiene el producto entre las funciones previamente reemplazadas:

4 D | E F
115 F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
116 4,5 -4,875 =DllG‘Ei15|

El producto de las imagenes:

[ - E F
115 F(a) F(Pn) |F(a)*F(Pn)
116 4,5 -4,875 -21,9375!
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Al ser la primera iteracion, no hay calculo de tolerancia.
Los intervalos siguientes son programados teniendo en cuenta el producto
de las funciones obtenidas anteriormente, de tal manera que:

SiF(a) * F(Pn) >0; a=Pn,b=b

SiF(a)*F(Pn) <0;a=a,b=Pn

Se utiliza un condicional si, el cual permite que la prueba logica (pro-
ducto), al cumplir con una determinada condicion de restriccion, tome la ante-
rior iteracion, o al no cumplir, la rechace.

A B

117[=si(F116>0;c116;A116)]

Condicional para el limite superior:

B
117|=51(£116<0;C116;8116)|

Programacion para determinar los nuevos intervalos:

F
115/F(a)*F(Pn)
16| -21,9375!

Los nuevos limites segun el producto de las imagenes:

A A B
115 lo |
116 5 10

117| 5| i
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Nuevos intervalos

Realizando nuevamente el procedimiento descrito y arrastrando a la fila
siguiente, se encuentra la segunda iteracion y el nuevo limite superior.

A B c D E F

115/a lo lpn |(a) |e(pn) |F(a)*F(Pn) :
116| 5 10 7,5 4,5 4,875 -21,9375!
17| 5 7,5 6,25 45 059375 2,671875|

Al tener dos iteraciones se procede a calcular la tolerancia de la siguiente
manera:

Tolerancia = |P, — P,_4|

Donde P es laiteracion actual y P_ es la anterior iteracion. Para este caso:

Tolerancia = |P, — P;|
C D E F G
115/Pn F(a) IF[Pn) IF{a]’F(Pn] ‘Tolerancia ]
116 7,51 4,5 -4,875 -21,9375!
11?[ 6,25) 45 059375 2,671875|=ABS(C117-C116)| |

La tolerancia entre la segunda y primera iteracion:

C D E F G
115|Pn IF(a} |F{Pn] |FIa}*F{Pn} \Tolerancia
116 7 4,5 -4,875 -21,9375i
117 6,25 4,5 0,59375 2,671875, 1,25
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Con la programacion completa se realizan las iteraciones necesarias hasta
la tolerancia pedida (<1 * 10°).

A B C D E F G
115|a b Pn |F[a] IFIPn} |F(a}"F{Pn} Tolerancia
116 5 10 7.5 4,5 -4,875 -21,9375
17 35 7.5 6,25 4,5 0,59375 2,671875 1,25
118 6,25) 7.5 6,875 0,59375 -1,9453125 -1,155029297 0,625

La raiz segun la tolerancia solicitada:

A B C D E F G
136 6,40512466 6,405129433 6,40512705 6,78112E-07 -8,6324E-06 -5,85376E-12 2,38419E-06
137 6,40512466 6,405127048 6,40512586 6,78112E-07 -3,9772E-06 -2,69696E-12 1,19209E-06
138| 6,40512466 6,405125856 6,40512526 6,78112E-07 -1,6495E-06 -1,11856E-12 5,96046E-07

El valor es x = 6.40512, acorde con la tolerancia pedida.
Ejemplo 4
La velocidad hacia arriba de un cohete se calcula con la siguiente formula:

m,

m, — qf

v=uln — gt

Donde v es velocidad del cohete hacia arriba; u, velocidad con la que el
combustible sale del cohete; m , masa inicial del cohete en el £ = 0; g, consumo
de combustible, y g, 9.8m/s. Si u = 2200m/s, m = 160000 kg y g = 2680kg/s,

calcule el tiempo en que v = 1000m/s por el método de biseccion con una tole-
rancia <1 * 10°,

La ecuacion dada se iguala a 0:

mO
v=uln| ——— |— gt
my, —qt
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Después se resta la velocidad para obtener la funcion requerida y asi reali-
zar el método de biseccion.

f(t) = utn(&) —gt —v

my —qt
Igualando a 0:
160 000
0= 2200In (m) — 9.8t — 1000
Como funcion:
160 000
t) = 22001 ( ) — 9.8t — 1000
f(© "\160 000 — 2680t

Al evaluar la funcion se busca el intervalo por el método grafico para
garantizar la convergencia donde se presente cambio de signo.

E F
44 |u= 2200
45 /mo 160000
46 q 2680
47 g 9,8
48 v 1000

Valores iniciales de la ecuacion.
Se toman inicialmente los datos mostrados en la tabla y se reemplazan en
la funcion (acercamiento por método grafico).

A B c D E

s1]

52t (1) |

53 0] =(SFS44*LN(SFS45/(SF545-($FSA6*A53)))) -($FSAT*AS3)- (SFS48)
54 10 -694,6914743

55 20 -298,4698757

56 30 241,9513892

57 40  1047,057774

58 50 2507,57001
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Como se observa, se presenta cambio de signo entre 1 =20y ¢ = 30; por lo
tanto, se toman estos valores como el intervalo donde se encuentra la raiz. La

primera iteracion esta dada por:

a+b

P(n) = >

El calculo de la primera iteracion por el método de biseccion es el siguiente:

H | A
! I _—
52 a b P(n) |
53 200 30|=(H53+153)/2
H )
52 |a b P(n)
53 | 20 30 25

Se evaltia la funcion en el limite inferior:

- 1 J K L M N
52 la b P(n} Fla F(Pn) F{a)*F(Pn) Tolerancia
53{ 201 30 25 =(s.=544‘LN(5_=s-15;‘[s.=545-r_5F346'H53;-;;}-(SFSA?*Hsa]- |s=£-'+s}|

El resultado evaluado en el limite superior f(a) es:

52 |a b P(n) F(a)
53 20 30 25 -298,469876
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Se evalua la funcion en la primera iteracion:

| ¥ | § ] L _ M N0
52 !P(n] F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
53 25| -298,469876 ={S?Sd4‘LNr,SFS&S/_{SF%S-(SFS%*JSQ)]) -(SF547*153)- (SF548)

La funcion evaluada en la primera iteracion:

52 P(n) F(a) F(Pn)
53 25 -298,469876 -51,33649142

Se realiza el producto entre las funciones evaluadas:

K L M
52 |F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
53| -293,469876]  -51,33649142|=K53%.53

El producto de las imagenes:

K L M
52 |F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
53 | -298,469876 -51,33649142 15322,39621

Como el producto de las dos funciones es mayor de cero, cambia el limite
inferior. Las siguientes iteraciones se programan teniendo en cuenta el producto
de las funciones obtenidas, de tal manera que:

SiF(a)*F(Pn)>0;a=Pn,b=b

SiF(a)*F(Pn) <0; a=a,b=Pn
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Se utiliza un condicional si, el cual permite que la prueba logica (pro-
ducto), al cumplir con una determinada condicion de restriccion, tome la ante-
rior iteracion, o si no cumple con la restriccion, la rechace.

54| 25]=51(M53<0;153;153)]

Instruccion para determinar los cambios de limites.

. =t
52 |F(a)*F(Pn)

53 15322,39621

Los nuevos limites para la segunda iteracion:

- I
52 |a b

53 20 30
54 25 30

Nuevos limites

Realizando el procedimiento descrito anteriormente y arrastrando a la
segunda fila se encuentra la segunda iteracion, la funcion evaluada en la segunda
iteracion y el «nuevoy limite inferior.

H | J K L M
52[a 5 p(n) F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
53 20 30 25 -298,469876 -51,33649142 15322,39621

54 25 30 27,5 -51,3364914 88,65727772 -4551,353577
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Al tener dos iteraciones se calcula la tolerancia:

Tolerancia = |P, — P,_4|
Donde P _es la iteracion actual y P es la anterior iteracion. Para este caso:

Tolerancia = |P, — P;|

J K L_ M N
52 iP[n} F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
53 25| -298,469876 -51,33649142 15322,39621
54 27,51 -51,3364914 88,65727772 -455 1,353577| =ABS()54-153)

La tolerancia entre la segunda iteracion y la primera:

J K L M N
52 |P(n) F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
53 25 -298,469876 -51,33649142 15322,39621
54 27,5 -51,3364914 88,65727772 -4551,353577 2,5

Con la programacion completa, se realizan todas las iteraciones necesarias
hasta la tolerancia pedida (<1 * 10).

[ H ] ! ) K L M N
52[a b P(n) Fla) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
53 20 30 25 -298,469876 -51,33649142 15322,39621
54j 25 30 27,5 -51,3364914 88,65727772 -4551,353577 2,9
55| 25 27,5 26,25 -51,3364914 17,1233534 -879,052885 1,25
H I J K L M N
74| 259423923 25,94239712 25,9423947 -3,5045E-05 9,69622€-05 -3,39799E-09  2,3842E-06
75| 259423923 25,94239473 25,9423935 -3,5045E-05 3,09588€-05 -1,08494E-09 1,1921E-06
76| 259423923 25,34239354 259423929 -3,5045E-05 -2,04286E-06 7,15911E-11  5,9605€-07

El tiempo en el que v = 1000 m/s es aproximadamente 25.94239 s, con la

tolerancia solicitada se aseguran cinco decimales.

93
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Ejemplo 5!

Un recipiente de longitud L posee una seccion transversal de medio circulo
de radio r, y la altura h sera la distancia entre el remate superior y la columna de
agua. El volumen de agua esta dado por un abrevadero de longitud L tiene una
seccion transversal en forma de semicirculo con radio » (ver figura 5). Cuando
se llena de agua hasta una distancia / de la parte superior, el volumen de agua
esta dado por:

V=L[05*m*r?—risen” (E) — h(r? - hz)%]

r

Si se supone que L =10 ft, r= 1 pie, y que V=124 ft’. La manera de deter-
minar por el método de biseccion la profundidad de agua en el abrevadero (ver
figura 13) con una tolerancia < 1*¥10°es la siguiente:

Figura 13. Abrevadero

Nota. Grafico del problema. Figura de elaboracion propia.

1  Este ejemplo esta basado en ejercicio 17, capitulo 2, de Burden
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A partir de la ecuacion inicial dada se despeja en funcion de la profundidad
y se iguala a cero.

. . h . !
V=L [0.5 #T* 1% —rlsen”! (F) —h(r? - hz)f]

Al restar el volumen se obtiene la funcion requerida para realizar el método
de biseccion.

h 1
f(h) =L[05*m*1r?— risen™? (;) —h(r?—-h%)2z-V
Al reemplazar los datos del problema en la funcién anteriormente mos-
trada, se obtiene:
h . ol
f(h) =10[0.5 % * 1 — Sen~! (T) —h(12 — h?)2 — 12.4

Evaluando en la funcion tomamos como intervalo de partida los valores en
donde se presenta cambio de signo.

F G
81 |L 10
82 |r 1
83 |V 12,4
84 |Kte 0,5

95
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Valores iniciales de la ecuacion.
Se toman los datos mostrados en la tabla y se reemplazan en la funcion
acercamiento por método grafico.

a1 h If(h) |
91[ 0l=5G581*([SGS84*PI{) *$GS827(2))-( SGS824(2) *ASENO(A92/$GS82) )-(A92*(5GS82-( A924(2) | )A( UZ:-J]‘SGSS3{
93 0,1 1,311301619
94 0,2  -0,665207734
95 0,3 -2,600780876
96 0.4 -4,473265749
97 0,5 -6,258151507
28 0,6 -7,92704782
98 0,7 -9,445011598
100 0.8 -10,76498891
101 0,9 -11,81274093
102 1 -12,4

Como se observa, hay cambio de signo entre 2= 0.1y 2 =0.2. Se toman
estos valores como los limites para iniciar la biseccion. Se construye la tabla de
biseccion con los intervalos establecidos mediante la ecuacion:

B a+b
(n) - 2
La primera iteracion:
L M N |
92 |a b Pn F
93 0,1l 0,2|=(L93+M93 }/2]
Resultado de la primera biseccion:
_ L | M N
92 a b Pn
93| 0,1 0.2 0,15

Se evaltia la funcion en el limite inferior:

| L | M N 0 P [ | R S | T | u | v
92 la .b Pn F(Pn) Fla)*F(Pn] Tolerancia




CAPITULO 2. Solucion de ecuaciones no lineales de una variable 97

La funcidn evaluada en el limite inferior:

_ L | M ——
92 |a b Pn F(a)
93 0,1 0,2 0,15 1,31130162

Se evalua la funcion en la primera iteracion:
N 0 P Q B__| B T u v W

92 Pn .F(a] F(Pn F(a)*F(Pn) Tolerancia
!31 D,lS! 1,31130162|=5G581"([ SG584"PI() *5GS5824(2) |-( 5G5824(2) "ASENO( N93}$G582];-[N53'[56582-[-\93“{2]]]"11}2]]]-56533;

El resultado es:

92 |Pn F(a) F(Pn)
93 | 0,15 1,31130162 0,31925155

Se obtiene el producto entre las funciones:

o | ¢ e
92 |F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
93| 1,31130162 D,31925155!=093“F’93 I

El producto de las imagenes es:

0 p Q |
92 |F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
93J 1,31130162 0,31925155 0,41863507
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Al ser la primera iteracion no hay célculo de tolerancia. Los limites pos-
teriores se programan teniendo en cuenta el producto de las funciones. De tal
manera que:

SiF(a)* F(Pn) >0; a=Pn,b=0»b
SiF(a)xF(Pn)<0;a=a,b=Pn
Se utiliza un condicional si, el cual permite que la prueba logica (producto)

cumpla con una determinada condicion de restriccion y tome la anterior itera-
cion, o si no cumple con la restriccion, la rechace.

L
94 |=51(P93>0;N93;193)]

El condicional del limite superior:

M
94 |=51(Q93<0;N93;M33)

Programacion para determinar los nuevos limites

94 0,15 0,2

Nuevos intervalos

Una vez realizado el procedimiento descrito anteriormente y arrastrando a
la siguiente fila, se encuentra la segunda iteracion:

L M N (0] p Q
92 |a b Pn F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
93 0,1 0,2 0,15 1,31130162 0,31925155 0,41863507

94 0,15 0,2 0,175 0,31925155 -0,17408917 -0,05557824
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Al tener dos iteraciones se procede a calcular la tolerancia de la siguiente

manera:
Tolerancia = |B, — P,,_1|
Donde P es la iteracion actual y P es la anterior. Para este caso:

Tolerancia = |P, — P,

N _ o] | P | Q R
92 |Pn F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
93 0,15| 1,31130162 0,31925155 0,41863507
94 0,175| 0,31925155 -0,17408917 -0,05557824]=ABSI=\I94-R_93}

El resultado de la tolerancia entre la segunda y primera iteracion:

— e | o s e mme
92 |Pn F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
93 | 0,15 1,31130162 0,31925155 0,41863507
94 | 0,175 0,31925155 -0,17408917 -0,05557824 0,025

Con la programacion completa, se realizan todas las iteraciones necesarias
hasta la tolerancia pedida (<1*10).

| L | M | N | o] | P | Q | R |
92 |a b Pn F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
a3 0,1 0,2 0,15 1,31130162 0,31925155 0,41863507
94 | 0,15 0,2 0,175 0,31925155 -0,17408917 -0,05557824 0,025
95 0,15 0,175 0,1625 0,31925155 0,07232385 0,0230895 0,0125

La raiz segun la tolerancia solicitada:

L M N o] P Q R
107 0,166162109 0,166168213 0,16616516 7,7414E-05 1,722BE-05 1,3337E-09 3,0518E-06
108 0,166165161 0,166168213 0,16616669 1,7228E-05 -1,2866E-05 -2,2165E-10 1,5259E-06
109 0,166165161 0,166166687 0,16616592 1,7228E-05  2,181E-06 3,7573E-11 7,6294E-07

La profundidad en el abrevadero es de 0.16616 m con la tolerancia pedida.
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Ejemplo 6

La velocidad v de un paracaidista que cae esta dada por:

V= g (1 — ef(%)t)

Donde g = 9.8 m/s% Si se tiene que un paracaidista sufre un coeficiente de
arrastre de ¢ = 14 kg/s, determinar la masa m de tal forma que al transcurrir siete
segundoslavelocidad seade35m/s. Paraunparacaidistaconcoeficiente dearrastre
de c=14kg/s, calcular lamasa m de modo que lavelocidad seav=35m/sent=7s>
. Al restar la velocidad se obtiene la funcion requerida para realizar el método
de biseccion.

F(m) = g(l - e(%)t) -V

Al sustituir los datos del problema en la funcién anteriormente mostrada, se
obtiene:

F(m)=0.7m (1 — e_%)

Los limites entre los que se encuentra la raiz por el método grafico son los
valores donde se presenta cambio de signo para iniciar las iteraciones.

2 Adaptado del ejemplo 4.1 de Chapra y Canale (2011, pp. 351-352).
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Valores iniciales en la funcion

Para iniciar se toman los datos mostrados en la tabla y se reemplazan en la

funcion (acercamiento por método grafico).

13 |m

A

14]

15
16 |
17
18|
19|
20 |
21
22
23
24 |
25 |
26 |

B C | D
f(x) I

10]=(SMS6*A14)*(1-EXP(SMS7/A14)) - SM$4]

20 -21,10425216

30  -14,80079986

40  -9,416220422

50  -4,930044732

60  -1,201657639

61  -0,864635236

62  -0,533553819

63  -0,208279072

64  0,111320526

65 0,42537367

66 0,734006224

70 1,916748767

Como se observa, se presenta cambio de signo entre m = 63 y m = 64. Se

toman estos valores como los intervalos para iniciar la biseccion.

Se construye la tabla de biseccion con los valores establecidos y se evalta

la primera iteracion con la ecuacion:

a+b

P(n) =—

El calculo de la primera iteracion por el método de biseccion es el siguiente:

14 |a
15]

F G
b Pn

63| 64l=(£15+F15)/2| |
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La primera iteracion:

14 |a b Pn
15 | 63 64 63,5

Se reemplaza en la primera iteracion en el limite inferior con la funcion:

N F G H | I J
14 [a b Pn Fa F(Pn) F(a)*F(Pn)
Tﬂ_ﬂl 64 63,5|=(5M36‘5151_'{1-Exp: $M$7/E15)) -SMS4)

La funcidén evaluada en el limite inferior:

14 a b Pn F(a) F(Pn)
15 | 63 64 63,5 -0,20827907 -0,047777989

Se reemplaza la funcion en la primera iteracion:

G H I | J K
14 |Pn F(a) F(Pn F(a)*F(Pn) Tolerancia
15| 63,51 -0,20827907[=(5M36%G15) *(1- (EXP($M$7/G15))) - SMS4

La funcion evaluada en la primera iteracion:

G H I
14 |Pn F(a) F(Pn)
15 63,5 -0,20827907  -0,047777989
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Se obtiene el producto entre las funciones previamente reemplazadas:

| H ' L J
14 |F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
15[ -0,20827907] -0,047777989]=+15%115]

El producto de las imagenes:

- - | = =
14 F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
15 -0,20827907  -0,047777989 _0,00995116

Al ser la primera iteracion no hay célculo de tolerancia. Los intervalos
siguientes se programan teniendo en cuenta el producto de las funciones obte-
nidas, de tal manera que:

SiF(a)*F(Pn) >0; a=Pn,b=b»b
SiF(a)xF(Pn) <0; a=a,b=Pn
Se utiliza un condicional si, el cual permite que la prueba logica (pro-

ducto), al cumplir con una determinada condicién de restriccion, tome la ante-
rior iteracion, o si no cumple con la restriccion, mantenga el mismo limite.

E F

16]:5;(;15>0;615';E15)|'

El condicional para el limite superior:

-
16 |=S1(15<0;G15;F15)||
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Limites en la segunda iteracion:

E F
14 |a b
15 63 64
16 63,5 64

Nuevos intervalos

Se realiza el procedimiento descrito anteriormente y arrastrando a la
siguiente fila se encuentran la segunda iteracion y la funcion evaluada en la
segunda iteracion y en el nuevo limite inferior.

E F G H I J
14a b en #(a) F(Pn) F(a)*F(Pn)
15 63 64 63,5 -0,20827907 -0,047777989 0,00995116
16 63,5 64 63,75 -0,04777799 0,031945585 -0,0015263

Al tener dos iteraciones se procede a calcular la tolerancia de la siguiente
manera:

Tolerancia = |B, — Pp_4|

Donde P _es la iteracion actual y P | es la anterior iteracion. Para este caso:

Tolerancia = |P, — Py|

G | | 1 J K
14 |Pn F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
15| 63,51-0,20827907 -0,047777989 0,00995116

16| 63,75/ -0,04777799  0,031945585 -0,0015263|=A351616-Gi5}|
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Tolerancia entre la segunda y primera iteracion:

. G H _ I ) K
14 |Pn F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
15 | 63,5/ -0,20827907 -0,047777989 0,00995116
16] 63,75 -0,04777799  0,031945585 -0,0015253|:A35(616-G;_5}|

Con la programacion completa se realizan todas las iteraciones necesarias

hasta la tolerancia solicitada (<1*10).

E F G H [ J K
14 a b Pn F(a) F(Pn) F(a)*F(Pn) Tolerancia
15 | 63 64 63,5 -0,20827907 -0,047777989 0,00995116
16 63,5 64 63,75 -0,04777799  0,031945585 -0,0015263 0,25
17 63,5 63,75 63,625 -0,04777799 -0,007872437 0,00037613 0,125
E F G H I J K
32 | 63,6496887 63,64969635 63,64969254 -1,118E-06 9,79216E-08 -1,0948E-13  3,8147E-06
33| 63,6496887 63,64969254 63,64969063 -1,118E-06  -5,10057e-07 5,7026E-13 1,90735E-06
34 | 63,6496906 63,64969254 63,64965158 -5,1006E-07 -2,06068E-07 1,0511E-13 9,53674E-07

La masa del paracaidista es de 63.64969 kg, con la tolerancia pedida.

Método de la regla falsa o regula falsi

Este algoritmo también es de intervalo cerrado, pero tiene la caracteristica
de converger mas rapidamente, ya que se basa en una semejanza de triangulos,
consistente en unir mediante una recta las imagenes donde se encuentra la raiz,
de tal forma que el corte de esta recta con el eje x se considera la primera itera-
cion (raiz falsa), los cortes sucesivos de las proximas reglas falsas se acercan a
la raiz de la funcion y la interseccion de esta linea recta con el eje x representa

una mejor aproximacion. El acercamiento a la raiz se muestra en la figura 14:
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Figura 14. Busqueda de la raiz por regula falsi

-f(a)

Nota. El hecho de que se reemplace la funcion por una recta da una falsa posicion de la raiz, de ahi el
nombre en latin de regula falsi. Figura de elaboracion propia.

Demostracion del algoritmo

Figura 15. Determinacion del corte de la raiz falsa.

f(x)
f(b)

Pn

-f(a)

Nota. Figura de elaboracion propia.
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Por semejanza de triangulos se puede establecer:

(p,—a)_(b-p,)
~fla)  f(6)

Como el objetivo es despejar p , entonces:

- fla)*(b-p,)=16)*(p, —a)

~ fla)*b+fla)* p, = f(B)* p, — f(b)*a
1(@)* p, - 1(0)* p, = 1(@)*b-1(b)*a
p,(f(a)- 1) = f(a)*b—1(b)*a

Este es el algoritmo buscado. Hay que tener en cuenta que los cambios en
a'y b son los mismos que en el algoritmo de biseccion (ver figura 15).

Ejemplo 7

La forma de hallar la raiz del mismo ejemplo de biseccion para:
flx)=e" " —x

Con una tolerancia menor a 1*10, por el método de la regula falsi es:
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Se elabora la tabla 2 en la cual se tienen en cuenta los elementos del
algoritmo:

Tabla 2. Aplicacion del algoritmo de regla falsa para la raiz de la funcion

a b f(a) f(b) f(a)*f(b) P, Tolerancia
0.5 0.6 0.10653066 -0.05118836 -0.00545313  0.56754458
0.5 0.56754458  0.10653066 -0.00062884 -6.6991E-05 0.56714822  0.00039637
0.5 0.56714822  0.10653066 -7.7182E-06 -8.2222E-07 0.56714335  4.8645E-06
0.5 0.56714335  0.10653066 -9.4729E-08 -1.0092E-08 0.56714329  5.9705E-08

Nota. El calculo de la raiz seglin la tolerancia es 0.56714 que coincide entre la iteracion anterior y la

demarcada en amarillo con cinco decimales. Tabla de elaboracion propia.

El desarrollo manual de las dos primeras filas es:

Primera fila

Para a = 0.5y b= 0.6, se tabulan en la funcion para conseguir la primera
iteracion p,

f@

fla)=e" -0.5=0.10653066
f(®)

fla)=e" -0.6=-0.05118836

J@*fb)

fla)y* f (h ): 0.10653066 * —0.05118836 = - 0.00545313

~0.10653066 *0.6 - (- 0.05118836 )*0.5
2 0.10653066 —(-0.05118836 )

=0.56754458
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Segunda fila
Como el producto de las imagenes da negativo, se traslada el limite supe-
rior, por lo tanto:

a=0.5yb=0.56754458
f@
fla)=e""-0.5=0.10653066
fv)
f(b)= e 3748 _0 56754458 = -0.0000628 84
f@) * fib)

f(a)* f(b)=0.10653066*—0.000062884= -6.6991*10°

_0.10653066* 0.6 —(—0.000062884)* 0.5

s =0.56714822
’ 0.10653066—(—0.000062884)

Tolerancia

Tol =|p, - p,| =]0.56714822 —0.0.56754458 | = 0.00039637

Como se observa, la convergencia para la tolerancia solicitada se consigue
solamente con cuatro iteraciones fo/ <= 1*10, mas rapido que con el algoritmo
de biseccion.

Ejemplo 8

La manera de determinar la raiz para f (x) = 5x° — 5x>+ 6x - 2, por el método
de la regula falsi con una tolerancia < 1*10-° y empleando como valores inicia-
lesxi-1=0yxi=1,es:

Primero se hace la tabla de regula falsi, después, ya que se conocen los
limites superior e inferior, se calculan las iteraciones con el algoritmo:
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_axF(b)—b=F(a)
" F(b) - F(a)

F G H I
178la b F(a) |F(b) [pn
179 ol =5%(F179)%3 - 5*(F179)"2 + 6*(F179) -2

1=

La funcidn evaluada en el limite inferior:

F _ G _ H
178|a b IFta}—]

179 0 1 -2

Funcion evaluada en el limite inferior

G H 1 J K
178 b F(a) F(b) lpn [e(pn)
179 [=5*(6179)43 - 5*(G179)42 + 6%(6179) -2

[
3
L]

Al evaluar la funcién en el limite superior:

G H | 1
178/b |F(a) [F(b) |
1?’2‘ 1 -2 4

Se calcula la iteracion o se calcula la iteracion en este caso (P, (X)).

F G H I J K L
178/a | F(a) F(b) Pn [(pn) |F(a)*F(Pn)
179| ol 1 B 4l=((F179%1179) -(6179*H179))/{1179-H179)|

El resultado es:

178/a b |F(a) |£(b) lpn
179 0 X -2 4 0,333333333
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También se evalia en la funcion el valor numérico de la iteracion calculada
por la formula de regula falsi (P, )"

J K L

178 Pn F(Pn) |F(a)*F(Pn) |[Tole

179] 0,333233333]=5*(1175)43 - 5*(J179)A2 +6%(1179) -2|

El producto de las imagenes:

_ J K
178/Pn F(Pn)
179[ 0,333333333| -0,37037037

Iteracion evaluada en la funcion F (Pn). Al ser la primera iteracion no
hay calculo de tolerancia. Los limites siguientes para la tabla de regula falsi se
programan teniendo en cuenta el producto de las funciones obtenidas anterior-
mente, de tal manera que:

SiF(a)* F(Pn) > 0; a=Pn,b=b
SiF(a)*F(Pn)<0;a=a,b=Pn
Se utiliza un condicional si, el cual permite que la prueba logica (producto)

cumpla con una determinada condicién de restriccion y tome la anterior itera-
cion, o si no cumple con la restriccion, la rechace.

F
180[=51(L179>0;)179;F179)|

El condicional para el limite superior:

G
180| =s1(L179<0;1179;G179)|
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Programacion para determinar los nuevos intervalos.

. ) K L
178/Pn |F(Pn) |F(a)*F(Pn) I
179| 0,333333333 -0,37037037 0,740740741
Los nuevos limites:
F G
178!a b
179| 0 1
180 0,333333333 1

Nuevos intervalos

Realizado el procedimiento descrito y arrastrando a la siguiente fila, se
encuentran la segunda iteracion y la funcion evaluada en la segunda iteracion y
en el nuevo limite inferior.

F G H | J K L
178/a 3 |Fa) |Fib) Pn |ripn) |eta)=sipn) |
179 0 1 2 4 0,333333333 -0,37037037 0,740740741
180| 0,333332323 1 -0,37037037 4 0,389830508 -0,1246476 0,046165779

Al tener dos iteraciones se procede a calcular la tolerancia de la siguiente
manera:
Tolerancia = |B, — P,_4]|

Donde P _es la iteracion actual y P es la anterior. Para este caso:

Tolerancia = |P, — P, |

J K L M
178|Pn F(Pn) |F{a}*F(Pn} |To|erancia |
1?9. 0,333333333__ -0,37037037 0,740740741
180[ 0,389830508| -0,1246476 0,046165779[=ABS{_180-.1?9}| ]
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La tolerancia entre la segunda iteracion y la primera:

J K L M
178|Pn |F{Pn} |F{a)‘F{Pn) |TOIerancia
1?9. 0,333333333 -0,37037037 0,740740741
180 0,389830508 -0,1246476 0,046165779 0,056497175

Con la programacion completa se realizan todas las iteraciones necesarias
hasta la tolerancia pedida (<1*10).

F G H | ) K L M
178}a b [Fia) [Fib) |en [ien) |Fia)*F(pn) [Tolerancia
179 1] 1 -2 4 0,333333333 -0,37037037 0,720740741
180 0,333333333 1 -0,37037037 4 0389830508 -0,1246476 0,046165779 0,056497175
181 0,389830508 3 -0,124647603 4 0,408269942 -0,04354104 0,005427286 0,018439433

La raiz segun la tolerancia solicitada es:

F G H 1 J K L M
189 0,41809384 1 -3,00935E-05 4 0418098219 -1,0653E-05 3,20651E-10 4,37873E-06
190 0,418098219 1 -1,06531E-05 4 0418099768 -3,7704E-06 4,01666E-11 1,54975E-06
191 0,418059768 1 -3, 77043E-06 4 0418100317 -1,3345E-06 5,0315€-12 5,48502E-07

La raiz para la funcion: f(x) = 5x 3 — 5x 2+ 6x - 2 y x = 0.41810, acorde con
la tolerancia solicitada.

Leccion 2. métodos de intervalo abierto

Como su nombre lo indica, con estos métodos es innecesario un intervalo
en el cual ubicar la raiz, es decir, el primer valor para las iteraciones es un dato
que pertenece al dominio de la funcion.

Método de Newton-Raphson

Es uno de los métodos mas poderosos y su convergencia es extremada-
mente rapida; sin embargo, en algunas ocasiones, la convergencia es deficiente
o no se logra. La representacion grafica del método se muestra en la figura 16:
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Figura 16. Busqueda de la raiz por Newton-Raphson.

! .
xi-2 xi-1 X

Nota. Grafico de acercamiento a la raiz mediante las rectas tangentes. Figura de elaboracion propia.
La demostracion geométrica puede verse en la figura 17:

Figura 17. Recta tangente a la funcion en x,

Nota. Grafico que representa la derivada mediante la recta tangente. Figura de elaboracion propia.
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La pendiente de la recta tangente correspondiente a la derivada es:

X: — X

i -l

1o)-
Como el objetivo es despejar X |
(Xf — X )f'(x): f(xf)
x 2 fx)=x, * fx)=f(x,)

—x 2 ()= S (x)-x, % f1(x)
X () =x % f1(x)- f(x,)

x)
L A f)
) W)
Y ACY)
k)

Ejemplo 9

La manera de hallar la raiz del mismo ejemplo de biseccion por el método
de Newton—Raphson para f(x) = e *—x, con una tolerancia menor a 1¥10es:

Se construye la tabla 3 con los elementos del algoritmo. La tabla se elabora
teniendo en cuenta la derivada:

filx)==e -1

Tabla 3. Aplicacion del algoritmo de Newton-Raphson para la raiz de la

Sfuncion
Xi f(xi) (xi) X, Tolerancia
1 -0.632120559  -1.36787944 0.53788284

0.53788284 0.046100486  -1.58398333 0.56698699 0.02910415
0.56698699 0.00024495 -1.56723194 0.56714329 0.00015629
0.56714329 6.92781E-09  -1.56714329 0.56714329 4.4207E-09

Nota. Como se observa, en la cuarta iteracion coinciden ocho decimales, iniciando con un valor de: x
= 1. Tabla de elaboracion propia.
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16 METoDp0os NUMERICOS CON EXCEL

Para probar la efectividad del método, este se aplica con un valor muy
lejano a la raiz, por ejemplo, x = 10 (ver tabla 4).

Tabla 4. Aplicacion del algoritmo de Newton-Raphson para la raiz de la
funcion al Iniciar en x =10 (ver tabla 4).

xi f(xi) (xi) X, Tolerancia
10 -9.9999546 -1.0000454 0.00049938
0.00049938 0.999001372  -1.99950075 0.50012478 0.49962541
0.50012478 0.106330199  -1.60645498 0.56631412 0.06618934
0.56631412 0.001299617  -1.56761374 0.56714317 0.00082904
0.56714317 1.9501E-07 -1.56714336 0.56714329 1.2444E-07

0.56714329 4.44089E-15  -1.56714329 0.56714329 2.8866E-15

Nota. Con seis iteraciones coinciden catorce decimales. Tabla de elaboracion propia.

Sin embargo, como se sefialé antes, en algunos casos la convergencia es
deficiente. Asi se evidencia en el siguiente caso:

Ejemplo 10

Se busca la raiz por el método de Newton-Raphson de la funcion f(x) =

x =1, con una tolerancia < a 1*¥10°. Asi se aprecia en la figura 18 la funcion:

Figura 18. La Funcion x '>-1 y sus raices.
\ il |

\ A f(x =x"12“llllf

—am

Nota. Funcion polinomica de grado doce. Figura de elaboracion propia.
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La derivada: f“(x) = 12x !

Tabla 5. Aplicacion del algoritmo de Newton-Raphson para la raiz de la
funcion al iniciar en x = 3

xi f(xi) f(xi) X, Tolerancia

3 531440 2125764 2.75000047
2.75000047 187064.2925 816284.773 2.52083499 0.22916548
2.52083499  65845.54912  313451.135 2.3107686 0.21006639
2.3107686 23177.08141 120365.569 2.11821286 0.19255574
2.11821286 8157.967326  46221.7986 1.94171675 0.1764961
1.94171675  2871.304846 17751.1257 1.77996336 0.16175339
1.77996336 1010.42281 6818.72111 1.63177973 0.14818362
1.63177973 355.4005924  2620.94633 1.49617963 0.1356001
1.49617963 124.8359848 1009.25837 1.37248882 0.12369081
1.37248882  43.67924117  390.641356 1.26067465 0.11181418
1.26067465 15.11521931 153.396146 1.16213749 0.09853715
1.16213749  5.068622928  62.6633901 1.08125098 0.08088651
1.08125098 1.553396071 28.3382428 1.02643474 0.05481625
1.02643474  0.367653556 15.9891731 1.00344083 0.02299391
1.00344083 0.042080401 12.4620849 1.00006416 0.00337667
1.00006416  0.000770155 12.0084714 1.00000002 6.4134E-05
1.00000002  2.71588E-07 12.000003 1 2.2632E-08

1 3.4639E-14 12 1 2.8866E-15

Nota. Como se observa, fueron necesarias 18 iteraciones para llegar a la raiz. Esto ocurre porque la
pendiente (derivada) es supremamente alta en la funcion y los cortes de las rectas tangentes con el eje x se

acercan a la raiz en forma muy lenta. Tabla de elaboracion propia.
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Ejemplo 11
Hallar la solucion de la ecuacion:

x2

x*+ ex?+4 +In(x?+1) =84

Con una tolerancia < 1*10 por el método de Newton-Raphson. Al igualar
a cero se obtiene la funcion:

2
X

f(x)=x"+e"* +In(x> +1)-84
1 2 3

Se deriva la funcién mostrada, la cual es necesaria para completar la tabla
de Newton-Raphson. Se deriva cada término que involucre a la variable x por
separado y los resultados se juntan posteriormente para tener f (x).

fx1) =x7*
In (f(x1)) =1In (x™)

Se deriva a ambos lados de la igualdad respecto a f'(x 1) y a x. En este caso
se puede considerar a /' (x 1) como variable y

In(f(x1)) = (—x * In(x))’

(fGxD)) 1
—f(xl) = (— In(x) + (—x * . ))
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Al ser de interés f'(x1) se despeja y se reemplaza:

flx1) =x7%

. L1
(Fx1)) —f(xl)*(—]n(x)+(—x x))

P 1
(fGx1D)) =x7% = (—]n(x) + (_x *;))
(F(x1)) = =x~* + (In(x) + 1)

f(x2) = 5
. 2 20 —4) - (2x)(x?)
f(x2) = ex*-4 % (xZ — 4)2

. X (2x® —8x) — (227)
f(x2) = ex®~4 (x2 — 4)2

—8x
f(x2) = Gr—az
f(x3) =In(x?+1)

1
XZ+1
2x
x2+1

f(x3) = 2x

f(x3) =

La derivada de la funcion f'(x)

&)= 1) + f1(x2) + f'(x3)

8x f_:_'_ 2x
—— ke b ———
(x2 —4)2 xt+1

)= —x*=(n(x)+1)—
Para iniciar las iteraciones se toma un valor del dominio de la funcion, y se
reemplaza en f(x) y en f(x).

A B C D E F

15 [xi F(Xi) |F(xi) |xn [Tolerancia |

16[ 2,751 =4164(-A16)+EXP(A164(2)/(A167(2)-4) HLN(A164(2)+1)-8,4)
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Se evalta la funcion en el primer valor que debe pertenecer al dominio de
la funcion y se obtiene:

A | B
15 |Xi |£(xi)
16 | 2,75 2,16386878
A B c D E F 6 | ®© | J
15 [xi [Fexi) F'(i) xn [Tolerancia |

1s{m1 2,16386878|=-(A16%-(A16))*(1+LN(A16))-((8A16)/( 41642 -4]42) *(EXP((A1642) /(A 1642-4) )} +((2*A16)/(A1642+1 |

Al reemplazar en la derivada se tiene:

A B &
15 |Xi (i) F*(Xi)
16 2,75 2,16386878| -13,9644827

Con los valores obtenidos se calcula la primera iteracion con la formula de
Newton-Raphson, la cual es:

g g EID
n=Xi-
FOX0)
| A B ¢ D |
15 [Xi F(Xi) [F*(xi) Xn [to
16| 2,75 2,16386878l -13,9644827|=A16-(816/C16)

Primera iteracion «corte de la recta tangente con el eje x»:

A B ¢ D
15 |xi |£(xi) [e(xi) Xn
16] 2,75 2,16386878 -13,9644827| 2,90495517
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Al ser la primera iteracion no habra calculo de tolerancia. La iteracion cal-
culada pasa a ser el nuevo valor en el que se evaluara en f'(x) y f'(x).

A B c D
15 |Xi |F(xi) [F"(xi) |xn |
16| 2,75 2,16386878 -13,9644827 2,90495517
17| 2,90495517
A B c D E

17[ 2,904955171=A1?“{-Al?}+EXP{A1?“{2]/{A1?"L’2}-4]]+LN[Al}"‘i2}+1}-8,4|

Para la segunda iteracion:

A B

P ——

17| 2,90495517 0,58356787

La derivada:

A B c D E F G H I
11[“] 0,58356787|=-(A174-(A17)) *(L+LN(A17))-((8%AL17)/[A1742-4) *[EXP([A1742)/(A1742-4)) )} +{2*A17) /[ A1772+1) |

Resultado de la segunda derivada:

A A B C

17| 2,90495517 0,53356787] -35,7538981_|

Se obtiene la segunda iteracion.

A B C D
15 |xi [F(xi) [F(xi) [xn

16 2,75 2,16386878 -13,9644827 2,90495517
17| 2,90495517 0,58356787 -35,7538981 2,92127697
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Al tener dos iteraciones se puede calcular la tolerancia.

D E

15 an 'Tolerancia |

16 | 2,90495517
17| 2,921276971=ABS(D17-D16)

D E

15 | Xn Tolerancia
16| 2,90495517

17| 2,92127697 _ 0,0163218

Se realizan las iteraciones necesarias hasta llegar a la tolerancia pedida.

A B C D 3
15 |Xi |F(xi) (i) |xn Tolerancia
16 2,75 2,16386878 -13,9644827 2,90495517
17| 2,90495517 0,58356787 -35,7538981 2,92127697 0,0163218
18| 2,92127697 0,46676534 -34,5600428 2,93478289 0,01350592
19| 2,93478289 0,37521289 -33,6269806 2,94594098 0,01115809

La raiz con la tolerancia solicitada:

A B 5 D E
65| 2,99796904 4,0344E-05 -29,8247704 2,99797039 1,3527E-06
66 | 2,99797039 3,3146E-05 -29,8246977 2,9979715 1,1114E-06
67 | 2,9979715| 2,7232E-05 -29,824638 2,99797242 9,1307E-07

El valor para x y que cumple la ecuacion es x =2.99797, que es acorde con
la tolerancia pedida.
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Ejemplo 12°

Un recipiente de longitud L posee una seccion transversal de medio circulo
de radio r, y la altura h sera la distancia entre el remate superior y la columna de
agua. El volumen de agua estd dado por un abrevadero de longitud L, que tiene
una seccion transversal en forma de semicirculo con radio . Cuando se llena de
agua hasta una distancia 4 de la parte superior, el volumen de agua esta dado por:

h 1
V=L [0.5 *Tx7r% —1risen?! (;) —h(@r? - hzji]

Suponga que L =10 ft, »=1 ft y V= 12.4 ft. Determinar la profundidad
de agua en el abrevadero con una tolerancia menor que 1*10, por el método de
Newton-Raphson y con los valores dados a continuacion:

F G
4 |L= 10
o | ) |
6 (V= 12,4
7 |kte 0,5

Como funciédn:

. ) h ) .
f(h) = L[0.5*m*1r? — résen? (;) —h(r2—h?)2z -V

3 Este ejemplo estd basado en ejercicio 17, capitulo 2, de Burden y Faires (2000).
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Se deriva la funcion para cada término que involucre a la variable / por
separado y se sumaran para tener f” (h):

f(h1) = L*0.5*m*7r?

(f(h1)) =0
f(h2) = Lr2Sen™! (E)
r

F(h2) = LTZ;Z ' (1)

f2) = s
rz
2
F(h2) = —

Fh3) =L[(2 ~ A2+ kv G» (2 — h2) 2+ (~2h)

. (=h*)
f(h3) =L [ = h? ot s —hz]
, r2 — h? + (~h?)
=l — = ]

} re—2he
=iy
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La derivada de la funcion f'(h):

f'(h) = (k1) + f'(h2) + f'(h3)

Fhy = — Lr? B L[’rz —ZhZ]
- VrE— Rz Vr2 —h?

—2L(r? — h?)
oy

£ =

F(h) = —2LJr2 — 2

Para iniciar las iteraciones se toma un valor del dominio de la funcion y se
reemplaza en f{x) y en f"(x).

| E F G H [ J | K | L
15 | Xi F(Xi) |F'¢Xi} |)(r1 ]Tolerancia |
16[ 0,1 :SGSJ“{-:SGS_?‘PH}'SGSS-‘(Z:;-[SGSS-‘:Z)"ASENO#tlb/SGSSJ:-it16“{5685"[2,'-[':16"{2]];%1}2]1}-36864

La funcidn evaluada en el valor inicial:

E F
15 |Xi [F(xi) ]
16| 0,1 1,31130162
La derivada:

E F |6 H |
15 X F(Xi) F(Xi) xn [Toler
16 0,1] 1,31130162{=((-2*3634) *(RAIZ(SGS5A(2)-E16%(2))))

_E F G

15 X |F(xi) F(Xi)

16_] 0,1 1,31130162| -19,8997487
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Con los valores obtenidos se calcula la iteracion con la formula de New-
ton-Raphson, la cual es:

Xn = Xi F(XD)
A X 0)
E F G -
15 |xi F(Xi) F'(Xi) Xn
16( 0,11 1,31130162] -19,8997487|=£16-(F16/G16)|

Resultado del primer corte de la recta tangente:

E F G H
15 |xi [£(xi) [£(xi) [xn |
16 | 0,1 1,31130162 -19,8997487 0,165895386

Al ser la primera iteracion no habra calculo de tolerancia. La iteracion cal-
culada pasa a ser el nuevo valor en el que se evaluara f(x) y f"(x).

E F
15 |Xi |F(xi) |
16 | 0,1 1,31130162
17| 0,16589539

El inicio de la segunda iteracion:

E F G - 1 J K L
17[ 0,165895381 =5657((3G57*PI()*$G55(2))- ($G35~(2) *ASENO(E17/5GS5) )- (E17%($GS5~(2)-(E17~(2)))(1/2)))-5G54]

Resultado de la derivada:

E F
17 | 0,16583539 0,00533785

E F | G H
17| 0,16589539 0,00533?85' =((-2*5G54)*(RAIZ(5GS54(2)-E174(2))))
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Se obtiene la segunda iteracion.

E F G H
17| 0,16589539 0,00533785 -19,7228671 0,166166028

Al tener dos iteraciones se puede calcular la tolerancia.

H | _
15 | Xn Tolerancia |
16 0,165895386
17 0,166166028|=ABS(H17-H16)|
Resultado de la tolerancia:
_ H I

15 |Xn Tolerancia |

16 | 0,165895386

17 | 0,166166028 0,00027064

Se realiza el nimero de iteraciones necesarias hasta llegar a la tolerancia
pedida.

E F G H !
15 |xi [F(xi) [F(xi) [xn |Toterancia
16| 0,1 1,31130162 -19,3997487 0,165895386
17| 0,16589539 0,00533785 -19,7228671 0,166166028 0,00027064
18| 0,16616603 1,2329E-07 -19,7219558 0,166166035 6,2514E-09

La profundidad en el abrevadero es de 0.16616 m, con la tolerancia soli-
citada.
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Método de la secante

Es una derivacion del método de Newton-Raphson cuya ventaja es que no
necesita calcular la derivada, la cual algunos paquetes computacionales no la
calculan (como es el caso del Excel). La representacion se ilustra en la figura 19.

Figura 19. Grdfico de acercamiento a la raiz mediante la recta secante

f(xi-1)

-1 xi

Nota. Se traza una recta secante que, en la medida que X, —Xx,_, = 0, se vuelve tangente. Es la
aproximacion con que trabaja este método. Figura de elaboracion propia

Demostracion

La pendiente de la recta secante esta dada por:

fx)=f(x.)

X =X

=

Six —x_,— 0, larecta secante se puede aproximar a la derivada en x,, es
decir: m = f” (x)
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Si se recuerda Newton-Raphson:

X.

A )

¥ i f x)— f‘ Jlr 1
x: _x.’—l
f(x.)
X, = I

X, — X,
v o f(xr. )* (.xr. - "’H)
’ ; f(x)_ f(xa—L)

Ejemplo 13

La manera de hallar la raiz por el método de la secante para f(x) =e * - x

se puede ver mediante la tabla 6:

Tabla 6. Aplicacion del Algoritmo de la Secante para la Raiz de la Fun-

cion al Iniciarenx, =3 yx_ =2

xi xi-1 f(xi) f(xi-1) X, Tolerancia

3 2 -2.950212932  -1.86466472  0.28228291

2 0.28228291  -1.864664717  0.47177741 0.62912656  0.34684365
0.28228291 0.62912656  0.471777407  -0.09606937  0.57044691 0.05867965
0.62912656  0.57044691  -0.096069373  -0.00517415  0.56710661 0.0033403
0.57044691 0.56710661  -0.005174154  5.7488E-05 0.56714331 3.6705E-05
0.56710661 0.56714331  5.74881E-05  -3.4348E-08  0.56714329  2.1918E-08

Nota. Hay que tomar dos puntos que, como el método abierto lo indica, deben pertenecer al dominio de

la funcion (no se necesita conocer donde cae aproximadamente la raiz). Tabla de elaboracion propia
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Para el mismo ejercicio con otros valores iniciales se muestran en la tabla 7:

Tabla 7. Aplicacion del algoritmo de la secante para la raiz de la funcion

al iniciarenx = 10yx_ =15

xi xi-1 f(xi) f>(xi-1) X, Tolerancia
10 15 -9.9999546 -14.9999997 0.00013559
15 0.00013559  -14.99999969  0.99972884 0.937388801 0.93725321

0.00013559 0.9373888 0.999728836  -0.54573963 0.60642364 0.33096516
0.9373888 0.60642364  -0.545739625  -0.06112607  0.564677798 0.04174584
0.60642364 0.5646778 -0.061126073  0.00386551 0.567160716  0.00248292
0.5646778 0.56716072  0.003865505  -2.7308E-05  0.567143298 1.7418E-05
0.56716072 0.5671433 -2.73084E-05  -1.2188E-08 0.56714329 7.7T7B-09

Nota. Aqui solamente se aumento una iteracion respecto a la anterior tabla. Tabla de elaboracion propia.

Ejemplo 14

Para hallar la solucion de la siguiente ecuacion:

n

-

x e’ + In(x3 + ]): 8.4

Con una tolerancia < 1*10° por el método de la secante, se debe seguir el
siguiente procedimiento. Con la funcion inicial se despeja en funcion de x. Des-
pués se resta la constante numérica (8.4) y se obtiene la funcion requerida para

realizar el método de la secante.
xZ

fx)=x*+ ex*4+1In(x>+1) — 84

Se construye la tabla de secante con un valor que pertenezca al dominio de
la funcion, por ejemplo: x = 4, y para este caso, en el valor X, puede ser x = 3.

- B C D E F C

12 [xi Xi-1 F(Xi) F(xi-1)  |xn [Tolerancia |

13 [ 4 3[=A13A(-A13)+EXP(A13A(2)/(A134(2)-4))+LN(A134(2)+1)-8,4]
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La funcion evaluada en el primer valor da:

A B | ¢
12 |xi [xi-1 [F(xi) |
13 n 3 -1,76921251

La funcion evaluada en el segundo valor:

B ¢ D E F G
12 |Xi-1 F(Xi) F(Xi-1) [xn [tolerancia |
13_[ 31-1,76921251 =813'\(-813]+EXP[813"(2]I(Bl3"{2}-4]]+LN{813'\[2]+1}-8,4|
El resultado:
3 C D
12 |Xi-1 |F(xi) [F(xi-1)
13 3 -1,76921251 -0,01073041

Se calcula la primera iteracion con la formula de secante, la cual es:

F(XD) » (X, — X; )

Xn=Xi—- —————=
F(Xi) — F(Xi-1)
| A 8 c | 0 | £ F G
12 |Xi [xi-1 E(Xi) F(Xi-1) Xn ITolerancja |
13_[ a4l 3| -1,76921251| -0,01073041]|=A13- uc13*<A13-313}]]{c13-013]}|

El resultado del primer corte de la recta secante es:

A B C D E
12 |xi [xi-1 |F(xi) [F(xi-1) Xn
13| 4 3 -1,76921251 -0,01073041 2,99389792
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El valor tomado como X | para la primera iteracion se utiliza ahora como el
nuevo valor X, y la primera iteracion se considera el nuevo X | para el calculo de
la segunda iteracion. Se calcula la funcion anterior en estos dos nuevos valores.

A B ¢ D E

12 [xi [xi-1 [Fixi) [Fxia)  |xn |
13 2 3 -1,76921251 -0,01073041 2,99389792
14 3| 2,99389792

Nuevos valores para la segunda iteracion:

A 8 c D E F |
4] 3] 2,99389792[=A147(-A14)+EXP(A148(2)/(A147(2)-4] JHLN(A14%(2)+1)-8,4|

Al evaluar la funcién en X

A B C
14 3 2,99389792 -0,01073041
Al evaluaren x|
C D 3 P G

14[(12,55389792] -0,01073041=5147(-514)+EXP(B144(2)/(B144(2)-4) +LN(B144(2) +1)-8,4]

Se obtiene:
B C D

14] 2,99389792 -0,01073041[ 0,02185148]

Se calcula la segunda iteracion:

A B C D E F G
14 [ 3| 2,99389792l -0,01073041] 0,02185148|=A14- ((C14*(A14-B14))/(C14-D 14}][

El segundo corte de la recta secante:

A B = D E
14 3 2,99389792 -0,01073041 0,02185148 2,99799036
e |
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Al haber dos iteraciones se puede calcular la tolerancia:

E F

12 [ Xn Tolerancia |

13| 2,99389792
14| 2,99799036|=ABS(E14-E13)

La tolerancia entre la primera y segunda iteracion:

E F
12 | Xn |To|erancia
13| 2,99389792

14| 2,99799036_0,00409244

Se realizan todas las iteraciones necesarias hasta llegar a la tolerancia

pedida.
A B c D r F
12 Xi Xi-1 £ (xi) [f(xi-1)  [xn [Tolerancia |
13 a 3 -1,76921251 -0,01073041 2,99389792
14 3 2,99389792 -0,01073041 0,02185148 2,99799036 0,00409244

15 2,99389792 2,99799036 0,02185148 -7,3102E-05 2,99797672 1,3645E-05
|6I 2,99799036 2,99797672 -7,3102E-05 -4,9615E-07 2.99797662' 9.3245E-08.|

El valor que cumple la ecuacion es x = 2.99797, acorde con la tolerancia

solicitada.

Ejemplo 15

Un cuerpo que se desliza desde el reposo en un plano inclinado (ver figura
20), cambiando su angulo constantemente se expresa asi:

Una particula parte del reposo sobre un plano inclinado uniforme, cuyo
angulo 6 cambia con una rapidez constante de:

ﬁ=w<0
dt
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Figura 20. Plano inclinado de angulo variable.

N\

o(t)

Nota. Se muestra aqui en donde ocurre el desplazamiento de una particula en el plano. Figura de

elaboracion propia.

Al final de ¢ segundos, la posicion del objeto esta dada por:

()= -8 (‘-’ ¢ Sen(wt )]

2w’ 2

Al suponer que la particula se desplazé 1.7 pies en un segundo, la manera
de encontrar por cualquier método la rapidez, w, con que cambia 0, suponiendo
que g = 32.17 ft/s?, con una tolerancia < 1*10 es:

Inicialmente se consideran los datos:

G H
4 [x(t) 1,7
t 1
g 32,17

o W
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Se construye la tabla de secante con un valor que pertenezca al dominio de
la funcion: x = -3, y para este caso, en el valor X, puede serx = 9.

8 = 12 € et ok T | e (L .
9 [xi Xi-1 F(Xi) [Fixi-1) [xn [rolerancia |

10 -3l [=-(5H56/(22A1042)) *(((EXP(A10°$HSS5)-EXP(-A10*5HS5))/2)-SENO( A10*$HSS))-1,7]

LX:]

Al evaluar la funcion en el primer valor se obtiene:

A B ¢
9 [xi [xi-1 [E(xi)
10| -3 9 15,9519559

Si reemplazamos x_, en la funcion

B C D E F G | H
g [xi-1 F(xi) F(Xi-1) [xn [rolerancia |
10 9! 15,9519559 =-($H‘36{|:2’Blﬂ“2'j}‘(\'{EXP{BlC’SHSS;-EXP{-B'LD’SHSS}]{2]-SENO(B'E_D’SHSS])«I,?'
Se obtiene:
_ B C | D
9 [Xi-1 [F(xi) [Fixi)
10| 9 15,9519559_-806,174353

Se calcula la primera iteracion con la formula de secante, la cual es

FXD) « (X — Xi-y)

Xn=Xi- .
F(XD) — F(Xi-1)
A B C D E F G
9 [xi [xi-1 [F(xi) [F(xi-1) [xn [rolerancia |
10( -3| 9| 15,9519559] -806,174353|=A10-(((A10-B10)*C10)/(C10-D10))

El primer corte de la recta secante es

A B C D E

9 [xi [xi-1 |F(xi) [F(xi-1) [xn |

‘IUJ -3 9 15,9519559 -806,174353 -2,76716051
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El valor tomado como X para la primera iteracion se utiliza ahora como el
nuevo valor X, y la primera iteracion se considera el nuevo X, | para el clculo de
la segunda iteracion. Se calcula la funcion anterior en estos dos nuevos valores.

A B c D E
9 |Xi Xi-1 [E(xi) [£(xi-1) [xn
10| 3 9 15,9519559 -806,174353 -2,76716051
1| 9 -2,76716051

Nuevos valores para la segunda iteracion:

A B = D E F G H
1 [ 91-1,76716051]:—15»136/12';111*2}}"[th>(91;111'5H$S;-E>(P{-;.11"5&155‘;)[21-55Nom1 L'SH55]}-1,71

La funcién evaluada en el nuevo Xes

A A _ B G
11| 9 -2,76716051 -806,174353

Reemplazando la funcion en x, |

B C D 3 F G H 1
1 [-2,76?150511-806,174353[:—{SHSu‘f|2"B_LL"‘2;-}"{|j|:E)(P{Bl 123HS5)-EXP(-B11°$H35))/2)-SENO(B11°$HS5))-1,7

El calculo da:

| B i C D
11-2,76716051 -806,174353 _14,1798732

Se calcula la segunda iteracion:

A B [ D E F | G
11[ 9l -2,76716051| -806,174353 14,1?93?32I=n11-{{(Au-a;z}*cn;{{c11-ml;}|




CAPITULO 2. Solucién de ecuaciones no lineales de una variable 137

El corte de la segunda recta secante:

A 5 ¢ | b @ E |
11 9 -2,76716051 -806,174353 14,1798732 -2,56376442

Al haber dos iteraciones se pueden calcular las tolerancias.

E F

9 |Xn Tolerancia |

10 -2,76716051
11 -2,56376442] =ABS(E11-E£10)|

La tolerancia entre la segunda y primera iteracion:

E F
9 |Xn Tolerancia
10| -2,76716051

11-2,56376442 0,203396052
1 —_—

Se realizan todas las iteraciones necesarias hasta llegar a la tolerancia

pedida.
A 8 c D 3 F
9 Xi |xi-1 [F(xi) i) Jxn [Tolerancia
10 3 9 159519559 -806,174353 -2,76716051
1 9 -2,76716051 -806,174353 14,1798732 -2,56376442 0,203396092

12 -2,76716051 -2,56376442 14,1798732 12,75689832 -0,74032866 1,823435758

La tolerancia solicitada con la respectiva raiz es

A B C D E F
14 | -0,74032866 -0,3454543 2,27081508 0,152242207 -0,31707834 0,028375962
15| -0,3454543 -0,31707834 0,15224221 8,88097E-05 -0,31706177 1,65626E-05
16 -0,31707834 -0,31706177  8,881E-05 1,04636E-09 -0,31706177 1,95143E-10

La rapidez con que cambia 6 es w =-0.31706, segun la tolerancia solicitada.
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Método de punto fijo

Este método consiste en reordenar una ecuacion (escrita como funcion) asi:
f(x)=0
Si sumamos «x» en ambos miembros:
x+f (x) =5

Al reemplazar:

x+ fx)=g(x)
Se obtiene:

x=g(x)

El proposito de esta ecuacion es ofrecer una formula para predecir un
nuevo valor de x en funcion del anterior. Tiene el inconveniente de que en g (x)
cada término debe pertenecer al dominio de f{x) para poder calcular la siguiente
iteracion, y asi se cumpla la condicion anterior no siempre converge. La condi-
cion indispensable para que exista convergencia es:

lg'(x)| <1

Ejemplo 16

Este ejemplo explica la manera de hallar la raiz por el método de punto

fijo para:

fl)=ex
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Esta funcion se puede presentar de dos formas:

flx)=e™ -x
x+ flx)=e*—x+x

-x

Graficamente se puede apreciar en la figura 21:

Figura 21. Visualizacion del punto fijo. punto de encuentro de x = g(x).

0.8
0T
05

05

03
0:2

01

03 02 0.1 01 02 03 04 05 06 07 LE 09 1 11 1.2 1.3 14 1.5

Fi i

Nota. El punto donde se cortan x y g(x) es la solucion de la ecuacion x = 0.57”. Figura de elaboracion
propia.

Cuando la funcion esta igualada a cero:

f(x)=e"=x=0

-X

]n(e_""]= In(x)
—xIn(e)=In(x)

x=—In(x)
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Graficamente se ve asi en la figura 22:

Figura 22. Visualizacion del punto fijo con el otro despeje. punto de

encuentro de x = g(x).

=02

Nota. Aqui en x = 0.57... donde se cortan las dos funciones es la solucion de la ecuacion inicial; sin
embargo, como se aprecia en la grafica, la segunda construccion parece tener una pendiente muy fuerte > 1 y

no cumpliria con la condicion | g’ (x) < 1|. Figura de elaboracion propia.
En la tabla 8 tenemos los elementos para la primera construccion:

Tabla 8. Aplicacion del algoritmo de punto fijo de la funcion al iniciar en

x=09
Iteracién xi G(xi) Tolerancia
0 0.9 0.40656966
1 0.40656966 0.66593071  0.49343034
2 0.66593071  0.51379511  0.25936105

25 0.56714308 0.56714341 5.7158E-07

Nota. El valor inicial debe ser un dato que pertenezca al dominio de la funcion, por ejemplo, x = 0.9.
Como se observa en la tabla, la convergencia es lenta, ya que la tolerancia <1*10° se logro después de 25

iteraciones. Tabla de elaboracion propia.



CAPITULO 2. Solucion de ecuaciones no lineales de una variable 141
Con la segunda construccion se elabora la tabla 9 de aplicacion del algo-
ritmo:

Tabla 9. Aplicacion del algoritmo de punto fijo con el segundo despeje de

la funcion al iniciar en x,= 0.9

Iteracion xi G(xi) Tolerancia
0 0.9 0.10536052
1 0.10536052 225036733 0.79463948
2 225036733 -0.81109346  2.14500681
3 -0.81109346 #NUM! 3.06146079
4 #NUM! #NUM! #NUM!

Nota. #NUM corresponde en Excel a una funcion que se itera y no puede encontrar un resultado; en

este caso, porque el argumento del logaritmo es negativo.
Es claro que no hay convergencia, pues el proceso manual es:

x = — n(0.9) = 0.10536052

Para la segunda iteracion:

x = —1In(0.10536052) = 2.25036733
Para la tercera iteracion:
x = —1In(2.25036733) = -0.81109346

En la cuarta iteracion:

x = —1I[n(-0.81109346) = No hay imagen en los reales
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Ejemplo 17

La velocidad hacia arriba de un cohete se calcula con la siguiente formula:

v:uln( T ]—gt
m, —qt

Donde v es velocidad del cohete hacia arriba; u, velocidad con la que el

combustible sale del cohete; m, masa inicial del cohete en el 7 = 0; g, consumo
de combustible, y g, 9.8m/s?. Siu=2200 m/s, m, =160 000 kg, y g = 2680 kg/s,
la manera de calcular el tiempo en que v = 1000m/s por el método de punto fijo
con una tolerancia < 1*10°es la siguiente:

Se despeja la funcion de tal forma que quede igualada a la variable pedida
en el ejercicio (¢). Al tener la funcidn, dos términos que contienen ¢ realizan
los dos despejes (estos términos se encuentran indicados con un subindice para
saber cudl se esta despejando). Inicialmente la funcion es:

v=u ln(kJ -gt(2)

m, —qi(1)

D E
4 |u= 2200
5 |mo 160000
6 |q 2680
7 g 9,8
8 v 1000

Valores iniciales de la ecuacion.
Al despejar la segunda variable ¢ (¢ (2)) se tiene como ecuacion:

mo
mo — gt

-4

v—u!n(

=t(2)
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Se construye la tabla de punto fijo y con la ecuacién anterior se reem-
plazan los valores obtenidos mas un valor tomado como inicio del intervalo
abierto, x = 40.

D £ o R

11 .x 'gZ{x] Tolerancia
12| 40]=((SESS- SESA*LN(SESS/(SESS-$ES6*D12)))/(-$E57))|

El resultado de evaluar en g 2(x):

D E
11 |x g2(x)
12 40  146,84263

El resultado de la funcion obtenida g (2) se toma como nuevo valor, el cual
se reemplaza en la funcion despejada.

! D | E
1 |x g2(x)
12 40 146,84263
13| 146,84263
D E F G H
11 |x 22(x) Tolerancia |
12[ 40| =((SES8-SESA*LN(SESS/(SESS-SES6*D12)))/(-SEST))

13| 146,84263 #iNUM!

Al reemplazar esta ecuacion no se presenta convergencia por el método
de punto fijo, ya que el valor reemplazado en la segunda iteracion da indetermi-
nado. Al no haber convergencia con la funcion g 2(x) se intenta el despeje con
t (1) y se realiza el mismo procedimiento. Originalmente la funcion es:

m, _
‘(m) .
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Despejando ¢ (1):

mo
v—gt(2)=uln (7??10 — qt(l))

v—gt(2) _ in( mo )

u mo — qt(1)
v—gt(2) mo
e u ——
mo — qt(1)
mo
(mo —qt(1)) = —— 1
e u

mo
(mo —m) = qt(l)
e u

mo
L v—gt(2)
e

u

p = t(1)

Se toma el mismo intervalo que en g (1) y se empieza a construir la tabla
con la funcion ¢ (1) despejada:

L M N o) P
11 |x gl(x) Tolerancia
12| 40| =(( SESS- (SESS/EXP((SESSHSEST*L12)/SES4)))/(SESE))

Al evaluar en g 1(x) se obtiene:

L M
11 |x g1(x)
12| 40_27,9915668
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Se toma este valor como la primera iteracion. Al ser solo una iteracion,
no hay calculo de tolerancia. El resultado de la funcion obtenida g 1(x) se toma
como nuevo valor, el cual se reemplaza en la funcion despejada.

S S
1 |x g1(x)
12| 40 27,9915668
13| 27,9915668

Al desplegar el anterior valor se obtiene:

L M N _ o p
11 [x g1(x) Tolerancia
12| 40| =((SESS- (SESS/EXP((SESS+SEST*L12)/SES4)))/(SES6))|

13| 27,9915668 26,2491485

Al haber dos iteraciones y la posibilidad de convergencia, se realiza el
calculo de la tolerancia.

L _ M N
1 I'x _gl(x) Tolerancia
12 | 40| 27,9915668
13[ 27,9915668| 26,2491435|=ABS(L13-L1g}

El resultado de la tolerancia entre la segunda y primera iteracion:

A L M N
11 |x g1(x) Tolerancia
12 | 40 27,9915668

13| 27,9915668 26,2491485 12,0084332
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Se realizan las iteraciones necesarias hasta la tolerancia solicitada, ya que

g (1) presenta convergencia.

L M N
11 |x g1(x) Tolerancia
12 | 40 27,9915668
13| 27,9915668 26,2491485 12,0084332
14| 26,2491485 25,9884918 1,74241825‘

Al llegar a la tolerancia solicitada se obtiene:

20| 25,9423965 25,9423935 2,0028E-05
21| 25,9423935 25,9423931 3,0118E-06
22| 25,9423931 25,942393 4,5293E-07

El tiempo en el que v = 1000 m/s es aproximadamente 25.94239 s, con la

tolerancia solicitada.

Ejemplo 18

La forma de hallar la solucién de la ecuacion:

x2

x ¥+ ex*+4+In(x?+1) =84

Hay que tener en cuenta una tolerancia <1*10-6 por el método de punto
fijo. Para este caso hay ocho posibles despejes hasta obtener alguno que con-
verja (se encuentran indicados con un subindice para saber cual término se esta
despejando).

Inicialmente la ecuacion es:

x2

X*+ ex?+4+ In(x?+1) =84
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Al despejar la primera variable x (x (1)) se tiene como ecuacion:

x%(3.4)
x(g)—x(l) = 8.4 — ex*(5.6)+4 _ ]n(x2(7.8) +1)

x%(3.4)

Inx(2)*®) =In (8.4 — ex*Ge*+ —In(x%(7.8) + 1))

x%(3.4)

—x(1) *In (x2) = In (8.4 — ex*Ge++ —In(x2(7.8) + 1))

x*(34)
In (8,4 — ex*(5.6)+4 —In(x2(7.8) + 1))
x(1) =

—In (x2)

Se inicia la tabla de punto fijo con x = 3, valor en el dominio de g 1(x).

A B C D E F
13 |x gl (X) |To|erancia |
14 3|=((LN(8,4 - EXP(A1442/(A1472+4)) - LN{A14“2+1]}J/{'LN{:-\M)]]I

Al evaluar el despeje en g 1(x):

A | B

13 |x le1 (x) |
14 3 -1,28413435

El resultado de la funcion obtenida g 1(x) se toma como nuevo valor, el
cual se reemplaza en la funcion despejada.

A B
13 |x lerx) |
14 3 -1,28413435
15| -1,28413435

A B C D E F
13 |x g1 (X) ]Tolerancia I
14 3|=((LN(8,4 - EXP(A1472/(A1482+4)) - LN(A14A2+1';}'J/{—LNcA14};)|
£-1,23413435' #INUM!
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Al reemplazar en la funcion no se presenta convergencia por el método de
punto fijo, ya que el valor reemplazado en la segunda iteracion da indetermi-
nado. Al no haber convergencia con la funcion g 1(x) se intenta el despeje con x
(3, raiz positiva) y se realiza el mismo procedimiento. Originalmente la funcion:

x2(3.4)
x(1) 7@ 4 x50+ 4 In(x%(7.8) + 1) = 8.4

Al despejar x (3)

x%(3.4)
ex*(5:6+4 = 8.4 — x(1)~*®@ — In(x?(7.8) + 1)

x2(3.4)

2Ee) +4 - N E4- ()7 — In(x*(7.8) + 1))

x2(3.4) = In (8.4 — x(1)7*®@ — In(x2(7.8) + 1)) * x2(5.6) + 4

x(3.4) = iJIn (8.4 — x(1)7*@ — In(x2(7.8) + 1)) * x2(5.6) + 4

x(3) =+ Jln (8.4 — x(1)~*@ — In(x2(7.8) + 1)) * x2(5.6) + 4

Se toma el mismo valor que en g1(x).

) K L M N
13 |x g3 (x) |Tclerancia |
14 3|=RAIZ(LN(8,4 -114A(-J14) - LN(J14A2 +1)) * (J14A2 +4))
) K

13 x 23 (x) |

14 3 4,83973532
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Se toma este valor como la primera iteracion, por esta razén no hay calculo
de tolerancia. El resultado de la funcion obtenida g3 (x) se toma como nuevo

valor, el cual se reemplaza en la funcion despejada.

J K

13 'x |g3 (x) |
14 3 4,83973532

15| 4,83973532

Al evaluar el segundo valor en g3 (x):

J ] K _ L d M | N
13 |x |53 (x) Tolerancia |
14 3 4,83973532

15 || 4,83973532|=RAIZ(LN(8,4 -1 154(-J15) - LN[J15A2 +1)) * (11542 +4))|

El resultado de la segunda iteracion:

A J K |
13 |x |g3 (x) |
14 3 4,83973532
15| 4,83973532 6,72549275

Al haber dos iteraciones posiblemente exista convergencia, entonces se

realiza el calculo de la tolerancia.

J K L
13 |x lg3(x) [Tolerancia |
14] 3| 4,83973532
15| 4,83973532| 6,72549275(=ABS()15-114:
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El resultado de la tolerancia entre la primera y segunda iteracion:

A J K L
13 [x |g3(x] IToIerancia
14 3 4,83973532

15| 4,83973532 6,72549275_1,83973532

Se realizan las iteraciones necesarias hasta la tolerancia pedida, ya que
23(x) presenta convergencia y se puede obtener un resultado numérico.

J K _ L
13 [x Igs(x} |Tolerancia |
14 3 4,83973532

15| 4,83973532 6,72549275 1,83973532
16] 6,72549275 8,64692973' 1,88575743!

La raiz segun la tolerancia solicitada:

J K L
48 | 17,4058609 17,405863 3,4604E-06
49| 17,405863 17,4058643 2,1129E-06
50 | 17,4058643 17,4058651 1,2901E-06
51| 17,4058651 17,4058655 7,877E-07

El valor para x, que cumple la ecuacion, es x = 17.40586, acorde con la
tolerancia pedida.

Leccion 3. Aplicaciones a la ingenieria y ciencias

El objetivo de esta unidad es resolver problemas de aplicacion reales a las
ciencias e ingenieria, porque generalmente la solucion a modelos planteados en
ingenieria y ciencias no tiene solucion analitica, por lo tanto, es necesario recu-
rrir a los métodos descritos anteriormente.
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Ejemplo 19.

Una aplicacién para Ingenieria Ambiental?

En Ingenieria Ambiental se usa la siguiente ecuacién para calcular el nivel
de oxigeno «c» en un rio aguas abajo desde una descarga de aguas residuales:

¢ =10-20(e "> ™)

Donde (x) es la distancia aguas abajo en kilometros. Determine la distancia
aguas abajo donde el nivel de oxigeno tiene una lectura de ¢ = 5, por medio de
cualquier algoritmo, con tol < 1*10%.

Solucion
El modelo planteado hay que llevarlo a la funcion, asi:

Como C=5

5=10-20(e*>* — ™)
10 - 20((3 02x _ ,-075x )_ 5.0
5—20( "2 — ™) =0

f(‘f) =5- 20(3‘” 2x _ e—!].?ﬁr)

Que finalmente es una ecuacion no lineal de una variable y que no es posi-
ble despejarla algebraicamente. Se usaran los algoritmos de biseccion y el de
Newton-Raphson para resolverla.

4 Este ejemplo esta basado en el ejercicio 8.19, capitulo 8, de Chapra y Canale (2011).
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Biseccion
Se grafica para determinar [a, b] (ver figura 23).

Figura 23. Raices de la funcion distancia

Nota. Figura de elaboracion propia.

Tiene dos soluciones que matematicamente son validas porque satisfacen
la igualdad, pero para la solucion del problema de ingenieria se tomara unica-
mente la primera, ya que si no ocurre otra descarga de aguas residuales el nivel

de oxigeno seguira subiendo.
Tomaremos la primera: @ = 0.5y b= 1 (ver tabla 10):

Tabla 10. Aplicacion del algoritmo de biseccion para la funcion al iniciar
en el intervalo [0.5, 1]

a b D, f(a) f(p,) f(a)*f(p,) Tolerancia
0.5 1 0.75 0.649037215  -0.81850303  -0.53123893
0.5 0.75 0.625 0.649037215  -0.13425786  -0.08713835 0.125
0.5 0.625 0.5625 0.649037215  0.24437328  0.15860736 0.0625
0.5625 0.625 0.59375 0.244373283  0.05188539  0.012679%4 0.03125

Continua tabla
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a b p, f(a) f(p,) f(a)*f(p,) Tolerancia
0.59375 0.625 0.609375 0.051885385  -0.04196931  -0.00217759  0.015625
0.59375 0.609375 0.6015625  0.051885385  0.00476103  0.00024703  0.0078125

0.6015625 0.609375 0.60546875  0.004761028  -0.01865324  -8.8809E-05  0.00390625
0.6015625  0.60546875  0.60351563  0.004761028  -0.0069584  -3.3129E-05  0.00195313
0.6015625  0.60351563  0.60253906  0.004761028  -0.00110176  -5.2455E-06  0.00097656
0.6015625  0.60253906  0.60205078  0.004761028  0.00182886  8.7073E-06  0.00048828
0.60205078  0.60253906  0.60229492  0.001828864  0.00036336  6.6453E-07  0.00024414
0.60229492  0.60253906  0.60241699  0.000363359  -0.00036925  -1.3417E-07  0.00012207
0.60229492  0.60241699  0.60235596  0.000363359  -2.9568E-06  -1.0744E-09  6.1035E-05
0.60229492  0.60235596  0.60232544  0.000363359  0.0001802  6.5477E-08  3.0518E-05
0.60232544  0.60235596  0.6023407  0.000180198  8.862E-05 1.5969E-08  1.5259E-05
0.6023407  0.60235596  0.60234833 8.862E-05 4.2831E-05  3.7957E-09  7.6294E-06
0.60234833  0.60235596  0.60235214  4.28314E-05  1.9937E-05  8.5394E-10  3.8147E-06
0.60235214  0.60235596  0.60235405  1.99373E-05  8.4903E-06  1.6927E-10  1.9073E-06
0.60235405  0.60235596  0.6023550  8.49026E-06  2.7667E-06  2.349E-11 9.5367E-07

Nota. La solucion con seis decimales de precision x = 0.602355 km, el nivel de oxigeno es ¢ = 5. Tabla

de elaboracion propia.

Por Newton-Raphson como:

La derivada

flx)=5- 2{](0'”'3" _ e Vs )

f\f(.\') — 4(3—0.3.\' _ l 5(3—0.?5.\'
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En la tabla 11 se muestra la solucion:

Tabla 11. Aplicacion del algoritmo Newton-Raphson, para la funcion al

iniciar en x, = 2

xi f(xi) £(xi) X, Tolerancia

2 -3.943797718  -0.66567222  -3.92453404
-3.92453404  340.7615423  -275.935386  -2.68960166 1.23493238
-2.68960166  121.0962937  -105.909081  -1.54620307 1.14339859
-1.54620307 41.528684 -42.3828046  -0.5663556 0.97984747
-0.5663556 13.18596154 -18.458762 0.14799142 0.71434702
0.14799142  3.482181061  -9.54082581  0.51296832 0.3649769
0.51296832  0.562866528  -6.59957965  0.59825656 0.08528824
0.59825656  0.024653942  -6.02801769  0.60234645 0.00408989
0.60234645 5.40772E-05  -6.00158798  0.60235546 9.0105E-06
0.60235546 2.61895E-10  -6.00152985  0.60235546 4.3638E-11

Nota. A pesar de que se aplico Newton-Raphson, la convergencia fue lenta debido a que, si se observa
en la tabla en x = 2, que fue donde se inicio, la recta tangente en este punto corta el eje x en -3.92453404,
y después tiene que retornar lentamente a la primera raiz positiva. Este es un caso donde Newton-Raphson

presenta una convergencia deficiente. Tabla de elaboracion propia.
Si se inicia con x = 3 (ver tabla 12).

Tabla 12. Aplicacion del algoritmo Newton-Raphson para la funcion al

iniciar en x, = 3

xi f(xi) f(xi) X, Tolerancia
3 -3.868248231  0.61425818 9.2974306
9.2974306 1.903682434  0.60895904 6.17130504 3.12612556
6.17130504  -0.625603139  1.01765492 6.78605482 0.61474978

Continua tabla
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Xi f(xi) f(xi) X, Tolerancia

6.78605482  -0.024335321  0.93709775 6.81202364 0.02596882
6.81202364  -4.60886E-05  0.93354705 6.812073 4.9369E-05

6.812073 -1.66791E-10 0.9335403 6.812073 1.7867E-10

Nota. Se llega a la otra raiz que satisface la ecuacion en x = 6.812073. Tabla de elaboracién propia.

Ejemplo 20.

Una aplicacion Fisica

La velocidad de caida de un paracaidista esta dada por:

gm (<)

= l_e-\m;

C

Donde g = 9.8 m/s? para el paracaidista, con un coeficiente de arrastre
¢ = 14 kg/s. Calcule la masa del paracaidista de tal forma que la velocidad sea
v=35m/s ent=7 s por los métodos de regla falsa y secante: tol < 1*10° 7

Solucion
Si se reemplaza los datos dados del problema:

Y.
35:9.81?1 [—etm)
14

Si se iguala a cero y se simplifica:

98
0.7;1?(] —e™ ]— 35=0

5 Adaptado del ejercicio 7.11, capitulo 7, de Chapra y Canale (2011).
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Que escrito como funcion:

98
f(m)= O‘Tm'[[ —e " ] -35

Graficamos en la figura 24 para observar donde queda la raiz.

Figura 24. Raiz de la funcion masa del paracaidista

Nota. Figura de elaboracion propia.
La tabla 13 muestra el ejercicio por el método de regla falsa:

Tabla 13. Aplicacion del algoritmo de la regla falsa, para la funcion al
iniciar en el intervalo [60,65]

a b f(a) f(b) f(a)*f(b) P, Tolerancia
60 65 -1.201657639  0.42537367  -0.51115352  63.692792
60  63.692792  -1.201657639  0.01373311  -0.0165025  63.6510659  0.04172611
60  63.6510659  -1.201657639  0.00043786  -0.00052615  63.649736  0.00132988

Continua tabla
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a b f(a) f(b) f(a)*f(b) P, Tolerancia
60  63.649736  -1.201657639  1.3955E-05  -1.6769E-05  63.6496936  4.2383E-05
60  63.6496936  -1.201657639  4.4473E-07  -5.3442E-07  63.6496923  1.3508E-06
60  63.6496923  -1.201657639  14174E-08  -1.7032E-08  63.6496922  4.3049E-08

Nota. La interpretacion a la solucion es que el paracaidista debe tener una masa de 63.649692 para que

logre una velocidad de 35 m/s en un tiempo de siete segundos. Tabla de elaboracion propia.

En la tabla 14 se muestra la solucion por el método de la secante:

Tabla 14. Aplicacion del algoritmo de la regla falsa, para la funcion al
iniciarenx,= 70y x,_

=60

xi xi-1 f(xi) f’(xi-1) X, Tolerancia

70 60 1916748767 -1.20165764  63.85343500

60 63.85343500 -1.201657639  0.06482834  63.65618702  0.19724798
63.853435  63.65618702  0.064828342  0.00207014  63.64968062  0.0065064
63.656187  63.64968062  0.002070136  -3.7001E-06  63.64969223  1.1608E-05
63.6496806  63.64969223 -3.70005E-06  2.1075E-10  63.64969223 6.6117E-10

Nota. La solucion segun la tolerancia solicitada se logra en menos iteraciones. Tabla de elaboracion

propia.

Ejemplo 21.

Una aplicacion de Ingenieria Aeroespacial®

Los ingenieros aeroespaciales calculan las trayectorias de proyectiles. Pro-
ponemos aqui un problema tipico de este campo: determinar la trayectoria de
lanzamiento de una pelota de un jugador de béisbol que se encuentra en el jardin

derecho y que esta definida por las coordenadas x y , y se modela como:

y =(tan 6, )x -

g

"—x
2V, cos® 6,

2

+ Y

6  Este ejemplo estd basado en el ejercicio 8.36, capitulo 8, de Chapra y Canale (2011).
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Encuentre el angulo inicial apropiado 0, si V = 20m/s, la distancia a la
segunda base es de 40 my g = 9.8 m/s 2. Observe que el lanzamiento sale de la
mano derecha del jugador a una altura de 1.8 m, y que el jugador de la segunda
base recibe la pelota a 1 m de altura.

Por el método de Newton-Raphson, to/ <= 1*¥10°. Se reemplazan los

valores:

9.8

40% +1.8
2%20% cos * 6,

1 = (tan 6, J40 -

Igualando a cero y simplificando.

9.8

- —— 407 +1.8-1=0
2*20°cos “ @,

(tan 6, J40 —
40(tan @, )—19.6sec’ 6, +0.8 =0

Como funciodn:

£(8,)=40(tan @, )-19.6sec* , +0.8

La derivada:

1'(6,)=40%(Ssec’ 6,)-39.2* tan 6, sec’ 6,
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La tabla para la solucion es:

Tabla 15. Aplicacion del algoritmo Newton-Raphson, para la funcion al
iniciar en x, = 1

xi f(xi) 2 (xi) X, Tolerancia

1 -4.043859902  -72.1084825 0.94391978
0.94391978  -0.934195352  -41.0266054 0.9211493 0.02277048
0.9211493 -0.109014277  -31.7095988 0.9177114 0.0034379
09177114 -0.002205351  -30.4318852 0.91763894 7.2468E-05
091763894  -9.63764E-07  -30.4052894 0.9176389 3.1697E-08

Nota. El dngulo 0 = 0.9176389 en radianes; si lo pasamos a sistema sexagesimal: 0, = 52°34°36”.
Tabla de elaboracion propia.

Es importante resaltar que este problema tiene infinitas soluciones debido
a que es una funcion periddica. Al respecto, ver la figura 25.

Figura 25. Infinitas raices de f (0).

]
ra

|
w

Nota. Esta es funcion angulo inicial de lanzamiento. Figura de elaboracion propia.
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Si se inicia en x = 0.5 (ver tabla 16).

Tabla 16. Aplicacion del algoritmo Newton-Raphson, para la funcion al

iniciar en x, = 0.5

xi f(xi) £(xi) X, Tolerancia

0.5 -2.79745005 24.1315517 0.615925
0.615925 -0.307531773 18.3944199 0.63264375 0.01671875
0.63264375  -0.008929992 17.3121983 0.63315957 0.00051582
0.63315957  -8.95848E-06 17.2774493 0.63316009 5.1851E-07
0.63316009  -9.0743E-12 17.2774143 0.63316009 5.2525E-13

Nota. El angulo 6 = 0.63316009 en radianes; si se pasa al sistema sexagesimal: 0, = 36°16°39”. Tabla

de elaboracion propia.

Actividades propuestas

1. Hallar el valor de x para la siguiente ecuacion (Ex — cos x = 0 por el

método de biseccion con una tolerancia < 1*10°.

a) 0.35232
b) 0.64171
) 0.54235
d) 091232

Use el método de regla falsa para encontrar la solucién a:

2 +cos(e*-2)-e*=0. tolerancia <= 1*10%.

a) 0.00876
b) 1.57079
) 1.00762
d) 0.78539
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Por el método de Newton-Raphson hallar la raiz positiva para la ecuacion:
x tan! (x/2) + In (x> +4) — 3 = 0, tolerancia < 1*¥10°°.

a) 133846
b) 1.74484
) 2.18308
d) 1.62381

Hallar el valor de x por el método de la secante para la siguiente ecuacion:

;—+ %xz ~xsen (x)- ;—cos (2x)=0

Y tolerancia < 1*10°,

a) 0.56872
b) 1.89561
o) 156258
d) 135234

Encontrar la solucion a la siguiente ecuacion por el método de punto fijo y
calcular la tabla con las cinco construcciones posibles.

X +4x* -10=0

Un abrevadero de longitud L tiene una seccion transversal en forma de
semicirculo con radio r (ver figura 26)’. Cuando se llena de agua hasta una
distancia 4 de la parte superior, el volumen de agua esta dado por:

7  Adaptado de del ejercicio 17, capitulo 2, de Burden y Faires (2000, p. 54).
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Un recipiente de longitud L posee una seccion transversal de medio cir-
culo de radio 7, y la altura 4, sera la distancia entre el remate superior y la
columna de agua. El volumen de agua esta dado por:

”

1
V= L[U.S*ff* rt - rzsen"[;—?]— h(r2 —9‘12)3}

Suponga que L =12 ft, r =2 ft, y que, V'= 18 ft*. Determine la profundidad
del agua en el abrevadero (ver figura 27) con una tolerancia de 1*10° por el
método de Newton-Raphson.

Figura 26. Abrevadero.

Nota. El volumen depende de: 4 y r. Figura de elaboracion propia.

7. Lavelocidad hacia arriba de un cohete se calcula con la siguiente formula®:

m,
m, —qt

v=uln — gt

8 Adaptado del ejemplo PT.4.1 de Chapra y Canale (2000).
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Donde v es velocidad del cohete hacia arriba; u, velocidad con la que el
combustible sale del cohete; m,, masa inicial del cohete en el £ = 0; g, consumo
de combustible, y g, 9.8 m/s*. Si u = 2500m/s, m,= 180 000 kg y ¢ = 2580 kg/s,
calcule el tiempo en que v = 1.200m/s, con una tolerancia de 1*10-6, por el
método de Newton-Raphson.

do

—=w<0
dt

8. Un cuerpo que se desliza desde el reposo en un plano inclinado (ver figura
27), cambiando su angulo constantemente se expresa asi:

Una particula parte del reposo sobre un plano inclinado informe, cuyo
angulo 0 cambia con una rapidez constante de’:

Figura 27. Plano inclinado de angulo variable.

*‘i.

e(t)

Nota. Desplazamiento se da en funcion del tiempo y la velocidad angular. Figura de elaboracion propia.

9  Adaptado del ejercicio 18, capitulo 2, de Burden y Faires (2000 p. 55).
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Al final de ¢ segundos, la posicion del objeto esta dada por:

(0)=-8 [ e -sen(wz)J

T 2w? 2

Suponga que la particula se desplazé 1.9 pies en 1.03 s. Encuentre la rapi-
dez w con que cambia 0. Suponga que g = 32.17pies/s* por cualquier método
con una tolerancia < 1*10-6.



CAPITULO 3

Solucion de sistemas de ecuaciones
lineales y no lineales

En ingenieria y ciencias es frecuente llegar a un sistema de ecuaciones
lineales o no lineales como la solucién completa o parcial de un problema. En
las asignaturas de Algebra Lineal y Calculo Multivariado se abordaron las solu-
ciones analiticas a dichos problemas; pero en la mayoria de problemas de apli-
cacion, cuando hay sistemas de ecuaciones lineales grandes (n > 6), la solucion
requiere bastante memoria del computador. Por esto es costoso y dificil realizar,
dado que métodos analiticos como el de Gauss-Jordan requieren de muchas
operaciones que en las iteraciones generan errores de truncamiento y redondeo.
El trabajo en una computadora con los métodos de eliminacién (vistos en Alge-
bra Lineal) con gran nimero de operaciones por ejecutar puede producir errores
de redondeo y de truncamiento. Otra técnica consiste en aproximar la solucion
mediante alguna combinacion de valores iniciales, la cual se describe en esta
unidad. Para la solucion de sistemas de ecuaciones no lineales por métodos ite-
rativos se trabajara el método de Newton-Raphson en distintas variables.

El objetivo de esta unidad es solucionar sistemas de ecuaciones lineales
y no lineales por métodos iterativos. Aqui se propone utilizar técnicas iterativas
de Jacobi y Gauss-Seidel para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales;
programar y aplicar la solucion de los métodos iterativos; resolver problemas
de aplicacion a la ingenieria y ciencias, y resolver un sistema de ecuaciones no
lineales por el método de Newton-Raphson.
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Métodos para la solucion de sistemas de ecuaciones lineales

Los métodos iterativos permiten el calculo de la solucion de un sistema sin
aplicar modelos matriciales, los cuales tienen restricciones cuando sus dimen-
siones son relativamente grandes.

Método de Jacobi

Este método iterativo establece el algoritmo que transforma un sistema
Ax = b en otro equivalente de la forma x = Tx + ¢, en este se selecciona un
vector inicial con cualquier real, y posteriormente se genera la sucesion de
los vectores con la aproximacion de acuerdo con la tolerancia solicitada. El
algoritmo es un proceso que convierte el sistema Ax = b en otro equivalente de
la forma x = Tx + ¢ para una matriz fija 7'y un vector ¢. Luego de seleccionar
el vector inicial x, la sucesion de los vectores de la solucion aproximada se

genera calculando:

) = kD 4 e

Para k=1, 2, 3 la tolerancia determina cuando terminar las iteraciones. Es
importante tener en cuenta que la matriz de los coeficientes del sistema inicial
debe ser dominante en la diagonal; si esto no ocurre, no se garantiza la conver-

gencia, es decir:

n
2

J=1
J#i

.

F]

G:-J

Ejemplo 1
La manera de solucionar por el método de Jacobi el sistema:

Ix=2y+4z=
2x—4y—z=-2
-x—=4y+6z=1
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Con tol <1 * 10, el proceso para la solucion del sistema de ecuaciones es
el siguiente:

Antes de aplicar el método se debe determinar si el conjunto de ecuaciones

dadas tiene diagonal dominante. La matriz por evaluar es la siguiente (matriz de
los coeficientes de las variables):

7 1 1
10 5 20
1 . 5
2 7

-1 —4 6

Partiendo de una matriz general de 3 * 3:

F1,C1 F1,C2 F1,C3
F2,C1 F2,C2 F2,C3
F3,C1 F3,C2 F3,C3

La matriz es dominante solo si cumple que:

|(F1,C1)| = | F1,C2 + F1,C3]|;

[(F2,C2)| = | F2,C1 + F2,C3]|;

[(F3,C3)| = | F3,C1 + F3,C2|
Se verifica si la matriz de coeficientes es dominante.

Para la primera fila:

7| > -2+ |4
7>6
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Para la segunda fila:
= 4> 12+
4>3

Para la tercera fila:
6> =1+-4
6>5

Como se observa, la matriz de coeficientes cumple con los requisitos, por
lo tanto se puede aplicar el algoritmo.

Si en alguna de las filas se incumple, se pueden intercambiar filas o colum-
nas hasta que se verifique la condicion. Si no es posible, muy seguramente no
habra convergencia.

Se toman las ecuaciones por la diagonal dominante y se despejan asi: en la
primera ecuacion se despeja x, en la segunda ecuacion se despeja y, y se despeja
la tercera ecuacion respecto a z.

a) La solucion aproximada se obtiene al despejar para cada ecuacion, asi

7777777
11 1
Y=z
27 47 2

2
Z=—X+—y+—
6 37 6

b) Se establecen unos valores iniciales generalmente x =y =z = 0. Y asi
se procede con la primera iteracion:

_r=20—i{}+§=0.42857l4285
7 7 7

| | 1
y==0-—0+==05

27 42

1 2 1
z=—0+20+—=0.1666666666

6 3 6
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La segunda iteracion:

x= % 0.5- ;0, 1666666666+ % =0.47619048

y= 50.42857 14285— % 0.1666666666+ % =0.67261905

z =%0.4285714285+ 205+ é ~0.57142857

b |

Las tolerancias:

Para x
|0.476I9048 —0.4285714285 |= 0.04761905
Paray
|O.6726I905 —0.5[=0.17261905
Para z

0.57142857 —0.166666666 | = 0.4047619

169

Y asi sucesivamente se va construyendo la tabla hasta llegar a la tolerancia

requerida:

Tabla 17. Iteraciones por el método de Jacobi

Iteracion 0 1 2 27 28 29 Iteracién
X 0 04285714 04761904  0.2612598  0.26126123  0.26126181 X
y 0 0.5 0.67261905  0.495494  0.49549494  0.49549579 y
z 0 0.16666667 0.57142857 0.54053985  0.5405393  0.54054016 z
Tolerancia x 0.42857143  0.04761905 4.0379E-07  1.4288E-06 5.8395E-07 Tolerancia x
Tolerancia y 0.5 0.17261905  9.2668E-07  9.4283E-07  8.5203E-07 Tolerancia y
Tolerancia z 0.16666667  0.4047619  2.9638E-06  5.5049E-07 8.6669E-07  Tolerancia z

Nota. Con lo cual se obtienen los valores segun las tolerancias solicitadas. Se omitieron las iteraciones desde
la tres a la veintiséis, ya que a partir de la veintisiete se alcanza la tolerancia requerida. Tabla de elaboracion propia.
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Método de Gauss-Seidel

Es similar al método de Jacobi; aunque la diferencia esta en que para el
calculo sucesivo de las variables se calculan con base en la anterior, lo que
garantiza que la convergencia sea mucho mas rapida.

Ejemplo 2

La manera de solucionar el sistema por el método de Gauss-Seidel:

Tx—-2y+4z=3
2x—4y—z=-2
—x—4y+6z=1

a. Al tratarse del mismo ejemplo anterior, ya queda garantizado que la
matriz de los coeficientes es dominante en la diagonal.
b. La solucion aproximada se obtiene igual que en el método de Jacobi:

NEENIE
7 7 7
|
2 4 2
I
6 3 6

¢) Se establecen unos valores iniciales generalmente x =y =z = 0. Asi

se procede con la primera iteracion que cambia con respecto al método

de Jacobi:
= g0 — i0 + i =0.42857142 85
7 7 7

y= l0.4285?‘14.'2 85 —lO +l =0.71428571
2 4 2

z= %&4285714285 + %0.?1428571 + é =0.71428571



CAPITULO 3. Solucion de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales 17

Con estos valores se ingresa a la tercera iteracion y se organizan en la tabla
18 para obtener las tolerancias solicitadas:

Tabla 18. Iteraciones por el método de Gauss-Seidel

Iteracion 0 1 2 3 12 Iteracion
X 0 0.4285714 0.2244898 0.2706511  0.261261202166 X
y 0 0.7142857 0.4336734 0.5120262  0.495495390456 y
z 0 0.7142857 0.4931972 0.5531260  0.540540460665 z
Tolerancia x 0.4285714 0.2040816 0.0461613 2.82504E-07 Tolerancia x
Tolerancia y 0.7142857 0.2806122 0.0783527 5.02135E-07 Tolerancia y
Tolerancia z 0.7142857 0.22108844  0.05992873 3.81841E-07 Tolerancia z

Nota. Como se observa, se necesitaron solamente doce iteraciones para obtener la tolerancia, mientras
que en el método de Jacobi fueron necesarias 29 iteraciones. Tabla de elaboracion propia.

Ejemplo 3

La manera de solucionar el siguiente sistema de ecuaciones por Jacobi y
Gauss-Seidel hasta una tolerancia de 1*¥10° es:

7 1 1
—x——y+—z=3
10 5 20
1_1—41!—222—2
2 o7
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Antes de aplicar los métodos, se debe determinar si el conjunto de ecuacio-
nes organizadas tiene diagonal dominante. La matriz por evaluar es la siguiente
(matriz de los coeficientes de las variables):

7 1 1
10 5 20
1 4 5
2 7
-1 -4 6

Partiendo de una matriz general de 3 * 3.

F1,C1 F1,C2 F1,C3
F2,C1 F2,C2 F2,C3
F3,C1 F3,C2 F3,C3

La matriz es dominante solo si cumple que
|(F1,C1)| = | F1,C2 4+ F1,C3];
[(F2,C2)| = | F2,C1 + F2,C3|;

|(F3,C3)| = | F3,C1 + F3,C2|

Se comprueba si la matriz de coeficientes es dominante

ol -5+l
101 =757 20/’

4>|1 5|
412 |5 -= ;
6] = |—1 — 4]
|7| | 3 3
—| 2 |- ===
101 — 20 20
|4|—4>’ S1_3 .
ST 14l 147

6| > |-5| =5
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Como se puede observar, la matriz de coeficientes cumple con los requisi-
tos, por lo tanto, se garantiza la convergencia.

Se toma cada una de las ecuaciones y se despeja respecto a una variable
determinada. En la primera ecuacion se despeja x; en la segunda, y, y en la ter-
cera, z.

Primera ecuacion

1 1
L lys—z=3
10 5 20
30 2 1
X=7 7Y 147

Segunda ecuacion

Lx—4v—iz=—2
2 7

_1 1 5
y=2%g¥ " 28”
Tercera ecuacion
—x—4y+6_-:
1+1 +2
z=—+—-x+-
6 6 37

Por el método de Jacobi
Se construye la tabla de Jacobi, asignando un valor cualquiera para las tres
variables: x=1,y =2,z =3.
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En la celda en la cual se encuentra el valor de x se coloca la ecuacion de x
(primera ecuacion) despejada. En este caso los valores de y y z seran tomados
por los valores asignados 2 y 3.

A B &

24 [=(30/7)+ ((2/7)*823) - ((1/18)*C23)

Primer valor para x:

LA |
24 | 4,64285714

Se repite este mismo procedimiento con cada una de las ecuaciones despe-
jadas para y, z tomando los valores de x, y, y z asignados en los casos en donde
sean necesarios. Para y:

B C [

24I=(1/2)+(E1/8}_"A23)-{{5/28'; *C23)

El primer valor para y:

B
24 | 0,08928571

Paraz:

C D E

24 [=(1/6)+((1/6)*A23 ) +((2/3)*B23)

Primera iteracion para z:

C
24| 1,66666667
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Los valores asignados y la primera iteracion en la tabla de Jacobi son los
siguientes:

22 |X 4 £
23 1 2 3
24 | 4,64285714 0,08928571 1,66666667

Al haber dos valores para las variables, se calcula la tolerancia de la
siguiente manera:

Tolerancia = |B, — Pp_4|

A B C D
22 X ] 4 Tolerancia X Tc
23| 11 2 3
24| 4,64285714] 0,08928571 1,56665667|=ABS(£.24-A2_3)

La tolerancia para «y» se calcula asi:

B C D E
22 Y Z Tolerancia X Tolerancia Y T¢
23 2 3
24[ 0,08928571| 1,66666667 3,64285714[zABS(824-523)

Tolerancia para «z»:

C D E : F
22 |Z Tolerancia X ToleranciaY Tolerancia Z
23 o
24| 1,66666667| 3,64285714 1,91071429':ABS{C24-C2_3)|
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Cabe aclarar que cada variable es independiente. Por lo tanto, el calculo
de la tolerancia solo se realizara entre valores x, valores y , y valores z, obte-
niendo tres tolerancias por separado (una para cada variable) como se ve a

continuacion:
A B C D E F
22 |X Y Z Tolerancia X Tolerancia Y Tolerancia Z
23 | 1 2 3

24 | 4,64285714 0,08928571 1,66666667 3,64285714 1,91071429 1,33333333

Asi se realizan las iteraciones necesarias hasta que las tres tolerancias cum-

plan con el valor pedido (1*10” (-6)).

4 A B C Bl | E F
22 |X Y z Tolerancia X Tolerancia Y Tolerancia Z
23 1 2 3
24 | 4,64285714 0,08928571 1,66666667 3,64285714 1,91071429 1,33333333
25| 4,19217687 0,7827381 1 0,45068027 0,69345238 0,66666667

A B e D E F

38 4,41072787 0,79559376 143218379 1,7976E-07 8,51296-08 7,5593E-07
Los resultados son x = 4.41072, y = 0.79559, z = 1.43218, acordes con la
tolerancia pedida.

Por el método de Gauss-Siedel
Se parte de las mismas ecuaciones despejadas anteriormente:

7 11
—Xx—=y+—z=3
0757 20
30 2 1
X=7 7Y T4’
I—x—4y——z =17
2

1.1 5
y=378* " 28"

—x—4y+6z=1

11 2
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Se construye la tabla de Gauss-Siedel asignando un valor cualquiera para
las tres variables: (x = 1), (y = 2), (z = 3).

En la celda en la cual se encuentra el valor de x colocaremos la ecuacion de

x (primera ecuacion) despejada. En este caso los valores de y y z seran tomados
por nuestros valores asignados (2, 3).

22 |X Y Z
23 1 2 3
24 |=(30/7)+(2/7)*B23 - (1/14)*C23

Primera iteracion para «».

A
22 X I
23 1
24| 4,64285714

Se repite el procedimiento con cada una de las ecuaciones despejadas para
y y para z; pero en este caso se toman los valores obtenidos en la iteracion, y
no los que fueron asignados inicialmente. Esta diferencia entre el método de
Gauss-Siedel y el de Jacobi hace que en el primero se necesiten menos iteracio-
nes para llegar a una tolerancia pedida.

Para y:

22 |x ly z Tol
23 1 2 3
24| 4,642857141=1/2 + (1/8)*A24 - (5/28)*C23

Lo




178 METoDp0os NUMERICOS CON EXCEL

El resultado es:

22 [X \
23 | 1 2
24| 4,64285714 0,54464286

Para z:

22 |X [‘r IZ |To|erancia X ITo
23 1 2 3
24| 4,64285714] 0,54464286|=1/6 +(1/6)*A24 + (2/3)*B24]

Primera iteracion para z:

A B C

22 [x Y [z |
23 | 1 2 3
24 | 4,64285714 0,54464286_1,30357143

La tabla de Gauss-Siedel con los valores asignados y la primera iteracion
es la siguiente:

22 [x |y i

23 1 2 3

24| 4,64285714 0,54464286 _1,30357143
P —

Al haber dos valores para las variables, se calcula la tolerancia de la
siguiente manera:

Tolerancia = |B, — Pp—4|

A B c D

22 [x Y z [Tolerancia x |7c
=] 1 2

24]' 4,64285714| 0,54464286 1,30357143| =ABS(A24-A23)|



CAPITULO 3. Solucion de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales 179

Célculo de la tolerancia para y:

B C D E _
22 Y Z |Toleranciax IToIerancia Y|Tc
23| 2| 3
24[ 0,54464286] 1,30357143 3,642857143]=ABS[824-82_3}|

Tolerancia para z:

£ D E F
227 Tolerancia X |Tolerancia YlToIeranl:ia Y|

23 3
24 [ 1,3035714-3I 3,642857143 1,45535714] =ABS(C24-C23}|

Cabe aclarar que cada variable es independiente. Por lo tanto, el calculo
de la tolerancia solo se realizara entre valores x, valores y, y valores z, obte-
niendo tres tolerancias por separado (una para cada variable), como se ve a

continuacion:
A B C D E F
22 (X Y z Tolerancia X |Tolerancia Y |Tolerancia Y
23 1 2 3

24 | 4,64285714 0,54464286 1,30357143 3,642857143 1,45535714 1,69642857

Asi, se realizan las iteraciones necesarias hasta que las tres tolerancias

cumplan con el valor solicitado < 1*10" 5.

Y A B C D E F
22 |X Y |2 |To|eranciax Tolerancia Y]Tolerancia‘r
23 1 2 3

24 | 4,64285714 0,54464286 1,30357143 3,642857143 1,45535714 1,69642857
25 | 4,34821429_' 0,81074617 1,4318665 0,294642857 0,26610332 0,12829507




180

METoDp0os NUMERICOS CON EXCEL

Los resultados segtn las tolerancias solicitadas:

A B C D E F
30: 4,41072797 0,79559373 1,43218382 3,90479E-06 3,2636E-07 8,6837E-07
31| 4,41072794 0,79559388 1,43218391 3,12191E-08 1,5116E-07 9,5573E-08

Por lo tanto, x = 4.41072, y = 0.79559 y z = 1.43218, acorde con la tole-

rancia solicitada.

Metodo de Newton para la solucion de sistemas
de ecuaciones no lineales

Algoritmo:
Xlx Xlur—n Yl{ﬂ'—l}
Xz.k X;f\. 1) }fz{}( 1)
XK X{X—l} }/{K—l}
3 s 3 _ 3
x5 | [xgo] |
Donde-*
S
X,
K
X,
XK
i | =iteracion K ésima del sistema
=
_X v
_Xf!\'—l)_
1
Y &N
Y &ED
& = iteracion anterior a la K ésima del sistema
Y ED
N
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Teniendo en cuenta:

Y (J) el jacobiano se define como:

il Fy(X, X, X,

[OF(X,. X, X, X" OF(X.X.X, X0 eR(X. XX, X,

B (s e s s o [ Ko Ko X

181

_YI{K-”_ -Fl(XlsX29X.¥,........X.\' )K_1 1]
Ya{ﬂ'-ll F:(XnXstJ,.._..._.X.\')K l

RN, XX, X,

ax, ' éx, Bx, ax,

F (X, X X, X eR(X,. XWX, X)) OR(X.XL X X P (X X0 X, X))
ax, ’ ax, ' ax, T ax,

(J(.\'K 1 yk-l pk-1 X= l)) ("F‘(,\'l,X:,X; -'Y.\')x ' EFI(X:‘X:‘X'\ X.\']K ' EF;[XL\X:‘X; 1}_]1- I EF;(-Yi‘X:\Xi X_\']x !
1 2 3 N 6}(’1 N 6)(-: N EX; ........... EX.\_

61:.\'(X]‘ ‘XJ ’ ‘X.'-.. ...‘X_\' }K-j 61’:\'(A':‘ ‘XJ‘ ‘X.'u - ‘Y_\' ]K-l ej:_\'(‘X'_‘ ‘YJ‘ ‘X.'u = "‘,_\' )K-l

ax, ‘ ax,
Ejemplo 4
Si se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

cos(In(x, )+ x> =2=0

2
VX *x, —=x7=0
= 1

ax,

En dos ecuaciones con dos incognitas, si se aplica el algoritmo, el modelo

sera:

7 4 (K-1) (K-1)
X1 [x#] [x

K (K-1) (K-1)
XF| | X} Y,
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Como valores para la primera iteracion se toman valores que estén en el
dominio de la funcion:

X5 0.5
X&ED 05

Para la segunda matriz tendremos:

Y—I(I\f—l] . I N 1;] (XlsXZ)K_l
(K-1) :(J(le\ lﬂX; I)) " o
Yg I‘E(XI’XE)

El jacobiano para este sistema sera:

OF (X, X,)* " aF(X,,X,)""

sen(In(Xx)))* L 2X,
K-l yK-1 oX, oX, X,
[J(Xl =X1 )J: k-1 . K-1 -
or,(X,. X,)" " aF,(X,.X,) X sy X,
X, ax, 2/ xx, ' 2/X X,
Se evalua con los mismos valores de la matriz inicial:
) # 1 _ 1
- sen{ln(X)))* — . 2X, —.s‘en(ln{tl.a)]*”—s . 2%0.5
- 1 B 5
vosos)=| X, 0.5 0.5
—=_ 2%, , f —2%05 , —(———
2./X, X, 2,/X X, 205%0.5 2:/05%0.5
Se obtiene:
1.27792255 1

(/(0.5,05))= 05 0,5
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La inversa del jacobiano:

| 0.43899649  -0.87799298
((0.505))" =
0.43899649  1.12200702

Las funciones evaluadas en los valores iniciales

F (X, X)) cos(ln(xl))+xf -2
1'11(X1,X1)K1 B VX *x, _x,:

Se reemplazan:

{Fl (0.5,0.5)<"! ] [cos(ln(O.S))+ 0.5':' - 2]

1,(05,0.5"| [/0.5%0.5-0.5
F (05,05 ‘ -0.9807611
LA —
{FQ(O.S,{).S)K‘I_ Ve

Por lo tanto:

}/1(1( v K-l K-1))! FI(.XHXz o
e |2 ) B

}/E(X 1) FE(X])XE)K 1

{}1“‘ “] _[043399649 —0.8?799298]{—0.98076] 1]

YE 1 0.43899649 1.12200702 0.25

183
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Se obtiene:

y&-D -0.65004892
1 —_—
L@“‘ ”]_ -0.15004892
D 6l NP Sl B B A X7 _[0.5] [-0.65004892
X) - X3P A X, 0.5] |-0.15004892
1.15004892
X
X! 0.65004892

Este resultado ingresa a la segunda iteracion y asi se contintia hasta obtener
la tolerancia solicitada. Por lo tanto, la matriz Y-

y? L F((XL X))
LU ) ),

el (X, X))

Y| [0.08463535

v | |[-0.44376507

El resultado de la segunda iteracion:

PSP ANS
Xij‘LfJ
X7 [1.06541357
x| [1.093814 J
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En Excel se puede programar la tabla 19 que contenga:

Tabla 19. Solucion de sistemas de ecuaciones no lineales por Newton

XX Jacobiano Inversa del jacobiano FLZ(XI,XZ)"'l Ym‘k‘” X X Tolerancia

0.5 1.2779226 1 04389965  -0.877993  -0.980761 -0.650049  1.1500489  0.65004892
0.5 -0.5 0.5 04389965 1.122007 0.25 -0.150049  0.6500489  0.15004892
1.1500489  -0.121168  1.3000978 02746956 -0.536998 0587193 0.0846353  1.0654136  0.08463535
0.6500489  -1.924187  0.6650513  0.7947743  -0.050048  -0.457981 -0.443765  1.093814  0.44376507
1.0654136  -0.059433  2.187628  0.1400368 -0.620809  0.1944223  0.0617344  1.0036792  0.06173439
1093814 -1.624207 04934662 04609206 -0.016866  -0.055586  0.0905507  1.0032632  0.09055075
10036792 -0.003659  2.0065265 0.1654366  -0.663768  0.0065304  0.0036695  1.0000096  0.00366953
1.0032632  -1.507462 05001036  0.4986754  -0.00121 -0.003901 0.0032613  1.000002  0.00326127
1.0000096  -9.65E-06  2.000004  0.1666649 -0.666658  3.953E-06  9.649E-06 1 9.6494E-06
1.000002  -1.500021 05000019  0.4999998 -3.22E-06  -1.35E-05 1.976E-06 1 1.9763E-06
1 -5.99E-11 2 0.1666667 -0.666667  -4.26E-11 S.987E-11 1 5.9872E-11

1 -1.5 0.5 0.5 -2E-11 -1E-10 2.13E-11 2.1324E-11

;

Nota. La solucién en la sexta iteracion con una tolerancia <1*¥10“es x, = 1,y x,= 1

Ejemplo 5

Aqui se explica la manera de solucionar el siguiente sistema de ecuacio-
nes, iniciando con x = 0.5 y y = 1.7 con una tolerancia de <1*10%e:

F1. sen (]n ( )) — Jxy + 2.30479064 =0

x+y

X
F2. tan™! (W) + e™Y —0.332730843 =0
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Para construir el jacobiano se derivan parcialmente cada una de las funcio-
nes respecto a sus variables dependientes:

X
In (x m y)) — Jxy + 2.30479064)

))* 1 (x+y)-(&) 1xy
X

®
) (x+y)? 2,/xy

=
+

@
Q"'r:

—

Il

P\
/ﬁ‘\
+ ®

Yy
)) x (x+y) 2y

— Jxy + 2.30479064

E_ y
ax xt(x+y) ZM

dF1
E_S ( (x+y)

0F1 (! ( x )) G+ 7)1 1x*x
——=cos|In * x*((x+y -
a x + X /
y i Tty 2\/xy
dF1 ] ( x ) 1 1xx
—— = —cos| In * -
ay x+y x+y  2/xy
dF2 X
—— = tan™" (7) + e ™ —0.332730843
dx x2 + y?
F2 1 (x%2 +y2) — (2x) =x
—_— * —_— *e xy
x%+ y?
oF?2 1 (x% +y?) — 2x* B
— = #* —y=*e xy
Ox  (x%+y2)? + x2 (x% +y?)?
(2 + y2)2
aF2 1 y? — x?
—— * —_— y * e_xy
dx (x4 y2)e 4+ x 1
aF2  y?—x? ey

ax  @+y)rexz V¢



CAPITULO 3. Solucion de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales 187

oF2 _, —1( X )+ Xy _(.332730843
ay = tlan x2+ y2 e .

d0F2 1 =
— = sxxx (2 + yH)™) T+ —xxe™

ay
. +(x2 + y2

dF2 1
o S AR T )Ty e
oF2 1 2xy
—_— * — —xxe XY
ay (x2 + )’2)2 + x2 (xz + yZ)Z
(x% + y2)?
aF2 =2xy B
—_—— __ —Xx*g xy
dy  (x*+y?)? +x?
Siendo el jacobiano:
dF1 dF1
J= dx 0y
" |0F2 0F2
dx  dy
x y Yy ) x L 1 . x
- (ms(ln(x+y))*x*(x+y) 2@ ,cos(ln(x.l_y))- Xty 2\/5
a y? —x? - —2xy B
—yxe ™ 5 —xxe

(x +y%)? + x? (x2+y?)? +x?

Con los valores iniciales se calculan los valores en la matriz del jacobiano.

A B C
12 X, Yi Jacobiano |
13 [.u_s ={COS(LM{A13/{A13+A14))) * [AL4f((A13+A13)=A13)))- |ﬁiJf12‘RAIZ[i14‘JiSM:[COS¢ LN[A13/{A13+A14)))%((-1)/(A13+A14])) - (A13/(2*RAIZ(A13*A14]))
14 2HE [=[A1472 - A1372)/|[A13"2 +A14°2)"2 + A1342)) - (AJ4"EXP(-A13"A14}) =[(-27A13°A24)/[[A13%2 + A2442)"2 + K1342)) -{ A13"EXP(-A13"A14))




188 METODOS NUMERICOS CON EXCEL

Las derivadas evaluadas en x, y y.:

A B _ ¢
12 IXi,Yi | Jacobiano
13| 0,5  -0,784295281  -0,311651062
14| 1,77 -0,465467456"  -0,381864465

Se realiza con la funcién Minversa la inversa del jacobiano anteriormente

calculado.

| B : § (N —— E
12 Jacobiano Inversa bi II
13 [:ICOS[LN{AHI{AHMM]I] * (A14/({A:=(COS(LN[A13/(A13+A14)])*{(-1)/(A1]= MINVERSA[B12:C14) l: MINVERSA(B13:C14)
14 [={(A1472 - A13%2)/[(A13%2 +A1472)12 {=((-2*A13%A14)/((A1372 + A14%2)2 +|= MINVERSA(B13:C14)  =MINVERSA(B13:C14)

El resultado de la inversa:

D E
12 Inversa Jacobiano l
13| -2,47271784 2,01805931
14| 3,01407904 -5,07861063'

Ahora se evaltan cada una de las funciones (F1, F2) en los valores toma-

dos con los valores iniciales.

12 |F1,2
13 [=SENO(LN(A13/(A13+A14))) - RAIZ( A13%A14) +2,30479064
14 |=(ATAN((A13/(A1342 +A142)))) + EXP(-A13*A14) - 0,332730843

Las funciones evaluadas enx,y y;:

12 |F1,2
13 0,386811145
14 0,25259401
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Luego se realiza la multiplicacion entre la inversa del jacobiano obtenida y
los valores calculados de la funcion.

v E F o H
12| InversaJacobiano  |F1,2 Y1,2 [xi (x), vi (k)|
13| -2,47271784 2,01805931 [ 0,386811145| =MMULT[DI.3;:E14;F13:F14}|
14 | 3,01407904 -5,07861063 0,252594011-0,11694726 1,81694726

Los resultados para Y, y Y :

G
12 |Y1,2

13 [ -0,44672513
14 | -0,11694726

Se busca la diferencia entre el valor Y, , y los valores iniciales para obtener
la primera iteracion.

A B C D E F G H
12 Xi,¥i Jacobiano | inversa Jacobiano __|F1,2 [v1,2 i gy, vi ()
13[ 05| -0,784205281  -0,311651062 -2,47271784 2,01805931 0,386811145| -0,44672513]=13-61]

Primera iteracion para y:

A B c D E F G H
14] 17]  -0,465467456  -0,381864465 3,01407904 -5,07861063 0,25259401] -0,11694726{= A14-C1]

Resultados para la primera iteracion de X (k) y Y,(k):

A B C D E F G H
12 | Xi,¥i Jacoblano Inversa Jacobiano F1,2 Y12 I)h{l(],\fi {k}l
13 05  -0,784295281  -0,311651062 -2,47271784 2,01805931 0,386811145 -0,44672513 0,94672513
14 1,77 -0465467456"  -0,381864465 3,01407904 -5,07861063 0,25259401 -0,11634726 1,81694726

Se calcula la tolerancia que hay entre la primera iteracion obtenida y el
valor inicial.

A B [ D E F

G H I
12 X | Jacoblano | inversa F1,2 [r1.2 lxum,ﬂ(k]ftolermm |

13[ 0.5!_ -U.?SGBS?BI' -0,311651062 -2,47271784 mei_ 0,386811145 ‘UMETZSIBE B,Qdﬁml]i:&ﬁﬁ!HlyAl'ﬂ}i
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Tolerancia para Y :

A A B C D E F G H |
1] 17]  -0465467456]  -0,381864465 3,01407904 -5,07861063

Resultados de las tolerancias en la primera iteracion:

A 8 c D E ; G H [

12 XL¥i | Jacobiano | inversa sacobisne |12 [ro.2 gy i ia |
13 05  -0,784295281  -0,311651062 -2,47271784 2,01605931 0,386811145 -D,4367513 0,94672513 0,44672513
4 17" -0,465467456 -0,3B1864465 3,01407904 -5,07861063 0,25259401 -0,11694726" 1,81694726 0,11694726

Se realizan las iteraciones necesarias hasta obtener la tolerancia pedida
para ambas variables (x, y). Para iniciar la segunda iteracion, se toman como
nuevos (x, y) los valores obtenidos en la primera iteracion, como se ve a conti-

.y
nuacion:
A B C o E F G H 1
12 Xi¥i | Jacobiano | inversa Jacobiano__[F1.2 v12 i (%), ¥i (k) [Tolerancia_|
13 05 0784295281  -0,311651062 -2,47271784 2,01805931 0,386811145 -0,44672513 0,94672513 0,44672513
14 1,77 0465367456"  -0,381864465 3,01407904 -5,07861063 0,25259401 -0,11694726 1,81694726 0,11634726
15| 0946725127  -0,360055621  -0,534231822 -15,0995626 22,7036956 0,115418657 -0,15580642 1,14253155 0,19580642
16| 1816947256 -0,135417032°  -0,355302336 §,30430215 -15,3015869 0,068137246 -0,08407864 1,90102589 0,08407864
A B C D E F é | H
210 0 7 -0, 754035511 13172064 1.97561E-07 -4,4354E-07 1,00000027 4,4354E-07
24 1999999819  -0,155286025 -0,28918151 4,04905503 -10,531232 7,9421E-08 -3,64666-08 1,99999386  3,6466E-08

En este caso, los valores que satisfagan el sistema de ecuaciones seran los
resultantes de la ultima iteracion. Es decir, x = 1.00000 y y = 1.99999 cumplen
con el sistema de ecuaciones acorde con la tolerancia pedida.

Ejemplo 6

En este ejemplo se explica la manera de obtener la solucion de las siguien-
tes funciones con una tolerancia < 10*, iniciando con x = 0.5y y = 0.5.

Fl.cos(In(x)) + y> —2=0
F2. . /x*y—x%2=0
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Para construir el jacobiano se derivan parcialmente cada una de las funcio-
nes respecto a sus variables dependientes:

dF1
e (cos(In(x)) + y* —2 =0)

dF1 1
e (—sen(ln(x)) " E)
dF1
— = (cos(In(x)) + y? = 2)
dy
dF1 —5
dy y
0F2
T = Wxry=y)
dF2 y
= — 2x
0x 2. 0x % y
aF?2
5 = (x*xy =)
y
F2  x
ay  2[x+ y
Siendo el jacobiano:
aF1 9F1
|ax oy
J = |arF2 anl
9x Ay

b x
- 2x
2 /x =y 2 x*y

I—sen(]n(x)) *% 2y ]
f =
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Con los valores de inicio se evalian cada uno de los valores en la matriz

del jacobiano.
_ A B c
19 [x,*Y, lek'” Jacobiano
20]o,5 I=-SENO(LN(A20))*{1/A20) |=2*A21
2105 =(A21/(2%(A21*A20)7(0,5))-2*A20)  =A20/(2*(A20%A21)"0,5)

Los valores calculados del jacobiano para la primera iteracion:

4 A B c
19 [x, ¥4, %, 1 | Jacobiano |
20 0,5 1,277922553 1
21 05" -0,5" 0,5

Se realiza con la funcion Minversa la inversa del jacobiano anteriormente

calculado.
B C D E
19 Jacobiano Inversa Jacobiano |
20 [=-SENO(LN({A20))*(1/A20) =2°A21 =MINVERSA(820:C21)  |=MINVERSA(B20:C21)
Ld r
21 =(A21/(2*(A21*A20)4(0,5))-2*A20) =A20/(2*(A20*A21)"0,5) [=MINVERSA(B20:C21) =MINVERSA(B20:C21)

El resultado de la inversa es:

D E

19 Inversa Jacobiano I
20] 0,43899649 -0,87799298
21| 0,43899649 1,12200702’

Ahora se evaluan cada una de las funciones (F1, F2) en los valores:

F G
19 Fy2(X, lH}r X; {HI} |
20 [=COS(LN(A20))+A2142 - 2
21 [=(A20%A21)0,5 -A2072

i
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El resultado de las funciones evaluadas en los valores iniciales:

F , G
19 Fya(Xy i’ X3 {H}} I
20 -0,9807611!
L_-G:590/u1l
21| 0,25

Se realiza la multiplicacion entre la inversa del jacobiano obtenida y los
valores de la funcion calculados.

D

19 Inversa Jacobiano

F G
Bl IHI, % {k-xll

H
vy X1 &, x b |

20 |=MINVERSA(B20:C21)
21 =MINVERSA(B20:C21)

=MINVERSA(B20:C21)
=MINVERSA(B20:C21)

=COS(LN(A20))#A2172 - 2
=(A20*A21)40,5 -A20"2

[=mmuLT{D20:621;F20:F21)|
=MMULT(D20:E21;F20:F21)

Elresultado de Y, , (X, X)®D,

19 vatkyx &
20 -0,65004892
21| -0,15004892

Se realiza la diferencia entre el valor Y/, ,y los valores iniciales para obtener

la primera iteracion.

Parax:
4 A B c D E 2 G H ! |
19 [, ), x 0 Nnrckilna Inversa Jacobiano  [Fy(X, ™%, %, ) L (k).
20 05| 1277922553 1 043699649 -0,877993_ -0,9807611 | -0,65004592 =a20-H2q |
Para x.:
2
A 8 ¢ D E r G H I J K
19 [, *, 5, M | Jacobiano InversaJacobiano  [FyafX, ¥ x| vy, Y | 3y (), Kol k)
20 05 1277922553 1 043899649 -0,677993 -0,9807611 _-0,65004892_ 1,15004892
a1 0,5] 05" 0,5 043899649  1,122007" 0,25 | -0,15004892] =A21-H2]
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Resultados de x, y x,

A 8 < ) £ F 4 H I J [
19, %, 1, *2 Jacobiano InversaJacobiano  [Fyo(X, ") woaa™ ™Y | Xy (k) Xalk)
20 0.5 1,277922553 1 043899649 -0,677993  -0,9807611  -0,65004892 1,15004892
21 05 05" 0,5 043899649  1,122007" 025  -0,15004892 0,65004892

Se calcula la tolerancia que hay entre la primera iteracion obtenida y el

valor inicial.

A B C D E F G H 1 ] K L
196, 0| Jacobiano Inversa T L Ky K) XalK) I'luleraru:la |
[ 05] 1277520883 1 043899649 -0,877993 -0,9807611  -0,63004892 1 1,15004292 |=aBs{20-220)|
La tolerancia para XZZ
I A B E C D E F G H 1 ) K
a1 [X]] 05" 05 043899649 1122007 025 -0,15004892 T o,65008852]
Los resultados para la primera iteracion:
A B € o E F G H I 1 K L
10 {x, ™4 5, &0 | Jacobiano ] Inversa i |Fl o, x,"'“}[ 0 L M) X (k) Xalk) ]‘rolmnda
20 05 1,277922553 1 043899643 -0,877993 -0,9807611 | -0,65004892 1,15004892 0,65004892
21 05 05" 05 043899649 1122007 025 | -0,15008892 065004892 0,15004892

Se realizan las iteraciones necesarias hasta obtener la tolerancia pedida
para ambas variables (x, y). Para iniciar la segunda iteracion se toman como
nuevos (x, y) los valores obtenidos en la primera iteracion, como se ve aqui:

A A B C o E F G H I J K L
193, ® 9, =0 | Jacoblano inversa Jacoblana  [F 0% %, %, )| v, a0 Xkl k) [roterancia |
20 0.5 1,27?52553' 1 043599649 -0,57?595' -0,3807611 -0, 1 0,65004892
ﬂ'll (X8 -0.5 05 043895649 1,122007 0,28 <0,15004893 0,65004552 0,15004852
2 1,15«»&9:7. -n,mmm' 1,20005784  0,2746956 -0,5359979' -0,58719314 0084635349 1,06541357 0,08263535
23 0,650048922 -1,924186987 0,66505129 0,73477434 -0,0500479 -0,45798077 -0,44376507 1093814 0,44376507

|
El resultado segun la tolerancia solicitada:

A B C D E F G H 1 J K L
30 1 -5,98721E-11 2 0.15666667 -0,6666667 -4,2649E-11 5,98721E-11 1 5,9872E-11
2,1324E-11

| 1 =13 0.5 05 -1996E-11 -1,0047E-10 =2,1329E-11 1
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En este caso, los valores que satisfagan el sistema de ecuaciones seran los
valores resultantes de la ultima iteracion. Es decir, x =1y y = 1 cumplen con el

sistema de ecuaciones acorde con la tolerancia pedida.

Problemas de aplicacion en ingenieria y ciencias
Ejemplo 7.

Una aplicacion a la Ingenieria Civil

El director de una obra civil necesita 4800 m?, 5810 m?® y 5690 m* de arena,
de gravilla fino y gravilla gruesa, respectivamente, para la construccion de una
via en pavimento rigido. La compaiiia explota 3 canteras en las cuales los por-

centajes de agregado por metro ctbico son:
Un ingeniero civil involucrado en la construccién requiere 4800 m’,

5810 m? y 5690 m? de arena, de gravilla fina y gravilla gruesa, respectivamente,
para un proyecto de construccion. La composicion de las canteras se establece

en la tabla 20:

Tabla 20. Porcentajes de agregados por cantera

Gravilla gruesa %  Gravilla fina % Arena %

Cantera 1 18 30 52
Cantera 2 30 50 20
Cantera 3 55 20 25

Nota. Tabla de elaboracion propia.
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(Cuantos metros cubicos debe remover de cada cantera para la via?
(Cuantos metros cubicos se deben transportar desde cada cantera para cumplir
con las necesidades del ingeniero? El sistema resultante para la solucion del
problema es:

Cant#]1 Cant#2 Cant#3
52 20 i 25

Arena —x+ —y+ —z=4800
100 100 100

Grav Fina £x+ ﬂy+ Q::SSIO
100 100 100

Grav Gruesa £x+ 30 2-:5690

y+ Z
100 100 100

Si se deja con decimales:

0.52x+0.2y+0.25z =4800
0.3x+0.5y+0.2z=5810
0.18x+0.3y +0.55z = 5690

a. Se verifica que matriz de los coeficientes sea dominante en la diagonal.

Para la primera fila:

|0.52| = |0.2]| + |0.25]
0.52 = 0.45

Para la segunda fila:

|0.5]| = [0.3] + |0.2]
0.5=0.5

Para la tercera fila:

|0.55| > |0.3| + |0.18]
0.55 > 0.48

Se determina que es dominante en la diagonal.
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b. Lasolucion aproximada se obtiene despejando para cada ecuacion asi:

x=9230.76923 - 0.38461538 v -0.48076923 z
y=11620-06x-04z
z=10345.4545 -0.32727273 x-0.54545455 y

La tabla 21 muestra la solucion por el método de Jacobi, asi:

Tabla 21. Tabla por método de Jacobi

Iteracion 0 1 2 3 4 5 6
X 0 9230.76923  -212.237762  8009.1447  366.74923  7312.56159  971.507417
y 0 11620 194335664  11352.8252  3072.55259  10787.2185  3812.66715
z 0 103454545 986.293706  9354.90146  1531.82982  8549.48975  2068.31519
Tolerancia x 9230.76923  9443.00699  8221.38246  7642.39547  6945.81236  6341.05417
Tolerancia y 11620 9676.64336  9409.46853  8280.27258  7714.66594  6974.55139
Tolerancia z 103454545 9359.16084  8368.60776  7823.07164  7017.65993  6481.17456

Nota. Tabla de elaboracion propia.

Como se observa en la tabla 22, la convergencia es muy lenta en Excel
hasta llegar a la tolerancia requerida.

Tabla 22. Iteraciones hasta llegar a la tolerancia solicitada

Iteracion 200 201 202 203 204 205
X 4011.62784  4011.62797  4011.62785  4011.62796  4011.62786  4011.62795
y 716279062 7162.79076  7162.79064  7162.79075  7162.79065  7162.79074
z 512558133 5125.58146  5125.58134  5125.58145  S125.58135  5125.58144

Toleranciax ~ 0.00013901  0.00012693 0.0001159  0.00010582  9.6629E-05  8.8232E-05
Toleranciay ~ 0.00015328  0.00013996  0.0001278 0.00011669  0.00010655 9.729E-05
Toleranciaz ~ 0.00014138  0.0001291 0.00011788  0.00010764  9.8283E-05  8.9742E-05

Nota. Al seguir iterando se obtiene una tolerancia <1*10* hasta la iteracion 205, el resultado es x =
4011.62795 m?, y = 7162.79074 m* y z = 5125.58144 m?, correspondientes a las cantidades que se deben
transportar desde cada cantera para aportar el material necesario en la construccion.
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Actividades propuestas

Preguntas abiertas

L.

(Todo sistema de ecuaciones lineales se puede resolver por métodos
iterativos?

(Es mas eficiente el método de Jacobi que el de Gauss-Seidel?

Si la matriz de los coeficientes de un sistema dado no es dominante
en la diagonal, ;se puede resolver el sistema por medio de métodos
numeéricos?

(Los valores iniciales asignados a las variables para cualquier método
iterativo pueden ser arbitrarios?

Preguntas cerradas

1.

Una compaiia produce tres tipos de camisas: A, B y C, las cuales se
procesan en tres departamentos, a saber: corte, confeccion y empa-
cado. El tiempo en horas requerido para el procesamiento de cada
camisa esta dado por:

A B C
Corte 3 2 0.5
Confeccion 2 4 1
Empacado 0.8 1 2

El departamento de corte esta disponible 1350 horas, el de confeccion
1500 horas y el de empacado 640 horas. ;Cuantas camisas de cada tipo
pueden fabricarse para mantener operando todo el tiempo disponible
los departamentos? Solucionar por el método de Jacobi y con toleran-
cia<1*¥10°.

El director de una compaiia constructora planea 5000 horas-hombre
de mano de obra para tres proyectos. Los costos por hora-hombre de
los tres proyectos son: 16 USD, 20 USD'Y 24 USD, respectivamente,
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y el costo total es de es de 106 000 USD. Si el ntimero de horas-hom-
bre para el tercer proyecto es igual a la suma de las horas-hombre
requeridas por los dos primeros proyectos, calcular el nimero de
horas-hombre que se pueden disponer para cada proyecto. Solucionar
por el método de Gauss-Seidel con tolerancia < 1*10~. Si no es posi-
ble, solucionar el sistema por Gauss-Jordan.

Una persona invierte $50 000 000 en bonos, acciones y préstamos
personales. Cada inversion es en proporcion 3:1:1, es decir, 3x +y +
z=150 000 000; las tasas son del 10 %, 30 % y 15 %, respectivamente;
el rendimiento total es de $4 750 000, y el rendimiento de la inversion
en préstamos es 1.5 veces el rendimiento de la inversion en acciones.
Considerando estos valores, ;de cuanto fue cada inversion? Solucio-
nar por el método de Gauss-Seidel con tolerancia < 1¥10-3.

Solucionar el siguiente sistema de ecuaciones, iniciando conx=0.9y
y= 1.5y una tolerancia de <1*10°:

Tan™'| ——— +In( al ]+0,6?80??953:0
AXT+ Y x+y
[ \"‘:1': ‘ X =
e 21554736091 =0
x+y

Solucionar el siguiente sistema de ecuaciones, iniciando conx=0.1y
y=10.8 y una tolerancia de <I1*10°

Tcrn"( A w]—e -"+-"-'+0,957|9335|4:0
x +y°

ln[ ki 4 J—\f Y 10.4055664598=0

x*+y? x+y

199






CAPITULO 4

Interpolacion

En ingenieria muchos datos experimentales o de campo relacionan varia-
bles de entrada con otras de salida. Una forma de modelar estos datos empiricos
es mediante la interpolacion, que es definida como la generacion de modelos
matematicos desde observaciones de variables relacionadas. En esta unidad se
trabajaran los ajustes polinomiales mediante los métodos de minimos cuadrados
y Lagrange.

Veamos el siguiente experimento para contextualizar el concepto en el
campo experimental. Si se mide la velocidad del viento en un dispositivo lla-
mado Tubo de Pitot (figura 28), que tiene un didmetro interno especifico y den-
tro del cual se coloca otro tubo de menor diametro variable, al medir se tiene la
siguiente informacion:

¥ (cm/s) 620 530 460 300 220
7 (cm) 0 2 6 8 9

Figura 28. Tubo de Pitot

Veloccidad del flujo en h2
la Entrada V1

=>

Nota. Este instrumento se utiliza para medir presion total o de oclusion al tiempo que se mide la esta-
tica. Figura de elaboracion propia.
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Aqui r es la distancia en centimetros medida desde el centro del tubo. Al
analizar estos datos surge la pregunta sobre si es posible utilizarlos para obtener
una estimacion razonable de la velocidad cuando el radio sea de 4 cm. Este tipo
de predicciones puede obtenerse por medio de la interpolacion, que, como se
explico, emplea una funcion que utiliza los datos disponibles.

El objetivo de esta unidad es modelar funciones polindmicas mediante
observaciones de dos variables asociadas, para asi una vez obtenido el modelo
poder calcular estimaciones de datos no observados. La unidad se soporta en
tres objetivos especificos: interpolar mediante una funciones polindémicas un

conjunto de datos y resolver problemas de aplicacion en ingenieria y ciencias.

Leccion 1. Regresion lineal

En un conjunto de puntos de dos variables asociadas, por ejemplo, (x, y)),
(x,,¥,) ... (x, ¥ ), en el que, al plotear los datos, se pueden tener multiples rectas
que traten de asociar las dos variables y muestren la tendencia, la mejor recta
sera la que pase por el centro de las observaciones, esta se llama recta de regre-
sion por minimos cuadrados. Se trata de una recta que se ajusta a la tendencia
del conjunto de datos dado, presenta el mejor ajuste, minimizando el error de la

suma de cuadrados. Este modelo viene dado por la siguiente ecuacion:
_f(x) =a, +ax

Donde a, y a, son los coeficientes, que a su vez estan dados por la expresion:
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Las matrices x A y se definen como:

1 x _J’1_
I x, Vs
B 1 x |V
X = V=
1 x,| | Vn_

Donde la matriz x corresponde a los datos de las variables independientes:

x, y la matriz y, sus imagenes y, (variables dependientes).
Ejemplo 1

El vendedor de un almacén de repuestos automotrices desea conocer la
demanda de cierto repuesto en funcion de su precio (ver tabla 23).

Tabla 23. Observaciones de precio y demanda para el repuesto

Precio (x) $25 000 $30 000 $38 000 $42 000 $43 500

Demanda (y) 100 90 78 60 50

Nota. Aqui se muestran las ventas que ha observado el vendedor cuando cambia el precio al mismo
repuesto. Tabla de elaboracion propia.

Solucion

Para no trabajar con valores tan altos se aplica la siguiente formula:

x—25000
1000

Z =

203
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Entonces los nuevos precios se muestran en la tabla 24:

Tabla 24. Reduccion de escala para el precio

Z 0 5 13 17 18.5
Demanda (y) 100 90 78 60 50
Nota. Tabla de elaboracion propia.
Definimos las matrices x A y
1 0 ] 100
1 5 90
x=|1 13 ,y=|78
1 17 60
1 18.5] 150 |
Se realizan las siguientes operaciones:
a -1
. :(x’*x] *(x'*y)
a
- -1 = =
1 0 100
I 1 1 1 I ' 11 1 1 1 %0
il = #1113 || * *| 78
a, 0 5 1317 185 0 5 1317 185
1 17 60
|1 185 150
129.563

a|_| 1.264
a | | 1589

632
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Y el modelo es:
. 129.563 1.589
— — # z
f( ] 1.264 632

Segin se muestra en la figura 29, es posible graficar las observaciones con
la recta de ajuste:

Figura 29. Recta de ajuste de la demanda en funcion del precio

e
18 -M""‘“--ﬁg_glah de ajuste f(x)=(129563/1264)-(1589/632)*x
88 -Hm____“____ .
K HMH
8 \HH‘M_H
58 .
40
30
20
i8
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Nota. Como se observa, la recta pasa por el centro de los puntos dados. Figura de elaboracion propia.

Si se quiere estimar la demanda del repuesto, cuando, por ejemplo, el pre-
cio es $40 000.
~ 40000 -25000
- 1000 -

129.563 1.589
15)= -

> 1264 632

[(15)=64.7887658= 65

]S

O cuando el precio es $28 000.

~28.000-25.000
1.000

129.563 1.589
3)="007 27 w3
/6) 1264 632 G)
/(3)=94.9596519 =95
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Leccion 2. Regresion polinomial

Los conceptos de la regresion lineal se pueden extender a la polinomial, es
mas la regresion lineal es un polinomio de grado uno, por ejemplo, (x, y,), (x,,
»,) ... (x, ), se pueden ajustar mediante un polinomio que modele su tenden-
cia, minimizando el error de la suma de cuadrados. El modelo esta dado por la
ecuacion:

f(x)=a, +ax+a,x* +a,x* + ... ..a,x"

Al igual que en la regresion lineal, si hay un conjunto de datos, por ejem-
plo, (x, y)), (x,, ¥,) ... (x, »,), estos se pueden ajustar mediante un polinomio
que modele su tendencia, minimizando el error de la suma de cuadrados. El
modelo estd dado por la ecuacion:

Teniendo en cuenta que se deben tener minimo (# + /) puntos para generar

un polinomio de grado n.

a, a, a son los coeficientes del modelo y estan dados por la ecuacion:

a | = *x) 4 ()

0 2 3 " - -
XX X X ) X, ¥,
3 "
X, Xy, X, X, .. X, ¥,
' ox. x . x," y
2 . Mg sssasss 3
x=|" 3 3 3 3 Y=

=
(¥
s

X X X X vern. X LVn ]
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Ejemplo 1

Para encontrar un polinomio de grado cuatro que pase por los siguientes
puntos:

X y
-0.25 0.44379173
0 1
0.2 1.23125605
0.35 1.00198504
0.5 0.19228365
Se define la matriz x.
1 -0.25 0.0625 -0.015625 0.00390625
1 0 0 0 0
xX= 1 0.2 0.04 0.008 0.0016
1 0.35 0.1225 0.042875 0.01500625
1 0.5 0.25 0.125 0.0625
La matriz y esta dada por:
0.44379173

1
y= 11.23125605
1.00198504
0.19228365
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Como el primer factor del modelo es (x ' * x), se necesita la funcion trans-
puesta de x.

1 1 1 1 1

-0.25 0 0.2 0.35 0.5
0.0625 0 0.04 0.1225 0.25
0

0

Ps
I

-0.015625 0.008 0.042875 0.125
0.00390625 0.0016 0.01500625 0.0625

Por lo tanto:

5 0.8 0475 0.16025 0.083013
0.8 0.475 0.16025 0.0830125 0.035846
(¥*x)= 0.475 0.1603 0.08301 0.03584563 0.017771

0.16025 0.083 0.03585 0.01777141 0.008408
0.0830125 0.0358 0.01777 0.00840766 0.004149

Su inversa es (x ' * x) !

1 -5.8571429 -9.4285714 91.4285714 -114.28571
-5.8571428 180.547621 -137.64220 -2643.8782 4504.25116
(xt*x) " = -9.4285714 -137.64221 489.026175 1951.1839 -4670.4777
91.4285714 -2643.8782 1951.1839 40123.58 -68648.171
-114.28571 4504.25116 -4670.4776 -68648.171 122720.964

El segundo factor es (x ' * y):

3.86931648
0.68213987
MAy= 0.24780131
0.06991137
0.03075734
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Y finalmente los coeficientes del polinomio estan dados por:

11ao
2.03454078| a,
(& *5)*y) = -2.66934205 | a;
-8.17553102 | a3
21713576 | a4

El modelo para el polinomio de grado cuatro quedaria:

p(x) =1+ 2.03454078 * x —2.66934205 * x* —8.17553102 * x’ —2.1713576 * x*

El grafico del polinomio se puede apreciar en la figura 30:

Figura 30. Polinomio de grado cuatro que ajusta los cinco datos

Ajuste Polinomial

® Datos
—— Polinomio

Nota. Se observa que el polinomio pasa por los puntos dados para el ajuste. Figura de elaboracion
propia.
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Si, por ejemplo, se quiere hallar el valor para 0.1 la interpolacion seria:

p(0.1)=1+2.03454078*(0.1) - 2.66934205* (0.1)* —8.17553102* (0.1’ —2.1713576*(0.1)*
p(0.1)=1,16836799

La regresion también permite generar un polinomio de cualquier grado
que se ajuste a n puntos. Por medio de un ejemplo se desarrolla a continuacion
este caso.

Ejemplo 2

En general, el area exterior A del cuerpo de un ser humano esta relacionada
con su peso W'y su altura 4. Al medir a varios individuos con altura de 1.80 m se
obtuvieron los siguientes datos, tal como se muestran en la tabla 25:

Tabla 25. Peso y area superficial de nueve individuos

l\?g/ 70 75 77 80 82 84 87 90

mAz 2.10 2.12 2.15 2.2 2.22 2.23 2.26 23

Ajustar mediante un polinomio y calcular el area cuando un individuo pese
89 kg. A continuacion se grafican los puntos para determinar su tendencia y
establecer el polinomio que mejor ajuste.
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Figura 31. Observaciones de area segun el peso

2,35

N
w
®

70 75 80 85 90
Peso (Kg)

Nota. En este caso es razonable un polinomio de grado tres. Figura de elaboracion propia.

Es importante sefialar que las funciones polindmicas impares tienen forma
de s y las pares de u. Se define la matriz x:

1 70 4900 343 000
1 75 5625 421 875
1 77 5929 456 533
1 81 6561 531 441
= 1 82 6724 551 368
1 84 7056 592 704
1 87 7569 658 503
1 90 8100 729 000
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La matriz y esta dada por:

2.1
212
2.15

2.22
2.23
2.26

2.3

Como el primer factor del modelo es (x ' * x), se necesita la funcion trans-
puesta de x:

1 1 1 1 1 1 1 1

x= 70 75 77 81 82 84 87 90
4900 5625 5929 6561 6724 7056 7569 8100
343000 421875 456533 531441 551368 592704 658503 729000

Por lo tanto:

8 646 52464 4284424
646 52464 4284424 351749460
(at*x)= 52464 4284424 351749460 29025942496

4284424 351749460 29025942496 2,40685E+12



Su inversa es (x ' * x)!
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770108.7846 -29054.7847 363.8906831 -1.513071325
-29054.78479 1096.745117 -13.7429014 0.057171865
(xt* x)1= 363.8906831 -13.7429013 0.172293497  -0.000717113
-1.513071325 0.057171865 -0.00071711 2.98621E-06
El segundo factor es (x ' * y):
17.58
rF¥y= 1422.73
115794.65
9476074.81

Finalmente, los coeficientes del polinomio estan dados por:

15.68367543 | ao
-0.5621352274 | a
0.006548966 | a2
-2.67669E-05 | a3

(%) * (@) =

El polinomio de grado tres quedaria:

plx) = 156836754 288 +-0.5213522 7364 * x + 0.00654896 59018 * x” + -0.0000267 66907726 * x*

Si se tabulan los datos del polinomio y las observaciones (ver tabla 26), se
evidencia que la estimacion es muy similar a las observaciones, pero en ningun
caso coincide con estas.



214 MEtopos NUMERICOS CON EXCEL

Tabla 26. Observaciones y polinomio de ajuste

X y p(x)

70 2.1 2.097899843
75 2.12 2.127898906
77 2.15 2.148392505
81 22 2.196874336
82 222 2.209619335
84 2.23 2.234734569
87 2.26 2.269061494
90 2.3 2.295518873

Nota. En las columnas aparecen las observaciones y el polinomio de ajuste.
Grafico del ajuste polinomial grado tres se muestra en la figura 32:

Figura 32. Polinomio de ajuste del area en funcion del peso

2,35

2,3 /
2,25 °
p
2,2
/ ——Series2
2,15 ® Seriesl

’

Area (m?)

2,1

2,05

70 75 80 85 90
Peso (kg)

Nota. Es claro que existe un buen ajuste con el polinomio escogido. Figura de elaboracion propia.



CaPiTULO 4. Interpolacion 215

El 4rea de un individuo de 89 kg sera:
P(89) =15.6836754 288 + -0.5213522 7364 * (89 )+ 0.00654896 59018 * (89 ) +-0.0000267 66907726 * (89

p(89) = 228784180 985411
P(89) =229

Ejemplo 3

Con los siguientes datos que relacionan la oferta y demanda de una activi-

dad economica determinada:

A B
5 |PRECIO DEMANDA
6 x(Délares) y
7 10 100
8 | 12 85
g 15 70
10 18 60
1 20 35

La manera de hallar el valor de la demanda cuando el precio sea de 17
USD es mediante un polinomio de grado cuatro. Con el niimero de datos se
establece el grado del polinomio para ajustar los datos experimentales.

P(x) = n.° Datos — 1
P(x)=5-1
P(x) =4

El polinomio de grado cuatro esta determinado por:

_ 2 3 4
‘f(X)—GU +alx+azx +a3x +a4x
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Las matrices x y y que seran utilizadas para determinar los coeficientes son:

Matriz x, y.
Los datos de las observaciones son:

A B C D
7 |x1 10| 7 100|Y1
X2 12| 8 85|Y2
9 |X3 15| ¢ 70]Y3
10 X4 18| 10 60|Y4
11 |X5 20f 11 35|Y5
Matriz x
B c D B :
17 =870 =87 =87"2 =87"3 =8774
18 |=B8"0 =88 =Bg"2 =B8"3 =837
19]-8970 [z |-8972 =893 =894
20 |=810%0 =810 81072 =8103 =810°4
21 |=811%0 =811 =B11%2 =B113 =81174
| B I & | D _ g
17 1 10 100 1000
18 1 12 144 1728
19| 1 15 225 3375
20| 1 18 324 5832
21 1 20 400 8000
Matriz y
B B _
25 |=c7 | 25 100
"
26 |=C8 26 | 85
27 1=C9 27 | 70
28 [=C10 28 | 60
29 1=C11 29 | 35
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Se transpone la matriz x con la funcion en Excel:

| | J K L M
1?|='rmmsnonsnisn-.=z1j |-TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(BI7:F21) =TRANSPONER(BI7:F21)
18 |-TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21)
19 |<TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:¥21)
20 |=TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(BL7:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(B17:721)
21 |=TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(BL7:F21) =TRANSPONER(B17:F21) =TRANSPONER(BI7:F21) =TRANSPONER(B17:721)

| K L M
17] 1 1 1 1 1
18 10 12 15 18 20
19 100 144 225 324 400
20 1000 1728 3375 5832 8000
21 10000 20736 50625 104976 160000

Luego se busca la inversa del producto entre (x' * x) .

1 J K L M

25 | =MINVERSA[MMULT{117:M21;817:F21)) | MMULT{117: =MINVERSA(MMULT(117:\ A(MMULT(I17:\ A(MMULT(I17:
26 =MINVERSA[MMULT{I17:M2L;B17:F21)) =MINVERSA{MMULT{IL7: =MINVERSA{MMULT(117:N =MINVERSA{MMULT(117:N =MINVERSA{MMULT(117:
27 =MINVERSA[MMULT{I17:M21;B17:F21)) =MINVERSA{MMULT(I17: =MINVERSA{MMULT{117:A =MINVERSA{MMULT{117:A =MINVERSA{MMULT{117:
28 | =MINVERSA[MMULT(I17:M21;B17:F21)) (MMULT(117: =MINVERSA{MMULT({I17:A =MINVERSA(MMULT({117:A LTI
29 | =MINVERSA[MMULT(I17:M21;B17:F21)) (MMULT(117: =MINVERSA{MMULT(117:A v ILT{IL7:A A(MMULT(117:

Los resultados de la inversa son:

I J K L M
95846,50007! -27085,3 2805,05556 -126,320833 2,09027778

-27085,30002 7669,68348 -795,902556  35,911007 -0,59529861
2805,055558 -795,90256 82,7595644 -3,74137848 0,06213495
-126,3208334  35,911007 -3,74137848 0,16946181 -0,00281944
2,090277779 -0,5952986 0,06213495 -0,00281944 4,6991E-05

El producto entre matrices transpuestas de x y y (y *x ) es:

|
32 |=MMULT(117:M21;825:829)
33 |=MMULT(117:M21;825:829)
34 |=MMULT(117:M21;B25:B29)
35 | =MMULT(117:M21;825:829)
36 |[=MMULT(117:M21;B25:829)
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Los resultados del segundo factor:

32 350
33 4850
34 71430
35 1113050
36 18204870

Por tultimo, para determinar los coeficientes del polinomio se busca el pro-

ducto entre los factores:

((x

2 (r )

L

33 |AD
34 A1
35 (A2
36 |A3
37 A4

=MMULT(125:M29;132:136)

=MMULT(125:M29;132:136)
=MMULT(125:M29;132:136)
=MMULT(125:M29;132:136)
=MMULT(125:M29;132:136)

Resultados para los coeficientes:

33 [A0
34 |A1
35 A2
36 |A3
37 |A4

K L
-480,000001
202,75
-24,8222222
1,27083333
-0,02361111

El ajuste polindmico de los datos experimentales es:

f(x) = —480.000001 + 202.75x — 24.822222x% + 1.2708333x> — 0.02361111
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Al evaluar el polinomio parax=17:

33 A0 -480,000001

34 |A1 202,75

35 A2 -24,8222222

36 |A3 1,27083333

37 a4 -0,02361111

38

39 171=51.$33 +51$34%K39 + SL$35%K39A2 + SLS36*K3943 + SLS37°K390q]

El resultado parax=17:

K L

30| 17 64,7083335

Por lo tanto, la estimacion de la demanda es aproximadamente 65 cuando
el precio es USD 17. Si se realiza un ajuste donde el polinomio pase por el
centro de los datos experimentales, estos se deben tener en cuenta. Estos datos
pueden graficarse, tal como se presentan en la figura 33:

Figura 33. Datos del precio vs demanda

120

100 | 10; 100
\\ 12; 85

80
\ 15; 70

60 | 18; 60
40
20;35 |
20
0
0 5 10 15 20 25

Nota. Figura de elaboracion propia.
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Como el comportamiento de los datos es similar a un polinomio impar se
puede adoptar un polinomio de grado tres. P, (x).

El polinomio de grado tres esta determinado por:
2 3
f(x):ao +ax+a,x” +a,x

Los datos de las observaciones son:

A B C D

5 X1 10 100|Y1

6 (X2 12 85|Y2

7 X3 15 70|Y3

8 X4 18 60|Y4

9 X5 20 35|vs

Matriz x:

G H _ ! )
24 |=B5"0 =B5"1 =B5"2 =B5"3
25 =B6"0 =B6"1 =B6"2 =B6"3
26 | =B7M0 .]=B7"1 =B7"2 =B773
27 |=B8M0 =B8"1 =B8"2 =B8"3
28 |=B9”M0 =B9 1 =B9Ar2 =B9A3

Resultados para la matriz x:

G H | J
24 | 1 10 100 1000
25 | 7 | 12 144 1728
25| l.l 15 225 3375
27 | 1 18 324 5832
5

28 20 400 8000
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40|
|=MINVERSA(MMULT(G32:K35;G24:28)) =MINVERSA{MMULT(G32:K =MINVERSA(MMULT(G32: =MINVERSA(MMULT(G32:
|=MINVERSA{MMULT(G32:K35;G24:28)) =MINVERSA{MMULT(G32:K =MINVERSA(MMULT(G32: =MINVERSA(MMULT(G32;
|=MINVERSA{MMULT(G32:K35,G24:J28)) =MINVERSA{MMULT(G32:K =MINVERSA(MMULT(G32: =MINVERSA(MMULT(G32;

4
4
4

W =
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Matriz y:
D D
29|=C5 29 100
30 |=C6 30 85
31 |=C7 31 70
32 |=C8 32 60
33 |=C% 33 35
La transpuesta de x:
G H 1 J K

=TRANSPONER(G24:)28) .-TRANSPONEHIGM:JZE} =TRANSPONER(G24:J28) .-TRANSPONER{GM:JZE]

=TRANSPONER(G24:125) |=TRANSPONER(G24:128) =TRANSPONER(G24:/28) =TRANSPONER(G24:28) =TRANSPONER(G24:28)
=TRANSPONER(G24:/28) =TRANSPONER(G24:128)  =TRANSPONER(G24:/28) =TRANSPONER(G24:128) =TRANSPONER(G24:128)
=TRANSPONER(G24:128) =TRANSPONER(G24:128)  =TRANSPONER(G24:/28) =TRANSPONER(G24:128) =TRANSPONER(G24:28)

Resultados para la funcion transpuesta:

A G | H I J K

32__ 1 : | 1 : | 1
33| 1o_| 12 15 18 20
34 100 144 225 324 400
35 1000 1728 3375 5832 8000

La inversa del producto entre las matrices transpuestas de x y x (x' * x).

G H I J

=MINVERSA(MMULT(G32:K35;G24:25)) |=MINVERSA(MMULT(G32:K =MINVERSA(MMULT(G32: =MINVERSA(MMULT(G32]

221
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La inversa para el primer factor:

G H | J
40 28&5,178161[ -604,775575 41,121408 -0,90416667
41 -604,7755747 128,1884712 -8,75063886 0,19309028
42 41,12140805 -8,75063886 0,5997088 -0,01328125
43 -0,904166667 0,193090278 -0,01328125 0,00029514

El producto entre las matrices transpuestas de x y y (x' * y).

G

47 [=MMULT(G32:K35;029:D33)

48 |=MMULT(G32:K35;D29:D33)
49 =MMULT(G32:K35;D29:D33)
50 |=MMULT(G32:K35;D29:D33)

Resultados para el segundo factor:

G
a7 30l
48 | 4850

71430
1113050

Por ultimo, para determinar los coeficientes se busca el resultado del pro-
ducto de los factores: ((x * x) * (y *x")):

46_jA0
47 |A1
48 |A2
49 A3

|

J

=MMULT(G40:)43;G47:G50)

=MMULT(G40:J43;G47:G50)
=MMULT(G40:J43;G47:G50)
=MMULT(G40:J43;G47:G50)
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Los coeficientes del polinomio:

I J
46 |A0 570,2873563
47 | Al -96,3655583

48 A2 6,398296388
49 A3 -0,145833333

El ajuste polindmico de los datos experimentales es:

f(x) = 570.2873563 — 96.3655583x + 6.398296388x? — 0.145833333x3

Se evaltia el polinomio en x = 17.

[ J K L ]
46 |A0 570,2873563
47 |Aa1 -96,3655583

43 A2 | 6,398296388
49 |A3 | -0,145833333
50 |

51| 171=51$46 + $1$47%151 + $U$48%15142 + $1$49*%15143

1| J
51| 17 64,70135468

Por lo tanto, la estimacion de la demanda es aproximadamente 65 cuando

el precio es 17 USD.

Leccion 3. Polinomio de Lagrange

Este tipo de polinomio se determina especificando los puntos en el plano
por donde debe pasar. El manejo algebraico es un poco dispendioso y se deben

tener n + 1 puntos para establecer un polinomio de grado 7.

223
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El polinomio interpolante de Lagrange esta dado por:
P(x] = f.(xﬁ )Ln.l] (x)-l— f(x] )Ln.] (x)+ ‘f(x?_ )Ln.:! (x)+ ..... + .f(xn' )Ln.ﬂ' (’Y)

Que en forma simplificada es:
Donde:

Plx)= 3 75, (3)
L () G Mooy ) )

CAES CAEEY RN CAEEAN CAES A I C AN

Se denominan coeficientes de Lagrange, los cuales en forma simplificada
se expresan asi:

El simbolo l_[ se denomina el producto de los factores interpolantes.
Ejemplo 1

Aproximar la siguiente funcion mediante un polinomio de Lagrange grado
dos en el intervalo 5 > x> 0.

f@ =1

X
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Tabla 27. Tabulacion de f(x)=1/x

X

f(x)

0.00001
0.00100
0.01000
0.10000
1.00000
2.00000
3.00000
4.00000
5.00000

100 000.00

1000.00

100.00
10.00
1.00
0.50
0.33
0.25
0.20

Figura 34. Funcion hiperbdlica, f(x) = 1/x

Nota. Figura de elaboracion propia.

Si se toman tres puntos de la funcién dada (1, 3 y 5) para hallar un polino-

mio de Lagrange se obtendra un polinomio de grado dos, asi:
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Se hallan los coeficientes:

Para el ejercicio pl

Parax0=1
(x-3)x-5)
I —
o) (1-3)1-35)
[U(x)zlgh —A+l§5
Parax =3
( ) (X—IX.X—S)
' (3-1)3-5)
x> 3 5
II(X):_?'FEX_Z
Para x,=5
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Una vez hallados los coeficientes aplicamos el algoritmo

P(x): ;f(xﬂ- )Lu,f\- (x)

Donde:

Fl)=1=1 3 /(x)=

Las imagenes, seguin la funcion dada, se reemplazan en el polinomio general:

x? 15) 1 x? 3 5 1 (x* 1 3
P(x):lx — =X+ — [+ %X ——F X —— |+ X —+—X+—
8 8 3 4 2 4) 5 8 2 8

Se simplifica: e
I’(x)— A + =2

= X
15 5 15

Al graficar la funcion y el polinomio interpolante (ver figura 35) se observa
que coinciden en los puntos 1, 3 y 5, pero hay error en los intermedios y obvia-

mente fuera del rango de la interpolacion.

Figura 35. Funcion hiperbolica y polinomio de Lagrange

Nota. Figura de elaboracion propia.
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La forma de programar los coeficientes es:

LO: celda B: 178

171 Mediante una tabla

172

173 X0 |x1 x2 |

174 1.00 3,00 5.0

175/ f{x) 1,00 0,33 0,20

176

177/x1 ) %] 2 [t Tolx) ]
178 0,25) =((A178-5C5174 J*(A1T8-SD$174))((SBS174-5C5174)"(5B5174-5D5174))
179 0,5 1.40625 -0,5625 0,15625 2 1,25
180 0.75) 11953125 -0,265625] 0.0703125] 1,33333333| 1,12083333
181 1 1 0 0 1 1
182 1.25| 0,8203125 0,234375| -0.0546875 0.8 0,8875)
183 1.5 0,65625 04375 -0,09375| 0,66666667| 0,78333 33§|
184 1,75 0,5078125 0,609375| -0,1171875| 0,57142857 0,6875]

Y el polinomio:

171 Mediante una tabla

172

173 X0 x1 x2 |

174 1,00 3,00 5,00

175 fix) 1.00 0.3 0.20)

176

177 x1 L0 L1 L2 fix) plx) |

178 0.25] 1.6328125] -0.890625), 0.2678125 4|=B176°5B5175+C178*5CS175+D176*505175]

179 0.5 1.40625 -0.562 0.15625 2 1.25

180 0.75] 1.1953125| -0.265625) 0.0703125| 1.33333333| 1.12083333

181 1 1

182 1.25| 0,8203125 0,234375| -0.05468T:! 0.8 0.8875

183 1.5 0.65625 04375 -0.09375| 0.66666667| 0.78333333]

184 1.75| 0.,5078125 0,609375| -0.1171875 l].5?1d.285?| 0.63T5|
Ejemplo 2

Con los datos de la tabla 28 se muestran la relacion de la corriente con el
voltaje en un circuito:

Tabla 28. Observaciones de corriente vs voltaje

X (corriente) y (voltaje)
2.54 0.85
3.35 1.28
4.67 1.67
5.32 2.89

8 4.12
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La manera de encontrar el polinomio de Lagrange que se ajusta a los datos,
determinando el voltaje en 5.72, es, seglin el nimero de datos, el grado del poli-
nomio de Lagrange que se debe realizar para ajustar los datos experimentales,
y corresponde a:

P(x) =n.° Datos — 1
P(x)=5-1

P(x) =4

Al tener cinco datos experimentales, el polinomio de Lagrange debera ser
de cuarto grado, P,(x).

P(x) - F(XO) * L'ﬂg +F(X1) * Ln1 +F(X2) * an +F(X3) * Ln3 <+ F(X4) * Ln4

Es importante verificar que los datos experimentales se encuentren ordena-
dos ascendentemente (de menor a mayor), con el fin de establecer correctamente
el rango del polinomio. Luego se determina el rango por medio de la diferencia
entre el limite superior y el inferior de los datos.

Rango = limite superior — limite infereior

En este caso es:

A B
3 | X(Corriente) | Y(Voltaje)
4 2,54 0,85
5 3,35 1,28
6 4,67 1,67
7 5,32 2,89
8 8 4,12

Calculando el rango de los datos experimentales:
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Resultado del rango:

A B ,
10 |Rango 5,46

A continuacion se establece el numero de divisiones requeridas para la
interpolacion de Lagrange. Es recomendable que sea un multiplo en base diez
del rango obtenido (10, 100, 1000). El multiplo escogido permitira obtener valo-
res para nimeros de uno, dos o mas decimales.

A B
10 |Rango 5,46
Numero de
11 |divisiones  |=810*10q]

El nimero de divisiones sera:

A B
10 |Rango 5,4¢
Numero de
11 |divisiones 54¢

Es decir, si se define como multiplo 10!, se obtendran valores con un deci-
mal; si se escoge como multiplo 102, se obtendran valores con dos decimales, asi
sucesivamente. Esto se evidencia al calcular el paso de la interpolacion.

A B
10 |Rango 5,46
ENL’lmero de
11 |divisiones 546
12 [Paso "h" =810/811]
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Tamafio del paso:

A B
10 |Rango 5,46
Numero de
11 |divisiones 546
12 |Paso "h" 0,01

Se construye la tabla de Lagrange estableciendo el limite inferior. El
segundo valor sera la suma entre el limite inferior y el paso calculado. Los valo-
res obtenidos siguen la formula: X, = X, + 4, donde X, es el nuevo valor, a partir
del valor anterior, X, |, y el paso obtenido, /.

Adicionalmente, para garantizar la interpolacion entre el limite superior y
el inferior, se utiliza un condicional si, el cual descarta aquellos datos que no se
encuentren dentro del rango.

A B _ C
17 |xi n(0) Ln (1)

18 2,54
19 ]=S|{,a18+se-512<=5A53; A18+5BS12;"fin"

Al ejecutar el condicional se obtiene:

A A

17 |xi
18 | 2,54
19 2,55

Si arrastramos hasta las 546 divisiones:

A B _ C
564 8l
565I=Si(A564+SBSi2_<=SASB; AS64+58$12;"fin")|
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En la ultima celda quedara el texto «finy»:

===
564 8
565|fin

Se construye la tabla de Lagrange estableciendo los coeficientes de
Lagrange (Ln) a partir del polinomio de grado cuatro obtenido.

P(x) = F(Xg) * Lng + F(X;) * Lny + F(X3) * Lny + F(X3) * Lng + F(X,) * Lny

El coeficiente de Lagrange general parte de:

/J,,,;((x)= (x_xnxx_x‘)”'(x_xk—lxx_xku)'”(x_xn)

(xk _x(})(xk _xl)”'(xk _xk—]Xxk _-’Cm)"'(xk _xr.')
Para Ln,
I (x)_ (x_xl)(x_xz)(x_x3)(x_x4)
n,0

E (xo _xlxxo _xz)(xo _x3)(x0 _x4)

Donde x es el valor evaluado; X , el primer valor de la tabla; X, el segundo
valor de la tabla; x, el tercer valor de la tabla; X3 el cuarto valor de la tabla, y
X, el quinto valor de la tabla.

Se calcula el primer coeficiente de Lagrange para el primer valor de la

tabla (limite inferior).

A B C D E F G H
17 |xi Ln (0) Ln (1) Ln(2) Ln (3) Ln (4) P(x)
18[ 2,5a|=[j,'\,=;;.-5;-\\_:_'..*.;;\_-.:.s,;s-s *(A1B-SAST)*( :\1;.-5,:53_},’:.-':\ SA-SAS5)* | SASA-SASE)*(SASA-SAST)*(S '-"---SASS_]I

El primer coeficiente de Lagrange:

A B
17 |xi Ln (0)
18 2,54 |
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Para L”L

]‘J?,I(‘X): ( (x_xﬂxx_xz)(x—x3xx_x4)

X _xo)(xl _xz)(xl _x3)(x1 _x4)

Donde x es el valor evaluado; X , el primer valor de la tabla; X, el segundo

valor de la tabla; x,, el tercer valor de la tabla; X el cuarto valor de la tabla, y X,

el quinto valor de la tabla. Se calcula el segundo coeficiente de Lagrange para el
primer valor de la tabla (limite inferior).

A 8 C D 3 F G H I )
Ln (2) Ln (3) Ln (4) P(x)

A18-5AS6) *( A18-SAST)*(A18-SASB) )/((SAS5-5A54)*(SAS5-5A86)*(SA55-5A87) *(5A55- Sass) )

4 . |8 e
17 |xi Ln (0) Ln(2)
18 | 2,54 1 0

Para Ln2:

(x—xe)(x—xl)(x—x3)(x—x4)

Xa _xo)(xz _xIXxZ _xa)(xz —x4)

L,, (x) - (

Donde x es el valor evaluado; X , el primer valor de la tabla; X , el segundo
valor de la tabla; x, el tercer valor de la tabla; X, el cuarto valor de la tabla, y
X, el quinto valor de la tabla.

Se calcula el tercer coeficiente de Lagrange para el primer valor de la tabla
(limite inferior).

A 3 c [N «

17 [xl Ln {0} Ln (1) Ln (3)
18 254 1 SASH)°(A18-$AS5

F G H | ] K
Ln {4) Pix)

ASE))/{|SASE-SASA) *[SAS6-3AS5) [ $A56-5AST) (5A56- $A38))|
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El tercer coeficiente:
A B C D

17 xi Ln (0) Ln (1) Ln (2
18| 2,54 1 0 0

Para Ln3

L"j(x)= ( (x_xﬂ)(x_x1)(x—xzxx—x4)

X3 =X )(x3 —X )(x3 — X, Ixz - xa)

Donde x es ¢l valor evaluado; X, el primer valor de la tabla; X, el segundo
valor de la tabla; x,, el tercer valor de la tabla; X, el cuarto valor de la tabla, y
X, el quinto valor de la tabla.

Se calcula el cuarto coeficiente de Lagrange para el primer valor de la tabla
(limite inferior).

17 [xt Jn o) Ln{1) n (2)
| 254

SASH])f(|SAST-5ASH) 7| SAST-SASS] | SAST-5ASE) "| S457- Sas8))

El cuarto coeficiente:

_ A B C D E
17 |xi Ln (0) Ln (1) Ln (2) Ln (3
1s| 2,54 1 0 0 0

Para Ln4:

Ln.4(x)=( (x_xuxx_xlxx_xz)(x_xs)

Xy —xu)(x4 —xl)(x4 —xz)(x4 _xs)

Donde x es el valor evaluado; X , el primer valor de la tabla; X, el segundo

valor de la tabla; x, el tercer valor de la tabla; X, el cuarto valor de la tabla, y

X, el quinto valor de la tabla.
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Se calcula el quinto coeficiente de Lagrange para el primer valor de la tabla
(limite inferior).

A B C ] E H I J K L M
17 lxi L {0) n 1) n2) wn(3)
1] Z5i] 3 3 5 RS54 55-8A%4)*[3A55-5A55) (3455 ade) [ sass- asai]
El quinto coeficiente:
_ A B & D E F
17 |xi Ln (0) Ln (1) Ln (2) Ln(3) Ln (4)
18| 2,54 1 0 0 0 0

Al calcular el polinomio de Lagrange con los coeficientes de Lagrange:
P(x) = F(Xp) * Lng + F(X;) * Lny + F(X3) * Lny + F(X3) * Lng + F(X,) * Lng

El polinomio evaluado en x = 2.54:

B C D E F G H 1 i
17 Ln (0) Ln (1) Ln (2) Ln (3) Ln (4) P(x)
18 1 ol ol ol 0|=SBS47B18 + SBSSC18 + $BS6"D18 + SBST*E18 + 5838°F14]

Notese que el valor obtenido en el polinomio es el mismo que en el dato
experimental, lo cual indica que el polinomio se ajusta correctamente a ese
dato. A continuacion, se observa el polinomio en otros datos experimentales
suministrados:

_ A 8 c D 3 F 6 |
99 3,35 7,997E-15 1 -2,11176-14 9,02586-15  -1,61E-16 1,28

El polinomio evaluado en los datos del experimento:

_ A B c D . - !
231 467 -4,9426-15 21322614 1 -4,4454E-14 3,6535E-16 1,67
[—— B c D : : 6 |
296 532 7,7981E-15 -2,9423E-14 1,43526-13 1 -9,34926-16 2,89
A B C D E F G

564/ 8 -1,8437E-13 5,7885E-13 -1,3009€-12 1,0311E-12 1 4,12
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Si se grafican todos los datos con el polinomio, estos se veran tal cual apa-

recen en la figura 36:

Figura 36. Polinomio de Lagrange del voltaje vs corriente

8;4,12

Voltaje
-9

Polinomio de Ajuste

3 ®  Y(Voltaje)

0 2 4 6 8 10
Corriente

Nota. Aqui se evidencian series del polinomio y los datos observados. Figura de elaboracion propia.
Para la segunda parte del ejercicio se evalta el polinomio en 5.72.

El valor estimado para el voltaje en 5.72 es de 3.9613, acorde con el poli-

nomio de Lagrange.

Actividades propuestas

1. Identificar los elementos y graficar (pendiente, punto de corte con y) la

siguiente funcion lineal.

f(x)z—%x+2
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Si se tienen los siguientes polinomios, esbozar una grafica aproximada de
cada uno de ellos y relacionar la forma de la curva con el grado.

p(x)=-2x* +x-4

p(x)=x" —x* +x+2
p(x)=x*—x*+x* -3
p(x)=x"-x*+x-2

Una empresa ha determinado que sus ventas durante los tltimos tres afios
(2004, 2005, y 2006) se ajustan a un modelo cuadratico. Si estas ventas
fueron 6, 3 y 2, por medio de un ajuste polinomial por Lagrange las ventas

para 2007 seréan:
a. 25

b. 4

c.

d 35

Un vendedor de ferreteria desea conocer la demanda de cierta herramienta
en funcion de su precio. En la tabla se presentan las ventas mensuales para
cuatro precios diferentes de herramienta.

Precio (X) $25 $30 $35 $40
Demanda (Y) 82 75 67 55

La demanda mediante un ajuste lineal, cuando el precio es de 32.95 USD
seria:

a. 186.251
b. 68.949
c. 70.00

d. 65
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6.  En Ingenieria Hidraulica, el tamafio de un dique depende de la estimacion
mas precisa posible del flujo de agua en el rio donde se construye. En algu-
nos rios es dificil obtener registros historicos de muchos afios atras de tales
flujos. En cambio, datos meteoroldgicos sobre precipitacion a menudo si
estan disponibles. Por lo tanto, con frecuencia es Util determinar una rela-
cion entre flujo y precipitacion, la cual se utiliza para estimar los flujos
de afios anteriores, aun cuando solo se hayan tomado mediciones de pre-
cipitacion. Para un rio que se va a encausar en un dique se muestran los
siguientes datos:

Precipitacion
889 101.6 1041 1397 1321 94 1168 1219 99.1
cm
Flujo
1147 172 1529 269 2064 1614 1758 239 130
m/s

Mediante un ajuste polinomial por minimos cuadrados, escoger el grado
del polinomio que mapee mejor los datos observados y usar el polinomio
para establecer el flujo si la precipitacion es de 120 cm.

6. Al medir la caida de voltaje v, a través de una resistencia para diversos
valores de la corriente 7, se obtienen los siguientes resultados:

i (amperios) 0.25 0.75 1.25 1.5 2
v (voltaje) -0.45 -0.6 0.7 1.88 6

Mediante un ajuste polinomial de curvas, determinar el polinomio que pase
por los datos observados y determinar la caida de voltaje cuando: i = 1.1

7.  Ladistancia requerida para frenar un automévil es una funcioén de su rapi-
dez. Si se toman los siguientes datos experimentales para cuantificar esta
relacion:

Rapidez min/h 15 20 25 30 40 50 60
Distancia de frenado ft 16 20 34 40 60 90 120
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Mediante un ajuste polinomial por minimos cuadrados, escoja el grado del
polinomio que mapee mejor los datos observados y use el polinomio para
estimar la distancia de frenado para un automovil que circula a 45 min/h.

La viscosidad cinematica del agua v esta relacionada con la temperatura de
la siguiente forma:

T, °C 0 4 8 12 16 20 24

107 et/ 1.7923 1.5676 13874 1.2396 1.1168 1.0105 0.9186
2 em’/s

Mediante un ajuste polinomial por minimos cuadrados, escoger el grado
del polinomio que mapee mejor los datos observados y usar el polinomio
para estimar vauna 7'=7.5 °C.






Derivacion, integracion
y ecuaciones diferenciales

El analisis matematico consiste en el estudio de la modificacion de las
funciones cuando sus variables cambian; este andlisis se aplica en varios pro-
cesos de ingenieria y ciencias. Los conceptos de diferenciacion e integracion,
que fueron tratados en cursos anteriores de Calculo, se pueden expandir a
soluciones numéricas, ya sea para funciones que no tengan primitivas, como
en el caso de integracion, o para solucionar ecuaciones diferenciales que no
tengan solucion analitica.

El objetivo de esta unidad es conocer y aplicar métodos de aproximacion
para derivadas, integrales y ecuaciones diferenciales. Para este proposito, aqui
se tratan tres objetivos especificos: utilizar métodos iterativos de diferencia pro-
gresiva, como el método de los tres puntos y el de los cinco puntos para diferen-
ciacién numérica; solucionar integrales mediante los métodos del trapecio y de
Simpson n = 2, 3 y 4, y resolver ecuaciones diferenciales ordinarias mediante
Euler, Taylor orden dos y cuatro y Runge-Kutta' orden cuatro.

Leccion 1. Derivacion numerica

En general, el calculo numérico de las derivadas se basa en la aproxima-
cion de la recta tangente a un valor del dominio en una funcién con la recta
secante; este procedimiento es el principio fundamental con el cual se deduciran
en adelante los algoritmos.

1 Este algoritmo permite, con un alto grado de precision, la aproximacion de una ecuacion dif-
erencial ordinaria sin necesidad de calcular derivadas. Fue desarrollado a principios del siglo XX, por los
matematicos alemanes Carl David Tolmé Runge y Martin Wilhelm Kutta.
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Método de diferencia progresiva

Este algoritmo se basa en el concepto geométrico de la derivada, puesto
que la representacion de la derivada en un punto especifico para una funcion es
la recta tangente. En la figura 37 es posible visualizar este concepto.

Figura 37. Aproximacion de la recta tangente mediante la recta secante

Xo Xo+h

Nota. Concepto geométrico de la derivada. Figura de elaboracion propia.

Si & (el paso) tiende a 0, la pendiente de la recta secante que va de f(x ) a
J{x +h) se asemeja a f(x ) derivada en x ; si llamamos m a la pendiente de la
recta secante, esta es dada por:

_ f(xq +h)— f(x,)

m

h
Si: h—0
m= f'(x,)

_f(x[) +h)_.f(x[])
h

S (x) =
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Ejemplo 1

Si f{x) = In(x), la derivada analitica es;

J"'(A')zl

l
“(x,)=—-=0.33333333
. f@)=3

Para hallar la pendiente en X = 3 se realiza el grafico de la recta tangente
en el punto (ver figura 38):

Figura 38. Representacion de la derivada: recta tangente en x = 3, para
J(x) = Ln(x)

L

2.5 /

;5 + / : ;
= 1 2 3 4 5 6 ] 8

Nota. Figura de elaboracion propia.
Al aplicar la diferencia progresiva con diferentes tamaiios de paso (%)

Tabla 29. Método de diferencia progresiva al disminuir el paso

h f(x,+h) f(x,) (1/h)*(f(x,+h)-f(x,)) Error relativo
0.1 1.13140211  1.09861229  0.327898228229908  1.630531531
0.01 1.10194008  1.09861229  0.332779009267448  0.16629722

0.001  1.09894557 1.09861229  0.333277790120157  0.016662964

0.0001  1.09864562 1.09861229  0.333327777901626  0.00166663

Nota. Valor analitico = 1/3.
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Como se observa en la tabla 29, el tamafo de paso 0.0001 el algoritmo es
bastante cercano.

Recordar que el error relativo es:

V” _V Wox
E =|-"4___ %100

.,
real
Es claro que a medida que /4 — 0, hay un mayor acercamiento al valor
real. Al respecto, vale recordar que no es necesario establecer el valor real para
resolver la derivada por métodos numéricos. En el ejemplo se puede comprobar
que el método si aproxima a su solucion analitica.

Metodo de los tres puntos

Este método aproxima mejor la derivada, puesto que emplea dos pasos que
se evidencian en la figura 39:

Figura 39. Aproximacion de la recta tangente mediante la recta secante

con tres puntos

f'(Xo)

Xo-h Xo Xo+h

Nota: Como se observa, la pendiente de la recta secante si h — 0 es similar a la derivada en X . Figura
de elaboracién propia.
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S (o +h)= flx, —h)
(xu + h)_ (xu - h)
f(xo+h)= fx, = h)
2h

m

m =

Si:
h—0
m=f'(x,)

F/(x0) = —[f(x, + )= f(x, - )]
2h

Para la misma funcion del ejemplo anterior se pueden organizar los datos

en la tabla 30:

Tabla 30. Método de los tres puntos al disminuir el paso

h f(x,+h) f(x,-h) (1/2h))*(f(x,+h)-f(x,-h))  Error relativo
0.1 1.13140211 1.06471074 0.333456872493362 0.037061748
0.01 1.10194008 1.09527339 0.333334567909460 0.000370373
0.001 1.09894557  1.0982789 0.333333345678977 3.70369E-06
0.0001 1.09864562 1.09857895 0.333333333457642 3.72925E-08

Valor Analitico=1/3

Es claro que este método arroja mayor precision que el anterior si se com-

paran los errores relativos.

Metodo de los cinco puntos

Este método se basa en la derivacion del polinomio de Lagrange con cinco

puntos, de tal manera se obtiene:

£(x0) = %[f(xn ~2h)=8 1 (x, —h)+8(x, + 1)~ f(x, +
1

2h)]

245
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Si se aplica este método para el mismo ejemplo, se pueden organizar los
datos tal como aparecen en la tabla 31:

Tabla 31. Método de los cinco puntos al disminuir el paso

h f(x,-2h) 8#f(x -h) 8*f(x,+h) f(x,+2h) Algoritmo Error Relativo
0.1 102961942 85176859  9.05121689  1.16315081  0.333333002804047  9.91588E-05
0.01 1.0919233  8.7621871  8.81552063  1.10525683  0.333333333300401  9.87978E-09
0001  1.0979454 87862312  8.79156453  1.09927873  0.333333333333315  5.4623E-12
0.0001  1.09854562  8.78863164  8.78916497  1.09867895  0.333333333334407  3.22042E-10

Nota: Valor Analitico = 1/3. Tabla de elaboracion propia.

Se observa que con el primer tamafio de paso se obtiene un bajo error
relativo.

Ejemplo 2

Derivar la siguiente funcion por los métodos de diferencia progresiva y
tres puntos en:

X, = % ,h=0.00001

Y hallar el error relativo para cada método.

Para hallar el error relativo se calcula la derivada analitica y se reemplaza
el valor de x, (valor real). Este valor sera comparado con las derivadas obtenidas
por diferencia progresiva y tres puntos.

f(x) =x=*=Tan™? (%) —In (x? + 4)
f(x) =Tan™? (%)
A B C D

15 |Tabla
16 |xi 0,78539816|Valor Real |=ATAN(516/2)|
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La derivada en n/4:

A B C D
15 |Tabla
16 xi 0,78539816|Valor Real | 0,37419668)

Por el método de diferencia progresiva:

i 2 LR 1)

Las funciones f(x,+h) y f(x):

f(Xo + k) = (Xo + h) * Tan™! (XOT”’) —1In ((Xo + h)? + 4)

Fo) = (o) » Tan™ (52) ~In ((Xo)? + 4)

_(o+h) = Tan™ (X %) —In((o + B)? +4) — (X0 » Tan~* (52) ~In ((x0)? + )

h

&)

Donde:

x, =2, h=0.00001
4

El algoritmo con el valor y el paso en la herramienta de céalculo:

A B C D E F G H
16 |xi _0,78539816|
17 Paso™h" 0,00001]
18 |Valor aproximad '(5[316+31?]‘AT§N{I3‘_'L'1+51?_I,I'Z]-LN{(B1G+E-:'?1“2+4}:-"316‘-{“\“!:':B].E‘f2II-LN{B].E-“2+4]]}fBI7|

Resultados del algoritmo:

. A B
16 |xi 0,78539816
17 Paso"h" 0,00001
18 |Valor aproximado 0,37419885



248 MEtopos NUMERICOS CON EXCEL

Se calcula el error relativo entre los valores obtenidos.

A B C D
16 |xi 0,78539816|Valor Real | 0,37419668]
17 Paso™h" 0,00001
18 Valor aproximado 0,37419885
19 [Error Relativo =ABS(D16-B18)/(D16) * 100|

El error relativo es:

A B
16 xi 0,78539816
17 Paso”h" 0,00001
18 |Valor aproximado 0,37419885
19 Error Relativo 0,00057883

Por el método de tres puntos, al partir del algoritmo general de diferencia
progresiva:

fl(xy) = ;—h[f():o + h)_ f(xo - h)]

Las funciones f (xi + /&) y f (xi — h) son reemplazadas en la funcioén para
programar el algoritmo de diferencia progresiva.

-

Xo +
2

f(Xo +h) = (Xo +h) « Tan™! ( ) —In ((Xo + h)? +4)

f(Xo—h) = (Xo—h)+Tan™" (on— h) —In((Xo —h)?* +4)
fa
_(o+h)+Tan? (X—";—h) —In((Xo + h)? + 4) — (Xo — h) + Tan™" (@) —In ((Xo — h)* + 4)
= h
Donde:

x, =2 h=0.00001
4
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El algoritmo con el valor y el paso en la herramienta de céalculo:

K L M N o P Q R 5 T
16 xi | 0,785398163|
17 Paso”h" | 0,00001/
18 |Valor aproximado |={((L16+L17)*ATAN{(L1E64L17)/2)-LN{{L16+L17)A244))-([L16-L17)*ATAN(({L16-L17)/2]}-LN{{L16-L17)A2+4)))/(2* ‘-.7]{

El resultado del algoritmo:

K L
16 xi 0,785398163
17 Paso™h" 0,00001
18 Valor aproximado | 0,374196681

Se calcula el error relativo entre los valores obtenidos.

K L M N
15 [Tabla '
16 |xi 0,785398163|Valor Real | 0,37419668|
17 |Paso”h" 0,00001
18 |Valor aproximado | 0,374196681
19 [Error Relativo =ABS(N16-L18)/(N16) * 100)

El error relativo en porcentaje es:

K L M N
15 |Tabla
16 |xi 0,785398163|Valor Real l 0,37419668
17 |Paso”h" 0,00001
18 Valor aproximado | 0,374196681
19 |Error Relativo 9,04356E-10

Notese que el error relativo por el método de los tres puntos es inferior al
error relativo por el método de diferencia progresiva; en consecuencia, el primer
método es mas preciso.
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Derivadas de datos

Existen varios métodos para derivar datos. El usado aqui tiene la ventaja
de que los datos pueden estar diferentemente espaciados. Este método se debe
trabajar entre tres puntos y se basa en un polinomio de Lagrange que genera una
funcidén cuadratica, asi:

Ejemplo 3

Siun movil se desplaza por una pista y se han tomado los datos de veloci-
dad en diferentes tiempos (ver tabla 32), cuando el tiempo es de cuatro segundos
la manera de determinar la aceleracion es:

Tabla 32. Observaciones para la velocidad del movil en diferentes tiempos

T (s) 1 2 325 45 6 7 8 85 93
Vmis) 50 60 55 70 8 8 60 70 50

Como la derivada de la velocidad es la aceleracion, se toman los siguientes
datos (ver tabla 33) para hallar la derivada en el tiempo solicitado: T = 4.

Tabla 33. Datos para el cdlculo de la derivada en t = 4 s en el primer

intervalo

v (mis? o T
Se aplica el algoritmo:
S 1) eyt ) = )

2(4)-3.25-4.5 +55 2(4)-2-45 q{4} -3.25
(2-3.25)2-4.5) "7 (3.25-2)3.25-4.5)  (4.5-2)4.5-3.25)

m

I 4)=13. 6—

F(4)=60
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También el dato solicitado puede establecerse en el intervalo (ver tabla 34):

Tabla 34. Datos para el calculo de la derivada en t = 4 s en el otro

intervalo

3.25 4.5 6.0
e X X X
V (ws) 55 70 85

fix,) fx,) X))

Se aplica el algoritmo:
., m

Que es similar al anterior.

Leccion 2. Integracion numérica

En esta leccion se trabaja con integrales de funciones que no se pueden
desarrollar analiticamente y con la integracion de datos por medio de dos téc-
nicas: trapecios y Simpson. En la parte inicial se comparan los métodos con la

solucion analitica para establecer su precision.

Integracion por el método de trapecio

Por calculo integral se tiene que el area bajo una funcion esta dada por:

b

j_f(x)dx

a
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Se aproximara por el area de un trapecio, la deduccion del algoritmo

mediante un ejemplo puede ser:

Ejemplo 4

Teniendo:

Para hallar el area

63
A=-[#-r]=2=21
3
Graficamente el area real hallada es:
Figura 40. Area bajo la pardbola
v 16
14
12
18
8
6
4
2 - }
-2 -1 — 1 2 3 ; L :
-2

Nota. Area bajo f(x) = x2, en el Intervalo [1,4]. Figura de elaboracién propia.
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El &rea de un trapecio esta dada por:

h
A=—=b+b
)

Y si se aproxima en area mediante un solo trapecio, bajo la funcion se veria

como en la figura 41:

Figura 41. Aproximacion del drea bajo la funcion mediante un trapecio

fixt)

%0 ¥l

Nota. h = altura'y by b'=base mayor y menor, respectivamente. Figura de elaboracion propia.

Se observa que es una aproximacion bastante alejada, pero si se asimila la

formula del trapecio con:
h :
A= E(b +b )

h=x—x,
bzf(xl)
b':.f(xu)
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Entonces queda asi:

Y si se desarrolla el algoritmo mediante la tabla 35 se obtiene:

Tabla 35. Algoritmo del trapecio con h = 3

X f(X) H Algoritmo Error relativo
1 1
4 16 3 25.5 21.42857143

Nota. Valor analitico = 21. Tabla de elaboracion propia.

Como se observa, el error es demasiado grande; pero se puede reducir

mediante el concepto de integracion numérica que se compone asi:

4
Ixzdr=

ey 12

3 4
xzdr+'[x2dr+jx3dx
2 3

Al aplicar el algoritmo del trapecio queda:

v =2 [+ f@ S 1@+ 7O} 5 1 G)+ 1)

xd :%[12 +23}+%[22 +32]+%[32 +43}:% ~215
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Y si se desarrolla el algoritmo en la tabla 36 queda:

Tabla 36. Algoritmo del trapecio con h = 1

X f(X) H Algoritmo Error relativo
1 1
2 4 1 2.5
3 9 1 6.5
4 16 1 12.5
Suma 21.5 2.380952381

Nota. Valor analitico = 21. Tabla de elaboracion propia.
De esta forma se redujo significativamente el error, como se ve en la figura 42:

Figura 42. Aproximacion del area bajo la funcion por tres trapecios en el
intervalo [1,4]

v 1b
14
+12

+18

+2

Nota. Figura de elaboracion propia.
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Si se reduce mas el paso tal como se muestra en la tabla 37:

Tabla 37. Algoritmo del trapecio con h = 0.25

X, f(X) h Algoritmo Error relativo
1 1
1.25 1.5625 0.25 0.3203125
1.5 2.25 0.25 0.4765625
1.75 3.0625 0.25 0.6640625
2 4 0.25 0.8828125
2.25 5.0625 0.25 1.1328125
25 6.25 0.25 1.4140625
2.75 7.5625 0.25 1.7265625
3 9 0.25 2.0703125
3.25 10.5625 0.25 2.4453125
3.5 12.25 0.25 2.8515625
3.75 14.0625 0.25 3.2890625
4 16 0.25 3.7578125
Suma 21.03125 0.148809524

Nota. Valor analitico = 21. Tabla de elaboracion propia.
Lo cual lleva a una mejor estimacion.

Integracion por regla de Simpson

La regla de Simpson se obtiene al revisar [a,b] el segundo polinomio de
Lagrange P (2) con los nodos x, = a, x,= b, x, =a + h.

Donde:
1
h=—(b-
- a)
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Graficamente se ve asi mediante la figura 43:

Figura 43. Aproximacion del area bajo la funcion por un polinomio de

grado dos

a=Xxo X1 X2=b

Nota. Figura de elaboracion propia.

Al hallar el area bajo el polinomio de Lagrange se obtiene:

Simpson n = 2:

X5

j_f(\? X = ;[f(.ro)+4*]'(x1)+f(x2)]

Xy
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Ejemplo 5
Al tener la funcion:

flx)=x¢

Para hallar el area entre x,= -3 y x,= 0

Figura 44. Funcion en el intervalo [-3,0]: funcion: f(x) = x* * e*

4

-1

-2

Nota. Figura de elaboracion propia.

El valor real es:
0 0
j.xge"dx =x’e" - 2xe" +2¢" |
-3 -3

fre=loe o ) (e o 3p v2e7)

3

j xle'dr =1.1536198377463
3
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Y si se hace por Simpson n = 2.
Los puntos que se deben tomar son x, = -3, x, = -1,5 y x, = 0. Ahora, al
aplicar el algoritmo:

Y mediante la tabla 38 en Excel:

Tabla 38. Algoritmo Simpson n = 2 y error relativo con una sola integral

Algoritmo Simpson

X, f(X) n=2 Error relativo
X, -3 0.44808362
X, -1.5 0.50204286
X 0 0 1.228127528 6.458599977

Nota. Valor analitico=1.1536198377463... Tabla de elaboracion propia.

También se puede desarrollar mediante integracion numérica compuesta
con el proposito de mejorar la exactitud, tal como se presenta en la tabla 39:

Tabla 39. Algoritmo Simpson n = 2 y error relativo con dos integrales

Algoritmo Simpson

X, f(X) =2 Error relativo
X, -3 0.44808362
X, -2.25 0.53358357
X, -1.5 0.50204286 0.771115193
X, -1.5 0.50204286
X, -0.75 0.26570619
X, 0 0 0.391216901
Sumatoria 1.162332094 0.755210358

Nota. Valor analitico = 1.1536198377463... Tabla de elaboracion propia.
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Otra ampliacion al método de Simpson es la regla tres octavos o Simpson
n =3, en la que intervienen cuatro puntos en el intervalo dado. El algoritmo es:

§ lebae= 3 R105) 3 1) 3 1G5 ) 162

Xp

Para el mismo ejemplo, si se quiere hallar el area entre x,= -3 y x,= 0:

Tabla 40. Algoritmo Simpson n = 3 y error relativo con una integral

Algoritmo Simpson

X, f(X) n=3 Error relativo
X, -3 0.44808362
X, -2 0.54134113
X, -1 0.36787944
X 0 0 1.190904502 3.231971457

Nota: El valor analitico es = 1.1536198377463...y el del algoritmo es= 1.190904502, por lo tanto, el

error relativo es del 3%. Tabla de elaboracion propia.

Al comparar con Simpson n = 2, el error se redujo de 6.46 % a 3.23 %.
También se puede desarrollar mediante integracion numérica compuesta con el

proposito de mejorar la exactitud, asi:

Tabla 41. Algoritmo Simpson n = 3 y error relativo con dos integrales

Algoritmo Simpson

X, f(X) Error relativo

n=3
X, -3 0.44808362
X, -2.5 0.51303124
X -2 0.54134113

Continua tabla
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f(X)

Algoritmo Simpson Error relativo

i n=3
X, -1.5 0.50204286 0.771233175
X, -1.5 0.50204286
X, -1 0.36787944
X, -0.5 0.15163266
X, 0 0 0.386358596
Sumatoria 1.157591771 0.344301725

Nota: El valor analitico es = 1.1536198377463...y el del algoritmo es= 1.157591771, por lo tanto, el
error relativo es del 0.3%. Tabla de elaboracion propia.

Y atin mas preciso como lo podemos apreciar en la tabla 42:

Tabla 42. Algoritmo Simpson n = 3 y error relativo con cuatro integrales

Algoritmo Simpson

X, f(X) n=3 Error relativo

X, -3 0.44808362

X, -2.75 0.48345445

X, -2.5 0.51303124

X, -2.25 0.53358357 0.3722929
X, -2.25 0.53358357

X, -2 0.54134113

X, -1.75 0.5321827

X, -1.5 0.50204286 0.399018557
X, -1.5 0.50204286

X, -1.25 0.44766375

X, -1 0.36787944

X -0.75 0.26570619 0.301347994

Continua tabla

261
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Algoritmo Simpson

X, f(X) n=3 Error relativo
X, -0.75 0.26570619
X, -0.5 0.15163266
X, -0.25 0.04867505
X, 0 0 0.081246499
Sumatoria 1.15390595 0.024801286

Nota: El valor analitico es = 1.1536198377463...y el del algoritmo es= 1.15390595, por lo tanto, el

error relativo es del 0.02%. Tabla de elaboracion propia.

Por tultimo, estd Simpson n = 4:

i[f(lyf = %[7 * f(xo)"‘ 32% f(xl )+ 2= f(’tz )+ 32% f(’t)"’ 7* f('l“)]

Xp

Si se aplica este algoritmo por integracion numérica compuesta con tres

integrales se obtiene (ver tabla 43):

Tabla 43. Algoritmo Simpson n = 4 y error relativo con una integral

Integral  x; X, X, X, X, Integral Simpson n=4
1 -3 2795 250 225 -2 0.506972944
2 -2 -1.75  -15 -1.25 -1 0.486046052
3 -1 -075 -05 -0.25 0 0.160610529
Sumatoria 1.153629524
Error Relativo 0.000839633

Nota. El valor analitico es = 1.1536198377463...y el del algoritmo es= 1.153629524, por lo tanto, el

error relativo es del 0.0008%. Tabla de elaboracion propia.
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Leccion 3. Ecuaciones diferenciales

Como ya se menciond, las ecuaciones diferenciales sirven para modelar
problemas de ciencias e ingenieria que requieren un cambio de variable respecto
a otra. En la mayoria de las aplicaciones estas ecuaciones se resuelven con una
condicion inicial dada. La presente leccion se ocupa de la solucion por aproxi-
macion numérica de este tipo de ecuaciones diferenciales. En la practica muchos
modelos para la solucion de problemas generan ecuaciones diferenciales dema-
siado complicadas para solucionarlos por métodos analiticos o incluso resultan
imposibles de resolver. Es aqui donde los métodos numéricos son relevantes.

Ecuaciones diferenciales de primer orden

Si tenemos:

Q:y_fz—kl 03!22

-

¥(0)=0.5

£ £l

A manera de ejemplo, este problema se resolvera analiticamente para poder
comparar la precision de los métodos tratados. Sin embargo, es claro que no se
necesita desarrollar la ecuacion por métodos tradicionales cuando se resuelve
por analisis numeérico.

La solucion analitica es:

1. Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden de la forma general:
oy
al(x)a—x +da, (x)y = g(x)

2. Sise lleva a forma estandar (dividiendo al (x)):

24 Py = £(x)
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Si se establece un factor integrante:
I P (x )(’EX
e

Al multiplicar la ecuacion diferencial dada por el factor integrante se llega
facilmente a la solucion general. Asi, para el ejemplo, se trasladan térmi-
nos para llevarla a forma estandar:

By

R

——y=1-f

ot
El factor integrante es:

I—]ﬁr 1
e =€
Al multiplicar a ambos lados:
e—r ﬂ_e—fy — e—.r _e—:t.’.
ot

Si se observa, el miembro izquierdo es equivalente a:

-

—-i | -1 42
e y]——e —e't
ot

Si se integra a ambos lados:

J@[e"y]= I(e" —e™'f h‘

e ’yzje 'at—Ie ‘t*ot
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Para la segunda integral, la técnica adecuada es por partes, al derivar e

integrar segun la particion se tiene:

u==r dv=e"0t
du = 2tdt v=—e"
Ia dv:zr*v—fvdu

Al reemplazar:

e'y=—e"' - [— t*e” + 2[ te_’dtJ
Nuevamente se aplican partes en la integral que quedo en el tercer término.

u=1i dv=e'ot
du=di v=—e'

sz dv=u*v—j-v du

ety =—e"t - [—tzas?_t +2 [—te‘t + f e“dt”

Simplificando:
e'y=—¢"— [—tze" —2te’ —2e” }
e'y=—e'+r'e' +2e’ +2e"’
e'y=re’ +2%e’ +e' +c
Se divide por e
y=t2+2+1+ ei"

y=1+2t+1+ce

y=(+1f +ce
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Segtin la condicion inicial:

y(0)=0.5
Al reemplazar:

0.5=(0+1) +ce’
05=1+c¢

c=-0.5

Por lo tanto, la solucién exacta:
y=(t+1) -0.5¢
Y la grafica se puede apreciar en la figura 45:

Figura 45. Solucion particular de la ecuacion diferencial

y.
\

Nota. y = (t+1)>-0. 5¢'. Figura de elaboracion propia

Método de Euler

Este método es poco utilizado debido al error que genera; sin embargo, la

simplicidad de su calculo sirve para ejemplificar otras técnicas mas precisas.
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El algoritmo es:

Con

Ejemplo 6

Hallar la aproximacion por el método de Euler al ejemplo desarrollado
analiticamente:

Z_y:}:—f2+] 5 0<t<2 . J"(O):OS
!

El problema del valor inicial:
W0)=05=w,; para t,=0como 0<t<2

Si tomamos N=10

h=="""=02 (Tamaio del paso)

Y la ecuacion diferencial en términos del algoritmo:
y—t*+1= w, -2 +1
Como en Taylor, coincide el valor inicial, y a medida que se avanza se aleja

del valor real, es decir:
La iteracion inicial
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Para la primera iteracion:

t, =02

— * 42
Wou =W, +0.2 (wu l +])
Al reemplazar los valores iniciales:

w, =05+02*(0.5-0%+1)
w, =0.8

La segunda iteracion:
6L,=04 w=08
Wy, =W, +0.2*(w] —t] + ])
Al reemplazar los valores:
w, =0.8+02%(0.8-02%+1)
w, =1.152
La tercera iteracion:
=06 w,=1152
Wy, =W, +0.2 ”‘(w2 -5+ l]
Al reemplazar los valores:
w, =1.152 +0.2*(1.152 = 0.4 +1)

w, =1.5504

La cuarta iteracion:

1,=08  w,=15504

Wy, =W, +0,2*(w3 -2+ ])

Al reemplazar los valores:

w, =1.5504 +0.2%(1.5504 —0.6> +1)
w, = 1.98848
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Y asi sucesivamente. Si se desarrolla la tabla 45 en Excel y queda de la

siguiente forma:

Tabla 44. Método de Euler

i ti Wi Yi Error relativo
0 0 0.5 0.5 0

1 0.2 0.8 0.82929862 3.532939786
2 0.4 1.152 1.21408765 5.113934823
3 0.6 1.5504 1.6489406 5.975994515
4 0.8 1.98848 2.12722954 6.522546506
5 1 2.458176 2.64085909 6.917562802
6 1.2 2.9498112 3.17994154 7.236936146
7 1.4 3.45177344 3.73240002 7.518662934
8 1.6 3.95012813 4.28348379 7.782349048
9 1.8 4.42815375 4.81517627 8.037556523
10 2 4.8657845 5.30547195 8.287433245
Nota.  dy/dt=y-+1 Solucion analitica

f(Wi,ti) = wi-ti>+1

y = (t+1)*0,5¢!

Y la programacion se realizo asi:

dy/dt=y-1.2+1
witr2+1

Método

solucion pa

y=(1+1)2-0 504 [

Datos
C24642+1))

E F 1

de Euler

micular

] wi

enor
1elative

0

\ﬂﬂll"ﬂlﬂ‘ "'"h_.ll_N-D

=

4 56578

2458176
2| 29498112 | 7 23693515
4| 345177324
B] 395012813 834538 7 76234905
B| 4.42815375| 4 8151763] 803755652

5| 5.305472| 8.28743324]

Solucion de Ecuaciones Diferenciales de primer orden

269
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Solucion analitica

Método de Euler

Solucién Analitica y calculo del error relativo
| dyld=y.12+1 _ solucion particular | [ paso=h_|
W 2+1 _ y=(t+1y20 | | 02

El grafico de la solucion real vs la aproximacion:

Figura 46. Grdfica comparativa de la solucion analitica vs Euler

ti

| ——sétucion Exacta—guler |

Nota: Se observa claramente que a medida que se aleja del valor inicial se va aumentando el error.
Figura de elaboracion propia.
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Métodos de Taylor de orden superior

Estos métodos trabajan con derivadas de orden superior, por lo cual pro-
ducen una mejor aproximacion en la solucion de la ecuacion diferencial. El
método de Euler se puede considerar como el de Taylor de orden uno.

El algoritmo general es:

=w.+hT ("‘}(w;.,t{.)

Win
Con:
b - b-a
N
y
7 w,.1,)= f(w,J,-)+§f’(w,-,r,)+%ff"(w,-,r,)+-~+%’,—'f‘“*" (w,.1,)

Para efectos practicos, se utiliza el algoritmo para 6rdenes dos y cuatro. En
el ejemplo anterior:
Si tenemos:

(;_J::y_;:_f_] ; 0<¢<2 N y(0)=0.5

Para Taylor orden dos el algoritmo seria:
Wi =W, +h T{Z](wnt:')

Donde:
T{z] = f(%’i,."r.)*' %f’(“'}"'i)

Al derivar la ecuacion diferencial dada:

(y—.f +])_ Y 2t

Yo
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Como:

Se reemplaza:

Para el algoritmo:
Fw,t)=w -1 =2t +1

Por lo tanto:

T =w 12 +1+ ;2—?(w —2—3r +1)
Si finalmente se reemplaza en el algoritmo general:

h
w.,=w,+h [11']. -t +1+ E(WI -2 =2t + ])
La iteracion inicial:
e (2)
Wiy =W, + hT (wn{:')
Para la primera iteracion

(=02

Wy, =W, h(wo 12414 g(u-’o 1221, 4 l)]

Al reemplazar los valores:

3 0.2

w, =05402 [0_5 0> +1+—=(0.5-0-2*%0+ 1))
2

w, =0.83
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La segunda iteracion

t,=0.4

W, =w, +h [w] —t +1 +§(w, —17 -2, +])]
Al reemplazar los valores:

w, = 0.83+02 (0.83 ~022 +1+ 0—;({}.83 ~022-2%02+ 1)]
w, =12158
La tercera iteracion

,=06  w,=12158

3

5 h 2
Wy =W, +h [wz -1 +1+5(w2 -1 -2t +])]
Al reemplazar los valores:

w, =1.2158+0.2 [1.2158—0.6"' +1+%(1.2158—0.6?' —2*0.6+1)]

w, =1.652076
Y asi sucesivamente. Aqui se presenta la tabla 45, sugerida:

Tabla 45. Tabla sugerida para Taylor de orden dos

i ti Wi Yi Error relativo
0 0 0.5 0.5 0

1 0.2 0.83 0.829298621 0.084574972
2 0.4 1.2158 1.214087651 0.141039967

Continua tabla
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i ti Wi Yi Error relativo
3 0.6 1.652076 1.6489406 0.19014634
4 0.8 2.13233272 2.127229536 0.239898147
5 1 2.648645918 2.640859086 0.294859831
6 1.2 3.19134802 3.179941539 0.358700991
7 1.4 3.748644585 3.732400017 0.435231173
8 1.6 4306146394 4.283483788 0.52906949
9 1.8 4.8462986 4.815176268 0.646338383
10 2 5.347684292 5.305471951 0.795637827

La programacion es:

E3 Microsoft Excel - ecuaciones difernciales

DESYESTP = X o/ A& =(D381+0,2*(D381-C38172+1 +(§G$243/2)(D381-C3812-2°C381 +1)))
AlB]| c | D | F | G | H
1368
|3689|
1370
1371
372
1373
|374|
1375
|376 |
1377
|378| Metodo taylor de orden dos
1379,
380 i 1 | wi | yi emor |
1381 0 0L 05] 0 0|
|362] 1 0.2|=(D361+0 2%(0361-C08 172+ +(3G$243/2)(D381-CI81 2. 2°C381 +1)))
383 2 04 12158] 1,2140877] 0,14103997
|364| 3 05|  1652076( 1,6489406| 0,19014634
|385| 4 08| 2,13233272| 2,1272295| 0239689615
| 366 5 1] 2/54864592| 2 6408591] 0,29485953
|387 | [ 2| 3,19134802| 3.1799415| 0,35870099
388 7 4| 374864458  37324] 043523117
1389| 8 6| 4,30614639| 4,2534838| 0 ,52906949)
390 ] 18] 48462986 4.3151753| u§4533939|
1391 10 2| 534768429] 5305472 079563783
1392|
394
(395
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B

3

8

Metodo taylor de orden dos

378|

frd

378

379

360 i ti wi yi error
381| 0 0

382 1 G

383 2 0.4]

384 3 0

385 4] 08| 2

386 5 1] 2

387 6 2[ 3

388 7] Al 3

359 8 4

390 _'s'i—

391 10| 2| 534768429
392

393

Y el grafico comparativo se puede ver en la figura 47:

Figura 47. Grdfica comparativa de la solucion analitica vs Taylor de orden dos

[—Souchn exacta —— Taylor orden dos ]

Nota. Se aprecia una gran coincidencia. Figura de elaboracion propia.
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Método de Runge-Kutta de orden cuatro

Los métodos de Taylor pueden resultar muy precisos; pero tienen el incon-
veniente de que hay que desarrollar las derivadas, lo cual es un procedimiento
lento. Los Métodos de Runge-Kutta pueden tener un error un poco mayor que
Taylor de orden superior, pero prescinden del calculo de la derivada.

El algoritmo parte de:
kl :hf(w"f"{a)
1 h
k,=h L=k L =
=gl (o+3)
k, = hf[(w,. +lk ),[r{ +2D

Con algoritmo general:

i+l

W, =W, +%(k, +2k, + 2k, + k4)

Si se aplica este método al ejemplo anterior:

(Z—y:y—tul ; 0<r<2 ; »(0)=0.5

ol

Se evaltan los ki:

Para kl:

k, = hf(w,,t,)

k, = 020w, — 1,7 +1)
k, =0.2(0.5-0% +1)
k =03
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Para k.
k —hf([w +lk ] (I +ﬁn
2 — i I 2 1 || %f 2
1 h
k, :kf{[wu +5k, J,(ru +5n
k, =0,2*([0.5+10,3]—(0+%]_ +1J
- 2 2
k, =0.328
Para k.
| h
ky = f?f[[w +— k L ¢ +5B
! h
onebeoet)
k3=0.2*[(05+ 0328) [0+ ) J
ky =0.3308
Parak,:

k, = hf((w, +k,),(¢, + 1))

k,= hf((wo +k3)>(10 +h))

k, = 0.2*((0.5+ 0.3308)-(0+0.2)’ +1)
k, =0.35816

Al aplicar el algoritmo general:

W, =W, +6(k +2k, +2k, +k,)
1
Wp, =W, +g(k1 + 2k, + 2k, +k4)

w, =05+ 6(0 3+2%0.328 +2%0.3308 +0.35816)
= 0.829293333333333333333333
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Y la tabla 46 es la sugerida:

Tabla 46. Tabla sugerida

. . . . Error

i ti K, K, K, K, Wi Yi relativo
0 0 0.5 0.5 0
102 0.3 0.328 0.3308 0.35816  0.8292933  0.8292986  0.0006376
2 04 03578587 0.3830445 0.3862231 0.4111033 12140762 1.2140877 0.0009423
306 04108152 04338968 0.4362049 0.4580562  1.648922  1.6489406  0.001127
4 08 04577844 04775628 0.4795407 04976925 2.1272027 2.1272295  0.0012622
5 1 04974405 0.5131846  0.514759  0.5283923  2.6408227 2.6408591  0.0013781
6 12 05281645 0.538981  0.5400626 0.5481771 3.1798942  3.1799415 0.0014896
7 14 05479788 0.5527767 0.5532565 0.5546301 3.7323401  3.7324 0.001606
8§ 1.6 0554468 05519148 0.5516595 0.5447999 4.2834095 4.2834838 0.0017343
9 1.8 05446819 05331501 0.5319969 0.5150813  4.8150857 4.8151763  0.001881
10 2 05150170 04925189  0.490269 04610709 5305363  5.305472  0.0020535

Nota. Organizacion sugerida para Runge — Kutta orden cuatro. Tabla de elaboracion propia.

La programacion en Excel:

Para k1:

E3 Microsoft Excel - ecuaciones difernciales

#3] archivo  Edcién  Ver Insertar Formato Herramientas Datos Ventana 2

DESVESTP = X o/ f =§G§2437(GE32-B6322+41)

AlB]| C | D — = F | G | H | 1 |
629 |Una tabla sugerida
630 Metodo Runge-Kutta

error

631]i ti (K1 K2 K3 K4 wi yi relativo
632 0L O 05 05 0
1633] 1] 0.2|=$G$243%(G632-B6322+1 0,35816| 0,82929333| 0,82929862| 0,0006376
634] 2| 04[] 035785867 0,35364453| 0,3662231] 0,41110329] 1,21407621| 1,21408765| 0,0008423
635/ 3| 06| 0,41081524| 0,43389677| 0,4362043| 0,45805623| 164892202 16489406| 0001127
636] 4| 08| 0,4577844| 0,47756284] 0,4795407| 0,49769254| 2 12720268 2,12722954| 0,0012622
B3] 5 1] 0,49744054| 051318459 0514759| 052839234| 2 64082269| 264085903 00013781
638 6] 12| 052816454| 053893099 0,5400626] 054817707 3.17989417| 3.17994154| 0,0014896
639] 7| 14| 054797883| 055277672 05532565 055463014 373234007 373240002] 0,001606
6401 8] 16| 055446801| 055191482| 0,5516595]| 054479991| 420834095| 428348379 0,0017343
641 9| 18| 05446819| 053315009 0,5319969| 0,51508128| 4,81508569| 481517627 0,001881
642] 10] 2| 051501714] 0,49251885| 0,490269] 046107094 5305363| 5,30547195| 0,0020535
643
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Para k2:

E3 Microsoft Fxc uvaciones dife les

$G$243*((GBI2+CH33/2)-(BE32+5G§243/2)2+1)

D L E F | G | H | | |
629|Una tabla sugerida
630 Metodo Runge-Kutta

| error
B631i i |K1 K2 K3 K4 wi yi relativo
B33 0l 0 | 0 05 0
m 1| 02 0,3]=$G%$243*((G632+C633/2)-(B632+5G5243/22+1) | 0,52929862| 0,0006376
634| 2| 04| 035785867 | 038364453 0,3862231| 041110329 1,21407621| 1,21408765| 0,0009423
|635] 3| 05| 0,41081524| 0433689677 04362049 0,45605623] 164692202 16469406 0001127
|636] 4| 05| 0,4577844| 0,47756284] 0,4795407 | 0,49769254| 2,12720268| 2,12722954] 0,0012622
1637] 5| 1| 0,49744054| 051318459 0,514759| 052839234 254082269| 264085909 0,0013781
{638] 6| 1.2] 052816454 0,538596099| 0,5400626| 0,545817707| 3.17969417| 3,17994154] 0,0014896
{639] 7| 1.4] 054797883| 055277672| 05532565| 0,55463014| 3,73234007| 373240002 0001606
640] 8| 16| 055446801] 0,55191482] 0,5516595] 0,54479991| 42834095| 4,28348379| 0,0017343
641| 9| 18| 05446819 0,53315009| 0,5319969| 0,51508128| 4,81508569| 4,81517627| 0,001881
642| 10] 2| 051501714] 0.49251885) 0.490269) 046107094 5305363| 5.30547195| 0.0020535
e
Para k3:

| - ecuaciones difernciales

=§G$243"((GEI2+D63312)- (BE32+§GI243/2)2+1)

2 1 | e | e e Y 1 T 4 e | )
629 Una tabla sugerida
Metodo Runge-Kutta

ermor

B31i  [ti  |K1 K2 K3 K4 wi i relativo
632] O ] 05, 05 0
[B33] 1] 02 03]  0.328]=5G8§243"((G632+D633/2)-(B632+8§G$243/22+1)] | 0,0006376
534| 2| 04| 0,35785867| 0,38364453| 0,3862231] 0,41110329] 1.21407621| 1.21408765| 00009423
635 3| 06| 041081524) 0,43389677| 0,4362049| 0,45805623| 164892202| 16489406| 0,001127
B636| 4| 08| 04577844 0.47756284| 0,4795407 | 0.49769254| 212720268 2,12722954| 0,0012622
637 5] 1] D,49744054| 051318453 0514759] 052839234| 264082269 2 64085909] 0,0013781
|638] 6| 1.2| 0,52816454] 0,53898099| 0,5400626] 054817707| 3,17989417| 3,17994154] 0,001489%
1639 7] 1.4| 054797883 055277672| 05532565 0.55463014] 3.73234007( 373240002] 0001606
|640] 8| 15| 055446801| 055191482| 0,5516595| 0,54479991| 4 2834095| 4 28348379| 00017343
B41] 9] 18| 05446819 053315009 0,5319969| 0,51508128| 4,81508569| 481517627 0001881
[642] 10[ 2] 051501714] 0,49251885] 0,490269| 0,46107094] 5305363| 530547195| 0,0020535
643
E44
645
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Para k4:

: =$(8243°((0632+E633)- (B632+565243)2+1)

Al B| C | D | E | F | G | H | | |
1629|Una tabla sugerida
630 Metodo Runge-Kutta

error

B31li ti K1 K2 K3 K4 wi yi relativo
632 0L O 0 05 0
633 1] 02 03 0328 0. =§G$243%((CE32+E633)-(B632+5§G§243)2+1)]
634] 2| 04| 035785867 0,38364453| 0,3862231| 0,41110329] 1,21407621| 1,21408765| 0,0009423
635] 3| 05| 041081524] 043389677 0,4362049| 0.45605623| 1646892202 16489406 0001127
636| 4| 08| 04577844| 047756284 0,4795407| 0,49769254| 2,12720268| 2,12722954| 0,0012622
637 5| 1| 049744054| 051318459| 0514759 0,52639234| 2,64082269| 264085909| 0,0013781
638 6| 12| 052816454| 0538968099 0,5400626| 054817707| 3,17989417| 3,17994154| 00014896
639 7| 14| 054797883| 0,55277672| 05532565| 055463014| 3,73234007| 3,73240002( 0,001606
640( 8| 16| 055446801| 055191482| 05516595| 054479991| 4,2834095| 4,28348379| 0,0017343
641 9| 18| 05446819] 0,53315009| 05319969| 051508128| 4,81508569| 481517627 0001881
642| 10 2| 051501714| 0,49251885| 0,490269| 046107094 5,305363| 5,30547195| 0,0020535
643
caa

El algoritmo general:

E3 Microsoft Excel - ecuaciones difernciales

DESVESTP = G$2437((G632+E633)-(BE32+§G§243)2+1)
D | G = O o G e s |
Una tabla sugerida
Metodo Runge-Kutta
eror
i i [K1 K2 K3 K4 wi yi relativo
0 05 05 0
02 03 0328]  0,3308|=$G$243"((GE32+E633)-(B632+9G5243)2+1)

0.4 035785867 | 0,38364453| 03862231 0.41110329] 1.21407621] 121408765] 0,0009423
05| 041081524[ 043389677 0,4362049[ 0,45805623 1,64892202] 16489406 0001127
08| 04577844[ 0,47756284] 04795407 | 049769254 2,12720268| 2,12722954| 00012622
0.49744054] 051318459 0514759] 0,52839234] 264082269 2,54085309] 0,0013781
12| 0,52816454] 0,53898099] 05400626 0,54817707| 3,17989417 3,17994154] 0,00148%
14| 054797883] 0,55277672] 0,5532565 0,55463014] 3,73234007| 3,73240002] 0,001606
16| 0.55446801| 055191482] 0,5516595] 054479991 | 4 2834095] 4 28348379] 00017343
1,8]_05446819] 053315009 05319969 0,51508128| 4 B1508569] 4 81517627] 0,001881
2| 051501714] 0,49251885| 0.490269| 0.46107094] _ 5305363 5,30547195| 00020535

OO ||~ (rd| =D
P

=

REREFFEFEZERE (3[R
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Al evaluar el valor analitico:

Microsoft Excel - ecuaciones

(B633+1)2-0 5°EXP(B633)
 ren e | | o[ e [l |

a7 |

Una tabla sugerida

Metodo Runge-Kutta

eror
i i K1 K2 K3 K4 wi yi relativo

0 05 05 0
0 03 0328 0,3308 0,35816] 0,82929333|=(B633+1)2-0 5*EXP(B633)

04| 0,35785867| 0,38364453| 0,3862231| 041110323 1,21407621| 1,21408765| 0,0009423

05| 041081524 0,43389677 | 0,4362049| 0,45805623| 1,64892202) 16489406 0001127

08| 04577844| 047756284 04795407 | 0,49769254| 212720268| 2,12722954| 00012622

0,49744054| 051318459| 0514759| 052839234| 264082269| 264085909| 0,0013781

12| 052816454| 053398093 05400626| 054817707| 3,17989417| 3,17994154| 0,0014896

14| 054797863| 055277672 0,5532565| 0,55463014| 3,73234007| 3,73240002| 0001606

16| 0,55446801| 055191482| 05516595| 054479991 4.2834095] 4,28348373| 00017343

SRR EE

18| 05446819| 0,53315009| 0,5319969| 0,51508128] 4,81508569| 481517627 0001881

642

OO (00|~ || b= L b =D
-

-

2| 051501714] 0.49251885) 0490269| 0.46107094| 5305363| 5,30547195] 00020535

643

e

Calculo del error relativo:

E3 Microsoft E

Insertar  Formsto  Herramientas Datos  Veptana 2

=ABS({H633-G633)HE33)"100
DO [ B [ F [ & [ o s 7 [ K
Una tabla sugerida
Metodo Runge-Kutta
ermor
K1 K2 K3 K4 wi yi relative
0 gg* 0 1]
02 03 0328 03308 035816, 0 1] =ABS((HB33-G533)/HB33)"100]
04| 035785867 0,38364453) 03862231 041110329] 1.21407621| 1,21408765| 0,0009423)

05| 041081524| 0,43389677| 0,4362049| 045805623| 164892202| 16489406| 0,001127

08| 0.4577844| 047756284| 04795407 | 0.49769254| 212720268 2,12722954

0,49744054| 051318459) 0514759 254082269| 2 54085909

_I_mma-mw-acn

52833234
S4B17707| 3,17989417| 317994154

ZEEEEREERE 3 |

ololololele

0,52816454| 053898099) 0 5400626

0.54797863] 0 7672| 0,5532565| 055463014] 3.73234007| 373240002

0.55446801| 055191482) 0,5516595| 054479991| 4 .2834095| 4 28348379
0,5446819] 0,53315009| 05319969 051508128| 4,81508569] 4 81517627

o|w|o|~
oo o e fho| =

051501714] 0,49251885] 0,490269] 046107094 5 | 530547195

TEE

281



282

METoDp0os NUMERICOS CON EXCEL

Actividades propuestas

Preguntas abiertas

(El método de diferencia progresiva es mas preciso que el de los tres puntos?
(El tamafio de paso influye en la precision de una derivada, integral o ecua-
cion diferencial que se desarrolla por métodos numéricos?

(En diferenciacion de datos es posible hallar la derivada a intervalos dife-
rentes de los datos experimentales?

(La integracion numérica compuesta permite que el método del trapecio
genere mas precision que al aplicar el algoritmo simple de Simpson n = 2?
(El método de Runge-Kutta de orden cuatro es mas preciso que el de
Taylor de orden dos?

Preguntas cerradas

Derivar la siguiente funcion por los métodos de diferencia progresiva, tres
puntos y cinco puntos en:

x[]

-2 h=0.001
4

Y hallar el error relativo para cada método.

f (x) = Sen M

Jr2+])E

Desarrollar un subprograma en Excel para obtener la estimacion de la pri-
mera derivada con los siguientes datos:

1.2 3 32 5 7
y 1.807 0.7468 0.6522 0.1684 0.03192

Donde y=5xe™, comparar el resultado con la derivada verdadera en x=4
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3. Un movil cambia su posicion de acuerdo a la siguiente tabla:

Tiempo 1 2 3 4 5 6 7 8
Q)

Posicién 0 0.7 1.8 3.4 5.1 6.5 7.3 8 8.4
(m)

Hallar la velocidad cuando 1 =4.5

4.  Encontrar el valor de la integral:

Jtanx dx

N — [y

16

Por los métodos de trapecio mediante integracion numérica compuesta

con diez divisiones, mediante Simpson n =4 con dos divisiones.

5. Paradeterminar la longitud de arco de una funcién en un intervalo (a, b) se

tiene la siguiente formula:

S =j (1 +[%[:))] ax

Que generalmente determina una integral sin antiderivada o primitiva, por
esto es necesario algin método numérico para su evaluacion. Si tenemos la fun-
cion flx) = senx, hallar la longitud de arco en el intervalo [0, 1], por medio del

algoritmo de Simpson n = 3.

6. Para determinar la probabilidad de un evento (area bajo la curva) que se

comporta normalmente se tiene la funcion de densidad.

1 x—p ‘::
| L

24 !l A
2 G.Ox.

X 1 -
P(.’fn (X{Xl):jme
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Donde 6y n son la desviacion estandar y la media poblacional, respectiva-
mente. Si en una poblacion determinada tenemos una media del peso de p
= 605.5 kg con una desviacion estandar de ¢ = 10 kg, encontrar la probabi-
lidad de una muestra de personas, elegidas al azar, que se encuentren entre
73 y 76 kg por medio del algoritmo de Simpson n = 4.

Si se tiene la siguiente ecuacion diferencial:

oY (XY
y=2-(2]

Aplicando el método de Taylor orden dos, aproximar las soluciones para
y(1)=1,conh=0.2,enel intervalo: 1 <¢<2
Si se tiene la siguiente ecuacion diferencial:

v =(+222 )y -1y

Aplicando el método de Runge-Kutta orden cuatro, aproximar las solucio-
nes teniendo en cuenta:

1
y(0)=—,

YORE

Con 2=0.1,en el intervalo: 0 <¢<1

Si tenemos la siguiente ecuacion diferencial:

2
' Y (Y
=l+=+| =

Aplicando el método de Euler, aproximar las soluciones paray (1) =0, con

h=0.1,enel intervalo: 1 <¢<2.
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