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Prefacio

Este libro es resultado de mas de 20 afios de ensefianza, capacitacion y asesoria sobre disefio y analisis
de experimentos por parte de los autores. Durante este tiempo se ha tenido interaccion con estudiantes
universitarios y de posgrado, investigadores, colegas estadisticos y personal técnico y directivo de nu-
merosas empresas. El resultado de ello se refleja en los 15 capitulos de este texto, en sus cinco decenas
de ejemplos y en los mas de 150 ejercicios, fundamentados en experimentos reales.

Esperamos que esta obra resulte un aporte para enfrentar de mejor manera los tiempos actuales.
La globalizacion y la alta competencia son parte de una realidad tan contundente que dejan poco lugar
a dudas de la necesidad de las organizaciones para que enfrenten rapida y eficazmente esta situacion.
Se puede afirmar que, en buena parte, la globalizacion en nuestros paises ha dejado atras muchas
discusiones sobre la forma de enfrentar los nuevos tiempos. Hoy se sabe casi en todas las empresas
y organizaciones que ya no hay clientes cautivos, y que en cualquier momento los clientes pueden
encontrar un producto mejor. En este contexto, en los procesos de manufactura es necesario mejorar
la calidad de productos, reducir costos y tiempos de ciclo, disefar, redisefiar o hacer cambios en los
procesos, sustituir materiales, modificar métodos, disefiar productos y procesos robustos, entre otras
estrategias. Una de las metodologias clave para que todo esto se haga de manera eficaz es el diseio y
analisis estadistico de experimentos.

El papel crucial que actualmente juega el disefio de experimentos en los centros de investigacion
y en los procesos productivos, es algo que se fue consolidando a lo largo de la segunda mitad del siglo
XX. Ahora se reconoce que el disefio de experimentos es una metodologia fundamental en los procesos
de manufactura y en la investigacion. Esto lo ha reconocido la mayoria de centros educativos que tienen
como tarea la formacion de ingenieros, bidlogos, quimicos, agrénomos, etc.; y ha incorporado el disefio de
experimentos como parte de su formacion basica. En muchas industrias este tipo de profesionales recibe
un entrenamiento adicional sobre la metodologfa para fortalecer sus capacidades técnicas y, asi, estar en
posibilidades de generar mas y mejores acciones de perfeccionamiento e innovacion.

En este libro se describen los aspectos mas importantes del disefio y analisis de experimentos; se
revisan algunos aspectos de teoria estadistica y, principalmente, se pone énfasis en los conceptos y los
aspectos practicos de la metodologia. Para ello, se han utilizado muchos ejemplos, graficas y salidas de
programas computacionales.

Alo largo de mas de 20 afios hemos ensefiado y asesorado la aplicacion del diseio de experimentos
y hemos visto como la gente con formacion técnica rapidamente capta su utilidad, y cuando lo aplica,
pronto se familiariza y lo incorpora a su “caja” de herramientas de uso cotidiano. Esto es posible porque
las personas que estan ligadas a la operacion, mejora e ingenieria de los procesos, estan acostumbradas
a hacer pruebas (experimentos) de diferente indole, y en este caso el objetivo es que estas pruebas se
hagan en forma planeada y optima, en lugar del tradicional “prueba y error”.

En cada capitulo se describe como se puede utilizar un software estadistico para facilitar el disefio
y el analisis de cada tipo de esquema experimental. Al final de cada capitulo se plantean preguntas y
ejercicios como material complementario para ayudar a profesores y alumnos, y en general al usuario,
a lograr un mejor aprendizaje de la técnica.

El libro cubre practicamente todo el material de casi cualquier curso de disefio de experimentos a
nivel licenciatura y posgrado. Asimismo, se ven los elementos de inferencia estadistica en el capitulo 2
y el tema de regresion en el 11, que normalmente se abordan en los cursos de estadistica. Se presentan
aqui porque son elementos clave para comprender mejor el resto del material del libro.

También se han agregado topicos adicionales que normalmente no se cubren en un primer curso
de diseno, pero que son requeridos en muchos problemas experimentales. Este es el caso de los capi-
tulos 9y 12 al 15, que se pueden estudiar en un segundo curso de disefio o de forma autodidacta.

Sobre la tercera edicion

En esta edicion se agregaron nuevos ejercicios en practicamente todos los capitulos, y por lo general
se pusieron al final de la lista de preguntas y ejercicios. Es de destacar entre las novedades un pequeiio
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Prefacio

apartado titulado “Investigar y experimentar”, en el que se propone que el estudiante busque articulos
de investigacion en los que se hayan aplicado los métodos vistos en el correspondiente capitulo; ade-
mas, se proponen experimentos sencillos que equipos de alumnos pueden hacer con relativa facilidad,
incluso en su propia casa, con la idea de que se aprende mejor haciendo, ya que los alumnos se enfren-
tan a situaciones que es necesario atender en tiempo real, lo que afianza el dominio de los conceptos y
técnicas experimentales.

En cuanto a nuevos contenidos, las principales adiciones se dieron en cuatro capitulos: primero,
en el capitulo 2, en el que se amplio lo relativo a las pruebas de hipétesis para proporciones. En el
capitulo 4 se agregaron los disefios en bloque incompletos balanceados. En el 11 se incluyé una nueva
seccion dedicada a detalles y ejemplos de aplicaciones de modelos de regresion simple del tipo loga-
ritmicos, exponenciales o polinomiales. Por tltimo, en el capitulo 14 se agregé una seccién con los
diserios de mediciones repetidas o experimentos longitudinales, que son de mucha utilidad cuando el
efecto de los tratamientos se da a través del tiempo, por lo que es necesario estar tomando medidas
periodicas sobre la misma unidad experimental para ver la evolucion de tal efecto.

Ademas, como resultado de una revision de toda la obra, se hicieron pequeiios cambios y ajustes
en todos los capitulos, sea en mejoras en parrafos, frases, detalles tipograficos o en la definicion de
conceptos.

Esperamos que con estos cambios y adiciones el libro siga siendo una buena alternativa iberoame-
ricana para aprender el disefio y andlisis de experimentos.
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Capitulo 1

Introduccion al diseio
de experimentos
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2. Definiciones basicas en el disefio de experimentos perimentos en el mejoramiento de procesos y en la inves-
3. Etapas en el disefio de experimentos tigacion.
4. Consideraciones practicas sobre el uso de métodos estadis- e |dentificar los principios basicos y la terminologia adecua-

ticos da en el disefio de experimentos.

5. Principios basicos e Describir las etapas mas importantes en la investigacion
6. Clasificacion y seleccion de los disefios experimentales experimental.
7. Preguntas y ejercicios
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Conceptos clave

Aleatorizacion

Bloqueo

Diseno de experimentos
Error aleatorio

Error experimental
Experimento

Factores controlables
Factores estudiados
Factores no controlables
Matriz de disefio
Niveles

Planeacion

Proceso de deduccion
Proceso de induccion
Tratamiento

Repeticion

Unidad experimental
Variable de respuesta

5.
6.
7.

Introduccién al disefio de experimentos

El disefio de experimentos hoy

En el campo de la industria es frecuente hacer experimentos o pruebas con la intencion de
resolver un problema o comprobar una idea (conjetura, hipotesis); por ejemplo, hacer algu-
nos cambios en los materiales, métodos o condiciones de operaciéon de un proceso, probar
varias temperaturas en una maquina hasta encontrar la que da el mejor resultado o evaluar un
nuevo material con la intencion de lograr mejoras o eliminar algin problema.

Sin embargo, es comun que estas pruebas o experimentos se hagan sobre la marcha, con
base en el ensayo y error, apelando a la experiencia y a la intuicion, en lugar de seguir un plan
experimental adecuado que garantice una buena respuesta a las interrogantes planteadas. Algo
similar ocurre con el anlisis de los datos experimentales, donde mas que hacer un analisis
riguroso de toda la informacion obtenida y tomar en cuenta la variacion, se realiza un analisis
informal, “intuitivo”. Es tal el poder de la experimentacion que, en ocasiones, se logran mejo-
ras a pesar de que el experimento se hizo con base en el ensayo y error. No obstante, en situa-
ciones de cierta complejidad no es suficiente aplicar este tipo de experimentacion, por lo que
es mejor proceder siempre en una forma eficaz que garantice la obtencion de las respuestas a
las interrogantes planteadas en un lapso corto de tiempo y utilizando pocos recursos.

El disefio estadistico de experimentos es precisamente la forma mas eficaz de hacer pruebas.
El disenio de experimentos consiste en determinar cuales pruebas se deben realizar y de qué
manera, para obtener datos que, al ser analizados estadisticamente, proporcionen evidencias
objetivas que permitan responder las interrogantes planteadas, y de esa manera clarificar los
aspectos inciertos de un proceso, resolver un problema o lograr mejoras. Algunos problemas
tipicos que pueden resolverse con el disefio y el analisis de experimentos son los siguientes:

1. Comparar dos o mas materiales con el fin de elegir el mejor.

2. Comparar varios instrumentos de medicion para verificar si trabajan con la misma pre-
cisién y exactitud.

3. Determinar los factores (las x vitales) de un proceso que tienen impacto sobre una o mas
caracteristicas del producto final.

Encontrar las condiciones de operacion (temperatura, velocidad, humedad, por ejemplo) en las
que se reduzcan los defectos o se logre un mejor desempeno del proceso.

Reducir el tiempo de ciclo del proceso.

Hacer el proceso insensible o robusto a oscilaciones de variables ambientales.

Apoyar el disefio o redisefio de nuevos productos o procesos.

En general, cuando se quiere mejorar un proceso existen dos maneras basicas de obtener la informa-
cién necesaria para ello: una es observar o monitorear via herramientas estadisticas, hasta obtener
senales ttiles que permitan mejorarlo; se dice que ésta es una estrategia pasiva. La otra manera consiste
en experimentar, es decir, hacer cambios estratégicos y deliberados al proceso para provocar dichas
senales utiles. Al analizar los resultados del experimento se obtienen las pautas a seguir, que muchas
veces se concretan en mejoras sustanciales del proceso. En este sentido, experimentar es mejor que

@) Diseiio de experimentos

Consiste en planear y realizar un conjun-
to de pruebas con el objetivo de generar
datos que, al ser analizados estadistica-
mente, proporcionen evidencias objetivas
que permitan responder las interrogantes
planteadas por el experimentador sobre

determinada situacion.

sentarse a esperar a que el proceso nos indique por si solo como mejorarlo. El disefio
de experimentos (DDE) es un conjunto de técnicas activas, en el sentido de que no
esperan que el proceso mande las sefiales ttiles, sino que éste se “manipula” para que
proporcione la informacion que se requiere para su mejora.

El saber disefio de experimentos y otras técnicas estadisticas, en combinacion con
conocimientos del proceso, sitian al responsable del mismo como un observador per-
ceptivo y proactivo que es capaz de proponer mejoras y de observar algo interesante
(oportunidades de mejora) en el proceso y en los datos donde otra persona no ve nada.

Disefio de experimentos en la investigacion

Lo que se ha dicho hasta el momento también es valido en el campo de la investigacion cientifica o
aplicada, ya que, a fin de cuentas, el objetivo es generar nuevas ideas y mejores respuestas a las interro-
gantes del investigador sobre el objeto de estudio.



El disefio de experimentos hoy 3

El objetivo de los métodos estadisticos es lograr que el proceso de generar conocimiento y aprendizaje
sea lo mas eficiente posible. En este proceso, que ha demostrado ser secuencial, interactian dos polos
(véase figura 1.1): por un lado estan la teoria, los modelos, las hipdtesis, las conjeturas y los supuestos;
por el otro estan la realidad, los hechos, los fenomenos, la evidencia y los datos. Asi,
como se comenta en Box et al. (1978), una hipétesis inicial lleva a un proceso de deduc- » Proceso de deduccion
cion en el que las consecuencias derivadas de la hipotesis pueden compararse con los
datos. Cuando las consecuencias y los datos no corresponden, entonces la discrepancia . pétesis, vista como premisa, se deduce
puede llevar a un proceso de induccion, en el cual se modifica la hipétesis original. De desprende necesariamente una serie de
esta manera inicia un segundo ciclo de la interaccion de teoria y datos, en el cual las  gnsecuencias.
consecuencias de la hipotesis modificada se comparan con los datos (los viejos y los
que se obtengan en este nuevo ciclo); esto puede llevar a futuras modificaciones y a la » Proceso de induccién
obtencion de conocimiento.

Cuando se asume como verdadera una

Cuando las consecuencias de una hipote-
sis y los datos no concuerdan, se da un
Teoria, modelos, hipotesis, supuestos razonamiento inductivo que busca propo-
ner una nueva hipétesis que justifique tal

AN\

Realidad, hechos, fenomenos, datos

Figura 1.1 Proceso interactivo de la experimentacion.

Este proceso interactivo de aprendizaje puede visualizarse como un ciclo de retroalimentacion
(figura 1.2), en el cual las discrepancias entre los datos y las consecuencias de la hipotesis H; llevan
a una hipotesis modificada H,, y de la verificacion de ésta, ademas de conocimiento, se produce una
nueva hipotesis, Hs.

Datos

Hipotesis
modificada, H,

Induccién

Y
Y

Hipotesis H, > Deduccion »{ Consecuencias de H,

A

La hipotesis H, reemplaza a H,

Figura 1.2 El proceso de generacion de aprendizaje y conocimiento como un ciclo de retroalimentacion.

Breve historia del diseiio de experimentos

El disefio estadistico de experimentos, desde su introduccion por Ronald A. Fisher en la primera mitad del
siglo xx en Inglaterra, se ha utilizado para conseguir un aprendizaje acelerado. El trabajo de Fisher, a través
de su libro The Design of Experiments (1935), influyé de manera decisiva en la investigacion agricola, ya
que aport6é métodos para evaluar los resultados de experimentos con muestras pequenas. Ademas, Fisher
se dio cuenta de que las fallas en la forma de realizar experimentos obstaculizaba el analisis de los resulta-
dos experimentales. El también desarrollé métodos para disenar experimentos destinados a investigar la
influencia simultanea de varios factores.

Los desarrollos posteriores en disefios de experimentos fueron encabezados por George E.P. Box,
quien trabajo como estadistico durante ocho afios en la industria quimica en Inglaterra y desarrollo la
metodologia de superficie de respuestas (véase Box y Wilson, 1951), la cual incluye nuevas familias de
diseios y una estrategia para la experimentacion secuencial. Es posible afirmar que entre 1950 y 1980,
el disefio de experimentos se convirtio en una herramienta de aplicacion frecuente, pero sélo en las
areas de investigacion y desarrollo. Hasta la década de 1970, la aplicacion a nivel planta o procesos de
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@) Experimento

Es un cambio en las condiciones de ope-
racion de un sistema o proceso, que se
hace con el objetivo de medir el efecto del

manufactura no estaba generalizada, debido a la falta de recursos computacionales y a que los ingenie-
ros y especialistas en manufactura carecian de formacion en el area de estadistica.

En la década de 1980 se dio un gran impulso al conocimiento y la aplicacion del disefio de expe-
rimentos debido al éxito en calidad de la industria japonesa. El movimiento por la calidad, encabezado
por los gurties Deming e Ishikawa, promovio el uso de la estadistica en calidad, a través de la cual el di-
sefio de experimentos demostré su utilidad tanto para resolver problemas de fondo como para disenar
mejor los productos y los procesos. En Japon destaca el trabajo de Genichi Taguchi, cuyos conceptos
sobre disefio robusto también tuvieron un impacto significativo en la academia en el mundo occiden-
tal. Como respuesta al movimiento por la calidad y la mejora de procesos, las industrias empezaron a
entrenar a sus ingenieros en la aplicacion del disefio de experimentos. Esto continta en la actualidad;
incluso, en los dltimos veinte afos, las universidades han incorporado la materia de disefio de experi-
mentos como materia obligatoria u operativa en la mayoria de las ingenierias.

Definiciones basicas en el disefio de experimentos

El disefio de experimentos es la aplicacion del método cientifico para generar conocimiento acerca de
un sistema o proceso, por medio de pruebas planeadas adecuadamente. Esta metodologia se ha ido
consolidando como un conjunto de técnicas estadisticas y de ingenieria, que permiten entender mejor
situaciones complejas de relacion causa-efecto.

Experimento

Un experimento es un cambio en las condiciones de operacion de un sistema o proceso,
que se hace con el objetivo de medir el efecto del cambio sobre una o varias propiedades
del producto o resultado. Asimismo, el experimento permite aumentar el conocimiento
acerca del sistema. Por ejemplo, en un proceso quimico se pueden probar diferentes

cambio en una o varias propiedades del ~ temperaturas y presiones, y medir el cambio observado en el rendimiento (yield, ppm,

producto o resultado.

defectivo) del proceso. Al analizar los efectos (datos) se obtiene conocimiento acerca del
proceso quimico, lo cual permite mejorar su desempeiio.

Unidad experimental

» Unidad experimental La unidad experimental es la pieza(s) o muestra(s) que se utiliza para generar un valor

Pieza(s) o muestra(s) que se utiliza para
generar un valor que sea representativo

del resultado de la prueba.

que sea representativo del resultado del experimento o prueba. En cada estudio expe-
rimental es importante definirla de manera cuidadosa, ya que la unidad experimental
puede ser una pieza o muestra de una sustancia o un conjunto de piezas producidas,
dependiendo del proceso que se estudia. Por ejemplo, si se quiere investigar alternativas
para reducir el porcentaje de piezas defectuosas, en un proceso que produce muchas piezas en un lapso
corto de tiempo, es claro que no seria muy confiable que la unidad experimental fuera una sola pieza,
en la cual se vea si en una condicion experimental estaba defectuosa o no. Aqui, la unidad experimental
sera cierta cantidad de piezas que se producen en las mismas condiciones experimentales, y el valor se
obtiene al analizar cuantas de ellas estan defectuosas y cuantas no.

Variables, factores y niveles

En todo proceso intervienen distintos tipos de variables o factores como los que se muestran en la figu-
ra 1.3, en la que también se aprecian algunas interrogantes al planear un experimento.

@) variable de respuesta Variable(s) de respuesta

A través de esta(s) variable(s) se conoce A través de esta(s) variable(s) se conoce el efecto o los resultados de cada prueba ex-
el efecto o los resultados de cada prueba  perimental (véase figura 1.3), por lo que pueden ser caracteristicas de la calidad de un

experimental.

producto y/o variables que miden el desempenio de un proceso. El objetivo de muchos
estudios experimentales es encontrar la forma de mejorar la(s) variable(s) de respuesta. Por lo general,
estas variables se denotan con la letra y.
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Insumos Proceso (actividades) Resultados
Entradas Salidas
e
N - A
~ -
~ - }
~ - -
~ - 1
Factores controlados Variables de respuesta
y no controlables x (criticas para la calidad o
de desempenfo del proceso)
Yy

| Causas I :I Efectos |

¢ Cuéles caracteristicas de calidad se van a medir?

¢ Cudles factores controlables deben incluirse en el experimento?
¢ Qué niveles debe utilizar cada factor?

¢ Cuél disefio experimental es el adecuado?

Figura 1.3 Variables de un proceso y preguntas a responder al disefar un experimento.

Factores controlables @) Factores controlables
Son variables de proceso o caracteristicas de los materiales experimentales que se pue-  Son variables de proceso y/o caracteristi-
den fijar en un nivel dado. Algunos de éstos son los que usualmente se controlan duran-  cas de los materiales que se pueden fijar

te la operacion normal del proceso (véase figura 1.3), y se distinguen porque, para cada ~ en un nivel dado.
uno de ellos, existe la manera o el mecanismo para cambiar o manipular su nivel de operacion. Esto
ultimo es lo que hace posible que se pueda experimentar con ellos. Por ejemplo, si en el proceso se usa
agua a 60°C entonces debe existir un mecanismo que permita fijar la temperatura del agua dentro de un
rango de operacion. Algunos factores o caracteristicas que generalmente se controlan son: temperatura,
tiempo de residencia, cantidad de cierto reactivo, tipo de reactivo, método de operacion, velocidad,
presion, etc. A los factores controlables también se les llama variables de entrada, condiciones de proceso,
variables de disefio, parametros del proceso, las x de un proceso o simplemente factores.

Factores no controlables o de ruido @) Factores no

Son variables o caracteristicas de materiales y métodos que no se pueden controlar du- controlables

rante el experimento o la operacion normal del proceso. Por ejemplo, algunos factores  son variables que no se pueden contro-
que suelen ser no controlables son las variables ambientales (luz, humedad, tempera- lar durante el experimento o la operacién

tura, particulas, ruido, etc.), el animo de los operadores, la calidad del material que se  normal del proceso.
recibe del proveedor (interno o externo). Un factor que ahora es no controlable puede
convertirse en controlable cuando se cuenta con el mecanismo o la tecnologia para ello.

Factores estudiados » Factores estudiados

Son las variables que se investigan en el experimento, respecto de como influyen o Son las variables que se investigan en el
afectan a la(s) variable(s) de respuesta. Los factores estudiados pueden ser controlables experimento para observar cémo afectan
o no controlables, a estos tltimos quiza fue posible y de interés controlarlos durante el o influyen en la variable de respuesta.
experimento. Para que un factor pueda ser estudiado es necesario que durante el experimento se haya
probado en, al menos, dos niveles o condiciones.
En principio, cualquier factor, sea controlable o no, puede tener alguna influencia en la variable
de respuesta. Para fines de un disefio de experimentos deben seleccionarse los factores que se consi-
dera, por conocimiento del objeto de estudio, que pueden tener efecto sobre la respuesta de interés.
Obviamente, si se decide o interesa estudiar un mayor efecto de un factor no controlable, parte de la
problematica a superar durante el disefio es ver la manera en la que tal factor se controlara durante el
experimento.
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Niveles y tratamientos

Los diferentes valores que se asignan a cada factor estudiado en un disenio experimental se llaman nive-
les. Una combinacion de niveles de todos los factores estudiados se llama tratamiento o punto de disefio.
Por ejemplo, si en un experimento se estudia la influencia de la velocidad y la temperatura, y se decide
probar cada una en dos niveles, entonces cada combinacion de niveles (velocidad, temperatura) es un
tratamiento. En este caso habria cuatro tratamientos, como se muestra en la tabla 1.1. Es necesario
probar cada tratamiento y obtener el correspondiente valor de y.

I Tabla 1.1 Puntos de disefo o tratamientos

Nivel de velocidad Nivel de temperatura Tratamiento y
1 1
2 1 2

?

1 2 3 :
2 2 4

De acuerdo con estas definiciones, en el caso de experimentar con un solo factor, cada nivel es un
tratamiento.

Error aleatorio y error experimental

Siempre que se realiza un estudio experimental, parte de la variabilidad observada en la respuesta no
se podra explicar por los factores estudiados. Esto es, siempre habra un remanente de variabilidad que
se debe a causas comunes o aleatorias, que generan la variabilidad natural del proceso.

@ Error aleatorio

Es la variabilidad observada que no se
puede explicar por los factores estudia-
dos; resulta del pequefio efecto de los
factores no estudiados y del error expe-
rimental.

@) Error experimental

Componente del error aleatorio que re-
fleja los errores del experimentador en la
planeacion y ejecucion del experimento.

Esta variabilidad constituye el llamado error aleatorio. Por ejemplo, sera parte de este
error aleatorio el pequetio efecto que tienen los factores que no se estudiaron, siempre y
cuando se mantenga pequeno o despreciable, asi como la variabilidad de las mediciones
hechas bajo las mismas condiciones. Sin embargo, el error aleatorio también absorbera
todos los errores que el experimentador comete durante los experimentos, y si éstos son
graves, mas que error aleatorio hablaremos de error experimental. De predominar éste,
la deteccion de cuales de los factores estudiados tienen un efecto real sobre la respuesta
sera dificil, si no es que imposible.

Cuando se corre un disenio experimental es importante que la variabilidad obser-
vada de la respuesta se deba principalmente a los factores estudiados y, en menor me-
dida, al error aleatorio; ademas de que este error sea efectivamente aleatorio. Cuando la
mayor parte de la variabilidad observada se debe a factores no estudiados o a un error

no aleatorio, no se podra distinguir cual es el verdadero efecto que tienen los factores estudiados, con
lo que el experimento no alcanzaria su objetivo principal. De aqui la importancia de no dejar variar
libremente a ningun factor que pueda influir de manera significativa sobre el comportamiento de la

respuesta.

» Matriz de diseiio

Es el arreglo formado por los tratamientos
que seran corridos, incluyendo las repeti-
ciones.

@) Planeacion

Son actividades encaminadas a entender,
delimitar el problema u objeto de estudio
y seleccionar variables de respuesta y fac-
tores. Concluye con la especificacion de
los tratamientos a realizar y con la organi-
zacion del trabajo experimental.

Un aspecto fundamental del disefio de experimentos es decidir cudles pruebas o
tratamientos se van a realizar y cuantas repeticiones de cada uno se requieren, de mane-
ra que se obtenga la maxima informacion al minimo costo posible. El arreglo formado
por los diferentes tratamientos que seran corridos, incluyendo las repeticiones, recibe
el nombre de matriz de disefio o solo disefo.

Etapas en el disefio de experimentos

Para que un estudio experimental sea exitoso es necesario realizar, por etapas, diferen-
tes actividades. En este sentido, la etapa mas importante y a la que se le debe dedicar
mayor tiempo es la planeacion (véase capitulo 10). A continuacion se describen de ma-
nera breve las etapas del disefio de experimentos con objeto de dar una visién global



En la figura 1.4 se muestran algunas de las variables que inter-
vienen en el proceso de fabricacion de un envase de plastico. El
problema general es encontrar las condiciones de operacion de
los factores controlables, que dan por resultado valores éptimos
de las caracteristicas de calidad ahi listadas. También podria ser
de interés investigar el efecto de factores no controlables, bus-
cando lograr un proceso insensible (robusto) a su posible efecto.
Supongamos que sélo interesa la dureza de la pieza de plastico
resultante. Algunas preguntas que se pueden responder con

Etapas en el disefio de experimentos

del plastico?, ¢cémo es que la afectan?, o bien, (qué relacion
hay entre los factores controlables y la dureza?; ;existen otras
condiciones de operacién distintas a las actuales que mejoran
la dureza? Estas preguntas se responden probando diferentes
combinaciones en los niveles de los factores controlables, se-
leccionadas de manera adecuada. Esto Gltimo significa escoger
el disefio experimental mas adecuado al problema, que en este
caso parece ser un disefo factorial completo o fraccionado (ca-
pitulos 5, 6y 8).

un disefio experimental son: ;cuéles factores afectan la dureza

Factores de disefo (faciles de controlar):
Tiempo de ciclo, presion del molde, velocidad de tornillo,
temperatura, tiempo de curado, contenido de humedad

Xi Xy
Y, Y, Y
Materia prima  —— 5 Proceso >

Caracteristicas de calidad:
encogimiento, dureza, color,
costo, textura

11

Factores de ruido (dificiles de controlar):
e Pardmetros de calidad del proveedor

e Quimica del plastico

e Otras variables del proceso

e Variables ambientales

Figura 1.4 Factores y variables en la fabricacién de un envase de pléstico.

de lo que implica su correcta aplicacion. Varios conceptos que se mencionan en estas etapas se definen
con detalle en los siguientes capitulos.

Planeacion y realizacion

1. Entender y delimitar el problema u objeto de estudio

En la etapa de planeacion se deben hacer investigaciones preliminares que conduzcan a entender y
delimitar el problema u objeto de estudio, de tal forma que quede claro qué se va a estudiar, por qué
es importante y, si es un problema, cual es la magnitud del mismo.

2. Elegir la(s) variable(s) de respuesta que sera medida en cada punto del disefio
y verificar que se mide de manera confiable

La eleccion de esta(s) variable(es) es vital, ya que en ella se refleja el resultado de las pruebas. Por ello,
se deben elegir aquellas que mejor reflejen el problema o que mejor caractericen al objeto de estudio.
Ademas, se debe tener certidumbre en que las mediciones que se obtengan sobre esas variables sean
confiables. En otras palabras, se debe garantizar que los instrumentos y/o métodos de medicion son
capaces de repetir y reproducir una medicion, que tienen la precision (error) y exactitud (calibracion)
necesarias. Es importante recordar que los sistemas de medicion son la forma en la que se percibe la

7
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realidad, por lo que si éstos son deficientes, las decisiones que se tomen con base en ellos pueden ser
inadecuadas.

3. Determinar cudles factores deben estudiarse o investigarse, de acuerdo
con la supuesta influencia que tienen sobre la respuesta
No se trata de que el experimentador tenga que saber a priori cuales factores influyen, puesto que pre-

cisamente para eso es el experimento, pero si de que utilice toda la informacion disponible para incluir
aquellos que se considera que tienen un mayor efecto.

4. Seleccionar los niveles de cada factor, asi como el disefio experimental adecuado
a los factores que se tienen y al objetivo del experimento

Este paso también implica determinar cuantas repeticiones se haran para cada tratamiento, tomando en
cuenta el tiempo, el costo y la precision deseada.

5. Planear y organizar el trabajo experimental

Con base en el disefio seleccionado, organizar y planear con detalle el trabajo experimental, por ejem-
plo, las personas que van a intervenir, la forma operativa en la que se haran las cosas, etc. (véase ca-
pitulo 10).

6. Realizar el experimento

Seguir al pie de la letra el plan previsto en la actividad anterior, y en caso de algin imprevisto, deter-
minar a qué persona se le reportarfa y lo que se harfa.

En esta etapa no se debe perder de vista que los resultados experimentales son observaciones muestrales,
no poblacionales. Por ello, se debe recurrir a métodos estadisticos inferenciales para ver si las diferen-
cias o efectos muestrales (experimentales) son lo suficientemente grandes para que garanticen diferen-

cias poblacionales (o a nivel proceso). La técnica estadistica central en el analisis de los experimentos
es el llamado analisis de varianza ANOVA (acrénimo en inglés).

Interpretacion

Aqui, con el respaldo del analisis estadistico formal, se debe analizar con detalle lo que ha pasado en el
experimento, desde contrastar las conjeturas iniciales con los resultados del experimento, hasta obser-
var los nuevos aprendizajes que sobre el proceso se lograron, verificar supuestos y elegir el tratamiento
ganador, siempre con apoyo de las pruebas estadisticas.

Control y conclusiones finales

Para concluir el estudio experimental se recomienda decidir qué medidas implementar para generalizar
el resultado del estudio y para garantizar que las mejoras se mantengan. Ademas, es preciso organizar
una presentacion para difundir los logros.

Consideraciones practicas sobre
el uso de métodos estadisticos

En adicion a lo dicho en la seccion anterior, es importante tomar en cuenta que aungue el uso de me-
todologias estadisticas por lo general ayuda a hacer mas eficiente el proceso de investigacion y de solu-



cién de problemas, es necesario reconocer que las metodologias estadisticas por si solas no garantizan
investigaciones exitosas, por ello es importante considerar los siguientes puntos:

El conocimiento no estadistico es vital

Para utilizar los métodos estadisticos en general y los disefios de experimentos en particular, en primer
lugar se requiere que el experimentador tenga un buen nivel de conocimiento técnico y practico sobre
el fenomeno o proceso que estudia, de tal forma que pueda vislumbrar con cierta facilidad cuales son
los aspectos clave del fenomeno y sea capaz de plantear conjeturas precisas, vislumbrar el tipo de rela-
ciones entre las variables de respuesta y los posibles factores a estudiar. Todo esto ayudara a seleccionar
mejor los factores y sus niveles, asi como el disefio que es mejor aplicar. Ademas, ese conocimiento
permitira sacarle un provecho real al analisis estadistico de los resultados y obtener conclusiones que
generen aprendizaje y soluciones.

Reconocer la diferencia entre significancia estadistica e importancia practica

En ocasiones, un experimentador puede concluir que dos tratamientos son diferentes estadisticamente,
pero que tales diferencias, aunque sean significativas, no necesariamente representan una diferencia
que en la practica sea importante.

Apostarle mas a la experimentacién secuencial
que a un experimento Unico y definitivo

En ocasiones, los experimentadores novatos pretenden en una sola fase de experimentacion contestar
todas sus interrogantes sobre un proceso o fendmeno en particular. Sin embargo, esto puede llevar a
experimentos muy extensos que consuman demasiados recursos y que retarden la generacion de re-
sultados. Por ello es importante considerar como alternativas a diferentes fases de experimentacion en
forma secuencial, en las cuales se alcance paulatinamente una mayor precision en los conocimientos y
soluciones.

Es importante no confundir la experimentacion secuencial con la experimentacion a prueba y
error (véase seccion “Experimentacion factorial frente a mover un factor a la vez” del capitulo 5). La
experimentacion secuencial en cada fase sigue una estrategia bien definida y pensada; por lo tanto, en
cada fase se obtienen resultados y conclusiones importantes que permiten generar soluciones y conoci-
miento mas refinado para plantear de mejor manera la siguiente fase de experimentacion.

Principios basicos

El disetio de experimentos trata de fenémenos que son observables y repetibles. Por lo tanto, sin el pen-
samiento estadistico, los conceptos de observabilidad y repetibilidad son inherentemente contradicto-
rios. Cualquier cosa observada se aprecia con variabilidad; nada ocurre exactamente de la misma forma
dos veces, incluso las mediciones del mismo evento varian. Entonces, ;qué se quiere decir cuando la
ciencia demanda que una observacion sea repetible?, ;qué repeticion es realmente una repeticion?;
cuando un resultado es el mismo o difiere, jes confirmacion o contradiccion? Estas preguntas no pue-
den ser contestadas de manera coherente sin el pensamiento estadistico; por ejemplo, alguien da una
nueva receta de chocolate, dice que no falla, pero se prueba y no sale, mientras que el segundo y tercer
intentos si funcionan. ;La receta estd comprobada completamente?

De acuerdo con lo anterior, se debe ser muy cuidadoso en la planeacion y el analisis de un ex-
perimento. El punto de partida para una correcta planeacion es aplicar los principios basicos del di-
sefio de experimentos: aleatorizacion, repeticion y bloqueo, los cuales tienen que ver

Principios basicos

directamente con que los datos obtenidos sean ttiles para responder a las preguntas » Aleatorizacion

planteadas.

9

Consiste en hacer corridas experimentales

Aleatorizacion en orden aleatorio (al azar); este principio
aumenta la posibilidad de que el supuesto
Consiste en hacer las corridas experimentales en orden aleatorio (al azar) y con material ~ de independencia de los errores se cum-

también seleccionado aleatoriamente. Este principio aumenta la probabilidad de que  p

a.
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el supuesto de independencia de los errores se cumpla, lo cual es un requisito para la validez de las
pruebas de estadisticas que se realizan. También es una manera de asegurar que las pequerias dife-
rencias provocadas por materiales, equipo y todos los factores no controlados, se repartan de manera
homogénea en todos los tratamientos. Por ejemplo, una evidencia de incumplimiento o violacién de
este principio se manifiesta cuando el resultado obtenido en una prueba estd muy influenciado por la
prueba inmediata anterior.

Repeticion

Es correr mas de una vez un tratamientoo ~ Es correr mds de una vez un tratamiento o una combinacion de factores. Es preciso no

combinacion de factores.

» Bloqueo

confundir este principio con medir varias veces el mismo resultado experimental. Repetir

es volver a realizar un tratamiento, pero no inmediatamente después de haber corrido el
mismo tratamiento, sino cuando corresponda de acuerdo con la aleatorizacion. Las repeticiones permiten
distinguir mejor qué parte de la variabilidad total de los datos se debe al error aleatorio y cual a los facto-
res. Cuando no se hacen repeticiones no hay manera de estimar la variabilidad natural o el error aleatorio,
y esto dificulta la construccion de estadisticas realistas en el andlisis de los datos.

Bloqueo

Es nulificar o tomar en cuenta en forma Consiste en nulificar o tomar en cuenta, en forma adecuada, todos los factores que pue-
adecuada todos los factores que pueden  dan afectar la respuesta observada. Al bloquear, se supone que el subconjunto de datos
afectar la respuesta observada. que se obtengan dentro de cada bloque (nivel particular del factor bloqueado), debe

resultar mas homogéneo que el conjunto total de datos. Por ejemplo, si se quieren comparar cuatro
maquinas, es importante tomar en cuenta al operador de las maquinas, en especial si se cree que la
habilidad y los conocimientos del operador pueden influir en el resultado. Una posible estrategia de
bloqueo del factor operador seria que un mismo operador realizara todas las pruebas del experimento.
Otra posible estrategia de bloqueo seria experimentar con cuatro operadores (cuatro bloques), cada
uno de los cuales prueba en orden aleatorio las cuatro maquinas; en este segundo caso, la comparacion
de las maquinas quizas es mas real. Cada operador es un bloque porque se espera que las mediciones
del mismo operador sean mas parecidas entre si que las mediciones de varios operadores.

Los principios basicos se entenderan mejor en la medida en la que se estudien los ejemplos de los
capitulos siguientes. En particular, en la seccion “Poblaciones pareadas” del capitulo 2, se presentan los
experimentos mas simples en los que la aplicacion de estos principios es evidente.

Clasificacion y seleccion de los disefos
experimentales

Existen muchos disenos experimentales para estudiar la gran diversidad de problemas o situaciones
que ocurren en la practica. Esta cantidad de disefios hace necesario saber como elegir el mas adecuado
para una situacion dada y, por ende, es preciso conocer como es que se clasifican los disefios de acuer-
do con su objetivo y su alcance.

Los cinco aspectos que mas influyen en la seleccion de un disefio experimental, en el sentido de
que cuando cambian por lo general nos llevan a cambiar de disefio, son:

El objetivo del experimento.

El numero de factores a estudiar.

El namero de niveles que se prueban en cada factor.

Los efectos que interesa investigar (relacion factores-respuesta).
El costo del experimento, tiempo y precision deseada.

AR

Estos cinco puntos no son independientes entre si, pero es importante sefialarlos de manera se-
parada, ya que al cambiar cualquiera de ellos generalmente cambia el disefio experimental a utilizar
(véase capitulo 10). Con base en algunos de estos cinco puntos es posible clasificar los disefios como
se hace a continuacion.



Preguntas y ejercicios

El objetivo del experimento se utiliza como un criterio general de clasificacion de los disefios expe-

rimentales, mientras que los otros cuatro puntos son utiles para subclasificarlos. En este sentido, de
acuerdo con su objetivo y sin pretender ser exhaustivos, los disefios se pueden clasificar como:

M

Diseflos para comparar dos 0 mas tratamientos.

Disenos para estudiar el efecto de varios factores sobre la(s) respuesta(s).

Disenos para determinar el punto éptimo de operacion del proceso.

Disenos para la optimizacion de una mezcla.

Disetios para hacer el producto o proceso insensible a factores no controlables.

En la figura 1.5 se muestra la clasificacion general de los disefios experimentales de acuerdo con

su objetivo. Dentro de cada rama se pueden clasificar de acuerdo con el numero de factores, el tipo de
efectos que se pretende estudiar y segun las restricciones existentes. En la misma figura se listan los
disenios particulares mas representativos de cada rama.

Disefio completamente al azar
Disefio de bloques completos al azar
Disefio de cuadros latino y grecolatino

1. Disenos para comparar dos o
mas tratamientos

2. Disefios para estudiar el Disefios factoriales 2
efecto de varios factores Disefios factoriales 3
sobre una o mas variables Disefios factoriales fraccionados 2¢~?
de respuesta Disefios anidados

Disefio en parcelas divididas

Disefios para el modelo Disefos factoriales 2%y 257
de primer orden Disefio de Plakett-Burman
3. Disefios para la optimizacion de Disefio simplex

procesos
Disefio de composicion central
Disefio de Box-Behnken
Disefios factoriales 3%y 3~°

Disefios para el modelo de
segundo orden

4. Disenos robustos o .
Disefio con arreglos interno y externo

{ Arreglos ortogonales (disefos factoriales)
Disefio simplex-reticular
Disefio simplex con centroide
Disefio con restricciones
Disefio axial

Ul

. Disefios de mezclas

Figura 1.5 Clasificacion de los disefios experimentales.

Notese que los disefios factoriales completos y fraccionados ocupan mas de un lugar en la figura

1.5; la razon es que estos disefios son eficaces en diversas situaciones practicas. De hecho, varios de los
otros disefios que se mencionan en esta figura son casos particulares o generalizaciones de los disefios
factoriales. En los siguientes capitulos se veran con detalle practicamente todos estos disenos.

Preguntas y ejercicios

Explique las ventajas que tiene el disefio de experimentos sobre una estrategia de prueba y error.

¢Qué es un experimento y qué es disefiar un experimento?

En el contexto de un disefio de experimentos, ;qué es una variable de respuesta?, ;qué es un factor estudia-
do?, y iqué relacion se esperaria que haya entre la variable y los factores?

¢En un experimento solo es posible estudiar los factores que actualmente se controlan en la operacién nor-
mal del proceso?

1
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11.
12.

13.
14.

18.
19.

20.
21.
22.

¢Es posible estudiar cémo influye un factor sobre la variable de respuesta, si el factor se mantiene fijo en
todas las corridas o pruebas experimentales? Explique.
Se tiene un experimento en el que los factores a estudiar y sus niveles son los siguientes: temperatura (10,
20y 30°C), tiempo (60 y 90 minutos). Elabore una lista de todos los posibles tratamientos de este disefo.
¢Qué es el error aleatorio y qué es el error experimental?
¢Por qué es importante aleatorizar el orden en el que se corren los diferentes tratamientos en un disefo de
experimentos?
Sefiale las etapas en el disefo de un experimento, asi como algunos aspectos clave de cada una de ellas.
¢Por qué se considera la planeacion del experimento como la etapa mas importante? Describa cinco activi-
dades que se realizan en esta etapa.
Describa de manera breve los tres principios basicos del disefio de experimentos.
Explique la diferencia entre significancia practica y significancia estadistica. Proponga un ejemplo donde se
tenga la segunda pero no la primera.
Describa los cinco aspectos que son relevantes al momento de seleccionar el disefio experimental.
Mencione dos problemas en su area de trabajo que pudieran abordarse con el disefo de experimentos. Para
cada problema enliste algunos factores de control y al menos una variable de respuesta.
Suponga que se quiere estudiar el desempeno de un automovil, y lo que se desea es encontrar los factores
gue mas influyen en su rendimiento. ¢ Cuales podrian ser las variables de respuesta?, ¢cudles los factores a
estudiar?, ;cudles los factores no controlables o de ruido?
Se quiere comparar el desgaste de dos marcas de llantas A y B, para lo cual se eligen al azar 10 conductores
particulares de cierta ciudad. A cinco de ellos, seleccionados al azar, se les instalan gratis las llantas marca
Ay a los cinco restantes la marca B, con el compromiso por escrito de permitir la verificacién del desgaste
cada seis meses.

a) ;Cree que este experimento permita una comparacion justa del desgaste de las dos marcas de

llantas?

b) ¢Qué consideraciones se podrian hacer para lograr una comparacion mas justa?

) Proponga al menos un cambio al experimento que usted considera que mejoraria la comparacion.
Una compania farmacéutica realizéd un experimento para comprobar los tiempos promedio (en dias) que son
necesarios para que una persona se recupere de los efectos y las complicaciones que siguen a un resfriado co-
mun. En este experimento se compararon a personas que tomaron distintas dosis diarias de vitamina C. Para
hacer el experimento se contacté a un nimero determinado de personas, que en cuanto les daba el resfriado
empezaban a recibir algun tipo de dosis. Si la edad de las personas es una posible fuente de variabilidad,
expligue con detalle cémo aplicarfa la idea de bloqueo para controlar tal fuente de variabilidad.
En el caso anterior, ;qué podria pasar si no se controla la posible fuente de variacién que es la edad?
Un grupo de investigadores trabaja para industrializar la mermelada de tuna; para ello, realizan mermeladas
considerando los siguientes factores: a) variedad de tuna: tres tipos, b) con cascara o sin cascara, ¢) completa
o la pura pulpa. Por lo tanto, se tienen 12 posibles formas (tratamientos) de producir mermelada.

La pregunta central que se plantean es si influyen en el sabor los factores considerados, y quisieran

encontrar cudl es la mejor combinacion de mermelada (tratamiento ganador). Para responder hicieron las 12
combinaciones y pusieron cada una en un recipiente numerado. En seguida se trasladaban a lugares con-
curridos donde acomodaban los recipientes ordenados del 1 al 12, y a personas del publico les entregaban
una hoja de registro y la invitaban a que en el orden dado probaran en pequefias porciones las mermeladas y
anotaran qué tan buena les parecia la mermelada (en una calificacién de 0 a 10). Al final se tuvo la respuesta
de 420 personas, cada una de las cuales daba 12 calificaciones (una para cada mermelada). ¢Hay algo que
desde su punto de vista invalide los resultados obtenidos? Utilice el sentido comun y argumente su respuesta.
Investigar quién fue Ronald A. Fisher y algunas de sus contribuciones al disefio de experimentos.
Indagar en forma breve cual ha sido el papel del disefio de experimentos en el éxito de la industria de Japén.
Buscar por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, dos articulos de revistas cientificas o
tecnolégicas donde se reporten los resultados de una investigacion experimental que sea de su interés. Para
cada articulo anotar la referencia completa, es decir: autor(es), afo, titulo del trabajo y nombre de la revista;
ademas hacer una sintesis de lo que trata el articulo y el tipo de disefio o pruebas que se realizaron.
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Poblacion y muestra, parametros y estadisticos

Conceptos clave

Error tipo |

Error tipo Il
Estadistico
Estadistico de prueba
Estimador puntual
Grados de libertad

Una poblacion o universo es una coleccion o totalidad de posibles individuos, especimenes,
objetos o medidas de interés sobre los que se hace un estudio. Las poblaciones pueden ser
finitas o infinitas. Si es finita y pequena se pueden medir todos los individuos para tener
un conocimiento “exacto” de las caracteristicas (parametros) de esa poblacion. Por ejemplo,
un parametro que podria ser de interés es la proporcion p de productos defectuosos, o la
media, u, de alguna variable medida a los productos. Si la poblacion es infinita o grande es
imposible e incosteable medir a todos los individuos, en este caso se tendra que sacar una
muestra representativa de dicha poblacion, y con base en las caracteristicas medidas en la
muestra (estadisticos) se podran hacer afirmaciones acerca de los parametros de la poblacion

. o (figura 2.1).
Hipétesis estadistica
Inferencia estadistica g

od ¢ Poblacién (toda la

Interv nfianz fe

tervalo de confianza produccién del mes) Aleatoriameg Muestra
Muestras pareadas o Nte (representativa de la
Orden completamente al — produccion del mes)

azar
Potencia de la prueba
Region de aceptacion
Region de rechazo
Significancia observada
Significancia predefinida

» Poblacion finita

Es aquella que posee o incluye un niimero
pequefio de elementos, de tal forma que
al estudiar estadisticamente esta pobla-
cion es necesario considerar explicitamen-
te su tamafio.

@) Pparametros

Caracteristicas que, mediante su valor
numérico, describen a un conjunto de ele-
mentos o individuos.

@) Poblacion infinita

Es aquella que posee o incluye un niimero
grande de elementos, de tal forma que al
estudiar estadisticamente esta poblacion
es necesario recurrir a muestras, que en la

practica son pequefas respecto al tamafio
de la poblacion.

@ Muestra representativa

Es una parte de una poblacion, seleccio-
nada adecuadamente, que conserva los
aspectos clave de la poblacién.

» Inferencia estadistica

Son afirmaciones estadisticas acerca de la
poblacion o proceso basadas en la infor-
macion contenida en la muestra.

[ ——— PARAMETROS
(siempre desconocidos)

ESTADISTICOS
(conocidos)

Inferencia

Figura 2.1 Relacion entre poblacién y muestra, pardmetros y estadisticos.

Con frecuencia, las poblaciones de interés son los materiales, los productos termi-
nados, partes o componentes, los individuos de una poblacion o las propiedades de al-
gun material o sustancia. En muchos casos estas poblaciones se pueden suponer infini-
tas o grandes. Por ejemplo, en empresas con produccion en masa no siempre es posible
medir cada pieza de material que llega o las propiedades de cada producto terminado.
Incluso, si la produccion no es masiva, conviene imaginar el proceso como una pobla-
cion infinita 0 muy grande, debido a que el flujo del proceso no se detiene, es decir, no
existe el ultimo articulo producido mientras la empresa siga operando. En estos casos
las poblaciones se estudian mediante muestras representativas de dichas poblaciones.

Un asunto importante serd lograr que las muestras sean representativas, en el sen-
tido de que tengan los aspectos clave que se desean analizar en la poblacion. Una forma
de lograr esa representatividad es disefiar de manera adecuada un muestreo aleatorio
(azar), donde la seleccion no se haga con algun sesgo en una direccion que favorezca
la inclusion de ciertos elementos en particular, sino que todos los elementos de la po-
blacion tengan las mismas oportunidades de ser incluidos en la muestra. Existen varios
métodos de muestreo aleatorio, por ejemplo: el simple, el estratificado, el muestreo
sistematico y por conglomerados; cada uno de ellos logra muestras representativas en
funcion de los objetivos del estudio y de ciertas circunstancias y caracteristicas particu-
lares de la poblacion (véase Gutiérrez Pulido, 2010).

Inferencia estadistica

El objetivo de la inferencia estadistica es hacer afirmaciones validas acerca de la pobla-
cion o proceso con base en la informacion contenida en una muestra. Estas afirmacio-



Distribuciones de probabilidad e inferencia

nes tienen por objetivo caracterizar mejor a la poblacion y, en muchos casos, coadyuvar en la toma
de decisiones. La inferencia estadistica por lo general se divide en estimacion y prueba de hipotesis, y se
apoya en cantidades o datos estadisticos calculados a partir de las observaciones en la

muestra. Un estadistico se define como cualquier funcion de los datos muestrales que » Estadistico

no contiene parametros desconocidos. Un ejemplo de estadistico es la media muestral
X con la cual se tratan de hacer afirmaciones sobre la media, u, que es un parametro
poblacional.

Un aspecto clave en la interpretacion y utilizacion de cualquier estadistico es que
se trata de una variable aleatoria, ya que su valor depende de los elementos que son seleccionados para
integrar la muestra, y por lo tanto, varia de una muestra a otra. La forma de tomar en cuenta este hecho
es conocer la distribucion de probabilidad de cada estadistico.

Distribuciones de probabilidad
e inferencia

La distribucion de probabilidad o distribucion de una variable aleatoria X relaciona el con- @) Distribucion de
junto de valores posibles de X (rango de X), con la probabilidad asociada a cada uno de  probabilidad de X

estos valores y los representa a través de una tabla o por medio de una funcion planteada
como una formula. Por ejemplo, sea la variable aleatoria dada por el estadistico media
muestral, X, entonces al conocer su distribucién de probabilidad podremos saber cuales
son los valores que puede tomar X y cudles son mas probables. _

En otras palabras, la distribucion de probabilidad de la media muestral X sefiala qué valores se
espera que tome X, de acuerdo con los supuestos asumidos. De esta forma, la distribucion de proba-
bilidad hace que lo aleatorio no sea un capricho, y modela (describe, acota) los posibles valores de
un estadistico muestral, con lo que al observar una realizacion especifica de un estadistico se pueden
corroborar o rechazar supuestos (prueba de hipétesis), o bien, hacer estimaciones poblacionales.

Las distribuciones de probabilidad que mas se usan en intervalos de confianza y pruebas de hi-
potesis son las distribuciones: normal, T de Student, ji-cuadrada y F. En la figura 2.2 se representan
las formas tipicas de estas cuatro distribuciones. La distribucion normal esta completamente definida
por sus parametros, que son la media, u, y la desviacion estandar, 0. Por ejemplo, en la figura 2.2 se
muestra la distribucion normal con 4 = 0 y o = 1, que se simboliza con N(0O, 1) y se conoce como la
distribucion normal estandar.

En la figura 2.2 también se observa que tanto la distribucion normal estandar como la T de Student
son simétricas y centradas en cero, mientras que las distribuciones ji-cuadrada y F son sesgadas y s6lo
toman valores positivos. Las cuatro distribuciones estan relacionadas entre si, ya que las distribuciones
T de Student, ji-cuadrada y F se definen en términos de la distribucion normal estandar.

Los parametros que definen por completo las distribuciones T de Student, ji-cuadrada

estos valores.

y F, reciben el nombre de grados de libertad, que tienen que ver con los tamanos mues- » Grados de libertad

trales involucrados. Por ejemplo, si se tiene una muestra de tamano 20, sera de interés
una distribucion T de Student con 19 grados de libertad para hacer inferencia sobre la
media poblacional; o una ji-cuadrada con 19 grados de libertad para hacer inferencias
sobre la varianza poblacional. lucrados.

La distribucion T de Student tiende a la distribucién normal estandar cuando el
tamario de muestra crece, y practicamente es la misma distribucion para n > 45. La diferencia bésica
entre las dos distribuciones es que la T de Student es mas ancha (respecto del eje horizontal) en las
colas (véase figura 2.2). La distribucion normal estandar es una curva tnica, por ello existen tablas
que proporcionan cualquier area o probabilidad de interés bajo esta curva. No pasa lo mismo con las
otras distribuciones a las que hemos hecho referencia, ya que para cada tamario muestral es una curva
diferente. Por eso, las tablas de estas distribuciones solo reportan los valores que separan las areas de
mayor uso en inferencia estadistica (véase apéndice 2). En la actualidad es mejor utilizar un paquete
estadistico para encontrar cualquier area o percentil que se quiera de cada distribucion.

Como se muestra mas adelante, las distribuciones normal y T de Student sirven para hacer inferen-
cias sobre las medias; por su parte, la distribucion ji-cuadrada sera de utilidad para hacer inferencias

15

Cantidad que se obtiene a partir de los da-
tos de una muestra y que ayuda a resumir
las caracteristicas de la misma.

Relaciona el conjunto de valores de X con
la probabilidad asociada con cada uno de

Son pardmetros que definen las distribu-
ciones T, ji-cuadrada y F, y se determinan
a partir de los tamafios muestrales invo-
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Normal estandar T de Student, 5 g.l.
0.40 0.40
0.30 0.30
0.20 0.20
0.10+ 0.10+
0.0 0.0
T T T T T T T T T T T T T T
-4 -3 -2 - 0 1 2 3 4 -4 -2 0 2 4
X X
Ji-cuadrada, 10 g.l. F(5,10)
i 0.6
0.08 0.4+
0.04 - 0.2
0.04 0.04
T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 1 2 3 4 5 6
X X

Figura 2.2 Muestra de las distribuciones de probabilidad de mayor uso en inferencia.

sobre varianzas y la distribucion F se empleara para comparar varianzas. Es por esto que la distribucion
F es la de mayor relevancia en disefio de experimentos, dado que el analisis de la variabilidad que se
observa en un experimento se hace comparando varianzas.

Uso de Excel

Si X tiene una distribucion normal con media ¢ y desviacion estandar o con frecuencia es de interés
calcular probabilidades como P(X < x). Se puede utilizar la hoja de calculo de Excel (o algo equivalente)
para calcular este tipo de probabilidades. Para ello se utiliza la siguiente funcion:

DISTR.NORM(x, media, desv_estandar, acum)

donde en la celda x se da el valor de referencia para el calculo de probabilidades, en media se da el valor
de la media, u, y en desv_estandar se declara el valor de la desviacion estandar, o. Por ultimo, acum
es un valor logico que determina la forma de la funcion: si el argumento acum es VERDADERO (se da
un 1), la funcion DISTR.NORM devuelve la funcién de distribucion acumulada (P(X < x)); si es FALSO
(se daun 0), devuelve la funcion de densidad de probabilidad, es decir, da f(x).

Estimacion puntual y por intervalo

Una distribucion de probabilidad de una variable que representa cierta caracteristica de una poblacion
se define completamente cuando se conocen sus parametros, pero cuando éstos no se conocen, sera
necesario estimarlos con base en los datos muestrales para hacer inferencias sobre la poblacion. Por
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ejemplo, los parametros de una distribucion normal son la media, #, y la desviacion estandar, o, que
en caso de desconocerse serd necesario estimarlos a partir de los datos en la muestra. Hay dos tipos de
estimacion: puntual y por intervalo.

Estimacion puntual

Un estimador puntual de un parametro desconocido es un estadistico que genera un » Estimador puntual
valor numérico simple, que se utiliza para hacer una estimacion del valor del parametro
desconocido; por ejemplo, tres parametros sobre los que con frecuencia se desea hacer
inferencia son:

Estadistico que estima un valor especifico
de un parametro.

* Lamediau del proceso (poblacion).
* Lavarianza o’ o la desviacion estandar o del proceso.
* Laproporcion p de elementos que tienen cierta caracteristica.

Los estimadores puntuales (estadisticos) mas recomendados para estimar estos parametros son,
respectivamente:

e Lamedia muestral pt= X.

*  Lavarianza muestral 6> = S°.

» La proporcion muestral, p = x/n, donde x es el nimero de elementos en la muestra de tamano n,
que tienen la caracteristica.

Por ejemplo, para estimar el grosor promedio de los discos producidos por un proceso, durante
una semana se toma una muestra de n = 125 discos, y se obtiene que la media muestral es X = 1.179.
Este valor puede usarse como una estimacion puntual de u (la media del proceso).

Colocar un gorro (simbolo ~) sobre un parametro es una manera general de denotar un estimador
puntual del correspondlente pardmetro, puesto que los estimadores no son unicos. Por ejemplo, la
estimacion de la media, i, podria hacerse con el uso de la media muestral X, la mediana X, o la moda,
dado que las tres son diferentes medidas de la tendencia central de unos datos.

Estimacion por intervalo

La estimacion puntual de un parametro se genera a través de un estadistico, y como el valor de éste es
aleatorio porque depende de los elementos que fueron seleccionados en la muestra, entonces la estima-
cion que se hace sobre el parametro dependera y variara de una muestra a otra. Por ello es necesario
saber qué tan precisa es la estimacion puntual, y esto tiene que ver con la varianza del correspondiente
estimador. Una forma de saber qué tan variable es el estimador, consiste en calcular la desviacion es-
tandar o error estandar del estadistico, visto como una variable aleatoria. Por ejemplo, sea la desviacion
estandar S y la media X de una muestra de tamario n, puesto que X es una variable aleatoria, ésta tiene
su propia desviacion o error estandar, que se puede estimar mediante 65 = S/\/n.

Una forma operativa de saber qué tan precisa es la estimacion consiste en calcular un intervalo de
confianza que indique un rango “en el que puede estar el parametro” con cierto nivel de seguridad o
confianza. Construir un intervalo al 100(1 — @)% de confianza para un parametro desconocido 6, con-
siste en estimar dos ntimeros (estadisticos) L y U, de manera que la probabilidad de que 8 se encuentre
entre ellos sea 1 — «, es decir,

PL=0=U=1-a 2.1

donde Ly U forman el intervalo de confianza buscado [L, U]. La correcta interpretacion de un intervalo
de confianza es como sigue: si se obtuvieran 100 muestras independientes de la misma poblacion o
proceso, cada una de tamano n y para cada muestra se calculara el intervalo de confianza, por ejemplo
al 95%: —a = 0.05—, para el mismo parametro, entonces se espera que 95 de los 100 intervalos con-
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tengan el verdadero valor de dicho pardametro. En la practica se obtiene sélo un intervalo y se dice que
el intervalo [L, U] tiene una confianza de 100(1 — a)%; y que el parametro estara en el intervalo el
100(1 — @)% de las veces que se aplique el procedimiento.

La longitud del intervalo de confianza es una medida de la precision de la estimacion.
De aqui que es deseable que la longitud de los intervalos sea pequenia y con alto nivel
de confianza. El ancho de los intervalos es mayor a medida que sea mayor la varianza de
la poblacion y el nivel de confianza exigido. El ancho del intervalo es menor si se incre-
menta el tamario de la muestra.

» Intervalo de confianza

Valores entre los que se estima estd el va-
lor de un parametro poblacional.

Intervalo de confianza para una media

Por definicion de intervalo de confianza se trata de encontrar dos nameros L y U, tales que el pardame-
tro u se encuentre entre ellos con una probabilidad de 1 — . Esto es,

PL=u=U=1-a

Sea X, X, ..., X, una muestra aleatoria de tamario n de una poblacion, con una distribucion normal
con media ¢ y varianza ¢, ambas desconocidas. El procedimiento general para deducir el intervalo
consiste en partir de un estadistico que involucra al parametro de interés y que tiene una distribucion
conocida. En el caso de la media tal estadistico es:

_X-u

s/

el cual sigue una distribucion T de Student con n— 1 grados de libertad. Por lo tanto, en la tabla de esta
distribucion o en su grafica se pueden ubicar dos valores criticos L., y — t,, tales que:

t

X —
P[—th < S/\/%‘ StM):l—a

De aqui, despejando hasta dejar solo en medio de las desigualdades el parametro de interés, se
llega a que:

P()_(—ta/z%SuS)_(Hm%J:l—a

. _ _ s } .
En este sentido, [ = X —¢ a/2% y U=X+tony; SOn los nimeros buscados que definen un in-

2.2)

tervalo al 100(1 — )% para la media desconocida u. En la tabla de la distribucion T de Student se
observa que para una muestra mayor o igual a 30, el intervalo al 100(1 — )% para la media u es aproxi-
madamente X + 2% , 0 sea, la media mas menos 2 veces su error estandar.

En un proceso de inyeccién de plastico, una caracteristica de
calidad del producto (disco) es su grosor, el cual debe ser de
1.20 mm con una tolerancia de +0.10 mm. Asi, el grosor del
disco debe estar dentro de la especificacién inferior, £/=1.10, y
la superior, ES = 1.30, para considerar que el proceso de inyec-
cion fue satisfactorio. Para evaluar esta caracteristica de calidad,
durante una semana se hace un muestreo sistematico en una
linea de produccién, y se obtienen 25 muestras de tamano 5

cada una. Por lo tanto, al final se tiene una muestra de n = 125
y se obtiene la media muestral, X = 1.179 mm y la varianza,
§? =0.00071, por lo que la estimacién del error estandar de la
media es:

_0.0266

S
= =0.0024
Jn 1118




Estimacion puntual y por intervalo

Cuando n = 45, la distribucion T de Student es practicamente igual a la distribucion normal estandar;
por lo tanto, de la tabla de la distribucion normal se obtiene que t,,, = 2,,, = 1.96 para a = 0.05. De
aqui que el intervalo al 100(1 —a)% de confianza para la media u del grosor de los discos esta dado por:

Xtt,, - =1179+1.96

(0.0266
Jn

5 )= 1.1794£0.00466

Se puede afirmar entonces que, con una confianza de 95%, la media u de grosor de los discos se en-
cuentra en el intervalo [1.174, 1.184]. En el calculo anterior, al valor de 0.00466 se le conoce como
error de estimacion, porque hasta en 0.00466 puede diferir el estimador puntual X del parametro
poblacional u.

Una alternativa al uso de las tablas para obtener el valor de ¢ es el uso de sistemas computacionales.
Por ejemplo, en el caso de Excel se emplea la funcion DISTR.T.INV (e, n — 1), que considera los dos
extremos o colas de la distribucion, por eso se indica a.

Tamano de la muestra

En ocasiones es necesario calcular el tamafio de muestra n para lograr que la estimacion de una media
poblacional u tenga como error maximo un valor E. En este caso, como el error de estimacion esta dado
por E =t ,.nSV 1, entonces despejando n obtenemos que:

2 2
Koz n-1S
n=-——0——

E

Como t(,, ,_1)depende de ny ésta es la incognita, entonces para propositos practicos y con tamanos de
muestra mayores que 30, el valor de ¢, ,_1) puede tomarse como 2. De esta manera,

2 . . . . . .
donde S° es un estimador de la varianza. Por ejemplo, si en el caso del grosor medio de los discos se
quisiera un error maximo de 0.004 = E, entonces se requiere:

= 4(0.00071)

(0.004)” =177.5=178.

Intervalo para la varianza

De manera similar a como se obtiene el intervalo para la media, es posible deducir intervalos de con-
flanza para cualquier parametro. En particular, para construir un intervalo de confianza para la varian-
za ¢, la distribucion de referencia es una ji-cuadrada con n — 1 grados de libertad, ya que bajo el su-
puesto de que la variable de interés tiene una distribucion normal con media y varianza desconocidas,
el estadistico (n — 1)S%0” sigue la distribucion ji-cuadrada con n — 1 grados de libertad. De esta manera,
con un poco de dlgebra, se llega a que el intervalo de confianza para la varianza esta dado por:
(n-DS* _ > (n=Ds’

b} =3
Xos2, n-1 X1-0/2, n-1

(2.3)

donde xé ona Y le— /2. n_1 SOTL PUNLOS criticos de la distribucion ji-cuadrada con n — 1 grados de liber-
tad y se leen en la tabla de esta distribucion para el valor de & dado. Es decir, P(X > yo ,_1)=0/2.
Los valores criticos de la distribucion ji-cuadrada se pueden obtener con Excel, mediante la funcion
PRUEBA.CHLINV (a/2,n—1) y PRUEBA.CHLINV (I —a/2,n - 1).

19
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En el proceso de fabricacion de discos para computadoras, una de las variables criticas es el rendimiento de formato. Se toma una
muestra aleatoria de n = 10 discos de la produccién del turno de la mafana. Se formatean y se reporta el rendimiento de cada disco.
Los datos obtenidos son: 96.11, 91.06, 93.38, 88.52, 89.57, 92.63, 85.20, 91.41, 89.79, 92.62. Con base en estos datos interesa
estimar puntualmente y por intervalo la media y la desviacién estandar para la poblacién de discos de dicho turno.

Los estimadores puntuales para la media y la desviacién estandar resultan ser:

DI © (X, =XV
X="1 29103y S=4/—= =299
10 9

Suponiendo distribucion normal, el intervalo al 95% de confianza para la media ¢ esta dado por:

[)_(—ta,z%,)_(+ta,2 %}:{91 .03—2.26%, 91 .O3+2.26%}:[88.89, 93.17]

donde el valor del punto critico t,, = ty05 = 2.26 se lee en las tablas para la distribucion T de Student con 9 grados de libertad que
se localiza en el apéndice. Con una confianza de 95% se espera que el rendimiento promedio de los discos producidos durante ese
turno esté entre 88.89 y 93.17. El correspondiente intervalo para la desviacion estandar o se obtiene sacando la raiz cuadrada al
intervalo para la varianza o> dado en la relacién (2.3). Asi, el intervalo para o est4 dado por:

(n-15* | (n=0s* |_| [(©42.99)° J(9)(2.99)2 e
lé/l n-1 Z1Z—a/2, n-1 19.02 2.70

donde los valores criticos ¥z, n-1= x2025.6 =19.02 Y X{-ar2 n-1 = Xos7s,0 = 270 se obtienen de la tabla de la distribucion ji-cuadrada,
gue esta en el apéndice. Asi con una confianza de 95% se espera que la desviacién estandar del rendimiento de los discos producidos
durante ese turno esté entre 2.05 y 5.46.

Cuando no se estd satisfecho con la amplitud del intervalo, entonces serd necesario incrementar la precision de la estimacion, y
esto se hace aumentando el tamafio de muestra.

Intervalo para la proporcion

Frecuentemente se desea estimar la proporcion p de elementos que tienen una caracteristica determina-
da en una poblacion, donde cada elemento tiene o no tal caracteristica, como podria ser si un articulo
esta defectuoso o no. En estos casos, si de una poblacion asi se extrae una muestra de n elementos, y
x de ellos tienen la caracteristica de interés, entonces la proporcion muestral esta dada por p = x/n. Si
se supone que X tiene una distribucién binominal y n tiene un valor relativamente grande, enton-
ces se puede construir un intervalo de confianza para la proporcion poblacional p, apoyandose en la
aproximacion de la distribucion binomial por la normal. En estas condiciones se puede afirmar que de
manera aproximada la proporcion muestral p sigue una distribucion normal con media p y varianza
p(1 = p)/n. Con el uso de la misma argumentacion que en el intervalo para la media, se deduce que el
intervalo de confianza para la proporcion es de la forma:

. p(l—p) . /A(l—A)
P—Zan % Sp<p+Zan %

donde Z,, es un percentil de tabla de la distribucion normal estandar que esta en el apéndice, o bien, se
puede obtener con Excel con la funcion DISTR. NORM.ESTAND.IND (1 — «/2).
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Se quiere estimar la proporcion p de articulos defectuosos en
un lote de 2000 (poblacion). Para ello, se toma una muestra
aleatoria de n = 100 articulos y se encuentra que de éstos,
Xx =5, son defectuosos. Por lo tanto, un estimador puntual de p es
p=5/100 = 0.050. Si se quiere estimar p por intervalo, enton-
ces, de acuerdo con lo explicado antes, un intervalo al 95% de
confianza esta dado por:

Tamano de muestra

0.050+1.96 f% =0.050+0.043

de aqui que, con una confianza de 95%, p esta entre 0.007 y
0.093; en términos porcentuales, entre 0.7 y 9.3%. En el célculo
anterior, al valor de 0.043 se le conoce como error de estima-
cion, porque hasta en ese valor puede diferir pde p.

Si se quiere estimar el tamanio de la muestra n, que es necesario para estimar p con un error maximo de E,
entonces dado que E=Z,,,/p(L—p)/n, si despejamos de aqui a n obtenemos que:

_ Zapp(—p)
n=—s
E

donde p es una estimacion del valor de p. Por ejemplo, si en el problema anterior se quisiera un error
maximo de E = 0.03, con una confianza de 95%, entonces se requiere que n = (1.96)* (0.05)(1 — 0.05)/
(0.03)* = 203. Cuando no se sabe nada de p, en la formula anterior se supone p= 0.5.

Resumen de férmulas para intervalos de confianza

En la tabla 2.1 se muestran las formulas para calcular los intervalos de confianza mas usuales. Ademas
de los intervalos para un parametro ya presentados, en la tabla se incluyen las formulas correspondien-

1 Tabla 2.1 Resumen de férmulas para intervalos de confianza

Parametro Limite inferior Limite superior
_ S = S
u X_fa/zﬁ X‘Ha/zﬁ
X (n—-1s* (n—1)s*
(o — S E—
Xar, n-1 Xi-ar2, n-1
” pd —p) X p(d—p)
P P=Zan PP P+ Zan P nP
s o 1 1
(Xy = X5) =taamam—2Sy, [—+—
non, o T 1
My — Uy Q2 TS (Xy = X))+ e pen,—2Sp [—+—
donde S, =\/(”1 DS1+(n, =1)S5 non,
n+n,—2
6_% 5_211: S—le
6% 522 1=0/2, ny=1, =1 522 /2, n,-1, n -1
. p(l—p)  p,(1—p S pA=p)  pd-py)
P1—D2 (Pl—Pz)—Za/z\/pl( P1)+Pz( p2) (Pl_Pz)"'Zoz/z\/p1 Py o 2
n n, n n,
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Es una afirmacion sobre los valores de los
pardmetros de una poblacion o proceso,
que puede probarse a partir de la informa-

CAPITULO 2

Elementos de inferencia estadistica: experimentos con uno y dos tratamientos

tes para intervalos de confianza que involucran a dos parametros, como son: diferencias de medias,
diferencias de proporciones y cocientes de varianzas. Estos intervalos proveen informacion sobre la
igualdad estadistica de los parametros correspondientes a las dos poblaciones de interés. Note que los
calculos involucran a los estimadores puntuales obtenidos con cada muestra. En la tabla, la notacion
Zars boarns Xiarnt Y Fioasa,n,-1 n 1 S€ Tefiere a puntos criticos de la correspondiente distribucion.
Estos valores se determinan facilmente con el uso de un software estadistico o de las tablas dadas en
el apéndice.

Conceptos basicos de prueba de hipotesis

Un estudio experimental o una investigacion por lo general tiene como ultimo objetivo responder
en forma segura a ciertas preguntas y/o tomar decisiones. En este contexto, el experimentador tiene
ciertas creencias o hipotesis que desea comprobar. Por ejemplo:

e Los tres proveedores del material x tienen el mismo nivel de calidad.
e Los dos tratamientos o procedimientos dan en promedio los mismos resultados.

Una hipotesis de investigacion es una proposicion o declaracion realizada por el investigador cuan-
do éste especula acerca del resultado final de una investigacion o experimento. Por lo que la idea de
la investigacion es generar evidencia en favor de su hipotesis, aunque puede darse el caso de que la
evidencia lleve a rechazar la afirmacion original. Usualmente la hipotesis es generada a partir de ciertos
elementos observados y de un proceso de razonamiento inductivo. Es deseable que la hipotesis sea
realista y comprobable, para asi facilitar el disefio de la investigacion.

En este contexto, cuando en la investigacion se recolectan datos, es posible formular hipotesis un
tanto mas operativas sobre las caracteristicas estadisticas de tales datos. De tal forma que al verificar es-
tas hipotesis estadisticas se abone evidencia a favor o en contra de la hipotesis de investigacion. De esta
marnera las hipotesis estadisticas son una especie de transformacion o despliegue de la afirmacion de la
Investigacion.

A continuacion se describen los conceptos basicos involucrados en la verificacion de una hipotesis
estadistica, es decir, los pasos fundamentales de cualquier procedimiento de prueba de este tipo de
hipotesis, como son: planteamiento de la hipotesis, estadistico de prueba y criterio de rechazo.

Planteamiento de una hipdtesis estadistica

« Hipotesis estadistica Una hipotesis estadistica es una afirmacion sobre los valores de los parametros de una

poblacion o proceso, que es susceptible de probarse a partir de la informacion con-
tenida en una muestra representativa que es obtenida de la poblacion. Por ejemplo,
la afirmacion “este proceso produce menos de 8% de defectuosos” se puede plantear

cién contenida en una muestra estadisticamente, en términos de la proporcion p desconocida de articulos defectuosos

que genera el proceso, como se hace a continuacion.

H, : p=0.08 (la proporcion de defectuosos es 0.08)
2.4)
H, : p <0.08 (la proporcion es menor que 0.08)

A'la expresion H, : p = 0.08 se le conoce como hipotesis nula y a Hy : p < 0.08 se le llama hipotesis
alternativa. El nombre de hipotesis nula se deriva del hecho de que comtinmente se plantea como una
igualdad, lo cual facilita el tener una distribucion de probabilidad de referencia especifica. El experi-
mentador esta interesado en concluir que una de las dos hipoétesis se cumple. Por ejemplo, en el caso
de las proposiciones se quiere verificar que se cumple la hipotesis alternativa.

Supongamos ahora que la afirmacion a probar es “este proceso produce 8% de defectuosos”. Ob-
serve que la afirmacion seniala que su falsedad se da tanto si se observan menos de 8% de defectuosos
como si se observan mas de 8% de defectuosos. En este sentido, el planteamiento estadistico debe ser:
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H, : p=0.08 (la proporcion de defectuosos es 0.08)
(2.5)
H, : p#0.08 (la proporcion es diferente a 0.08)

Ahora, lo que se desea concluir es la hipotesis nula. Notese la diferencia entre las hipatesis alter-
nativas en las expresiones (2.4) y (2.5). En (2.4), H, se conoce como hipotesis alternativa de un solo lado
(unilateral), ya que la tinica manera de rechazar H, es teniendo valores de la proporcién muestral p
significativamente mas pequefios que 0.08. Asimismo, en (2.5), H, se llama hipdtesis alternativa de dos
lados (bilateral), ya que la evidencia en contra de H, se obtiene con valores pequenios o grandes de la
proporcion muestral p. Asi, la eleccion de la hipotesis alternativa en cuanto a si debe ser unilateral o
bilateral depende de la afirmacion que se quiera probar.

Otro aspecto importante es la seleccion del valor del parametro que especifica la hipotesis nula,
esto es, ¢por qué 0.08 en las hipotesis de las expresiones (2.4) y (2.5)? Este valor se elige de manera
que separe dos situaciones que llevan a tomar diferentes acciones. Por ejemplo, en la hipotesis dada en
(2.4) se eligio 0.08 porque ésta es la proporcion de defectuosos reportada el mes anterior, y después de
implementar un programa de mejora se quiere ver si dio el resultado esperado. En caso de no rechazar
H, se concluiria que el programa no funcioné y que se deben tomar medidas adicionales para bajar la
proporcion de defectuosos.

Estadistico de prueba

Probar una hipotesis consiste en investigar si lo afirmado por la hipotesis nula es verdad o no. La

estrategia de prueba parte del supuesto de que H, es verdadera, y si los resultados de la investiga-

cién contradicen en forma suficiente dicho supuesto, entonces se rechaza H, y se acepta la hipotesis

alternativa. En caso de que los resultados de la investigacion no demuestren claramente la falsedad

de H,, ésta no se rechaza. Es decir, la hipotesis nula es verdadera mientras no se demuestre lo contrario.
Una vez planteada la hipotesis, se toma una muestra aleatoria de la poblacion

de estudio o se obtienen datos mediante un experimento planeado de acuerdo con

la hipotesis. El estadistico de prueba es un numero calculado a partir de los datos y la » Estadistico de prueba

hipétesis nula, cuya magnitud permite discernir si se rechaza o no la hipotesis nula H,,.
Al conjunto de posibles valores del estadistico de prueba que llevan a rechazar H, se le
llama region o intervalo de rechazo para la prueba, y a los posibles valores donde no se
rechaza Hy se les llama region o intervalo de aceptacion. Por ejemplo, como mas adelante  hipstesis nula.
se va a detallar para las hipotesis planteadas en (2.4) y (2.5), el estadistico de prueba

estd dado por:

p-0.08

- (2.6)
J0.08(1-0.08)/n

20

donde pes la proporcion de defectuosos que se encuentre en una muestra de n articulos inspecciona-
dos. Si Hyes verdad, el estadistico z, sigue aproximadamente la distribucion normal estandar.

Por ejemplo, supongamos que se toma una muestra de n = 150 piezas y de ellas x = 20 son defec-
tuosas, entonces el valor de la proporcion es p = x/n = 0.13. Vamos a ver si esto implica una diferencia
suficiente para rechazar que p = 0.08. Por lo pronto, el valor estadistico es z, = 2.41.

» Region de aceptacion

23

Férmula con la que a partir de los datos y
de Hy, se calcula un nimero cuya magni-
tud permite discernir si se rechaza o no la

C riteri 0] de reChaZO Son los posibles valores del estadistico de

prueba donde no se rechaza la hipétesis

El estadistico de prueba, construido bajo el supuesto de que H, es verdad, es una va-  nula.
riable aleatoria con distribucion conocida. Si efectivamente H, es verdad, el valor del

estadistico de prueba deberia caer dentro del rango de valores mas probables de su » Region de rechazo

distribucion asociada, el cual se conoce como region de aceptacion. Si cae en una de las
colas de su distribucion asociada, fuera del rango de valores mas probables (en la region

de rechazo), es evidencia en contra de que este valor pertenece a dicha distribucion | hipétesis nula.,

Es el conjunto de posibles valores del es-
tadistico de prueba que llevan a rechazar
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» Error tipo |

Es cuando se rechaza una H, que es ver-

dadera.

» Error tipo Il
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(véase figura 2.3). De aqui se deduce que debe estar mal el supuesto bajo el cual se construyo, es decir,
H, debe ser falsa.

Pruebas de una y dos colas (unilaterales y bilaterales)

La ubicacion de la region o intervalo de rechazo depende de si la hipotesis es bilateral o unilateral.
Como se vio en el caso de las proporciones, una hipétesis es bilateral cuando la hipotesis alternativa
(Hy) es del tipo “no es igual” (#); y es unilateral cuando la alternativa es del tipo “mayor que” (>) o
“menor que” (<). Cuando es bilateral, como en la expresion (2.5), la region de rechazo esta repartida
de manera equitativa entre ambas colas de la distribucion del estadistico de prueba. Pero si la hipétesis
es unilateral, como en la expresion (2.4), la evidencia en contra de la hipotesis nula se ubica en un
solo lado de la distribucion, esto es, la region de rechazo solo se concentra en una de las colas. En la
expresion (2.4) la region de rechazo se concentra en el lado izquierdo de la distribucion del estadistico
dado por (2.6) (véase figura 2.3).

Ho:p=0.08 Hy:p=0.08
Ha:p<0.08 H,:p#0.08

Region
o intervalo
de rechazo

Region
o intervalo
de rechazo

Region
o intervalo
de rechazo

<a a2 Zal2
Region o intervalo Intervalo de
de aceptacion aceptacion

Figura 2.3 Hipotesis unilateral y bilateral, regiones de aceptacion y rechazo.

Para probar la hipétesis sobre la proporcion se calcula el estadistico de prueba z, de la ecuacion
(2.6) y se verifica si cae en la region de rechazo o aceptacion. Por ejemplo, si las hipotesis planteadas
son las expresiones (2.4), se rechaza H, si 2, < —z,; si las hipotesis estan dadas por las relaciones (2.5),
se rechaza Hy si 2y < —2,, 0 si 2o > 24, 0 simplemente si |2,| > 2,,. En la figura 2.3 esto equivale a que
2o caiga en el rango de las dreas sombreadas, de acuerdo con la hipdtesis de que se trate.

Si queremos probar la hipotesis bilateral con una confianza de 95%, entonces z,,,, = 1.96; ademas,
como z, = 2.41, entonces z, > 1.96; por lo tanto, se rechaza Hy : p = 0.08. Esto ya se intuia, puesto que
la proporcion muestral habia sido p = 0.13.

Sien lugar de tener x = 20 defectos, se tuvieran x = 15, entonces p= 0.10. Al sustituir esto en (2.6)
con n = 150, se obtiene que z,= 0.90, que no es mayor que z,, = 1.96. De aqui que no se rechace
H, : p=0.08. Es decir, en este caso p= 0.10 no es evidencia suficiente contra H, : p = 0.08.

El riesgo de una decision equivocada: errores tipo | y tipo |l

Probar una hipotesis estadistica es una decision probabilistica, por lo que existe el ries-
go de cometer un error tipo I o un error tipo II. El primero ocurre si se rechaza H, cuando
ésta es verdadera, y el error tipo 1T es cuando se acepta Hy y ésta es falsa. En toda prueba
de hipétesis cada tipo de error tiene una probabilidad de ocurrir. Con ¢ y § se denotan
las probabilidades de los errores tipo I y II, respectivamente. Asi,

a = Pferror tipo I} = probabilidad de rechazar H, siendo verdadera

Es cuando se acepta una H, que es falsa. B = Plerror tipo 11} = probabilidad de aceptar H, siendo falsa
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A1 —f se le llama potencia de la prueba, y es la probabilidad de rechazar H, cuan- » Potencia de la prueba
do es falsa. A a también se le conoce como la significancia dada de la prueba y es la P
probabilidad de la region o intervalo de rechazo; su valor se especifica por parte del  Es la probabilidad de rechazar H, cuando
investigador desde que planea el estudio. Por lo general se utilizan los valores @ = 0.05  es falsa.
0 0.01, dependiendo del riesgo que se quiera admitir en la conclusion. Mientras mas pequetio es el
valor de a, se requiere mas evidencia en los datos para rechazar H,. Por ejemplo, si la accion a tomar
después de rechazar H, implica una inversion fuerte de recursos, se recomienda utilizar & = 0.01 para
tener mayor confianza de que la decision sera la adecuada. Si la decision no implica una inversion fuer-
te, es suficiente trabajar con a = 0.05, que es el valor mas utilizado para este riesgo. Esto es, un valor
mas pequeno que & No necesariamente sera mejor, ya que si se admite poco riesgo (¢ < 0.01) se esta
truncando la posibilidad de cambios que serian positivos para la empresa. Utilizar o = 0.05 significa
que por cada 100 veces independientes que se aplica el procedimiento y se rechaza Hy, se espera que,
en un promedio de 95 veces, tal decision sea la correcta.
Por lo general, en las pruebas de hipotesis se especifica el valor de a y se disefia la prueba de tal
forma que el valor de f3 sea pequenio. Esto es, la probabilidad del error tipo I se controla directamente,
mientras que la probabilidad del error tipo II se controla de manera indirecta con el tamario de la mues-
tra, ya que a mas datos, 8 sera menor. En otras palabras, con una muestra grande es mayor la potencia
de la prueba.'
En la practica suele ser mas delicado cometer el error tipo I que el error tipo 11, debido a que en la
mayoria de las hipotesis el rechazar H, implica objetar algo que se acepta de manera convencional. No
rechazar H, implica, en muchos casos, seguir como hasta ahora. Por lo anterior, es comun que se con-
trole solo el error tipo I, mientras que el error tipo 11 se deja libre como si su magnitud no importara.
Lo cierto es que el error tipo II también importa y la magnitud de su probabilidad debe ser peque-
na (se recomienda = 0.10). El problema es que controlar a f tiene varios problemas; por ejemplo,
muchas veces se requieren grandes tamafios muestrales o se deben realizar muchas repeticiones en el
experimento. Por ello, en este libro no enfatizamos el control del error tipo I, pero damos las recomen-
daciones del ntmero de repeticiones que deben obtenerse en cada experimento para tener un valor
pequeno de .

Prueba para la media con varianza
desconocida

Cuando se estudia el comportamiento de un proceso o un fendémeno, a través de una variable aleato-
ria continua, suele interesar su media y varianza (o desviacion estandar). En particular, al estudiar la
media u, es de interés preguntarse si ésta es igual, mayor o menor que cierto valor u,, donde u, es un
numero conocido. Por ejemplo, puede ser de interés investigar si el rendimiento promedio del proceso
durante esta semana es igual, mayor o menor que el de la semana anterior, u,. Cualquiera de estas tres
preguntas se responden planteando una hipotesis estadistica adecuada.

Las hipotesis se pueden probar suponiendo la varianza poblacional ¢ conocida o desconocida.
Sin embargo, como en la mayoria de los problemas es irreal suponer de antemano que se conoce la
varianza, nos limitamos a describir el caso cuando o no se conoce.

Sea X una variable aleatoria con distribucién normal con media u y varianza ¢, ambas descono-
cidas. Se quiere probar la hipotesis de que la media es igual a cierto valor uy. Es decir, la hipotesis a
probar es

Ho:p=po
Q.7
Hyow # po

1 . . e . =

Es posible afirmar que, en general, es deseable que una prueba estadistica sea potente. Sin embargo, cuando el tamaro de la
muestra se incrementa en exceso (a tamanos en cientos) se llega a tener una potencia excesiva, que lleva al extremo de rechazar
H, cuando es verdadera desde el punto de vista practico.



26

CAPITULO 2

Elementos de inferencia estadistica: experimentos con uno y dos tratamientos

Para probar esta hipotesis se toma una muestra aleatoria de tamarnio n de los posibles valores de la
variable X y se calcula el estadistico de prueba:

X~y
ty = 2.8
NG 2.8)

donde S es la desviacion estandar de los datos. Bajo el supuesto de que Hy es verdadera, este estadistico
se distribuye T de Student con n — 1 grados de libertad. Se rechaza Hj si el valor absoluto del esta-
distico de prueba es mayor que el valor critico de la distribucion, es decir, se rechaza Hy si |ty | > .
Recordemos que (,, es el punto critico de la distribucion T de Student, tal que P(T > t,,) = @/2; o sea,
las areas bajo la curva a la derecha del punto t,, y a la izquierda de —t,,, son iguales a a/2 (véase figura
2.4). Estos valores criticos se obtienen de la tabla de la distribucion T de Student dada en el apéndice o
por medio de un programa de computo, por ejemplo, con Excel se obtiene con la funcion DISTR. T.INV
(a,n-1).

Una breve justificacion del criterio de rechazo para la prueba anterior es la siguiente: por teoria
estadistica se sabe que bajo el supuesto de que Hy : 4 = u, es verdadera, el estadistico de prueba ¢, se
distribuye T de Student con n — 1 grados de libertad y, en consecuencia, hay una probabilidad de 100
(1 —a)% de que el valor de t, caiga entre —t,,, v t,,. De aqui que si la muestra produce un valor de ¢,
fuera de estos limites, entonces tal valor de ¢, es evidencia de que H, es falsa. Por el contrario, si ¢, cae
entre ., y t,», es evidencia a favor de la veracidad de H, ya que no existe ninguna contradiccion.
Obsérvese que la region de rechazo dada por la union de intervalos (-0, —t,,) U (+1,,,, %) esta deter-
minada por la probabilidad & del error tipo I (véase figura 2.4).

Distribuciéon
T de Student

/ conn-1g.l.

0

—tap Lar

Region de Region de Region de
rechazo aceptacion rechazo

Figura 2.4 Regiones de rechazo y de
aceptacién para hipotesis
(2.7).

En aquellas situaciones en las que se desea rechazar Hy : ¢ = u, solo cuando u > u,, la hipotesis
alternativa es unilateral:

Ho:pe=po
2.9)
Hy > po

En este caso se rechaza H, si t, > t,. Por otra parte, si lo que interesa es rechazar H : u = u, sélo cuando
U < U, entonces ahora la hipotesis unilateral se plantea de la forma:

Ho:p=po
(2.10)
Hytu<po

y se rechaza H si ty < —t,,.



Prueba para la varianza 27

Peso de costales guientes cinco pedidos. Pesa los 15 bultos y obtiene que X =
49.4y S? = 1.2. De esta manera, el estadistico de prueba calcu-
lado de acuerdo con la expresion (2.8) esta dado por:

Un fabricante de dulces compra costales de azucar a cierto inge-
nio. Segun los vendedores, los costales tienen un peso medio de

50.1 kg, con una varianza de (0% = 0.5). El comprador sospecha Jn(X—uy)  15(49.4-50.1)
que el peso medio es menor. Para confirmar su sospecha decide to= S = 2 ==2.47

contrastar las hipotesis:
De las tablas de la distribucion T de Student con n -1 = 14

Ho 1 = 50.1 grados de libertad, para & = 0.05, se lee el valor critico ty s, 14 =

Hy < 50.1 @.11) 1.76. Como ty = —2.47 < —1.76 = —t; 95 14, Se rechaza la hipotesis

H, (figura 2.5). Es decir, se rechaza la afirmacién del vendedor

con un nivel de significancia de 5% (& = 0.05). Para ello, se-  de que los bultos tienen un peso medio de 50.1, y ademés la
lecciona de manera aleatoria tres bultos de cada uno de los si-  evidencia sefala que dicho peso es menor que el declarado.

Prueba para la varianza

En el ejemplo 2.4 sobre el peso de costales, a simple vista se puede notar que la varianza ” = 0.5,
declarada por el vendedor, es bastante diferente que la varianza muestral S* = 1.2, lo cual lleva a sos-
pechar que su afirmacion sobre la varianza del proceso es falsa. El hecho de que los dos nimeros sean
distintos no significa que sean estadisticamente diferentes, de aqui la necesidad de contrastar o probar
las hipotesis:

Hy:0°=05
H,:0%>0.5

y de esta manera comprobar si esa diferencia es estadisticamente significativa. Esta hipotesis es un caso
particular de la siguiente:

-
Hy:0" =0,
.
Hy:0" >0,

2 , . o .
donde o, es un valor conocido (0.5 en el ejemplo). Para probar esta hipotesis y bajo el supuesto de
distribucion normal, se utiliza el siguiente estadistico de prueba:

(n-D1S’
Xo="——
Oo
donde n es el tamario de la muestra. Si Hy es verdadera, y 5 sigue una distribucion ji-cuadrada con n -1
grados de libertad. Por ello, se rechaza H, si x(z) > % ., donde xi es un punto critico que se obtiene de la
tabla de distribucion ji-cuadrada. Si aplicamos lo anterior al caso de la varianza del peso de los costales,
obtenemos que:
_(n-DS* 14x12

2
= =33.6
X o 0.5

el cual, bajo el supuesto de normalidad, sigue una distribucion ji-cuadrada con 14 grados de libertad
cuando Hy es verdadera. En la tabla de distribucion ji-cuadrada se lee que x 2 cona =0.05 y 14 grados
de libertad, es igual a 23.68. Como X =33.6>23.68 =y se rechaza H, y se acepta la hipotesis unila-
teral H, (véase figura 2.5). Es decir, la varianza reportada por el vendedor para el peso de los costales
es falsa y, en realidad, la variabilidad del peso de los costales es mayor.
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Tanto el estadistico t, de la hipotesis sobre la media, como el estadistico y ; de la hipotesis sobre la
varianza, cayeron en las respectivas regiones de rechazo, lo cual se representa en la figura 2.5.

Ji-cuadrada

/con 14 g.l.

T de Student

/ con 14 g.l.

¢ 40 50
t A
ty = -2.47 Xo=336
Region de Region de
—rechazo 1 = rechazo

Figura 2.5 Resultados de las hipotesis para la media y para la varianza del peso de
costales con a = 0.05.

Si la hipotesis alternativa para la varianza es bilateral, entonces se rechaza H, si xé > Xi/z osi Xé <
X i _an- Estos valores también se pueden obtener con Excel, mediante la funcion PRUEBA.CHLINV (¢/2,
n—1)y PRUEBA.CHLINV (1 —a/2,n - 1).

Prueba para una proporcion

Como se sefialo al inicio de la presente seccion [véanse expresiones (2.4) y (2.5)], cuando se hace un
analisis o investigacion donde se involucran variables cualitativas o de atributos, es frecuente que se
quiera verificar si el valor de una proporcion poblacional p es igual a un cierto valor p, En estos casos
resulta de interés probar la siguiente hipotesis:

Hy:p=po
Hy:p # po

Si de la poblacion o proceso de referencia se extrae una muestra de n elementos, y x de ellos tienen la

s . ) - . S _ X
caracteristica de interés, entonces la proporcion muestral esta dada por p=—. Si se supone que X
n

tiene una distribucion binomial y n tiene un valor relativamente grande, entonces el estadistico de
prueba se obtiene apoyandose en la aproximacion de la distribucion binomial por la normal. En espe-
cifico el estadistico de prueba de referencia esta dado por:

X —np,

1Py a- po)

Se rechaza H, con una significancia g, si el valor absoluto de z, es mayor que el valor critico de la

Zy =

distribucién normal estandar, z,,,; es decir se rechaza la hipétesis nula si |zy| > z,,,. En caso de que
la hipotesis alternativa sea unilateral, por ejemplo Hy : p > po; entonces se rechaza H, si 2o < — 2,

Para tener una buena aproximacion de la distribucion normal a la binomial, y tener asi mejores
bases para tomar una decision en relacion con Hy, es deseable que n sea relativamente grande y que la
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proporcion poblacional supuesta p, no esté muy proxima a cero o a uno. Una forma operativa de veri-
ficar esto es que si py < 0.5, entonces se debe cumplir que np, > 5.0; y si p, > 0.5, entonces asegurarse
de que n(1 —py) > 5.0.

Suponga que en cierta ciudad se quiere saber si los jovenes de  tiene exceso de peso en la ciudad de referencia, entonces lo que
12 a 19 anos tienen mas o menos problemas de exceso de peso interesa es probar la siguiente hipotesis:

corporal que en el conjunto del pafis. De los datos nacionales se

sabe que 35% de los jovenes de esas edades tiene sobrepeso u Ho:p=0.35

obesidad. Sea p la proporcién de jévenes de 12 a 19 afios que Hy:p # 0.35

Suponga que mediante un método adecuado de muestreo se selecciona a 300 jovenes de las edades
de interés, se les mide su talla y peso, y con base en esto se determina que 90 de ellos tienen exceso de
peso. De aqui que el estadistico de prueba sea igual a

__90-300x035  _ o0
300x0.35(1-0.35)

2o

Dado que con una confianza del 95% el valor critico 245, =1.96, entonces no se rechaza H,, puesto

que no se cumple que |Zo| > 2, Asi que a pesar de que en la muestra se observa que el 30% de los
jovenes tiene exceso de peso, esto no es una evidencia suficiente para concluir que en tal ciudad la
situacion en cuanto al peso es diferente a la del conjunto del pais.

Tres criterios de rechazo o aceptacion equivalentes

Al menos en las hipotesis mas usuales, existen tres criterios equivalentes para decidir cuando rechazar
la hipotesis nula y, en consecuencia, aceptar la hipotesis alternativa. La equivalencia es en el sentido de
que los tres llevan invariablemente a la misma decision en términos de rechazar o no a H,. Sin embargo,
algunos de estos métodos proporcionan informacion adicional sobre la decision que se esta tomando,
por lo que en algunas situaciones puede resultar ventajoso usar un criterio y no otro.

Estadistico de prueba frente a valor critico

Este es el criterio que utilizamos en el ejemplo previo y es el que tradicionalmente se empleaba an-

tes de las facilidades que ahora provee la computacion; por ello, es el que se explica en muchos li-

bros de texto. Este método consiste en rechazar H, si el estadistico de prueba cae en la region de re-

chazo que esta delimitada por el valor critico. Debe tenerse cuidado de comparar los

valores adecuados, dependiendo de la hipétesis alternativa de que se trata. Cuando » . .

los calculos se hacen de forma manual, este criterio es el inico que comtinmente se usa. Significancia
, q

No obstante, este método tradicional es el que da menos informacion adicional acerca

de la decision tomada. Es el riesgo maximo que el experimenta-

dor esta dispuesto a correr con respecto al

error tipo |. Se denota con &.

predefinida

Significancia observada frente a significancia
predefinida » Significancia observada

La significancia predefinida, que se denota con e, es el riesgo maximo que el experimen-  Es el area bajo la distribucion de referen-
tador esta dispuesto a correr por rechazar H, indebidamente (error tipo I). Mientras que ~ cia mas alla del valor del estadistico de
la significancia observada o calculada, también conocida como p-value o valor-p, es el area  Prueba. Se conoce como valor-p.
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bajo la distribucion de referencia mas alla del valor del estadistico de prueba. La expresion “mas alla
del estadistico de prueba” significa, por ejemplo en la prueba T bilateral, el 4area bajo la curva fuera del
intervalo [~ty, t,], es decir:

valor-p = P(T < —to) + P(T > + t,)

donde T es una variable que tiene una distribucién T de Student con n — 1 grados de libertad. Si la
prueba es unilateral de cola derecha (izquierda), la significancia observada es el area bajo la curva de
la distribucion a la derecha (izquierda) de t,. De lo anterior se desprende que H, se rechaza si la signi-
ficancia observada es menor que la significancia dada, o sea, si el valor-p < a.

Este criterio es mejor que el anterior porque la significancia observada se puede ver como la pro-
babilidad o evidencia a favor de Hy; por lo tanto, representa una medida de la contundencia con la que
se rechaza o no la hipotesis nula. Por ejemplo, si la significancia observada o valor-p es igual a 0.0001,
entonces solo hay una probabilidad a favor de H, de 0.0001, por lo que se rechazaria la hipotesis nula
con un riesgo tipo I'de 0.0001, que es menor del que se esta dispuesto a admitir, tipicamente & = 0.05.
En otras palabras, un valor-p = 0.0001 senala que el valor observado del estadistico de prueba prac-
ticamente no tenfa ninguna posibilidad de ocurrir si la hipotesis nula fuera verdadera, lo que lleva a
concluir de manera contundente que la hipotesis nula debe rechazarse.

En la figura 2.6 se muestra, utilizando una hipdtesis bilateral, que cuando ocurre el evento |¢|
< t,» necesariamente sucede que valor-p > a, y viceversa. En el caso representado en la figura no se
rechaza H, con cualquiera de los dos criterios. La comparacion de t, frente a t,,, consiste en contrastar
simples ntimeros, mientras que comparar las significancias « frente a valor-p es contrastar probabilida-
des, de aqui que esto ultimo sea mas informativo.

— valor-p/2 valor-p/2

al2 al2
7777, NN\
—tyn ~to to tun
Region de Region de Region de
rechazo aceptacion rechazo

Figura 2.6 Comparacion de significancias, valor-p > .

Intervalo de confianza

En este método se rechaza H,, si el valor del parametro declarado en la hipotesis nula se encuentra fuera
del intervalo de confianza para el mismo parametro. Cuando la hipotesis planteada es de tipo bilateral,
se utiliza directamente el intervalo al 100 (1 — a)% de confianza. Si la hipotesis es unilateral, se requiere
el intervalo al 100 (1 —2a)% para que el area bajo la curva, fuera de cada extremo del intervalo, sea
igual a a. Por ejemplo, en el caso de la hipotesis unilateral sobre la media del peso de costales dada
por la expresion (2.11), se debe construir el intervalo al 100(1 — (2 x 0.05))% = 90% de confianza para
aplicar este criterio con una significancia a = 0.05. El intervalo al 90% de confianza para la media u
esta dado por:

Rty gy = 4040+ 1.76(%]: 49.40+0.497 = [48.9, 49.9]

In

Asi, con una confianza de 90%, u esta entre 48.9 y 49.9. En tanto, el valor 50.1 declarado en la
hipotesis nula no pertenece al intervalo, y ademas el intervalo esta ubicado a la izquierda del 50.1;
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por lo tanto, se rechaza la hipotesis Hy : 4 = 50.1 y la evidencia sefiala que contienen menos azucar
de la que se afirma. Notese que para rechazar una hipotesis unilateral también es necesario verificar
la ubicacion del intervalo en relacion con el valor declarado en la hipotesis nula; el intervalo debe
ubicarse con respecto a este valor, como lo indica la hipotesis alternativa. En el ejemplo, la hipotesis
alternativa es H, : 4 < 50.1, por lo que para rechazar la hipotesis nula el intervalo debe ubicarse a la
izquierda de 50.1, como ocurre en este caso.

Este criterio es ttil cuando el software proporciona el intervalo de confianza para el parametro de
interés, pero no provee la prueba de hipotesis correspondiente. También puede ser que el experimen-
tador quiera, ademas de la conclusion de la hipotesis, el intervalo de confianza para el parametro que
le interesa; en ese aspecto, este criterio tiene ventajas sobre los anteriores.

Comparacion de dos tratamientos

En los problemas de investigacion experimental es frecuente que sea necesario comparar dos trata-
mientos diferentes, es decir, dos condiciones diferentes del proceso, dos tipos diferentes de dietas,
dos formas de cultivar, etc. La comparacion se puede hacer respecto a las correspondientes medias
poblacionales, varianzas, proporciones o algtin otro parametro. En seguida se explica como plantear y
probar las hipotesis correspondientes.

Hipotesis para dos medias

Un problema frecuente que se presenta es comparar la media de dos procesos o dos tratamientos.
Supongamos que interesa comparar las maquinas A y B, que realizan la misma operacion. Para ello se
obtendra una muestra aleatoria de productos procesados por cada maquina, a los cuales se les medira o
evaluara alguna caracteristica a través de una variable continua Y. De tal forma que los datos a observar
en la maquina A son Yy, Yy, ..., Ya, v los datos de la maquina B son Yy, Yg,, ..., Yg,, que se pueden
escribir como en la tabla 2.2:

I Tabla 2.2 Comparacién de dos tratamientos

Tratamientos
Prueba o dato Maquina A Maquina B
1 YAl YBl
2 YAZ YBZ
n YAn YBn

Para que la comparacion sea justa, la materia prima que utilizan las maquinas se asigna de forma
aleatoria a las maquinas, y las 2n pruebas o corridas se hacen en orden aleatorio. No es adecuado reali-
zar primero todas las pruebas de la maquina A y posteriormente las de la maquina B, porque eso puede
favorecer a una de las maquinas y afecta (sesga) la comparacion. La asignacion aleatoria del material
hace posible que a cada maquina le corresponda material con una calidad equivalente, y el orden alea-
torio de las pruebas nulifica el efecto de las fuentes de variabilidad que acttian durante el transcurso de
las mismas (como las variables ambientales), al repartir su efecto equitativamente en ambas maquinas.
Ahora, veamos como hacer estadisticamente este tipo de comparaciones.

Suposicion de varianzas desconocidas pero iguales

. . . 2 2 .
Sean dos procesos o tratamientos con medias Uy ,Lty Yy varianzas o,y O“y, respectivamente. Interesa

investigar si las medias de dichos tratamientos pueden considerarse estadisticamente iguales. Para ello
se plantean las siguientes hipotesis:

31
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Hy:py = Uy
(2.12)
HA U F :uy
que se pueden reescribir como:
Hy:u, —Uy = 0
(2.13)
HA By _:uy #0

Para probar H, se toman muestras aleatorias, como en el ejemplo de las maquinas antes descritas, de
tamano n, la del proceso X, y de tamano n, la del proceso Y; en general, es recomendable que n, =n, =
n, pero también puede trabajarse con n, # n, si no pudieran tomarse iguales. Si la variable de cada tra-
tamiento sigue una distribucion normal y son independientes entre si, y si se supone que las varianzas
de los procesos son desconocidas pero iguales, entonces el estadistico de prueba adecuado para probar
la hipotesis de igualdad de medias esta dado por:

ly =—F— (2.14)

el cual sigue una distribucion T de Student con n, + n, — 2 grados de libertad, donde S, es un estimador
de la varianza comun, y se calcula como:

2 2
2 (n, =DS+(n, =1)Sy ‘

P

ne+n, —2

con S y Si las varianzas muestrales de los datos de cada tratamiento.

Se rechaza H, si |ty| > t,,, donde t,, es el punto /2 de la cola derecha de la distribucion T de
Student con n, + n, — 2 grados de libertad. Cuando la hipotesis alternativa es de la forma Hy : u, > u,, se
rechaza Hy : u, = p, si ty > t,,, y si es de la forma Hy : s, < u,, se rechaza si ty < —t,,. En forma equivalente,
se rechaza H, si el valor-p < « para la pareja de hipotesis de interés.

Ejemplo 2.6

Comparaci()n de dos centrifugadoras nes distintas para la misma pintura. Se decide hacer un estudio
que permita comparar las medias y las varianzas reportadas por
La calidad de la pintura latex depende, entre otras cosas, del  los dos equipos; para lo cual, de un mismo lote de pintura se to-
tamano de la particula. Para medir esta caracteristica se utilizan ~ maron 13 lecturas con cada centrifugadora. Los resultados son
dos centrifugadoras, y se sospecha que éstas reportan medicio-  los siguientes:
Centrifugadora x 4714 4601 4 696 4 896 4905 4870 4987
5144 3962 4066 4561 4626 4924
X4 =4 684.00 Si =124 732.00
Centrifugadora y 4295 4271 4326 4530 4618 4779 4752
4744 3764 3797 4401 4339 4700
X5 =4408.92; S; =112 020.00
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Para comparar las medias se plantea la hipotesis de igualdad de medias con la alternativa bilateral,
puesto que no hay ninguna conjetura del experimentador acerca de cudl centrifugadora puede reportar
valores mayores. Luego, el planteamiento es:

Hy:u,=uy
Hyope # py

la cual se desea probar con un nivel de significancia de 5% (a = 0.05). Suponiendo igualdad de va-
rianzas para el tamano de la particula, el estadistico de prueba calculado con las formulas (2.14) esta
dado por:

 468400-440892
* 344,061/ 13)+(1/13)

De la tabla de distribucién T de Student con 13 + 13 — 2 = 24 grados de libertad, se obtiene el
PUnLo Critico ty s 24 = 2.064. Como |ty| =2.04 < 2.064 =t,,, no se rechaza Hy, por lo que se concluye
que las centrifugadoras A y B reportan en promedio el mismo tamaro de particula. Es decir, las centri-
fugadoras son estadisticamente iguales en cuanto a sus medias. Sin embargo, conviene observar que el
rechazo es por un margen muy escaso, puesto que el estadistico de prueba y el punto critico son muy
similares. Al comparar la significancia predefinida a = 0.05 con el valor-p = 0.053 se concluye lo mis-
mo (no se rechaza Hy), pero se aprecia que si tal significancia predefinida por el experimentador fuera
a = 0.055, la decision sobre la hipotesis seria rechazada. Esto es, basta con que el experimentador esté
dispuesto a correr 0.5% de riesgo tipo I adicional para concluir que las medias de las centrifugadoras
no son iguales. En general, no es recomendable cambiar a posteriori el valor & para modificar la decision
sobre una hipotesis, pero habria situaciones en las que se pueden admitir probabilidades de este error
hasta de a = 0.1, dependiendo de lo que implica rechazar la hipétesis.

Otro aspecto a considerar es la significancia practica de la decision sobre la hipdtesis, lo cual tiene
que ver con la diferencia observada, que en este caso es:

X —Y =4684.00 — 4 408.92 = 275.08

y representa un estimador de la diferencia en las medias poblacionales del tamano de particula que
reportan por las centrifugadoras. En caso de que 275.08 represente una diferencia relevante, que pue-
de impactar fuertemente la calidad del tamano de particula, seria un elemento favorable al tratar de
verificar si tal diferencia es real. Ya sea al analizar la conveniencia de utilizar a = 0.055 o tomando mas
datos. Si por el contrario, la diferencia observada se considerara despreciable o irrelevante desde el
punto de vista practico, entonces “conviene” aplicar estrictamente & = 0.05 y concluir que las medias
de las centrifugadoras son iguales.

Sin suponer varianzas iguales

En ocasiones las varianzas de los tratamientos a comparar son diferentes o por lo menos no hay eviden-
cias que permitan suponer su igualdad porque no existen datos historicos sobre los dos tratamientos.
Por ejemplo, al comparar dos proveedores del mismo material, puede no haber razones para suponer
de antemano que las varianzas de cada uno de ellos sean iguales o parecidas (estadisticamente). Si no
se supone igualdad de varianzas, el estadistico de prueba para Hy : u, = u, esta dado por:

(2.15)
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que sigue aproximadamente una distribucion T de Student, cuyos grados de libertad v (nu) se calculan
mediante la relacion:

2
Sy Sy

n n

x y
V:
(S2/n,) +(Sj/ny)2
n,+1 n,+1

-2 (2.16)

Como antes, se rechaza H si [ty] >t , 0 siel valor-p < a. Por ejemplo, si en el caso de las cen-
trifugadoras no se pudiera suponer que las varianzas son iguales, el valor del estadistico dado por la
expresion (2.15) resulta ser ¢, = 2.04, y aplicando la formula (2.16) para calcular los grados de libertad,
se obtiene que v = 26. Con esto se determina que el valor-p = 0.052. Por lo tanto, con « = 0.05, no se
rechaza la igualdad de las medias. Esta es la misma decision que se obtuvo al suponer varianzas igua-
les; observe que los valores de t, y el valor-p son practicamente iguales que antes.

Prueba para la igualdad de varianzas

En lugar de suponer, en la prueba de medias, que las varianzas son iguales o diferentes, se puede pro-
ceder a verificarlo de manera estadistica mediante las hipotesis:

2 2
Hy:o =0,
2.1
2 2 ( 7)
Hy:0.#0,

La comparacion de varianzas tiene interés en si misma, con independencia de las medias, puesto
que éstas son determinantes en cualquier proceso o tratamiento. En general se considera que menor
varianza implica potencialmente mejor calidad. Por ejemplo, en el caso de las centrifugadoras interesa
ver si alguna de ellas tiene mayor error (variabilidad) en sus mediciones. El planteamiento de la hipo-
tesis se puede reescribir como:

2
H,y : 0-—)2( =1
o
yz (2.18)
GX
HA : F #1
y
para enfatizar que la prueba se basa en la distribucion del estadistico,
2
F=2 (2.19)
S
y

el cual, bajo el supuesto de que H, es verdad, sigue una distribucion F con n, — 1 grados de libertad
en el numerador y n, — 1 grados de libertad en el denominador. Al calcular el valor del estadistico de
prueba se obtiene que F, = 1.11. Como la distribucion F no es simétrica, el valor-p esta dado por el
area bajo la curva a la derecha de 1.11, mas el area bajo la curva a la izquierda de 1/1.11 = 0.9.* Con
un programa de computo se obtiene valor-p = 0.85. Por lo tanto, utilizando « = 0.05, la decision es
no rechazar H, : 0)2( = ayz, y se concluye que, estadisticamente, las centrifugadoras tienen la misma
variabilidad, precision o error de medicion. El valor del valor-p tan grande con respecto al valor de «,
senala que la decision de no rechazar la igualdad de varianzas es contundente. Los valores criticos de

> En general, los puntos porcentuales de cola izquierda y cola derecha de la distribucién F cumplen la igualdad:
Figon-tny-1= 1/F,, ny—1n -1 ES decir, uno es el inverso del otro, intercambian los grados de libertad del numerador y del
denominador. Si éstos son iguales simplemente es el inverso.
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la distribucion F se pueden obtener con Excel mediante la funcion DISTR F.INV. (/2, n, -1, n, — Dy
DISTR. F. INV (1 —a/2,n, -1, n, — 1).

Comparacion de proporciones

Una situacion de frecuente interés es investigar la igualdad de las proporciones de dos poblaciones o
tratamientos, es decir, se requiere probar la siguiente hipotesis:

Hy:pi=p,
Hy:pr#p,

donde p, y p, son las proporciones de cada una de las poblaciones o tratamientos. Por ejemplo, para
evaluar dos farmacos contra cierta enfermedad se integran dos grupos formados por dos muestras alea-
torias de n; = n, = 100 personas cada una. A cada grupo se le suministra un farmaco diferente. Trans-
currido el tiempo de prueba se observan x; = 65 y x, = 75 personas que se recuperaron con el farmaco
en los grupos correspondientes. Para ver si estas diferencias son significativas a favor del farmaco 2, se
necesita probar la hipotesis de igualdad de proporciones. Para ello, bajo el supuesto de distribucion
binomial, el estadistico de prueba g, esta dado por:

b by
\/@(1—@(%1)
no n,

R + . . . . .
donde p= 075 Se rechaza Hysi |zo] > 24. Cuando la hipotesis alternativa es unilateral, entonces
n,+n,
ZoSe compara con z,. En el caso de los farmacos, como p = (65 + 75)/(100 + 100) = 0.70, entonces:

2o =

65 _ 75

20 = 100 100 —_1543

\/0.7(1 - 0.7)(1+1j
100 100

Como |zy| = 1.543 no es mayor que 2o, = 1.96, entonces no se rechaza Hy, por lo que no hay
evidencia suficiente para afirmar que un farmaco es mejor que el otro.
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35

En las secciones anteriores se probo la hipotesis de igualdad de las medias de dos po- » Orden completamente

blaciones o tratamientos, suponiendo que las dos muestras son independientes. Esta  al azar

suposicion se justifica por la manera en la que se obtienen los datos; es decir, la muestra

que se obtiene del tratamiento 1 es independiente de la muestra para el tratamiento 2,

y los datos se obtienen en orden completamente al azar. Con esto se justifica la suposi-

cion de que no existe relacion directa entre las dos muestras. orden aleatorio.
Recordemos que orden completamente al azar significa que las unidades se asignan

de manera aleatoria a los tratamientos, mientras que las pruebas o corridas experimen-

tales se hacen en orden estrictamente aleatorio, lo cual se hace con la idea de evitar

cualquier sesgo que pudiera favorecer a uno de los tratamientos. @ Muestras pareadas

Es aquel en el que las unidades se asignan
de manera aleatoria a los tratamientos, y
las pruebas experimentales se hacen en

Sin embargo, en muchas situaciones experimentales no conviene o no es posible  gon aquellas en las que los datos de am-
tomar muestras independientes, sino que la mejor estrategia es tomar muestras pared- bos tratamientos se obtienen por pares,
das. Esto significa que los datos de ambos tratamientos se obtienen por pares, de forma  de manera que éstos tienen algo en co-

que cada par son datos que tienen algo en comun,; por ejemplo, que a la misma unidad ~ mtn y no son independientes.
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experimental o espécimen de prueba se le apliquen los tratamientos a comparar. Un par de ejemplos
son:

* Alos mismos pacientes se les aplican dos medicamentos (tratamientos) para el dolor en distintas
ocasiones; los tratamientos a comparar son los dos medicamentos.

e Alas mismas piezas se les hace una prueba de dureza con distintos instrumentos; aqui se quieren
comparar los instrumentos.

En el primer caso, el apareamiento consiste en que el grupo de pacientes que recibe el medica-
mento A es el mismo grupo que recibe el medicamento B, por lo que las mediciones del efecto de los
medicamentos sobre el mismo paciente estan relacionadas, y en este sentido no son independientes.
Al ser el mismo grupo el que recibe ambos tratamientos se logra una comparacion mas justa y precisa,
pero, ademias, al observar las diferencias entre los tratamientos en un mismo paciente se eliminan otras
fuentes de variacion y se logra hacer una comparacion sin sesgos. En el caso de las piezas, si una es
grande se espera que ambos instrumentos tiendan a reportar una medicion alta, por lo que se prevé
que haya una fuerte correlacion entre las mediciones reportadas con los dos instrumentos. Ademias, al
medir las piezas con los dos instrumentos, si hay diferencias en las mediciones sobre la misma pieza,
entonces esas diferencias se deben principalmente al sistema de medicion.

Comparacién de dos basculas pesa en ambas basculas, cuidando que el orden en el que se uti-
lizan sea elegido al azar. El trabajo lo realiza el mismo operador

Se desea ver si dos basculas estan sincronizadas. Para ello se y los datos obtenidos se muestran en la tabla 2.3,

toma una muestra aleatoria de 10 especimenes y cada uno se

I Tabla 2.3 Mediciones reportadas por dos basculas

Espécimen Bascula 1 Bascula 2 Diferencia

1 11.23 11.27 -0.04
2 14.36 14.41 -0.05
3 8.33 8.35 -0.02
4 10.50 10.52 -0.02
5 23.42 2341 -0.01
6 9.15 9.17 -0.02
7 13.47 13.52 -0.05
8 6.47 6.46 0.01
9 12.40 12.45 -0.05
10 19.38 19.35 0.03

Medias: 12.87 12.89 -0.022
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Es claro que tenemos el caso de observaciones pareadas, ya que el peso que registra una bascula
para un espécimen no es independiente del que registra la otra bascula para el mismo espécimen, en el
sentido de que si uno es muy pesado se espera que ambas basculas lo detecten.

La comparacion de las basculas se puede evaluar probando la siguiente hipétesis:

Ho:tpy =y
Hyop #py

donde u, es el peso promedio poblacional que mide la bascula 1 y u, es el peso promedio poblacional
que mide la bascula 2. Entonces, estas hipotesis, en el caso pareado, se plantean de manera equivalente
comor:

Ho:up=0
(2.20)
Hy:up#0

donde up, es la media de la poblacion de diferencias. De esta manera, el problema de comparar las
medias de dos poblaciones se convierte en el problema de comparar la media de una poblacién con
una constante. En este sentido, el estadistico de prueba para la hipotesis (2.20) es el caso particular del
estadistico (2.8) para una media, cuando u, = 0 (véase seccion “Prueba para la media” de este capitulo).

Esto es, con la muestra de n diferencias (d,, d,, ..., d,) se obtiene el estadistico dado por:
to = L (2.21)
* S/ '
donde d = —0.02 es el promedio muestral de las diferencias, S, = 0.0287 es la desviacion estandar

muestral de tales diferencias y n es el tamario de la muestra. Bajo H, el estadistico t, se distribuye como
una T de Student con n — 1 grados de libertad, por lo que H se rechazasi |ty| >t ,_1, 0 si valor-p <.
Al hacer los calculos resulta que:

L 00 _
® 7 0.0287/410

Como el valor-p = 0.055 es mayor que a = 0.05 no se rechaza H, a un nivel de significancia de a =
0.05. Es decir, no hay suficiente evidencia en contra de la sincronizacion de las basculas. Sin embargo,
esta conclusion es bastante endeble dado que el valor-p es muy similar al valor . De hecho, con « =
0.06 se concluiria lo contrario, y el experimentador deberfa considerar la posibilidad de asumir este
riesgo de 6% y rechazar la sincronizacion de las basculas.

Sien el ejemplo, en lugar de analizar las diferencias, que es la manera correcta de resolver el pro-
blema, se analizan por separado las mediciones de cada bascula, el efecto de las posibles diferencias
entre los dos instrumentos se mezclaria con la variabilidad que de por si tienen las piezas. Pero aun
si se pesara un grupo diferente de 10 especimenes con cada bascula, entonces la propia variabilidad
de las piezas dentro de cada grupo, mas las diferencias entre los dos grupos, probablemente ocultaria
el efecto de la diferencia de los instrumentos de medicion. Asi, las observaciones pareadas son ne-
cesarias para eliminar fuentes de variabilidad que podrian no dejar hacer la comparacion de manera
eficaz; esto quedara mas claro a continuacion.

Poblaciones pareadas: caso mas general

La mayoria de las aplicaciones de la prueba pareada buscan una estrategia en la que las diferencias
observadas se deban a los tratamientos que se quiere comparar, y no al efecto de la heterogeneidad
que de por si tienen los especimenes de prueba. De esta manera, la prueba pareada puede utilizarse en
situaciones mas complejas donde es necesario comparar tratamientos ante la presencia de varias fuentes
de variabilidad explicitas. Por ejemplo, se quieren comparar dos maquinas por medio de los resultados
que generan, pero el material que utilizan tiene una historia larga en la que sufrio el efecto de varios
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factores como son: proveedores, lotes, turnos, dias, subprocesos, etc.; entonces, al no ser posible hacer
dos mediciones sobre la misma pieza como en el caso de las basculas, se requiere una identificacion
mas estricta de las fuentes principales de variabilidad a fin de parear los datos con base en ellas.

|mpurezas en cofres levantados y cerrados Cada dato en las columnas levantado y cerrado en la tabla 2.4
representa el promedio de impurezas en 10 autos, de tal for-

ma que en el experimento se utilizaron en total 200 autos. La
aleatoridad se llevé a cabo por parejas de autos: antes de la en-
trada a los hornos se aleatorizo si el cofre del primero estaria
levantado o cerrado; si le tocaba levantado, el cofre del segundo
auto debia estar cerrado. El planteamiento estadistico consiste
en probar la hipotesis de que la media de las diferencias es cero:

En una fabrica de autos se tiene la conjetura o hipotesis de que
el nimero de impurezas en la pintura de los cofres de los autos
es diferente, dependiendo de si el auto pasé con el cofre ce-
rrado o abierto por los hornos de secado. Se decide realizar un
experimento para comparar el numero promedio de impurezas
en cada situacion del cofre (tratamientos). Se consideré que no
era adecuado utilizar muestras independientes, ya que se sabia
que los dias de la semana o los turnos podian tener influencia
en el nimero de impurezas. Estos dos factores se incluyen en el
estudio como el criterio de apareamiento, como se muestra en
la tabla 2.4, en la cual también se aprecian los datos obtenidos.
Asf, en cada combinacién de dia y turno se asignaron carros con
el cofre levantado y cerrado.

HO :luD =0
(2.22)
Hay:tp #0

Al aceptar Hy : up = 0 se estaria admitiendo que el niamero de impurezas promedio en el cofre
levantado y cerrado son iguales (Hy : g, = up). El valor del estadistico de prueba es:

. d 074
° T s,/dn 0.2413/410

y el nivel de significancia observado (valor-p) es 0.0000046, el cual es menor que a = 0.05, por lo tan-
to, se rechaza de manera contundente la hipdtesis nula de que los tratamientos son iguales, es decir, el
namero de impurezas en los cofres depende de si éste se encuentra levantado o cerrado cuando el auto
pasa por los hornos. Pero ademas, como se observa en los datos, cuando el cofre esta levantado hay me-
nos impurezas; entonces, a partir de esto se decidi6 que los cofres de los autos se levantaran al entrar a
los hornos de secado. Con esta medida se logro reducir en forma significativa el nimero de impurezas.

Notese en la tabla 2.4 la gran variabilidad que existe entre los datos de un dia a otro, y también
entre turnos. Eso causa que, si en lugar de analizar las diferencias se analizan los datos de cada trata-

1 Tabla 2.4 Numero de impurezas en cofres de autos

Bloque Dia Turno Cerrado | Levantado | Diferencia
1 LUNES M 3.4 2.7 0.7
2 LUNES T 3.7 3.2 0.5
3 MARTES M 2.9 1.8 1.1
4 MARTES T 2.5 1.9 0.6
5 MIERCOLES M 1.6 1.1 0.5
6 MIERCOLES T 2.8 2.2 0.6
7 JUEVES M 3.7 2.8 0.9
8 JUEVES T 59 4.8 1.1
9 VIERNES M 4.8 4.3 0.5
10 VIERNES T 4.3 3.4 0.9

Medias: 3.56 2.82 0.74
Desviaciones estandar: 1.23 1.15 0.24
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miento (posicion del cofre) por separado, las diferencias debido a tratamientos quedan ocultas ante
tanta variabilidad. En efecto, si la comparacion se hace siguiendo el criterio de muestras independien-
tes, entonces de acuerdo con lo visto en la subseccion “Hipotesis para dos medios” de este capitulo, el
estadistico de prueba es t = 1.39, que le corresponde un valor-p = 0.18, por lo que al proceder de esa
manera se concluiria en forma equivocada que no hay diferencias entre tratamientos (los detalles de
este analisis se dejan como ejercicio). Esto, aunado a las mejoras logradas, justifica que la forma como
se hizo el apareamiento fue necesaria y correcta, ya que, como se aprecia en el arreglo de la tabla 2.4,
se aseguro6 que al aparear carros pintados el mismo dia y en el mismo turno, se logran resultados mas
homogéneos a los que se les aplican los tratamientos, por lo que las diferencias observadas dentro de
un mismo dia y turno se deben en gran medida a los tratamientos.

Resumen de férmulas para procedimientos
de prueba de hipdtesis

En la tabla 2.5 se resumen las formulas de los procedimientos de pruebas de hipotesis que involucran
un parametro de una sola poblacion, mientras que en la tabla 2.6 se listan los procedimientos que invo-
lucran dos parametros de dos poblaciones. En cada caso se muestra el planteamiento de la hipotesis, el
estadistico de prueba y el criterio de rechazo, este tltimo para cada una de las tres posibles alternativas.
Si se trabaja con un software estadistico es mas directo y conveniente basarse en el criterio del valor-p,
el cual, para cualquier hipoétesis, debe ser menor que « para que sea posible rechazar H,,.

I Tabla 2.5 Procedimientos de prueba de hipdtesis para un pardmetro

Hipotesis Estadistico de prueba Criterio de rechazo
a)Hy @ g = o
X —
Hy o # o to = S/jio Ito] > tas
n
Hy o U > Uy ty >ty
Hy o u < Uy to <—tg
c 52 P
b) Ho 02 _002 X0 > Xar w1 © X0 < Xi-ar, v
Hy : 07 #0
A 2 g 2_(?’1—1)52 %(2)>Z?1,n—1
Hy : 0~ > 0, - 22
0 < - n—.
HA10<0§ Xo<Xi-on-1
A Hy : p=po
Hy  p#p PR Sl I 20| > Zars
A 0 0=
Jnpo(1—
Hy @ p>po Poll=po) 20 > 2
Hy - P <Po 2o <2

X numero de defectos

En la tabla 2.6 note que aparecen tres maneras de probar la igualdad de medias Hy: la primera a) es
para el caso de muestras independientes suponiendo varianzas iguales. La segunda b) es para muestras
independientes sin suponer varianzas iguales, y el caso e) es para muestras pareadas.
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I Tabla 2.6 Procedimientos de prueba de hipdtesis para dos parametros.

Estadistico de prueba

Criterio de rechazo

Hipotesis
a) Ho @ =,
Hy + oy # uy
Hy oy >y
Hy tpy <y
b)Hy @ ) =,
Hy + py # uy
Hy oy >y
Hy +py <y
2 2
0OH,:0/=0,
2 2
Hy : 0, # 0,
2 2
HA . 01>02
2 2
HA : UI<02
A Hy : pr=p,
Hy : py#=ps
Hy : pr>p,
Hy @ pi<p,
&) Hy @ py =ty
Hy vy # Uy
Hy oy >y
Hy tpy <y

X, - X,
11
Sp | —+—
n Ny

to—

donde

s = |t —DST+(n, - 1S3
! n+n, -2

X -X,

51,85

np ny

to =

donde

2
Si,S
ny ny

(A ) R (S3/n, )

n +1

Fy

n, +1

_S

S3

|to| > a2, ny4n,—2
CO > t(x, n+n, =2

tO < _ta, n4n,—2

|to| >lan v
to >to v
to <—tg. v

Fy>Fynn-1.n-1 OF <Fi_ga n—1.n-1

donde

Fy >F,

,m—1, =1

FO < Flfa, nm—1,n,-1

|Zo| > Zan
20 > 2qy
20 <—Zq4

lto] > toa, n
to >lg no1

tO < _ta, n—1
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Uso de software

a - »

Los métodos estadisticos tratados en el presente capitulo son mas féciles de aplicar si se utiliza un software
para hacer los calculos. Practicamente en cualquier software estadistico se incluyen los métodos aqui trata-
dos. Por ejemplo, en Statgraphics se incluyen en los menus de Describiry Comparar que aparecen en la pan-
talla principal. En particular, para hacer una estimacion puntual y por intervalo, para la media y la desviacién
estandar, la secuencia a elegir es la siguiente: Describir = Datos numéricos = Una variable; entonces, se
declara la variable a analizar, la cual fue previamente capturada en una columna de la hoja de datos y des-
pués se pide Intervalo de confianza en las opciones tabulares y se especifica el nivel de confianza deseado
(Opciones de panel). Ahi mismo esté la opcién Prueba de hipotesis. En las opciones de panel se especifican:
el valor (¢0) que define la hipotesis nula, el nivel de significancia & y el tipo de hipotesis alternativa que se
tiene, para las hipdtesis sobre la desviacion estandar se procede de manera similar. Ademas en el menu
previo se incluyen procedimientos exclusivos de prueba de hipotesis para la media, varianza y proporciones.

El problema de comparar dos medias varianzas o proporciones independientes, x localiza en Comparar
- Dos muestras —=> Prueba de hipdtesis.

Para comparar medias con muestras pareadas, la secuencia de opciones a utilizar es: Comparar = Dos
muestras = Muestras pareadas. En Minitab, la secuencia para estimacion y prueba de hipétesis es: Stat =
Basic Statistics, y ahi se elige la opciéon deseada para una, dos muestras (sample) o muestra pareada.

I!Ié\ En Excel

Para hacer célculos estadisticos en Excel se utilizan las funciones (,) estadisticas y la opcién Anélisis de
datos dentro del menu de Datos. Si no estuviera activada la opcién de Andlisis de datos, ésta se activa
usando la opcion Complementos que esta en el boton de Office en Opciones. Para probar la hipdtesis
o encontrar intervalos de confianza para un pardmetro, se usa la secuencia: Datos = Analisis de datos
— Estadistica descriptiva. Ahi se activa el cuadro u opcién Nivel de confianza para la media. En todos
los casos, después de sefialar el andlisis que se desea hacer, se abrird una ventana en la que se especi-
fica el rango de celdas en el que se encuentran los datos y las estadisticas deseadas.

Cuando se quiere comparar tratamientos, se elige la misma secuencia: Datos = Analisis de da-
tos y luego se selecciona la opcién deseada, por ejemplo: Prueba t para dos muestras suponiendo
varianzas iguales, Prueba t para medias de dos muestras emparejadas, Prueba F para varianzas de dos
muestras.

Preguntas y ejercicios

i

En un estudio estadistico, ;qué es una poblacién y para qué se toma una muestra?
Explique qué es una hipdtesis de investigacion y qué una hipotesis estadistica.

por ejemplo?
Explique el papel que desempenan las distribuciones de probabilidad en la inferencia estadistica.
cada una de las siguientes distribuciones: T de Student, Normal y ji-cuadrada.

Explique qué es un estadistico de prueba y sefiale su relacion con los intervalos de aceptacién y rechazo.
¢Qué son los errores tipo | y Il en pruebas de hipotesis?

Preguntas y ejercicios

¢Qué es hacer una estimacién puntual y en qué consiste hacer una estimacion por intervalo para la media,
¢Por qué no es suficiente la estimacién puntual y por qué se tiene que recurrir a la estimacién por intervalo?

En el contexto de estimacion por intervalo, sefale en forma especifica para estimar qué parametro utiliza

41



42 CAPITULO 2  Elementos de inferencia estadistica: experimentos con uno y dos tratamientos

9.
10.

Sefiale y describa de manera breve los tres criterios equivalentes de rechazo de una hipétesis.
Sefiale un ejemplo de datos o muestras pareadas.

Ejercicios de estimacion

11.

En la elaboracién de envases de pléstico es necesario garantizar que cierto tipo de botella en posicion vertical
tiene una resistencia minima de 50 kg de fuerza. Para garantizar esto, en el pasado se realizaba una prueba
del tipo pasa-no-pasa, en la que se aplicaba la fuerza de 50 kg y se vefa si la botella resistia o no. En la actua-
lidad se lleva a cabo una prueba exacta, en la que mediante un equipo se aplica fuerza a la botella hasta que
ésta cede, y el equipo registra la resistencia que alcanzé la botella.
a) ¢Qué ventajas y desventajas tiene cada método de prueba?
b) Para evaluar la resistencia media de los envases se toma una muestra aleatoria de n = 20 piezas.
De los resultados se obtiene que X = 55.2 y S = 3. Estime con una confianza de 95%, ¢cuél es la
resistencia promedio de los envases?
©) Antes del estudio se suponia que x4 = 52. Dada la evidencia de los datos, ¢tal supuesto es correcto?
d) Con los datos anteriores, estime, con una confianza de 95%, ;cudl es la desviacién estandar po-
blacional (del proceso)?

. Para evaluar el contenido de nicotina en cierto tipo de cigarros elaborados por un proceso, se toma un mues-

tra aleatoria de 40 cigarrillos y se obtiene que X = 18.1mgy S=1.7.

a) Estime, con una confianza de 95%, ¢cudl es la cantidad de nicotina promedio por cigarro?

b) Antes del estudio se suponia que u = 17.5. Dada la evidencia de los datos, ¢se puede rechazar tal
supuesto?

c) Con los datos anteriores, estime, con una confianza de 95%, ¢cuél es la desviacién estandar po-
blacional (del proceso)?

d) ¢Qué puede decir sobre la cantidad minima y maxima de nicotina por cigarro? Es posible garantizar
con suficiente confianza que los cigarros tienen menos de 20 mg de nicotina.

. En un problema similar al del ejercicio 11, es necesario garantizar que la resistencia minima que tiene un

envase de plastico en posicion vertical sea de 20 kg. Para evaluar esto se han obtenido los siguientes datos
mediante pruebas destructivas:
28.326.826.6 26.528.124.827.426.229.428.624.925.2 30.427.7 27.026.1 28.1 26.9 28.0 27.6 25.6
29.527.627.326.227.727.225.926.528.326.529.123.729.726.829.528426.328.128.727.025.5
26.927.227.625.528.327.428.825.025.327.725.228.627.9287
a) Esta variable forzosamente tiene que evaluarse mediante muestreo y no al 100%, ¢;por qué?
b) Haga un analisis exploratorio de estos datos (obtenga un histograma y vea el comportamiento de
los datos obtenidos).
c) Estime, con una confianza de 95%, ¢;cual es la resistencia promedio de los envases?
d) Antes del estudio se suponia que i = 25. Dada la evidencia de los datos, ¢ tal supuesto es correcto?
e) Con los datos anteriores estime, con una confianza de 95%, ;cudl es la desviacion estandar pobla-
cional (del proceso)?
En la elaboracién de una bebida se desea garantizar que el porcentaje de CO (gas) por envase esté entre 2.5
y 3.0. Los siguientes datos se obtienen del monitoreo del proceso:
2.612.622.652.562.682.512.562.622632.572.602.532.692.532.672.662.632.522.612.602.52
2.622.672.582.612.642.492.582.612532.532.572.662.512.572.552.572.562.522.582.642.59
2.572.582.522612.552.552.732.512.612.712.642.592.602.642.562.602.572.482.602.612.55
2.66 2.69 2.56 2.64 2.67
a) Haga un andlisis exploratorio de estos datos (obtenga un histograma y vea el comportamiento de
los datos obtenidos).
b) Estime, con una confianza de 95%, ¢cual es el CO promedio por envase?
©) Se supone que u debe ser igual a 2.75. Dada la evidencia, ¢se puede rechazar tal supuesto?
d) Con los datos anteriores estime, con una confianza de 95%, ;cudl es la desviacion estandar del
proceso?
e) El andlisis de los datos muestrales establece que el minimo es 2.48 y el méximo es 2.73, ;por qué
el intervalo obtenido en el inciso a) tiene una menor amplitud?
Una caracteristica importante en la calidad de la leche de vaca es la concentracién de grasa. En una industria
en particular se fijé como estandar minimo que el producto que recibe directamente de los establos lecheros
es de 3.0%. Por medio de 40 muestreos y evaluaciones en cierta época del afio se obtuvo que X = 3.2y
S$=0.3.
a) Estime, con una confianza de 90%, el contenido promedio poblacional de grasa.
b) ¢Cual es el error maximo de estimacion para la media? ;Por qué?



16.

17.

18.

19.

20.

Preguntas y ejercicios

) Estime, con una confianza de 95%, ¢cuél es la desviacién estandar poblacional?
d) ;Qué puede decir sobre la cantidad minima y maxima de grasa en la leche? ;Es posible garantizar
con suficiente confianza que la leche tiene mas de 3.0% de grasa?
En la fabricacion de discos compactos una variable de interés es la densidad minima (grosor) de la capa de
metal, la cual no debe ser menor de 1.5 micras. Se sabe por experiencia que la densidad minima del metal
casi siempre ocurre en los radios 24 y 57, aunque en el método actual también se miden los radios 32, 40 y
48. Se hacen siete lecturas en cada radio dando un total de 35 lecturas, de las cuales sélo se usa la minima.
A continuacion se presenta una muestra histérica de 18 densidades minimas:
1.81,1.97,1.93, 1.97, 1.85, 1.99, 1.95, 1.93, 1.85, 1.87, 1.98, 1.93, 1.96, 2.02, 2.07, 1.92, 1.99, 1.93.
a) Argumente estadisticamente si las densidades minimas individuales cumplen con la especificacion
de 1.5 micras.
b) Encuentre un intervalo de confianza de 99% para la media de la densidad minima.
c) Dé un intervalo de confianza de 99% para la desviacion estandar.
d) Dibuje el diagrama de cajas para estos datos. Interprete lo que observa.
En una auditoria se seleccionan de manera aleatoria 200 facturas de las compras realizadas durante el afo,
y se encuentra que 10 de ellas tienen algun tipo de anomalia.
a) Estime, con una confianza de 95%, el porcentaje de facturas con anomalias en todas las compras
del afio.
b) ¢Cudl es el error de estimacion? ;Por qué?
©) ¢Qué tamano de muestra se tiene que usar si se quiere estimar tal porcentaje con un error maxi-
mo de 2%?
En la produccién de una planta se esta evaluando un tratamiento para hacer que germine cierta semilla. De
un total de 60 semillas se observé que 37 de ellas germinaron.
a) Estime, con una confianza de 90%, la proporcién de germinaciéon que se lograra con tal tratamiento.
b) Con una confianza de 90%, ;se puede garantizar que la mayoria (mas de la mitad) de las semillas
germinaran?
c) Conteste los dos incisos anteriores pero ahora con 95% de confianza.
Para evaluar la efectividad de un farmaco contra cierta enfermedad se integra en forma aleatoria un grupo
de 100 personas. Se suministra el farmaco y, transcurrido el tiempo de prueba, se observa x = 65 personas
con un efecto favorable.
a) Estime, con una confianza de 90%, la proporcion de efectividad que se lograra con tal farmaco.
Haga una interpretacion de los resultados.
En relacion con el problema del ejercicio 11, los datos anteriores al disefio de la prueba continua muestran
lo siguiente: de n = 120 envases de plastico probados para ver si tenian la resistencia minima de 50 kg de
fuerza, x = 10 envases no pasaron la prueba.
a) Estime, con una confianza de 95%, la proporcion de envases que no tienen la resistencia minima
especificada. Haga una interpretacion de los resultados.
b) ¢Cuél es el error de estimacion?
c) Calcule el tamafio de muestra que se necesita para que el error de estimacion maximo sea de 0.03.

Prueba de hipdtesis para un parametro

21.

22.

Un inspector de la Procuraduria Federal del Consumidor acude a una planta que elabora alimentos para
verificar el cumplimiento de lo estipulado en los envases de los productos en cuanto a peso y volumen. Uno
de los productos que decide analizar es el peso de las cajas de cereal, en las cuales, para una de sus presen-
taciones, se establece que el contenido neto es de 300 gramos. El inspector toma una muestra de 25 cajas y
pesa su contenido. La media y desviacion estandar de la muestra son x = 298.3 y S = 4.5.
a) Suponiendo una distribucién normal, pruebe la hipotesis de que u = 300 contra la alternativa de
que es diferente, con un nivel de significancia del 5%. Formule claramente las hipétesis, célculos y
conclusion.
b) Repita el inciso anterior pero ahora con un nivel de significancia del 10%.
c) Desde la perspectiva del consumidor del producto, ¢cual debe ser la hipotesis alternativa que tiene
que plantear el inspector en este problema? Argumente.
d) Repita el inciso a) pero ahora planteando como hipoétesis alternativa y < 300.
En el problema anterior, respecto a la desviacion estandar:
a) Pruebe la hipétesis de que o = 3.0 contra la alternativa que es diferente.
b) ¢Silo que se quiere es proteger al consumidor del exceso de variabilidad, la conclusién del inciso
anterior le es favorable? Argumente.
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23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Las especificaciones técnicas de un compresor establecen que el aumento promedio de temperatura en el
agua usada como enfriador en la cdmara del compresor es menor que 5°C. Para verificar esto se mide
el aumento de temperatura en el agua en 10 periodos de funcionamiento del compresor, y se obtiene que
sonx=6.6yS=2.0.
a) Plantee las hipotesis para la media que son adecuadas al problema. Argumente.
b) Pruebe las hipotesis planteadas con un nivel de significancia del 5%.
) Si en lugar de trabajar con una significancia del 5%, lo hace con una del 1%, ise mantiene la
conclusion del inciso anterior? Explique.
En relacién con el problema anterior, pruebe la hipétesis para la desviacion estandar de o = 1.5 contra la
alternativa de que es mayor.
En relacion con el ejercicio 16 de este capitulo, con una significancia & = 0.05 pruebe la hipétesis de que la
media de la densidad minima de la capa de metal de los discos es igual a 2.0 micras, contra la alternativa de
gue es menor.
En una planta embotelladora de bebidas gaseosas se desea estar seguro de que las botellas que usan tienen,
en promedio, un valor que supera el minimo de presién de estallamiento de 200 psi.
a) Formule la hipdtesis para la media pertinente al problema.
b) Si en una evaluacién de la presion de estallamiento de 15 botellas seleccionadas al azar se obtiene
que X = 202.5y S = 7.0, pruebe la hipotesis formulada antes.
) Si procedié de manera correcta no se rechaza la hipétesis nula y, por lo tanto, no se puede concluir
lo que desea el embotellador, es decir, u > 200. Explique por qué no se puede concluir esto a pesar
de que la media muestral si es mayor que 200.
En el problema anterior, pruebe la hipotesis para la desviacion estandar de 4 = 5.0 contra la alternativa de
que es mayor.
Para validar la afirmacion de un fabricante que sefala que la proporcion de articulos defectuosos de sus lotes
de produccién no supera el 5%, se toma una muestra aleatoria de 100 articulos de los Ultimos lotes y se
obtiene que 8 son defectuosos.
a) Formule las hipotesis adecuadas al problema, si lo que se quiere es concluir que la afirmacién del
fabricante es falsa, porque en realidad su calidad es peor.
b) Pruebe la hipétesis formulada con una significancia del 5%.
) Si procedi6 de manera correcta no se pudo concluir que p > 5%. Explique por qué no se puede
concluir esto a pesar de que la proporcion muestral es mayor que el 5%.
d) En este problema, ¢cudl serfa el tamafio de muestra a usar si se quiere tener un error maximo de
estimacion del 3%?
¢Es correcto afirmar que, en el ejercicio 17 de este capitulo, mas del 8% de las facturas tienen alguna
anomalia? Para responder formule y pruebe la hipdtesis pertinente con una significancia del 5%.
En un centro escolar se ha venido aplicando una campana contra el uso del tabaco por parte de los estudian-
tes. Antes de la campana, un 30% de los alumnos eran fumadores activos; para investigar si disminuyé esta
proporcion se toma una muestra aleatoria de 150 estudiantes y se detecta que 35 de ellos son fumadores.
a) Formule la hipdtesis pertinente al problema. Justifique.
b) Con una significancia del 5% verifique la hipétesis planteada.
c) ¢Se mantiene la conclusion anterior si se quiere tomar una decisiéon con una confianza del 99%?
Argumente.

Prueba de hipdtesis (comparacion de tratamientos)

31.

32.

33.

Dos maquinas, cada una operada por una persona, son utilizadas para cortar tiras de hule. De las inspeccio-
nes de una semana (25 piezas) se observa que la longitud media de las 25 piezas para una maquina es de
200.1 y para la otra es de 201.2.

a) Formule la hipotesis pertinente para verificar si hay diferencia significativa en los resultados prome-

dio de ambas maquinas.

b) ¢Tiene la informacién suficiente para probar la hipétesis? Explique.
Se desea comprar una gran cantidad de bombillas y se tiene que elegir entre las marcas A y B. Para ello, se
compraron 100 focos de cada marca, y se encontré que las bombillas probadas de la marca A tuvieron un
tiempo de vida medio de 1120 horas, con una desviacion estandar de 75 horas; mientras que las de la marca
B tuvieron un tiempo de vida medio de 1064 horas, con una desviacién estandar de 82 horas.

a) ¢Es significativa la diferencia entre los tiempos medios de vida? Use & = 0.05.

b) ¢Con qué tamafio de muestra se aceptaria que las marcas son iguales, utilizando & = 0.05?
En un laboratorio bajo condiciones controladas se evalud, para 10 hombres y 10 mujeres, la temperatura que
cada persona encontré mas confortable. Los resultados en grados Fahrenheit fueron los siguientes:



Preguntas y ejercicios

Mujer 75

77

78

79

77

73

78

79

78 80

Hombre 74

72

77

76

76

73

75

73

74 75

a) ¢Cudles son los tratamientos que se comparan en este estudio?

b) ¢(Las muestras son dependientes o independientes? Explique.
) ¢La temperatura promedio mas confortable es igual para hombres que para mujeres? Pruebe la hipé-

tesis adecuada.

34. Se prueban 10 partes diferentes en cada nivel de temperatura y se mide el encogimiento sufrido en unidades
de porcentaje multiplicado por 10. Los resultados son:

Temperatura Temperatura
baja alta
17.2 21.4
17.5 20.9
18.6 19.8
15.9 20.4
16.4 20.6
17.3 21.0
16.8 20.8
18.4 19.9
16.7 21.1
17.6 203

a) ¢La temperatura tiene alguin efecto en el encogimiento? Plantee las hipdtesis estadisticas corres-
pondientes a esta interrogante.
b) Dé un intervalo de confianza para la diferencia de medias.

c) ¢Cual temperatura provoca un encogimiento menor?

d) Compare las varianzas de los dos tratamientos. Para ello plantee y pruebe las hipotesis pertinentes.

e) Dibuje los diagramas de cajas simultaneos e interprete.

35. Una compaiiia de transporte de carga desea escoger la mejor ruta para llevar la mercancia de un depésito a
otro. La mayor preocupacion es el tiempo de viaje. En el estudio se seleccionaron al azar cinco choferes de

un grupo de 10y se asignaron a la ruta A; los cinco restantes se asignaron a la ruta B. Los datos obtenidos

fueron:

Ruta

Tiempo de viaje

18
22

24
29

30
34

21
25

32
35

a) ¢Existen diferencias significativas entre las rutas? Plantee y pruebe las hipétesis estadisticas corres-

pondientes.

b) En caso de rechazar la hipdtesis del inciso a), dibuje los diagramas de cajas simultaneos para deter-

minar cudl ruta es mejor.

) Sugiera otra manera de obtener los datos (disefio alternativo), de modo que se pueda lograr una

comparacion mas efectiva de las rutas.

36. Se tienen dos proveedores de una pieza metalica, cuyo didmetro ideal o valor objetivo es igual a 20.25 cm.
Se toman dos muestras de 14 piezas a cada proveedor y los datos obtenidos se indican a continuacion:
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37.

38.

39.

Proveedor Diametros de las piezas de cada proveedor
1 21.38,20.13,19.12, 19.85, 20.54, 18.00, 22.24, 21.94, 19.07, 18.60, 21.89, 22.60,
18.10, 19.25
2 21.51,22.22,21.49,21.91, 21.52,22.06, 21.51, 21.29,22.71, 22.65, 21.53, 22.22,
21.92,20.82

a) Describa un procedimiento de aleatorizacién para la obtencién de estos datos.

b) Pruebe la hipotesis de igualdad de los diametros de los proveedores en cuanto a sus medias.

) Pruebe la hipétesis de igualdad de varianzas.

d) Silas especificaciones para el diametro son 20.25 mm + 2.25 mm, ;cudl proveedor produce menos

piezas defectuosas?

e) ¢Con cudl proveedor se quedaria usted?
En Kocaoz, Samaranayake y Nanni (2005) se presenta un estudio en el que se analizan dos tipos de barras de
polimero, cuya tension se refuerza con fibra de vidrio (FRP). Estas barras, en sustitucion de las vigas de acero,
se utilizan para reforzar concreto, por lo que su caracterizacién es importante para fines de disefo, control y
optimizacion para los ingenieros estructurales. Las barras se sometieron a tension hasta registrarse su ruptura
(en Mpa). Los datos para dos tipos de barras se muestran a continuacion:

Tipo de
barra Resistencia
1 939 976 1025 1034 1015 1015 1022 815
2 1025 038 1015 083 843 1053 1 038 038

a) Formule la hipdtesis para probar la igualdad de medias de los tratamientos.

b) Anote la formula del estadistico de prueba para demostrar la hipotesis.

) Pruebe la hipotesis a un nivel de significancia de 5%. Para rechazar o no la hipétesis, apoyese tanto

en el criterio del valor-p como en el del valor critico de tablas.

d) Explique como se obtiene el valor-p del inciso anterior.

e) Pruebe la hipotesis de igualdad de varianzas entre tratamientos.

f) ¢Existe algun tratamiento mejor?
Se realiza un estudio para comparar dos tratamientos que se aplicaran a frijoles crudos, con el objetivo de
reducir el tiempo de coccién. Un tratamiento (T1) es a base de bicarbonato de sodio; el otro, T2, es a base
de cloruro de sodio o sal comun. La variable de respuesta es el tiempo de cocciéon en minutos. Se hacen siete
réplicas. Los datos se muestran en la siguiente tabla:

Tratamiento Tiempo
T1 76 85 74 78 82 75 82
T2 57 67 55 64 61 63 63

a) Formule la hipétesis para probar la igualdad de medias de los tratamientos.

b) Anote la férmula del estadistico de prueba para probar la hipotesis.

) Pruebe la hipotesis a un nivel de significancia de 5%. Para rechazar o no la hipotesis, apoyese tanto

en el criterio del valor-p como en el valor critico de tablas.

d) Pruebe la hipdtesis de igualdad de varianzas entre tratamientos.

e) De acuerdo con el analisis hecho hasta aqui, ¢hay algun tratamiento mejor?
Se comparan dos métodos para inocular o contagiar una cepa del hongo del maiz conocido como huitlaco-
che. En una primera etapa del estudio, el experimentador quiere determinar cual de los métodos genera
mayor porcentaje de infeccion. El método A consiste en cortar la punta de la mazorca para aplicar la cepa, y
en el método B se inyecta la cepa de forma transversal. De 41 mazorcas inoculadas con el método A, 20 se
infectaron, es decir, generaron huitlacoche; en tanto, de 38 mazorcas inoculadas con el método B se infec-
taron 27.



a) ¢Hay evidencia estadistica suficiente para afirmar que el método B genera una mayor infeccion de
huitlacoche? Plantee y pruebe la hipétesis correspondiente.

Preguntas y ejercicios

40. El mejor método de inoculacién del problema anterior se aplicé a dos variedades de maiz en dos localidades.
Una vez infectada la mazorca, interesa medir el porcentaje final de la superficie de ésta que fue cubierta por
el hongo y el peso en gramos del huitlacoche. Los resultados para la variedad 2 de maiz, obtenidos en 15
mazorcas de Texcoco y en 15 mazorcas de Celaya, son los siguientes:

42.

% de % de Peso en Peso en

cobertura cobertura gramos gramos

Mazorca (Texcoco) (Celaya) (Texcoco) (Celaya)
1 60 95 122.6 231.80
2 40 100 182.74 346.74
3 95 70 203.45 231.41
4 55 40 84.03 141.49
5 40 35 128.46 149.69
6 20 100 31.85 291.28
7 10 30 12.81 86.03
8 10 100 57.05 158.74
9 55 100 145.83 167.25
10 15 100 49.49 120.89
11 35 25 103.66 19.70
12 25 15 95.05 22.08
13 70 85 125.02 134.02
14 20 15 40.57 28.76
15 20 30 19.36 24.87

a) ¢Se puede afirmar que el porcentaje de cobertura del hongo es mayor en Celaya que en Texcoco?
b) Utilice un diagrama de dispersion (grafica tipo X-Y) para ver si existe una relacion lineal entre el

porcentaje de cobertura de la mazorca con los gramos de huitlacoche.

) Ignore la cobertura y pruebe la igualdad de la produccién promedio de huitlacoche en las dos

localidades.

d) Es evidente que a mayor cobertura hay una mayor producciéon de huitlacoche, ¢habria forma de
saber con estos datos si a igual cobertura corresponde una produccion de huitlacoche semejante

en ambas localidades? Argumente su respuesta.
41. Con respecto al problema del ejercicio 18, se desea comparar dos tratamientos para hacer que germine cierta
semilla. Los datos del tratamiento A son los del ejercicio 18, es decir, de 60 semillas puestas a germinar se
observé que 37 de ellas germinaron. Mientras que para el tratamiento B, de 70 semillas se observé que 30

germinaron.

a) ¢Hay una diferencia significativa entre los dos tratamientos? Pruebe la hipdtesis correspondiente a
95% de confianza.
b) Estime, con una confianza de 95%, la proporcién de germinacién que se lograra con cada trata-

miento.

Se desea comparar dos proveedores; para ello, se toma una muestra aleatoria de la produccion de cada uno
de n =150 piezas, y se les hace en orden aleatorio una prueba. En el caso del primer proveedor se obtuvieron

x; = 11 piezas que no pasaron la prueba, mientras que para el segundo fueron x, = 22.

a) ¢Qué proveedor parece mejor?

b) ¢Hay una diferencia significativa entre los dos proveedores? Pruebe la hipétesis correspondiente a
95% de confianza.
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Pruebas pareadas

43. Se propone un nuevo método de prueba que si resulta igual de efectivo que el método actual, se podra
reducir en 60% el tiempo de prueba. Se plantea un experimento en el que se mide la densidad minima de
metal en 18 discos usando tanto el método actual como el método nuevo. Los resultados estan ordenados
horizontalmente por disco. Asi 1.88 y 1.87 es el resultado para el primer disco con ambos métodos.

Método 1.88 | 1.84 | 1.83 1.90 | 2.19 | 1.89 | 2.27 | 2.03 1.96

actual
1.98 2.00 1.92 1.83 1.94 1.94 1.95 1.93 2.01

Método 1.87 1.90 1.85 1.88 | 2.18 1.87 | 2.23 1.97 | 2.00

nuevo
1.98 1.99 1.89 1.78 1.92 | 2.02 | 2.00 1.95 | 2.05

a) Pruebe la igualdad de las medias usando la prueba pareada. ¢ Cuél es el criterio de apareamiento?

b) Encuentre un intervalo para la diferencia de medias usando la desviacién estandar de las diferen-
cias. Inteprete.

) Haga el anélisis de los datos ignorando el apareamiento. Compare con los resultados del inciso a).

d) Determine un intervalo de confianza para la diferencia de medias suponiendo muestras indepen-
dientes. Compare con el inciso b).

e) ¢Qué se gana con el apareamiento de los datos en este caso?

f) ¢Recomendarfa usted la adopcién del método nuevo? Argumente su respuesta.

44. En una prueba de dureza, una bola de acero se presiona contra el material al que se mide la dureza. El dia-
metro de la depresién en el material es la medida de su dureza. Se dispone de dos tipos de bolas de acero y
se quiere estudiar su desempeno. Para ello, se prueban ambas bolas con los mismos 10 especimenes elegidos
de manera aleatoria y los resultados son:

Bola X | 75 46 57 43 58 32 61 56 34 65

BolaY | 52 41 43 | 47 32 49 52 44 57 60

a) Explique por qué los datos deben analizarse en forma apareada.

b) Pruebe la hipotesis de que ambas bolas dan las mismas mediciones de dureza.

) Pruebe la igualdad de las bolas sin considerar que estan pareadas. Compare los resultados con los
obtenidos en el inciso b).

d) ¢En qué situacion se esperaria que los analisis b) y ¢) den los mismos resultados?

45. Se conduce un experimento para determinar si el uso de un aditivo quimico y un fertilizante estandar ace-
leran el crecimiento de las plantas. En cada una de 10 localidades se estudiaron dos plantas sembradas en
condiciones similares. A una planta de cada localidad se le aplico el fertilizante puro y a la otra el fertilizante
mas el aditivo. Después de cuatro semanas el crecimiento en centimetros fue el siguiente:

Localidad
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Sin aditivo 20 31 16 22 19 32 25 18 20 19
Con aditivo | 23 34 15 21 22 31 29 20 24 23

a) ¢Los datos obtenidos apoyan la afirmacién de que el aditivo quimico acelera el crecimiento de las
plantas? Plantee las hip6tesis apropiadas y pruébelas usando o = 0.05.
b) Obtenga un intervalo al 95% de confianza para la diferencia promedio u.
46. Retome los datos del ejemplo 2.8 (impurezas en cofres levantados y bajados):
a) Ignore el apareamiento y compare de manera independiente los dos tratamientos. Obtenga con-
clusiones.



b)

)

Explique si las conclusiones son diferentes con el andlisis en forma pareada y de manera indepen-
diente.
¢Cuadl es la conclusion correcta, hay o no diferencia entre los tratamientos?

Preguntas y ejercicios

47. Se realiz6 un experimento para ver si dos técnicos tienen alguna tendencia a obtener diferentes resultados
cuando determinan la pureza de cierto producto. Cada muestra fue dividida en dos porciones y cada técnico
determind la pureza de una de las porciones. Los resultados se muestran a continuacion:

a)
b)
o]
d)
e)

Pureza de las muestras

Porcion 1 2 3 4 5 6 7 8
1 74.0 73.1 73.5 73.9 71.2 72.5 73.0 743
2 73.0 713 73.2 71.1 70.3 71.5 73.4 72.4

Estos datos deben analizarse en forma pareada, explique por qué.

Formule la hipdtesis correcta al problema.

Pruebe la hipotesis y obtenga conclusiones.

Si los técnicos son diferentes, ¢hay alguna evidencia sobre cual de ellos hace mal el trabajo?

¢ Qué recomendaria para lograr mayor uniformidad en las determinaciones de los dos técnicos?

Investigar y experimentar

48. Busque por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, un articulo de una revista cientifica o tec-
nolégica en la que se reporte el resultado de una investigacion experimental donde se comparen dos trata-
mientos, ya sea medias, medias pareadas, varianzas o proporciones. Anotar la referencia completa, es decir,
autor(es), ano, titulo del trabajo y nombre de la revista; ademas, hacer una sintesis de lo que trata el articulo,

49.

detalles de los tratamientos que compara, los analisis estadisticos que hacen y las principales conclusiones.

Investigacion acerca del sobrepeso y obesidad en tu escuela. Un problema de salud a nivel mundial es el
sobrepeso y obesidad de la poblacién de todas las edades. Se propone que mediante trabajo en equipo se
desarrolle el siguiente proyecto, cuyo objetivo es profundizar en el conocimiento de la magnitud de este
problema en el contexto escolar por sexo, comparar esta magnitud con los datos nacionales y afianzar los
métodos vistos en este capitulo. El material requerido serd una bascula adecuada para medir el peso de un
individuo y una cinta métrica, preferentemente de pared. Las actividades a desarrollar son las siguientes:

a)

b

=

-~

C

d)
e)

f)
9)

Integrar un equipo de tres a cinco miembros e investigar sobre el tema de obesidad para hacer un
breve reporte sobre el problema: antecedentes, por qué es importante, su nivel actual en algunos
paises. Dentro de los antecedentes se debera resaltar la forma en la que se calcula el indice de
masa corporal (IMC), puntualizando las recomendaciones para medir el peso y la estatura de un
individuo. Se sugiere consultar la Encuesta Nacional de Salud (ENSANUT), México 2008.
Establecer un método de muestreo aleatorio para seleccionar una muestra de estudiantes de la
misma escuela para cada sexo. Es deseable que se seleccione de manera aproximada la misma can-
tidad de hombres que de mujeres, y en conjunto es deseable que por lo menos sean 150 personas.
Reportar los detalles del método de muestreo seguido.

Disenar un breve cuestionario para aplicarlo a los individuos seleccionados en la muestra y obtener
de ellos su informacion basica (edad, carrera que estudian, sexo y si ademas de estudiar trabajan)
y algunos de los principales hébitos relacionados con la salud, como la alimentacion, la actividad
fisica y su percepcién personal de los entrevistados sobre si estan satisfechos con su peso. El cues-
tionario debe ser breve, de un méaximo de 20 preguntas, la mayoria de ellas de opcién multiple,
y se concluye con los datos de peso y estatura del entrevistado. Para el disefio del cuestionario se
pueden consultar encuestas parecidas que se han utilizado en investigaciones sobre los habitos de
los jovenes.

Hacer un analisis por sexo de las principales preguntas del cuestionario.

Con el peso y estatura de los encuestados, calcular el IMC, que es igual al peso en kilogramos
dividido entre el cuadrado de la talla o estatura en metros (kg/m?). Para estas tres variables hacer
un andlisis descriptivo por sexo: media, desviacion estandar, histograma, etc. Ademas, hacer una
gréfica de dispersion del tipo x-y por sexo para relacionar la estatura con el peso.

Calcular un intervalo de confianza al 95% para la media poblacional del peso, la estaturay el IMC.
Comparar los datos de hombres y mujeres. Para ello, formular y probar la hipétesis de igualdad de
medias (Ho: 1, = U,,) Yy desviaciones estandar del peso, la estatura y el IMC entre ambos sexos.
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h) Considerando los valores de interpretacién del IMC? y combinando los datos de hombres y muje-
res, calcular la proporcién en la muestra de estudiantes cuyo IMC cae en cada una de las cuatro
posibles categorias: desnutricion, estado de nutricidon adecuado, sobrepeso y obesidad.

i) Estimar, con una confianza del 95%, la proporcion de estudiantes en la poblaciéon (escuela) que
tienen sobrepeso, obesidad y ambas.

J) Considerando que en México aproximadamente el 32% de jovenes tienen exceso de peso (suma
de las frecuencias de sobrepeso y obesidad), probar la hipdtesis de si en la escuela donde se hace el
estudio la proporcién de estudiantes con exceso de peso es mayor o menor que el dato nacional.

k) Comparar las poblacionales (escuela) de hombres y mujeres respecto a la proporcién de exceso de
peso. Hacer la prueba con un nivel de significancia del 95%.

50. En el ejemplo 2.7 se hizo un estudio para comparar dos basculas. En esta actividad se propone que en grupo
se desarrolle un estudio en el que se comparen dos procesos de medicion; pueden ser dos equipos (bascu-
las, vernieres, etc.), o bien, dos procesos de medicion (mismo equipo operado por dos personas diferentes,
mismo equipo pero variando alguna otra condicién). Se recomienda que en cualquier caso se midan por
lo menos 10 piezas o muestras dos veces, una vez con cada equipo o proceso. Ademads, se sugiere que las
piezas sean considerablemente diferentes, esto permitird hacer mejor la comparacién. Elaborar un reporte
de la investigacion: titulo, objetivo, descripcion del problema, equipo y piezas medidas, resultados, analisis y
conclusiones.

? La Organizacién Mundial de la Salud establece valores de referencia para el IMC. Sefiala que hay desnutricién cuando el IMC
es menor que 18.5 kg/m’, estado de nutricién adecuado con 18.5 < IMC < 25.0, sobrepeso cuando 25.0 < IMC < 30.0, y obe-
sidad si el IMC es mayor o igual que 30.0 kg/m®.
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Experimentos con un solo factor (analisis de varianza)

En el capitulo anterior se estudiaron los métodos para comparar dos tratamientos o condicio-
nes (poblaciones o procesos). En este capitulo, aunque se sigue considerando un solo factor,
se presentan los diserios experimentales que se utilizan cuando el objetivo es comparar mas
de dos tratamientos. Puede ser de interés comparar tres 0 mas maquinas, varios proveedores,
cinco dosis de un farmaco, etcétera.

Es importante que, al hacer tales comparaciones, haya un objetivo claro. Por ejemplo,
una comparacion de cuatro dietas de alimentacion en la que se utilizan ratas de laboratorio,
se hace con el fin de estudiar si alguna nueva dieta que se propone es mejor o igual que las ya
existentes; en este caso, la variable de interés es el peso promedio alcanzado por cada grupo de
animales después de ser alimentado con la dieta que le toco.

Por lo general, el interés del experimentador esta centrado en comparar los tratamientos
en cuanto a sus medias poblacionales, sin olvidar que también es importante compararlos con
respecto a sus varianzas. Asi, desde el punto de vista estadistico, la hipotesis fundamental a
probar cuando se comparan k tratamientos es:

Ho:tpgy=py=--=p=p

3.1
Hy @ u; # u; para algin i # j

con la cual se quiere decidir si los tratamientos son iguales estadisticamente en cuanto a sus
medias, frente la alternativa de que al menos dos de ellos son diferentes. La estrategia natural
para resolver este problema es obtener una muestra representativa de mediciones en cada uno
de los tratamientos, y construir un estadistico de prueba para decidir el resultado de dicha
comparacion.

Se podria pensar que una forma de probar la hipotesis nula de la expresion (3.1) es me-
diante pruebas T de Student aplicadas a todos los posibles pares de medias; sin embargo, esta
manera de proceder incrementaria de manera considerable el error tipo 1 (rechazar H, siendo
verdadera). Por ejemplo, supongamos que se desea probar la igualdad de cuatro medias a
través de pruebas T de Student. En este caso se tienen seis posibles pares de medias, y si la
probabilidad de aceptar la hipotesis nula para cada prueba individual es de 1 — a = 0.95,

entonces la probabilidad de aceptar las seis hipétesis nulas es de 0.95° = 0.73, lo cual representa un
aumento considerable del error tipo I. Aunque se utilice un nivel de confianza tal que (1 —a)° = 0.95,
el procedimiento resulta inapropiado porque se pueden producir sesgos por parte del experimentador.
Como alternativa, existe un método capaz de probar la hipotesis de igualdad de las k medias con un
solo estadistico de prueba; éste es el denominado andlisis de varianza, el cual se estudiara mas adelante.

Diseno completamente al azar y ANOVA

Muchas comparaciones, como las antes mencionadas, se hacen con base en el disefio completamente al
azar (DCA), que es el mas simple de todos los disefios que se utilizan para comparar dos o0 mas tratamien-
tos, dado que solo consideran dos fuentes de variabilidad: los tratamientos y el error aleatorio. Este diserio
se llama completamente al azar porque todas las corridas experimentales se realizan en orden aleatorio
completo. De esta manera, si durante el estudio se hacen en total N pruebas, éstas se corren al azar, de
manera que los posibles efectos ambientales y temporales se vayan repartiendo equitativamente entre
los tratamientos.

Comparacion de cuatro métodos de ensamble

Un equipo de mejora investiga el efecto de cuatro métodos de
ensamble A, B, Cy D, sobre el tiempo de ensamble en minutos.

En primera instancia, la estrategia experimental es aplicar cuatro
veces los cuatro métodos de ensamble en orden completamente
aleatorio (las 16 pruebas en orden aleatorio). Los tiempos de
ensamble obtenidos se muestran en la tabla 3.1. Si se usa el di-



sefno completamente al azar (DCA), se supone que, ademés del
método de ensamble, no existe ningun otro factor que influya
de manera significativa sobre la variable de respuesta (tiempo
de ensamble).

Disefio completamente al azar y ANOVA

Mas adelante veremos cémo investigar si las diferencias
muestrales de la tabla 3.1 garantizan diferencias entre los mé-
todos.

I Tabla 3.1 Disefio completamente al azar, ejemplo 3.1

Método de ensamble

A B C D
6 7 11 10
8 9 16 12
7 10 11 11
8 8 13 9

Comparacion de cuatro tipos de cuero

Un fabricante de calzado desea mejorar la calidad de las suelas,
las cuales se pueden hacer con uno de los cuatro tipos de cuero
A, B, Cy D disponibles en el mercado. Para ello, prueba los
cueros con una maquina que hace pasar los zapatos por una
superficie abrasiva; la suela de éstos se desgasta al pasarla por

dicha superficie. Como criterio de desgaste se usa la pérdida de
peso después de un numero fijo de ciclos. Se prueban en orden
aleatorio 24 zapatos, seis de cada tipo de cuero. Al hacer las
pruebas en orden completamente al azar se evitan sesgos, y
las mediciones en un tipo de cuero resultan independientes
de las demas. Los datos (en miligramos) sobre el desgaste de
cada tipo de cuero se muestran en la tabla 3.2.

1 Tabla 3.2 Comparacién de cuatro tipos de cuero (cuatro tratamientos)

Tipo de cuero Observaciones Promedio
A 264 260 258 241 262 255 256.7
B 208 220 216 200 213 206 209.8
C 220 263 219 225 230 228 230.8
D 217 226 215 227 220 222 220.7

La primera interrogante a despejar es si existen diferencias entre el desgaste promedio de los di-
ferentes tipos de cuero. A continuacion, veremos la teoria general del disefio y analisis de este tipo de
experimentos (DCA), y mas adelante se analizaran los datos de los ejemplos planteados.

Supongamos que se tienen k poblaciones o tratamientos, independientes y con medias desconoci-
das uy, 4y, ..., 4y, asi como varianzas también desconocidas pero que se suponen iguales ol=03=..
= 0} = 07 Las poblaciones pueden ser k métodos de produccion, k tratamientos, k grupos, etc., y sus
medias se refieren o son medidas en términos de la variable de respuesta.

Se quiere comparar las poblaciones, en principio mediante la hipotesis de igualdad de medias (rela-
cion 3.1). Los datos generados por un disenio completamente al azar para comparar dichas poblaciones
se pueden escribir como en la tabla 3.3. El elemento Y en esta tabla es la j-ésima observacion que se
hizo en el tratamiento i; n, es el tamano de la muestra o las repeticiones observadas en el tratamiento i.
Es recomendable utilizar el mismo ntimero de repeticiones (n; = n) en cada tratamiento, a menos que
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1 Tabla 3.3 Disefio completamente al azar

Tratamientos
T, T, T, T,
Yll YZI Y31 Ykl
Y12 YZZ Y32 Ykl
Y13 Y23 Y33 Yk3
Yl ny Yan Y3n3 oo Yknk
» Disefio balanceado hubiera alguna razén para no hacerlo." Cuando n; = n para toda i, se dice que el disefio

es balanceado.

Es cuando se utiliza el mismo niimero de

repeticiones en cada tratamiento.

» Modelo de efectos fijos

El numero de tratamientos k es determinado por el investigador y depende del
problema particular de que se trata. El numero de observaciones por tratamiento (1)
debe escogerse con base en la variabilidad que se espera observar en los datos, asi como
en la diferencia minima que el experimentador considera que es importante detectar. Con este tipo de
consideraciones, por lo general se recomiendan entre cinco y 30 mediciones en cada tratamiento. Por
ejemplo, se usa n = 10 cuando las mediciones dentro de cada tratamiento tienen un comportamiento
consistente (con poca dispersic')n) En el otro extremo, se recomienda n = 30 cuando las mediciones
muestran bastante dispersion. Cuando es costoso o tardado realizar las pruebas para cada tratamiento
se puede seleccionar un ntumero menor de repeticiones, con lo cual sélo se podran detectar diferencias
grandes entre los tratamientos.

En caso de que los tratamientos tengan efecto, las observaciones Y de la tabla 3.3 se podran des-
cribir con el modelo estadistico lineal dado por:

YU =U+Ti+E (3.2)

donde u es el parametro de escala comun a todos los tratamientos, llamado media global, 7; es un pa-
rametro que mide el efecto del tratamiento i, y &; es el error atribuible a la medicion Y. Este modelo
implica que en el disefio completamente al azar actuarfan a lo mas dos fuentes de variabilidad: los tra-
tamientos y el error aleatorio. La media global u de la variable de respuesta no se considera una fuente de
variabilidad por ser una constante comun a todos los tratamientos, que hace las veces de punto de refe-
rencia con respecto al cual se comparan las respuestas medias de los tratamientos (véase figura 3.2). Si
la respuesta media de un tratamiento particular &; es “muy diferente” de la respuesta media global u, es
un sintoma de que existe un efecto de dicho tratamiento, ya que, como se vera mas adelante, 7, = yu; — u.

En la practica puede suceder que los tratamientos que se desea comparar sean demasiados como
para experimentar con todos. Cuando esto sucede es conveniente comparar solo una muestra de la
poblacion de tratamientos, de modo que 7; pasa a ser una variable aleatoria con su propia varianza ol
que debera estimarse a partir de los datos (véase seccion “Modelos de efectos aleatorios” del capitulo 5).
En este capitulo s6lo se presenta el caso en el que todos los tratamientos que se tienen
se prueban, es decir, se supone una poblacion pequena de tratamientos, lo cual hace

Es cuando se estudian todos los posibles posible compararlos a todos. En este caso, el modelo dado por la ecuacion (3.2) se llama

tratamientos.

modelo de efectos fijos.

!'Si uno de los tratamientos resulta demasiado caro en comparacion con los demas, se pueden plantear menos pruebas con éste.
Por otra parte, cuando uno de los tratamientos es un control (tratamiento de referencia) muchas veces es el mas facil y economi-
co de probar, y como es de interés comparar todos los tratamientos restantes con el control, se sugiere realizar mas corridas en
éste para que sus parametros queden mejor estimados.
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Notacion de puntos » Notacion de puntos

Sirve para representar sumas y medias
que se obtienen a partir de los datos ex-
perimentales.

Antes de entrar de lleno al analisis de los datos para comparar tratamientos, conviene
introducir la notacién de puntos que simplifica las férmulas para el analisis.

Sirve para representar de manera abreviada cantidades numéricas que se pueden
calcular a partir de los datos experimentales, donde Y;; representa la j-ésima observa-
cién en el tratamiento i, coni=1,2,...,kyj=1,2, ..., n. Las cantidades de interés son las siguientes:

=
Il

. = Suma de las observaciones del tratamiento i.

.. = Media de las observaciones del i-ésimo tratamiento.

==

..=Suma total de las N = n; + n, + --- + n, mediciones.

=~

.. = Media global o promedio de todas las observaciones.

Note que el punto indica la suma sobre el correspondiente subindice. Asi, algunas relaciones va-
lidas son:

donde N =3 n, es el total de observaciones.

ANOVA para el disefio completamente
al azar (DCA)

El andlisis de varianza (ANOVA) es la técnica central en el andlisis de datos experimenta- » Analisis de varianza
les. La idea general de esta técnica es separar la variacion total en las partes con las que
contribuye cada fuente de variacion en el experimento. En el caso del DCA, se separan
la variabilidad debida a los tratamientos y la debida al error. Cuando la primera predo-
mina “claramente” sobre la segunda, es cuando se concluye que los tratamientos tienen
efecto (figura 3.1b), o dicho de otra manera, las medias son diferentes. Cuando los tratamientos no
dominan (contribuyen igual o menos que el error), se concluye que las medias son iguales (figura 3.1a).

Consiste en separar la variacion total ob-
servada en cada una de las fuentes que
contribuye a la misma.

a) b)
Variabilidad total Variabilidad total

Variabilidad  Variabilidad Variabilidad Variabilidad
debida a debida a debida a debida a
tratamientos  error tratamientos error

No hay efecto de tratamiento Si hay efecto de tratamiento

Figura 3.1 Separacion de la variacion total en sus componentes en un DCA.
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El objetivo del analisis de varianza en el DCA es probar la hipétesis de igualdad de los tratamientos con
respecto a la media de la correspondiente variable de respuesta:

Ho:py =y = ==
(3.3)
Hy :p; # p; paraalgin i#j
la cual se puede escribir en forma equivalente como:
HO:T1=T2= =‘Ek=0
3.4)

H, :7,# 0 para algun i

donde 7;es el efecto del tratamiento i sobre la variable de respuesta. Si se acepta Hy, se confirma que los
efectos sobre la respuesta de los k tratamientos son estadisticamente nulos (iguales a cero), y en caso de
rechazar se estaria concluyendo que al menos un efecto es diferente de cero.

La equivalencia de las hipotesis (3.3) y (3.4) se deduce directamente del modelo asociado al disefio
(ecuacion 3.2),” pero se observa mas facilmente en la figura 3.2, que es una manera de representar el
disenio completamente al azar. En dicha figura se ve que 7, = u; — u; el efecto del tratamiento i, es la
distancia entre la respuesta media del tratamiento, u;, y la respuesta media global, u; y cuando un efecto
es igual a cero, equivale a decir que la media del tratamiento correspondiente es igual a la media global.
Asi, se observa que para que todas las respuestas medias de tratamientos sean iguales a la respuesta
media global, u, representada por la linea horizontal, se requiere que todos los efectos z; sean iguales
a cero.

Uy

Ha
L | [
2 3 {lﬂz

253

T T, T3 T, . Tx

Figura 3.2 Representacion de las medias y de los
efectos de los tratamientos en el DCA.

Para probar la hipotesis dada por las relaciones (3.3) o (3.4) mediante la técnica de ANOVA, se
debe separar la variabilidad total de los datos como se dijo antes (figura 3.1). Para ello se tiene que una
medida de la variabilidad total presente en las observaciones de la tabla 3.3 es la suma total de cuadrados
dada por:

nl

k L n 5
SCr=Y Y (v, -T =Y Y vt
i=1 j=1 =1 j=1

N

Al sumar y restar adentro del paréntesis la media del tratamiento i, (Y.):

k n;
SCr=Y [(v,-V)+T. -V ]

i=1  j=1

? Basta observar que E(Y;) = 4 + T, = ft;, de modo que T, = ft; — i.
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y desarrollando el cuadrado, la SC; se puede partir en dos componentes como:

k k n;
SCr=y n(Y. =)+, Y (Y,-Y.)
i=1

i=1 j=1

donde el primer componente es la suma de cuadrados de tratamientos (SCrpap) y el segundo es la suma
de cuadrados del error (SCg). Al observar con detalle estas sumas de cuadrados, se aprecia que la SCrpar
mide la variacion o diferencias entre tratamientos, ya que si éstos son muy diferentes entre si, entonces
la diferencia Y. —Y.. tenderd a ser grande en valor absoluto, y con ello también sera grande la SCypyr.
Por su parte, la SC mide la variacion dentro de tratamientos, ya que si hay mucha variacion entre las
observaciones de cada tratamiento, entonces Y;; — Y. tendera a ser grande en valor absoluto. En forma
abreviada, esta descomposicion de la suma total de cuadrados se puede escribir como:

SC; = SCraur + SCs (3.5)

Como hay un total de N =X n; observaciones, la SC; tiene N — 1 grados de libertad. Hay k tra-
tamientos o niveles del factor de interés, asi que SCry,y tiene k — 1 grados de libertad, mientras que la
SCg tiene N — k. Los grados de libertad que corresponden a los términos de la igualdad (3.5) cumplen
una relacion similar dada por:

Nol=(k-1+N-k

Las sumas de cuadrados divididas entre sus respectivos grados de libertad se llaman
cuadrados medios, y es una estimacion de la magnitud de su correspondiente fuente de
variabilidad. Los dos que mas interesan son el cuadrado medio de tratamientos y el cuadra- » Cuadrados medios

do medio del error, que se denotan por: Es la suma de cuadrados divididos entre

sus respectivos grados de libertad.
SCe

N-k

SC
CMgar :ﬁ y CMg =

Los valores esperados de los cuadrados medios estan dados por:

k
2
n;T

. ivi
i=1

Nk (3.6)

E(CM;p)=06" y E(CMypur) =0~ +

En estas expresiones se aprecia que cuando la hipotesis nula es verdadera, ambos cuadrados me-
dios estiman la varianza °, ya que el segundo término de la expresion para el E(CMyp,p) seria igual
a cero. Con base en este hecho se construye el estadistico de prueba como sigue: se sabe que SCi y
SCrgar son independientes, por lo que SCr/0” y SCygar/0” son dos variables aleatorias independientes
con distribucion ji-cuadrada con N — k y k — 1 grados de libertad, respectivamente. Entonces, bajo el
supuesto de que la hipotesis Hy (relaciones 3.3 y 3.4) es verdadera, el estadistico:

CMpat
F=—"t
0 M, 3.7)

sigue una distribucion F con (k — 1) grados de libertad en el numerador y (N — k) grados de libertad en
el denominador. De las ecuaciones (3.6) y (3.7) se deduce que si F, es grande, se contradice la hipo-
tesis de que no hay efectos de tratamientos; en cambio, si F, es pequeno, se confirma la validez de H,.
Asi, para un nivel de significancia a prefijado, se rechaza Hy si Fy> F, _ 1, donde F,, ,_j y_j es el
percentil (1 —a) x 100 de la distribucion F. También se rechaza Hj si el valor-p < @, donde el valor-p es
el area bajo la distribucion Fy,_; y_, a la derecha del estadistico Fy, es decir, el valor-p = P(F > Fy) es la
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significancia observada. Las formulas simplificadas para calcular el estadistico F, hasta llegar al valor-p
se escribe en la llamada tabla de andlisis de varianza (ANOVA) que se muestra en la tabla 3.4.

1 Tabla 3.4 Tabla de ANOVA para el DCA

Fuente de Grados de Cuadrado
variabilidad Suma de cuadrados libertad medio F, Valor-p
k Yl% Y.% SC M

Tratamientos | SCrrar = 21:1 P k-1 CMipar = Y iR/;T CCZ\iIR:T P(F>F,))
sC

Error SCg =SCr = SCrpar N-k CMy = —E
N-k

SC. = zk Zn( Yz _ YE
Total T = o = ij W N-1

Debemos senalar que el caso particular de comparar dos tratamientos suponiendo varianzas desco-
nocidas pero iguales (prueba T de Student presentada en el capitulo 2), también se puede analizar con el
ANOVA y se obtiene el mismo valor del valor-p que con la prueba T. Es facil comprobar que el estadis-
tico t, de la prueba T elevado al cuadrado es igual al estadistico F, (3.7) de la prueba F del ANOVA. Por
ultimo, es importante resaltar que el ANOVA supone que la variable de respuesta se distribuye normal,
con varianza constante (los tratamientos tienen varianza similar), y que las mediciones son independientes
entre si. Estos supuestos deben verificarse para estar mas seguros de las conclusiones obtenidas.

Andlisis del ejemplo 3.2 (comparacién de cuatro tipos de cuero)

La interrogante que se planted en el problema de la comparacion entre los cuatro tipos de cuero fue:
sexisten diferencias entre el desgaste promedio de los diferentes tipos de cuero? La respuesta a esta
pregunta es el resultado de contrastar las hipotesis:

Ho:pa=pp=pc=Up=H
(3.8)
Hy :u;#p; paraalgan i#j=(A, B, C, D).

En la tabla 3.5 se muestra el analisis de varianza para este ejemplo. Como el valor-p = 0.0000 es
menor que la significancia prefijada a = 0.05, se rechaza H, y se acepta que al menos un par de tipos
de cuero tienen un desgaste promedio diferente (la verificacion de supuestos se deja al lector como
ejercicio).

I Tabla 3.5 ANOVA para los tipos de cuero, ejemplo 3.2

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Tipo de cuero 7072.33 3 2 357.44 23.24 0.0000
Error 2029.0 20 101.45
Total 9101.33 23

Sial menos un tipo de cuero se desgasta de forma diferente de otro, entonces ;cuales tipos de cuero
son diferentes entre si? Para responder esta pregunta se realizan todas las comparaciones posibles, dos
a dos entre las medias de tratamientos, para lo cual existen varios métodos de prueba conocidos gené-
ricamente como métodos de comparaciones multiples, algunos de los cuales se presentan mas adelante,
junto con otros analisis graficos que permiten entender mejor los resultados.

Ademas de la tabla 3.5 del ANOVA, se observa que la variacion total en 24 datos de este experi-
mento fue de 9 101. De esta cantidad, 7 072 se debe a las diferencias entre los tipos de cuero y 2 029
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corresponde a la diferencia entre los cueros del mismo tipo. Al ponderar esto por los correspondientes
grados de libertad, se obtienen los cuadrados medios, que reflejan la magnitud real de cada fuente de
variacion. Asi, vemos que las diferencias debidas al tipo de cuero es de 2 357 y que el error es de 101;
por lo tanto, la primera es 23.2 veces mas grande que la segunda, lo cual indica que las diferencias
observadas entre los tipos de cuero son significativas y que no se deben a pequeras variaciones mues-

trales (error).
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Comparacion de cuatro métodos de ensamble

Consideremos los datos del DCA dados en el ejemplo 3.1, don-
de el interés era comparar cuatro métodos de ensamble en
cuanto al tiempo promedio en minutos que requiere cada uno
de ellos. Se hicieron cuatro observaciones del tiempo de ensam-
ble en cada método. Los resultados se muestran en la tabla 3.1.

Una manera de comparar los métodos de ensamble (trata-
mientos) es probar la hipotesis:

HO Tp=Tg=Tc=Tp= 0

H,:7;# 0paraalgini=A, B, C, D

(3.9)

En caso de no rechazar H,, se concluye que los tiempos prome-
dio de los cuatro métodos de ensamble son estadisticamente
iguales; pero si se rechaza, se concluye que al menos dos de
ellos son diferentes. En la tabla 3.6 se muestra el andlisis
de varianza correspondiente, en el que se aprecia que el valor-p
= 0.0018 es menor que & = 0.05, por lo que se rechaza H, en
este nivel de significancia en particular. Nétese que también se
rechazaria para cualquier otro nivel de significancia prefijado, «,
gue cumpla con & > 0.0018, ya que en esos casos el estadistico
de prueba Fy = 9.42 caeria en la region de rechazo.

1 Tabla 3.6 ANOVA para los métodos de ensamble, ejemplos 3.1y 3.3

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Tratamientos 69.5 3 23.17 9.42 | 0.0018
Error 29.5 12 2.46
Total 99.0 15

Calculos manuales

Hay personas que, cuando hacen los calculos con apoyo de una calculadora de bolsillo o una hoja de
calculo tipo Excel, complementan el entendimiento de un analisis. Para el caso del ANOVA del ejemplo
3.3, estos calculos se facilitan si primero se obtiene la informacion basica desplegada en la tabla 3.7.
Con esta informacion se pueden calcular las sumas de cuadrados, como se hace a continuacion:

1. Suma total de cuadrados o variabilidad total de los datos:

4 4
SCr=2, XY -
i=j j=1

N

Ya 162010
16

=99.0

2. Suma de cuadrados de tratamientos o variabilidad debida a la diferencia entre métodos de ensam-

ble:

SCrpar = z

i=1

S Y Y2 (29 +347+51°+42°) 1567
4 N

4

=69.5
16

3. Suma de cuadrados del error o variabilidad dentro de métodos de ensamble:

SCy =SCy = SCypar =99—69.5=29.5
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1 Tabla 3.7 Detalles de los calculos para el ANOVA en el DCA para el tiempo de ensamble, ejemplo 3.3

Métodos de ensamble Operaciones basicas
A B C D
6 7 11 10
4 2 _ g2 2 2 _

Observaciones N 8 9 16 12 XY =67 +7 +...+97 =1620

7 10 11 11 = suma de los cuadrados de todas las observaciones o

datos

8 8 13 9
Total por tratamiento (Y.,) = | 29 34 51 42 Y. =2 Z Y, =6+7+...4+49=156 suma de los datos
NQmero de datos en cada trata- 4 4 4 4 N=3, n =16 total de mediciones
miento (n,) =
Media muestral por s _ Y. 156
tratamiento (Y’lf = 725 | 850 | 12.75 | 10.50 | ¥ = N 16 975 media global

Desviaciones respecto a la me- .S

dia global (7;) =

-2.50 | =1.25 3.0 0.75 | 7, =Y. —Y.. efecto estimado del método i

1 1

4. Cuadrados medios de tratamientos y del error (efecto ponderado de cada fuente de variacion):

5. Estadistico de prueba:

_ CMygyr _ 2317
CM, 246

F, =042

Con toda esta informacion se procede a llenar la tabla 3.6 del ANOVA. El valor de la significancia
observada o valor-p es el area bajo la curva de la distribucion F; |, a la derecha de F, = 9.42, que se
puede obtener con Excel mediante la funcion DISTR.F (Fy, k— 1, N — k). Ademas, recordemos que otra
forma de rechazar o no una hipotesis es comparar el estadistico de prueba contra un nimero critico
de tablas. En el caso de las tablas de la distribucion F en el apéndice, se lee que el valor critico para
a=0.05es Fyys 3 15 = 3.49. Como Fy=9.42 > F 5 5 1, = 3.49, entonces se rechaza Hy, con lo cual se
concluye que si hay diferencia o efecto de los métodos de ensamble en cuanto a su tiempo promedio.
El valor critico de la distribucion F también se puede calcular con Excel con la funcion DISTR.F.INV
(@, k=1,N-k).

Diagramas de cajas simultaneos

» Diagramas de caja Los diagramas de cajas3 simultdneos representan una manera descriptiva de comparar

Gréaficos basados en los
conjunto de datos.

tratamientos. En la figura 3.3 se presentan los diagramas de cajas simultaneos para
los cuatro métodos de ensamble del ejemplo 3.3. Se observa que el método C parece
diferente a los métodos A y B en cuanto a sus medias; la media del método D también

cuartiles de un

®El diagrama de caja es una herramienta para describir el comportamiento de unos datos, y es de suma utilidad para comparar
procesos, tratamientos y, en general, para hacer analisis por estratos (lotes, proveedores, turnos). El diagrama de caja se basa en
los cuartiles y parte el rango de variacion de los datos en cuatro grupos, cada uno de los cuales contiene 25% de las mediciones.
De esta forma se puede visualizar donde empieza 25% de los datos mayores, donde 25% de los datos menores y de donde a
donde se ubica 50% de los datos que estan al centro.
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Figura 3.3 Diagramas de cajas para los métodos de ensamble (ejemplo 3.3).

se ve diferente a la media del método A. Por otra parte, se observa un poco mas de variabilidad en el
método C que en todos los demas. Lo que sigue es verificar que lo que se observa en el diagrama de
caja implica diferencias significativas entre los distintos tratamientos; por lo tanto, es necesario hacer
pruebas estadisticas porque los datos que se analizan en los diagramas de cajas son muestras.

En general, cuando los diagramas no se traslapan es probable que los tratamientos correspondien-
tes sean diferentes entre si, y la probabilidad es mayor en la medida que los diagramas estan basados
en mas datos. Cuando se traslapan un poco puede ser que haya o no diferencias significativas, y en
cualquier caso es conveniente utilizar una prueba estadistica para determinar cudles diferencias son
significativas. Estas pruebas se veran en la siguiente seccion.

Graficos de medias

Cuando se rechaza Hy mediante el ANOVA, y se concluye que no hay igualdad entre las medias pobla-
cionales de los tratamientos, el grafico de medias (means plot) permite hacer una comparacion visual y
estadistica de las medias de los tratamientos (métodos de ensamble) para asi saber cuales tratamientos
son diferentes entre si. En la figura 3.4 se presenta el grafico de medias con intervalos de confianza de
acuerdo con la prueba LSD, la cual se estudiard mas adelante.

Tiempo

9.5

7.5

55

>

B C D

Método de ensamble

Figura 3.4 Gréfico de medias con el método LSD (ejemplo 3.3).
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Como se explico en el capitulo anterior, si dos intervalos de confianza se traslapan, los tratamien-
tos correspondientes son estadisticamente iguales en cuanto a sus medias; pero si no se traslapan,
entonces son diferentes. Asi, podemos ver que el método LSD detecta, con una confianza de 95%, que
A#C,A#DyB=C. Deesta forma, la conclusion practica del experimento es que el mejor método de
ensamble parece ser el A, ya que estadisticamente sus tiempos son menores que los de los métodos C
y D. Le sigue el método B, ya que éste es mejor que el C. Pero no es posible concluir que el método A
sea mejor que el método B, ya que sus intervalos se traslapan. Si se quisiera decidir en forma estadistica
sobre la diferencia entre los métodos A y B, una forma de hacerlo es tomar mas datos para incrementar
la potencia de la prueba, o bien, recurrir a otros criterios para tomar la decision.

Comparaciones o pruebas
de rango multiples

Después de que se rechazo la hipotesis nula en un analisis de varianza, es necesario ir a detalle y ver
cudles tratamientos son diferentes. A continuacion, se ven tres estrategias distintas para ir a ese detalle.

Comparacion de parejas de medias de tratamientos

Cuando no se rechaza la hipotesis nula Hy : i) = 4, = ... u;, = u, el objetivo del analisis esta cubierto y
la conclusion es que los tratamientos no son diferentes. Si por el contrario se rechaza Hy, y por con-
siguiente se acepta la hipétesis alternativa H, : u; # u; para algin i # j, es necesario investigar cuales
tratamientos resultaron diferentes, o cudles provocan la diferencia. Como se acaba de ilustrar en la
grafica de medias, estas interrogantes se responden probando la igualdad de todos los posibles pares
de medias, para lo que se han propuesto varios métodos, conocidos como métodos de comparaciones
multiples o pruebas de rango multiples. La diferencia primordial entre los métodos radica en la potencia
que tienen para detectar las diferencias entre las medias. Se dice que una prueba es mas potente si es
capaz de detectar diferencias mas pequenas.

» Diferencia minima Método LSD (diferencia minima significativa)

significativa (LSD)

Una vez que se rechazo H, en el ANOVA, el problema es probar la igualdad de todos

Es la diferencia minima que debe haberen-  10s posibles pares de medias con la hipotesis:

tre dos medias muestrales para considerar
que dos tratamientos son diferentes.

Ho @i =

3.10
Hy:ui # u ( )

para toda i # j. Para k tratamientos se tienen en total k(k — 1)/2 pares de medias. Por ejemplo, si k = 4
existen 4 x 3/2 = 6 posibles pares de medias. El estadistico de prueba para cada una de las hipétesis da-
das en (3.10) es la correspondiente diferencia en valor absoluto entre sus medias muestrales |Yi. =Y |
Se rechaza la hipétesis Hy : u; = u; si ocurre que:

jn.

(3.11)

Y. - Yj-| > Loy, N-k

donde el valor de t,,, _ise lee en las tablas de la distribucion T de Student con N — k grados de libertad
que corresponden al error, el CM es el cuadrado medio del error que se obtiene de la tabla de ANOVA,
y n;y n;son el nimero de observaciones para los tratamientos i y j, respectivamente. La cantidad LSD se
llama diferencia minima significativa (least significant difference), ya que es la diferencia minima que debe
existir entre dos medias muestrales para considerar que los tratamientos correspondientes son signifi-
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cativamente diferentes. Asi, cada diferencia de medias muestrales en valor absoluto que sea mayor que
el numero LSD se declara significativa. Notese que si el diserio es balanceado, es decir, sin; =n, = ... =
ny, = n, la diferencia minima significativa se reduce a:

LSD =ty n_y+2CMp/n

(3.12)

En caso de rechazar Hy, se acepta la hipétesis alternativa Hy : u; # u;, la cual nos dice que las medias
de los tratamientos i y j son diferentes. El método LSD es de los mas potentes, por lo que en ocasiones
declara significativas aun pequenas diferencias.

llustremos esta prueba continuando con el ejemplo 3.3, en el
cual se rechazé con el ANOVA la hipdtesis Hy @ pha = U = thc =
MUp Yy se acepta que al menos un par de medias de tratamientos
(métodos de ensamble) son diferentes entre si. Para investigar
cudles pares de medias son estadisticamente diferentes, se prue-
ban los seis posibles pares de hipétesis:

utilizando el método de LSD. En el ANOVA de la tabla 3.6 se ob-
serva que los grados de libertad del error son N -k = 12, y que
el cuadrado medio del error es CM = 2.46. Si usamos una sig-
nificancia predefinida de & = 0.05, de la tabla de la distribucién
T de Student con 12 grados de libertad, se obtiene que t; 0,5 1,
= 2.18. En Excel se puede usar la funcién DISTR.T.INV (&, N — k).

Como en cada tratamiento se hicieron n = 4 pruebas, entonces:

Ho @ la=Ug VS. Hy @ s # Ul
Tt he e e e 2x2.46

Ho : pa=pp Vs. Ha @ g #Hp LSD =ty n_kJ2CM/n =218, | n =2.42
Ho : Mg =MUc VS. Hp @ Up #lUc (3.13)

Ho @ Mg=Hp VS. Ha @ U #Mp

Ho @ pc=up vs. Hy o He #lp

La decision sobre cada una de las seis hipotesis listadas arriba se obtiene al comparar las corres-
pondientes diferencias de medias muestrales en valor absoluto con el nimero LSD = 2.42. Se declaran
significativas aquellas diferencias que son mayores que este numero. Los resultados se muestran en la
tabla 3.8, de donde se concluye que u, = up, g = Up, e = Up, MIENLTas qUe Uy * le, Uy E Ue Y g  Up.
Notese que son los mismos resultados que previamente se obtuvieron en la grafica de medias (figura
3.4), cuyos intervalos estan basados en este método LSD. De manera especifica, los intervalos en la
grafica de medias (means plot) con el método LSD se obtienen con:

CM;

Yiotton nor

i

1 Tabla 3.8 Aplicacion de la prueba LSD a métodos de ensamble

Diferencia Diferencia muestral

poblacional en valor absoluto Decision
U — U 125<2.42 No significativa
Ua— U *550>2.42 Significativa
U —Up *325>242 Significativa
U —Uc *425>242 Significativa
Ug—Up 2.00<242 No significativa
Uc—Up 225<2.42 No significativa
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De esta forma, si dos intervalos se traslapan, entonces no habra diferencias entre las medias de los
tratamientos correspondientes. Notese que /CM/n se esta considerando como el error estandar o
desviacion estandar de la correspondiente media muestral.

Método de Tukey

Un método mads conservador para comparar pares de medias de tratamientos es el método de Tukey, el
cual consiste en comparar las diferencias entre medias muestrales con el valor critico dado por:

T, = qu (e, N= k) JCMp/n,

donde CM es el cuadrado medio del error, n es el numero de observaciones por tratamiento, k es el nu-
mero de tratamientos, N — k es igual a los grados de libertad para el error, & es el nivel de significancia
prefijado y el estadistico q,(k, N — k) son puntos porcentuales de la distribucion del rango estudenti-
zado, que se obtienen de la correspondiente tabla en el apéndice. Se declaran significativamente dife-
rentes los pares de medias cuya diferencia muestral en valor absoluto sea mayor que T,. A diferencia
de los métodos LSD y Duncan, el método de Tukey trabaja con un error @ muy cercano al declarado
por el experimentador.

Para aplicar el método de Tukey al ejemplo de los métodos de
ensamble, a partir del ANOVA de la tabla 3.6 se toma la in-
formacién pertinente, y de las tablas del rango estudentizado
dadas en el apéndice, para @ = 0.05, se obtiene gg5(4, 12) =
4.20, de manera que el valor critico es:

T0_05= qO>05(4, 12) A\ CME /n=4.20 X A 2.46/4 = 3.27

que al compararlo con las diferencias de medias muestrales, los
resultados sobre las seis hipétesis son:

Diferencia Diferencia

poblacional muestral Decision
U — U 1.25<3.27 No significativa
Ua— U *550>3.27 Significativa
Up—Up 3.25>3.27 No significativa
Up— e *425>3.27 Significativa
Us—Up 2.00<3.27 No significativa
Uc—Up 2.25<3.27 No significativa

Método de Duncan

De esta tabla se concluye que p, = thg = Up, thc = Up, Ua *
Ucy Ug * Uc. Observe que esta prueba no encuentra diferencia
entre los métodos de ensamble Ay D, la cual si se detectd con
el método LSD. Esto es congruente con el hecho de que la prue-
ba de Tukey es menos potente que la prueba LSD, por lo que
las pequenas diferencias no son detectadas como significativas.
Asimismo, el riesgo de detectar una diferencia que no existe
es menor con el método de Tukey. En la practica, después de
que se ha rechazado H, con el ANOVA, conviene aplicar ambos
métodos (LSD y Tukey) u otros, cuando haya dudas sobre cual
es el tratamiento ganador. Cuando la diferencia entre dos trata-
mientos es clara, ambos métodos coinciden.

En este método para la comparacion de medias, si las k muestras son de igual tamario, los k promedios
se acomodan en orden ascendente y el error estandar de los promedios se estima con S; = /CMg/n.
Si alguno o todos los tratamientos tienen tamarios diferentes, se reemplaza n por la media armonica
de las {n}, que esta dada por:
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Notese que cuando ny = n, = --- = n;, = n, ocurre que n,, = n. De la tabla de rangos significantes de
Duncan dada en el apéndice, se obtienen los valores criticos 7, (p, 1), p = 2, 3, ..., k, donde « es el nivel
de significancia prefijado y I son los grados de libertad para el error. Con estos k — 1 valores se obtienen
los rangos de significancia minima dados por:

Rp =ra(P,l)S}7.; p=2,3,...,k

i

Las diferencias observadas entre las medias muestrales se comparan con los rangos R, de la si-
guiente manera: primero se compara la diferencia entre la media mas grande y la mas pequena con
el rango R,,. Luego, la diferencia entre la media mas grande y la segunda mas pequefia se compara con el
rango R;,_;. Estas comparaciones contintan hasta que la media mayor se haya comparado con todas las
demas. En seguida, se compara la diferencia entre la segunda media mas grande y la media menor con
el rango R, _ . Después, la diferencia entre la segunda media mas grande y la segunda mas pequeria se
compara con el valor de R,,_,, y asi sucesivamente hasta que se comparan los k(k — 1)/2 pares de medias
posibles con el rango que les corresponda. En las comparaciones en las que la diferencia observada es
mayor que el rango respectivo, se concluye que esas medias son significativamente diferentes. Si dos
medias caen entre otras dos que no son muy diferentes, entonces esas dos medias poblacionales tam-
bién se consideran estadisticamente iguales.

Ejemplo 3.6

De nuevo, supongamos que interesa probar las seis hipotesis
dadas en (3.13) para los cuatro métodos de ensamble. En la ta-
bla de ANOVA (tabla 3.6) se lee que CM, = 2.46, lo cual se basa
en 12 grados de libertad. Asi, el error estandar de cada pro-
medio es Sy, =\CMe/n =4/2.46/4 =0.78, dado que se hicieron
n = 4 observaciones en cada tratamiento. De la tabla de rangos
significantes de Duncan dada en el apéndice, para @ = 0.05
y 12 grados de libertad, se leen los rangos ry5(2, 12) = 3.08,
roos(3, 12) = 3.23 y ryos(4, 12) = 3.33. Con esta informacion,
los rangos minimos significantes son:

Ry =To05(2, 12)S;, =(3.08)(0.78) = 2.40
Ry =ro05(3, 12)S;, =(3.23)(0.78) = 2.52
Re =ryos(4, 12)S;. =(3.33)(0.78) = 2.60

Estos rangos se comparan con las diferencias de medias de
acuerdo con el método descrito arriba.

Las cuatro medias muestrales acomodadas en orden ascen-
dente son: Y, = 7.25, Y5 = 850, Y, = 10.50 y Y = 12.75. De
aqui se obtienen las diferencias en el orden dado por el método
de Duncan y se van comparando con el rango correspondiente.
En la tabla inferior se resumen los resultados obtenidos.

De esta tabla se concluye que pia = s, Us = Up Y tc = Up,
mientras que Ua # Ue, Ug = Uc Y Ua Z Up, que son las mismas
conclusiones que se obtuvieron con el método LSD. En general,
las pruebas de Duncan y LSD tienen un desempefio similar.

Diferencia Diferencia muestral

poblacional comparada con su rango R, Decision
Ue—Hy 12.75-7.25=55%>2.60= R, | Significativa
Uc— U 12.75-8.50 =3.27*>2.52 =R; | Significativa
Ue—tp 12.75-10.50=2.25<240=R, | No significativa
Up— Uy 10.50 -7.25=3.25*>2.60=R; | Significativa
Up— g 10.50-8.50=2.0<2.40= R, | No significativa
g — Uy 850-725=125<240= R, | No significativa
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Comparacion de tratamientos con un control
(método de Dunnet)

Una vez que se rechaza Hy con el ANOVA, en ocasiones uno de los k tratamientos a

» Tratamiento control comparar es el llamado tratamiento control y el interés fundamental es comparar los

k — 1 tratamientos restantes con dicho control. El tratamiento control se identifica de

Se refiere a un tratamiento estandar de re-

ferencia contra el que se compara el resto

de los tratamientos.

(» Contraste

Combinacion lineal de medias poblacio-
nales en las que la suma de los coeficien-

tes es igual a cero.

esa manera porque por sus caracteristicas es un estandar de referencia contra el cual es
importante comparar el resto de los tratamientos (véase ejercicio 3.12). Por ejemplo, al
comparar varios medicamentos para el resfriado es conveniente que uno de los trata-
mientos sea que los pacientes no utilicen ningiin medicamento; esto sirve como referencia para decidir
la posible utilidad de los medicamentos.

Por facilidad, denotemos como tratamiento control al k-ésimo tratamiento. Hacer comparaciones
con respecto al control implica probar las k — 1 hipotesis dadas por:

Ho @ pi=
Hy oty # py,
coni=1,2, ..., k-1 Lahipotesis nula se rechaza si:
- - 1 1
Y. —Y.|>Dy(k=1, 1), |CMp| —+—
ng  ny

donde D,(k — 1, I) se encuentra en las tablas del apéndice; I son los grados de libertad del cuadrado
medio del error. Se recomienda que el tamario de muestra del tratamiento control sea grande, a fin de
estimar su media con mayor precision.

Comparacion por contrastes

No siempre interesa probar solo las k(k — 1)/2 hipotesis dos a dos dadas por H, : u; = u; vs.
Hy : u; # u; para i# j, y no siempre estas hipotesis dos a dos interesan todas por igual. En ocasiones,
el objetivo del estudio lleva a contrastar hipotesis que involucran a mas de dos medias. En esta seccion
se presenta este tipo de alternativas en la comparacion de medias, pero antes se definen los conceptos
de contraste y contrastes ortogonales.

Contraste

Una expresion de la forma C =2 ¢, i, es una combinacion lineal de las medias pobla-
cionales de interés, en las que los coeficientes ¢; son numeros reales. La combinacion
lineal C se llama contraste si cumple que la suma de sus coeficientes es igual a cero
(Z£ ¢, =0). Muchas hipotesis estadisticas de interés son contrastes, como por ejemplo
las hipotesis de comparacion de medias. En efecto, ya hemos visto que la hipotesis nula
Ho : u; = u; para i # j se puedeescribir de maneraequivalente como Hy:u;—u;=0,donde
se observa que el contraste correspondiente es la combinacion lineal cju;+ cju; con ¢ =1y
¢;=—1, e interesa verificar si es estadisticamente igual a cero.

En general, supongamos que interesa probar si el contraste definido por C =2 c.u, es igual a
cero. Si las poblaciones objeto de estudio son normales N(u,, 07);i=1,2,...,k), el contraste C sigue

- . . k . kG 2 .
una distribucién normal con media pc = Xi_;¢u; y varianza Ve = Zi_; —0; . Cuando las varianzas de
n.

1
los tratamientos son iguales y el disefio experimental es balanceado (n; = n para cada i), la varianza del
2 gk : > . .
contraste se reduce a Vi = "TZi:lCZi. Al usar el CM. para estimar o* y Y,. para estimar la media u;, se
puede ver que un intervalo al 100(1 — @)% de confianza para el contraste C esta dado por:
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donde t,; y_; es un punto porcentual de la distribucion T de Student con N — k grados de libertad.
En caso de que el intervalo contenga el cero, se concluye que el contraste C es estadisticamente igual
a cero.

Contrastes ortogonales » Contrastes ortogonales

En el caso de un disefio balanceado, dos contrastes C; =X c,it; vy C> =Z°16ilti Cuando la suma del producto de los coefi-
son ortogonales si la suma del producto de los coeficientes es igual a cero, esto es, si  cientes de dos contrastes es igual a cero.
%1016 =0; para el diserio desbalanceado son ortogonales si Xi_ n;c;;¢,; =0. Dadas

las k medias de interés correspondientes a k tratamientos objeto de estudio, se pueden

construir una infinidad de conjuntos de k — 1 contrastes ortogonales entre si. En particular, con el uso

de contrastes ortogonales es posible construir un grupo de hipétesis de interés independientes entre si.

Por ejemplo, en el problema de los k = 4 métodos de ensamble se pueden construir grupos de contras-

tes ortogonales de tamano tres. En la siguiente tabla se muestra una posibilidad de eleccion:

G @ @ @ Contrastes ortogonales
-1 -1 0 2 — g —HUc

0 1 -1 0 My —Uc

1 1 1 -3 Ma+ Uy + e —3lp

Es facil ver que los tres contrastes definidos en esta tabla son ortogonales entre si. Por ejemplo, el
primero y el segundo son ortogonales porque (2 x 0) + (=1 x 1) + (=1 x =1) + (0 x 0) = 0, y lo mismo
pasa con los otros dos posibles productos. Observe también que con cada contraste se puede definir
una hipotesis estadistica, como se hace en el siguiente método de Sheffé.

Método de Sheffé

Este método estd disenado para probar todos los contrastes de medias que pudieran
interesar al experimentador, sin el inconveniente de inflar por ello el error tipo I (detec-
cion de diferencias que no existen). Supongamos que interesa contrastar las hipotesis:

@) Método de Sheffé

Sirve para probar todos los contrastes de
medias que pudieran ser de interés, en
particular aquellos que involucran a mas

Hy 12Uy =ug+Uc de dos medias.

(3.14)
Hy @ 2un # pg+ pc

donde la hipotesis nula se puede escribir alternativamente como H, : 2u, — gy — e =0, lo cual implica
que la hipotesis esta definida por el contraste C, =2u, — up — tc. De manera que el contraste estimado
estd dado por:

Co=2Y, Y- Y,

y su varianza estimada es:

2
V(Cy) =CMEZ;—i

1

donde n; es el namero de mediciones en el tratamiento i = A, B, C. Intervalos simultaneos al
100(1 — @)% de confianza para todos los contrastes tienen la forma:

Ct\J(k=DV(OF, 11,

donde Crepresenta la estimacion de cualquier posible contraste y F, ,_; y_; s el cuantil 100(1 — a)
de una distribucion F con k — 1 grados de libertad en el numerador, y N — k grados de libertad en el
denominador. Si el intervalo resultante para un contraste particular, digamos C,, no contiene el cero, se
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» Residuos

Son generados por la diferencia entre la

respuesta observada y la respuesta predi-
cha por el modelo en cada prueba expe- media cero y varianza constante. Los residuos, e,

rimental.

Experimentos con un solo factor (analisis de varianza)

concluye que el contraste es significativamente diferente de cero, lo cual lleva a rechazar H,. De manera
equivalente, el método de Sheffé rechaza la hipotesis nula si el contraste asociado es:

[Co| > Jk=DVOR, 1 v

Supongamos que en el ejemplo de los métodos de ensamble se quieren contrastar las hi-
potesis dadas en la ecuacion (3.14). Con las medias muestrales (tabla 3.7) se calcula el estadistico
G = 2(7.25) — 8.50 — 12.75 = —6.75. La varianza del contraste es V(G) = 2.46(6)/4 = 3.69. Como

\/(k—l)v(é)Fa,k_LN_k =+3X3.69x349=621y |CO|=6_75, se rechaza la hipotesis Hy : 2u, = g
+ucyseaceptalaHy : 2u, # pg+ tc.

Verificacion de los supuestos del modelo

La validez de los resultados obtenidos en cualquier analisis de varianza queda supeditado a que los
supuestos del modelo se cumplan. Estos supuestos son: normalidad, varianza constante (igual varianza
de los tratamientos) e independencia. Esto es, la respuesta (Y) en cada tratamiento se debe distribuir de
manera normal, con la misma varianza en cada tratamiento, y las mediciones deben ser independientes.
Estos supuestos sobre Y se traducen en supuestos sobre el término error (g) en el mo-
delo [véase expresion (3.2)]. Es una practica comun utilizar la muestra de residuos para
comprobar los supuestos del modelo, ya que si los supuestos se cumplen, los residuos
o residuales se pueden ver como una muestra aleatoria de una distribucion normal con
j» se definen como la diferencia entre
la respuesta observada (Y;) y la respuesta predicha por el modelo (¥)), lo cual permite
hacer un diagnoéstico mas directo de la calidad del modelo, ya que su magnitud senala
qué tan bien el modelo describe los datos. Veamos.
Recordemos de (3.2) que el modelo que se espera describa los datos en el DCA esta dado por:

Yj=u+7 +¢ (3.15)

donde Y; (i=1,2, ...,k j=1,2,...,n) esel j-¢simo dato en el tratamiento i, u es la media global, 7; es
el efecto del tratamiento i y &; representa el error asociado con la observacion Y;. Cuando se realiza el
ANOVA, y solo cuando éste resulta significativo, entonces se procede a estimar el modelo ajustado o
modelo de trabajo dado por:

Y, =i+, (3.16)

donde % es la respuesta predicha, i es la media global estimada y 7, es el efecto estimado del tratamien-
to i; los gorros indican que son estimadores, es decir, valores calculados a partir de los datos del experi-
mento. El término del error desaparece del modelo estimado por el hecho de que su valor esperado es
igual a cero (E(e;) = 0). Como la media global se estima con Y.. y el efecto del tratamiento con Y;. - Y..,
el modelo ajustado del DCA se puede escribir como:

Y, =Y. +(Y. -Y.)=Y. (3.17)

Esto es, la respuesta predicha para cada observacion es la media muestral del tratamiento corres-
pondiente. De esta manera, el residual o residuo asociado a la observacion Y; esta dado por:

Los supuestos del modelo lineal (3.15), en términos de los residuos, son:
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1. Los e; son una muestra de una distribucion normal con media cero.
2. Los e; son independientes entre si.

. . . . . o . . . 2
3. Los residuos de cada tratamiento proceden de una distribucion que tiene la misma varianza o”.

Para comprobar cada supuesto existen pruebas analiticas y graficas que veremos a continuacion.
Por sencillez, muchas veces se prefieren las pruebas graficas. Estas tienen el inconveniente de que no
son “exactas”, pero aun asi, en la mayoria de las situaciones practicas proporcionan la evidencia sufi-
ciente en contra o a favor de los supuestos. El uso de las pruebas graficas requiere una fuerte evidencia
visual para concluir que el supuesto en cuestion no se cumple, ya que se requiere que la evidencia en
contra de un supuesto esté soportada por mas de dos puntos. Cuando son uno o dos los puntos que
se salen del comportamiento esperado de las graficas, se puede tratar de un problema de puntos abe-
rrantes, no de violacion del supuesto en cuestion. En ese caso debe investigarse la obtencion de dichas
mediciones atipicas, ya que ese tipo de puntos puede afectar sensiblemente los resultados del analisis.

Es posible utilizar una prueba analitica para subsanar las ambigtiedades que surjan en la interpre-
tacion visual (subjetiva) de las graficas.

Es mejor prevenir en lo posible que los supuestos no se violen, para ello se aplican los tres princi-
pios basicos del disefio de experimentos: repeticion, aleatorizacion y bloqueo. Es facil encontrar situa-
ciones en las que, por no aplicar alguno de estos principios, no se cumplen los supuestos del modelo.
Por ejemplo, por no aleatorizar el orden en el que se corren las pruebas, pueden surgir problemas con
el supuesto de independencia.

Normalidad

Un procedimiento grafico para verificar el cumplimiento del supuesto de normalidad
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de los residuos consiste en graficar los residuos en papel o en la grdfica de probabilidad » Grafica de probabilidad

normal que se incluye casi en todos los paquetes estadisticos. Esta grafica del tipo X-Y
tiene las escalas de tal manera que si los residuos siguen una distribucion normal, al
graficarlos tienden a quedar alineados en una linea recta; por lo tanto, si claramente no  gad especifica.
se alinean, se concluye que el supuesto de normalidad no es correcto. Cabe enfatizar

el hecho de que el ajuste de los puntos a una recta no tiene que ser perfecto, dado que el analisis de
varianza resiste pequeiias y moderadas desviaciones al supuesto de normalidad. En las figuras 3.6a)
y 3.6Db) se representan, en la grafica de probabilidad normal, dos casos en los cuales el supuesto de
normalidad no se cumple.

Gréfica de probabilidad en papel normal

Consideremos los N residuos ¢; que resultan del analisis de varianza, o cualquier conjunto de N datos
de los cuales se quiere verificar su procedencia de una distribucion normal. Los pasos en la construc-
cion de la grafica de probabilidad normal para los residuos son los siguientes:

1. Ordenar los N valores del menor al mayor y asignarles los rangos de 1 a N. Sean r;, i =1, 2,..., N,
los datos en orden creciente.

2. Calcular una posicion de graficacion para cada dato en funcion de su rango y del total de observa-
ciones como (i—0.5)/N,i=1,2,...,N.

3. El papel de probabilidad normal es un formato para realizar una grafica del tipo X-Y, en la que una
de las escalas es lineal y la otra es logaritmica. Sobre el papel de probabilidad normal se dibujan las
parejas (r;, (i— 0.5)/N).

4. Dibujar una linea recta sobre los puntos para tratar de dilucidar si se ajustan razonablemente bien
aella o no.

Para ilustrar lo anterior, supongamos que los residuos son los siguientes 10 datos: 48.8, 51.5, 50.6,
46.5,41.7, 39.9, 50.4, 43.9, 48.6, 48.6. Los calculos necesarios para obtener las parejas a graficar se
muestran en la tabla 3.9.

Sirve para verificar visualmente si los da-
tos siguen una distribucién de probabili-
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I Tabla 3.9 Calculos para realizar una grafica de probabilidad normal

Dato r; Rango i (i-0.5)/N Z,=®7" ((i-0.5)/N)
39.9 1 0.05 -1.64
41.7 2 0.15 -1.03
43.9 3 0.25 -0.67
46.5 4 0.35 -0.38
48.6 5 0.5 0.00
48.6 6 0.5 0.00
48.8 7 0.65 0.38
50.4 8 0.75 0.67
50.6 9 0.85 1.03
51.5 10 0.95 1.64

En el papel de probabilidad normal se grafican las parejas dadas por la primera y tercera columnas
(r,, (i—0.5)/N), y la grafica resultante se muestra en la figura 3.5a). En ésta no hay evidencia suficiente
en contra de la normalidad de los datos.

a) Papel normal b) Papel ordinario
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Figura 3.5 Gréfica de probabilidad en papel normal y en papel ordinario.

Grafica de probabilidad normal en papel ordinario
A falta de papel de probabilidad normal, la grafica de probabilidad también se puede hacer en papel

ordinario con escalas equiespaciadas en ambos ejes. Para ello, primero se obtiene el valor normal es-
tandarizado Z; que cumple la relacion:

%:p(z <Z)=d(Z) (3.18)
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donde ®(Z) es la funcion de distribucion normal estandar acumulada evaluada en Z,. Es decir,
Z, =<D_1(i_1\?5), que se puede obtener en Excel con la funcion DISTR NORM.ESTAND.IND([i —
0.5]/N). Las parejas a dibujar en el papel ordinario son (r;, Z,) (véase tabla 3.9). En la figura 3.5b) se
muestra la grafica de probabilidad en papel ordinario para los mismos datos graficados en papel nor-
mal. Observe que es basicamente la misma grafica.

También existen varios métodos analiticos para verificar la normalidad. Entre dichas pruebas se
encuentran la ji-cuadrada para bondad de ajuste, la prueba de Shapiro-Wilks y la prueba de Anderson-
Darling, de las cuales la segunda es una de las mas recomendadas.

Prueba de Shapiro-Wilks para normalidad

Consideremos una muestra aleatoria de datos x1, X, ..., X, que proceden de cierta distribucion desco-
nocida denotada por F(x). Se quiere verificar si dichos datos fueron generados por un proceso normal,
mediante las hipotesis estadisticas:

H, : Los datos proceden de una distribucion normal (F(x) es normal).
H, : Los datos no proceden de una distribucion normal (F(x) no es normal).

Los pasos para la prueba de Shapiro-Wilks son: 1) Se ordenan los datos de menor a mayor. De-
notemos los datos ordenados por Xy, Xy, - .-, X. 2) De la tabla dada en el apéndice para este proce-
dimiento se obtienen los coeficientes a,, a,, ..., a,, donde k es aproximadamente n/2. 3) Se calcula el
estadistico W definido como:

2
1 R
WZm[iz;ai(X(mﬂ) _Xm)] (3.19)

donde S” es la varianza muestral. 4) Por tltimo, si el valor del estadistico es mayor que su valor critico
al nivel a seleccionado en la tabla del apéndice, se rechaza la normalidad de los datos.

Para ilustrar la prueba de Shapiro-Wilks consideremos los datos de la tabla 3.9 para calcular el
estadistico W de la tabla del apéndice para esta prueba, con n = 10, se obtienen los coeficientes a;. Estos
valores y el resto de los calculos se muestran en la tabla siguiente. Asi como la varianza es S* = 15.72.
Con la formula de la ecuacion (3.19) se obtiene que

1

= RSNERS) [11.26]* =0.896

i a; Kn—ivn— Xy a;(Xe_iv ) — X))

1 0.5739 51.5-399=11.6 6.66

2 0.3291 50.6-41.7=8.9 2.93

3 0.2141 504-43.9=6.5 1.39

4 0.1224 48.8-46.5=23 0.28

5 0.0399 48.6-48.6=0 0.00
Suma 11.26

Con el tamafio de muestra n = 10, en la tabla de valores criticos dada en el apéndice se lee que el
cuantil 95 es W, _g o5 = 0.987. Como W es menor que W, _,, se acepta que los datos proceden de una
distribucion normal, que concuerda con lo que se observo en las graficas de probabilidad de la figura
3.5.

71
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Varianza constante

@) Vvarianza constante

Supuesto del ANOVA que se cumple
cuando los tratamientos tienen la misma

Una forma de verificar el supuesto de varianza constante (o que los tratamientos tienen
la misma varianza) es graficando los predichos contra los residuos (Yij vs. ¢;), por lo
general Yj va en el eje horizontal y los residuos en el eje vertical. Si los puntos en esta

varianza.

grafica se distribuyen de manera aleatoria en una banda horizontal (sin ningtan patrén

claro y contundente), entonces es seiial de que se cumple el supuesto de que los trata-

mientos tienen igual varianza. Por el contrario, si se distribuyen con algiin patron claro y contundente,

como por ejemplo una forma de “corneta o embudo”, entonces es seiial de que no se esta cumpliendo

el supuesto de varianza constante (figura 3.6¢). Un claro embudo en los residuales indicara que el error

de pronostico del modelo tiene una relacion directa (positiva o negativa) con la magnitud del pronods-
tico (predicho).

Otra grafica que ayuda a verificar el supuesto es la grafica de niveles de factor contra residuos.

En el eje X de esta grafica se ponen los tratamientos o los niveles de un factor, y en el eje vertical se

agregan los residuos correspondientes a cada tratamiento o nivel de factor. Si se cumple el supuesto

de varianza constante, se espera que la amplitud de la dispersion de los puntos en cada nivel de factor

tenderd a ser similar; y no se cumplira el supuesto si hay diferencias fuertes en esta amplitud, como se

muestra en la figura 3.6d). En la interpretacion de esta grafica debe considerarse que, en estadistica, las
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Figura 3.6 Ejemplos de graficas de residuos en los que no se cumplen
los supuestos para el ANOVA.



Verificacion de los supuestos del modelo

pequenias diferencias por lo general no son significativas, y también debe tomarse en cuenta la cantidad
de observaciones hechas en cada nivel del factor, puesto que este hecho puede impactar la dispersion
aparente en cada tratamiento.

Otra interpretacion de la grafica de factor contra residuos es que cuando los tratamientos o niveles
muestran una dispersion diferente de sus residuales correspondientes (como en la figura 3.6d), es que
el factor o los tratamientos tienen un efecto significativo sobre la variabilidad de la respuesta.

Con base en esta informacion se podria proponer un nivel de operacion para dicho factor que
minimice la dispersion y optimice la media.

Asi, cuando hay una evidencia contundente en las graficas anteriores, en las que no se cumple el
supuesto de varianza constante, entonces se debe ver en qué sentido resultan afectadas las conclusiones
que se obtienen con el ANOVA y las pruebas de rango multiples. Por ejemplo, si se aprecia que el mejor
tratamiento también es el que tiene menor dispersion, entonces se debe mantener tal tratamiento como
la eleccion correcta, y ver si es de interés investigar por qué la diferencia en variabilidad con algunos
de los otros tratamientos. Pero, si al que se le considera el mejor tratamiento es el que tiene la varianza
mas grande, entonces es dificil mantenerlo como la eleccion correcta. En este caso se debe replantear
la decision y el analisis.

Transformaciones para estabilizar la varianza

Cuando no se cumple el supuesto de igualdad de varianza de los tratamientos, una forma de volver
a hacer el andlisis y reconsiderar la situacion es transformar los datos u observaciones Y;, de manera
que se disminuyan las diferencias en dispersion y se pueda ver mas claramente lo que ha pasado en el
experimento. Existe una gran cantidad de transformaciones propuestas que logran lo anterior, entre las
mas frecuentes se encuentran la logaritmica y la raiz cuadrada. La transformacion se hace de la siguiente
manera: se saca logaritmo a los datos u observaciones por ejemplo, y con los datos transformados se
vuelve a hacer el analisis completo. La seccion “Transformaciones para estabilizar varianzas” del capi-
tulo 5 aborda el tema con detalle.

En general, siempre se debe investigar por qué no se ha cumplido el supuesto de varianza constan-
te, ya que eso ayuda a entender mejor el proceso o sistema con el que se experimenta. Por ejemplo, una
razon frecuente que hace que tal supuesto no se cumpla es que algunas variables tienen una dispersion
directamente proporcional a su magnitud, de tal forma que si sus valores son pequenos, éstos tienden a
ser mas homogéneos en comparacion con la variabilidad que entre si tienen los valores grandes. Ahora
veamos una prueba analitica para la igualdad de varianzas.

Prueba de Bartlett para homogeneidad de varianzas

Supongamos que se tienen k poblaciones o tratamientos independientes, cada uno con distribucion

2\ . . . . . .
normal (N(u;, 07),i=1,2, ..., k), donde las varianzas son desconocidas. Se quiere probar la hipétesis
de igualdad de varianzas dada por:

H, :G% =G§=...=g£=02
L o (3.20)
H, : 0 # 0] paraalgini# j

Mediante un disenno completamente al azar se obtienen k muestras aleatorias de tamanos n, (i = 1,
2, ..., k) de dichas poblaciones, de modo que el total de mediciones es N = ny + n, + --- + n,. El esta-
distico de prueba para la hipotesis (3.20) esta dado por:

2 =230261
C
donde

k
q=(N-hk)log;, S2 = (n,—=Dlogy, S?

i=1
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y
=1+ D7 =(N=R)"!
¢ 3(k Sl ji}(n ' —(N=k)
con X
Y, (n,-Ds}
S;: i=1
N-—k

donde S? es la varianza muestral del tratamiento i. Bajo la hipotesis nula de igualdad de varianza, el
estadistico x§ sigue una distribucion ji-cuadrada con k — 1 grados de libertad, por lo que se rechaza
H, cuando y§es mas grande que x¢, ;_ 1) Observe que el estadistico g, en el numerador del estadistico
%5, es grande en la medida en la que las varianzas muestrales S; son diferentes y es igual a cero cuando
éstas son iguales.

La prueba de Bartlett que acabamos de describir es sensible a la falta de normalidad de las pobla-
ciones de interés, por lo que debe comprobarse el cumplimiento de este supuesto.

Independencia

La suposicion de independencia en los residuos puede verificarse si se grafica el orden en el que se
colect6 un dato contra el residuo correspondiente. De esta manera, si al graficar en el eje horizontal el
tiempo (orden de corrida) y en el eje vertical los residuos, se detecta una tendencia o patron no alea-
torio claramente definido, esto es evidencia de que existe una correlacion entre los errores y, por lo
tanto, el supuesto de independencia no se cumple (véanse figuras 3.6¢) y 3.6f ). Si el comportamiento
de los puntos es aleatorio dentro de una banda horizontal, el supuesto se esta cumpliendo. La viola-
cion de este supuesto generalmente indica deficiencias en la planeacion y ejecucion del experimento;
asimismo, puede ser un indicador de que no se aplico en forma correcta el principio de aleatorizacion,
o de que conforme se fueron realizando las pruebas experimentales aparecieron factores que afectaron
la respuesta observada. Por ello, en caso de tener problemas con este supuesto, las conclusiones que se
obtienen del analisis son endebles y por ello es mejor revisar lo hecho y tratar de investigar por qué no
se cumplio con ese supuesto de independencia, a fin de reconsiderar la situacion.

Una prueba analitica para verificar la independencia entre residuos consecutivos es la prueba de
Durbin-Watson, que se presenta en el capitulo 11. El problema con dicha prueba es que no es capaz de
detectar otros patrones de correlacion entre residuos (no consecutivos) que también son violatorios del
supuesto de independencia.

Continuacion del analisis para comparar
cuatro tipos de cuero

En el ejemplo 3.2 se compararon cuatro tipos de cuero en cuan-
to a su desgaste, y mediante el ANOVA se concluyé que los
cueros tienen un desgaste promedio diferente (véase tabla 3.5).
Falta ver que se cumplan los supuestos del ANOVA. Para ello,
primero se calculan los residuos de las 24 mediciones, restan-
do a cada valor observado su correspondiente predicho, que en
este caso como Y,, Y, se debe restar la media del tratamiento
correspondiente. Los 24 residuos se listan en la tabla 3.10.

Con la muestra de 24 residuos se procede a dibujar las
gréficas de residuos en papel de probabilidad normal, residuos

contra predichos y residuos contra orden de corrida. Las graficas
resultantes se muestran en las figuras 3.7a), b) y ). Se obser-
va el cumplimiento de los supuestos de normalidad, varianza
constante e independencia, respectivamente. Sin embargo, en
las tres gréficas es notorio un punto que se aleja bastante del
resto, el cual es un punto aberrante cuyo origen debe investi-
garse. En la tabla 3.10 se encuentra que este residuo grande,
de valor 32.17, corresponde a la prueba 8 con una medicion de
263 en el tipo de cuero C. Debe verificarse que no haya ningun
error con este dato. Cuando un punto aberrante no se percibe,
puede afectar sensiblemente las conclusiones del anélisis del ex-
perimento.



1 Tabla 3.10 Residuos para ejemplo 3.2

Eleccion del tamafio de la muestra
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Observado Predicho Residuo Observado Predicho Residuo
Cuero Y Y. ey=Y;- Y, Cuero Y;; Y. ej=Y;— Y.

A 264 256.7 7.33 A 262 256.7 5.33
C 220 230.8 -10.83 D 220 220.7 -0.67
B 208 209.8 -2.5 A 255 256.7 -1.67
B 220 209.8 9.5 B 200 209.8 -10.5

A 260 256.7 3.33 D 222 220.7 1.33
A 258 256.7 1.33 B 213 209.8 2.5

D 217 220.7 -3.67 A 241 256.7 -15.67
C 263 230.8 32.17 C 228 230.8 -2.83
D 229 220.7 5.83 B 206 209.8 4.5

C 219 230.8 -11.83 C 230 230.8 -0.83
B 216 209.8 55 D 215 220.7 -5.67
C 225 230.8 -5.83 D 224 220.7 3.33

Eleccion del tamano de la muestra

Una decision importante en cualquier disefio de experimentos es decidir el numero de réplicas que
se hara por cada tratamiento (tamano de muestra). Por lo general, si se esperan diferencias pequenas
entre tratamientos, sera necesario un mayor tamano de muestra. Aunque existen varios métodos para
estimar el tamano muestral, muchas veces tienen poca aplicabilidad porque requieren cierto conoci-
miento previo sobre la varianza del error experimental.

Si recurrimos a la experiencia, vemos que el ntimero de réplicas en la mayoria de las situaciones
experimentales en las que se involucra un factor varia entre cinco y 10; incluso, en algunos casos puede
llegar hasta 30. La tendencia podria inclinarse por un extremo de este rango e incluso salirse de éste,
de acuerdo con las siguientes consideraciones:

* A menor diferencia que se espera en los tratamientos, mayor ser4 la cantidad de réplicas si se quie-
ren detectar diferencias significativas, y viceversa; es decir, si se esperan grandes diferencias, quiza
con pocas réplicas sea suficiente.

»  Si se espera mucha variacion dentro de cada tratamiento, debido a la variacion de fuentes no con-
troladas como métodos de medicion, medio ambiente, materia prima, etc., entonces se necesitaran
mas réplicas.

»  Si son varios tratamientos (cuatro o mas), entonces éste es un punto favorable para reducir el nu-
mero de réplicas.

Ademas de lo anterior, es preciso considerar los costos y el tiempo global del experimento. De
aqui que si se toman en cuenta las consideraciones antes expuestas, se podra establecer el tamano de
muestra que permita responder, en una primera fase, las preguntas mas importantes que se plantearon
con el experimento.
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a) Residuos en papel normal b) Predichos vs. residuos
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Figura 3.7 Gréficas de residuos para los tipos de cuero.

Eleccion del tamafio de muestra por intervalo de confianza

Supongamos que el experimentador ya tiene el ntiimero de tratamientos que desea probar, k, y que
tomando en cuenta las consideraciones antes citadas tiene una propuesta inicial del nimero de répli-
cas por tratamiento que utilizara, ny. También tiene una idea aproximada del valor de o (la desviacion
estandar del error aleatorio), asi como una idea de la magnitud de las diferencias, d;, entre tratamien-
tos que le interesa detectar. Por ejemplo, supongamos que en el caso de los tiempos promedio de los
k =4 métodos de ensamble (ejemplo 3.1), tiene idea de realizar ny = 5 pruebas; en cuanto a las diferen-
cias, le interesa detectar dos minutos, d; = 2 entre un método y otro, y espera que cada método tenga
una variabilidad intrinseca de o = 1.5; esto debido a factores no controlados (habilidad del operador,
cansancio, variabilidad de las partes a ensamblar, error de medicion del tiempo de ensamble, etcétera).

Ahora recordemos que en las comparaciones o pruebas de rango multiples, la diferencia minima
significativa entre tratamientos esta dada por la expresion (3.12):

I_.SD = t(a/z’N_mﬂZCME/n

despejando n de aqui, obtenemos:

2
2 (tor2. -1 ) CME
(LSD)*




Si la significancia es @ = 0.05, entonces en esta formula se hacen las siguientes sustituciones:
N =k x ny, CMg = 6*, LSD = dy; de esta forma, el tamafio de muestra que tentativamente se debe usar
esta dado por:

= 2(t<0.ozs, kxno—k))z o’

(dp)?

El valor de n arrojado por esta formula dara una idea del numero de réplicas por tratamiento, de
acuerdo con las consideraciones iniciales que se reflejan a través de (k, ny, 0, dy), y sobre todo por el
numero total de corridas experimentales, N = k x n, que es lo que muchas veces interesa mas al expe-
rimentador debido a los costos y tiempos. Si N esta fuera del presupuesto, se podran revisar algunas
consideraciones y quiza pensar en un nimero menor de tratamientos.

Al aplicar esta expresion al caso de los cuatro métodos de ensamble, obtenemos:

. 2Atoos5)” 1.5 221317 (1.5)*

2 7 >

Por lo tanto, n = 5 deberia utilizarse como tamano de muestra (ntimero de pruebas por trata-
miento).

Uso de software

a »

Casi cualquier software estadistico incluye procedimientos para realizar analisis de varianza, comparar tra-
tamientos y hacer anélisis relacionados. En términos generales, en una columna se registra el cédigo para
cada tratamiento corrido (se ponen tantos renglones como pruebas hechas), y en otra columna se registran
los valores correspondientes obtenidos para Y. Con esto, en Statgraphics el andlisis de los disefios compa-
rativos se realiza basicamente en la opcién Comparar del menu principal.

La secuencia para un disefo completamente al azar es: Comparar = Anaélisis de varianza = Anova
simple. En las opciones del procedimiento aparecen todas las pruebas y analisis que se han descrito en este
capitulo.

Otra posibilidad en Statgraphics es accesar con la siguiente secuencia de opciones: DDE - Crear dli-
sefio = Diseno nuevo, después de esto se debe elegir el tipo de disefo, que en este caso es Un solo factor
categorico. En seguida se define el nimero de niveles (tratamientos) y el nombre de los mismos. También
se debe definir el nombre de la(s) variable(s) de respuesta(s). En la siguiente pantalla se pedira el nimero
de réplicas adicionales a la basica (si se pide una, en total se tendran dos al considerar la réplica basica) y
también aparece la opcion de aleatorizar el orden para correr las pruebas, que siempre debe utilizarse en un
disefio completamente aleatorizado. Todo esto permitira generar una columna en la que se incluyen todas
las pruebas a ser corridas, y una columna en blanco para cada variable de respuesta, la cual debe ser llenada
en la medida que se vayan obteniendo los resultados del experimento.

Para hacer el andlisis, una vez generado el archivo de datos con los tratamientos y las respuestas, se
siguen las opciones: DDE —> Analizar diseho, después se da el nombre de |a variable de respuesta a analizar,
y entonces se tendré acceso a un conjunto de opciones de analisis tanto graficas como analiticas, entre ellas
las que hemos comentado en este capitulo.

En Minitab se registran los datos en dos columnas, como ya se dijo, y al ANOVA se accesa con la se-
cuencia Stat = Anova = One way, y se da el nombre de las columnas que contienen los datos. También se
eligen las comparaciones de medias deseadas y las gréaficas.

Uso de software
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Uso de Excel
.J!lé so de Exce

El ANOVA de un disefio con un criterio de clasificacion se realiza con la secuencia: Datos = Analisis
de datos = Analisis de varianza con un factor. Si no estuviera activada la opcion de Andlisis de datos,
se activa en la opcién de Complementos dentro del mismo botén de Office. Entonces, se declara el
rango de los datos, que pueden estar acomodados por columnas o por renglones. La salida contiene
las estadisticas basicas de cada una de las muestras y el ANOVA correspondiente.

i

Preguntas y ejercicios

1. Explique en qué consiste y cuando se debe aplicar el disefio completamente al azar con un solo criterio de

clasificacion.

2. Supongamos que se desea probar la igualdad entre si de cinco medias. Una alternativa para hacer esto seria
comparar de dos en dos las medias, utilizando la prueba T de Student y al final tomar una decision. Explique
por qué esto aumenta el error tipo I.

=W

¢ Qué mide el cuadrado medio del error en el ANOVA de un experimento?
¢Qué son los grados de libertad para una suma de cuadrados en un andlisis de varianza?

5. A continuacion se muestra parte del ANOVA para comparar cinco tratamientos con cuatro réplicas cada uno.

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado

variacion cuadrados libertad medio Razon F | Valor-p
Tratamiento 800
Error 400
Total

a) Agregue en esta tabla los grados de libertad, el cuadrado medio y la razén F para cada una de

las fuentes de variacion.

b) Anote el modelo estadistico y formule la hipotesis pertinente al problema.

c) Con el apoyo de la funcion DISTR.F.INV («, k-1, N-k) de Excel calcule el valor-p o la significancia
observada para ver si hay diferencia entre los tratamientos.

d) ¢Hay diferencias significativas entre tratamientos? Argumente su respuesta.

6. Se desea investigar el efecto del pH en el crecimiento de cierto microorganismo en un medio especifico. Para
ello se realiza un experimento, teniendo como punto de partida la misma cantidad de microorganismos. Se
hacen cuatro repeticiones y se obtienen los siguientes resultados. ¢Estos datos son evidencia suficiente para
afirmar que los niveles de pH en los que se logra menor y mayor crecimiento son el 3y el 2, respectivamente?

Explique su respuesta.

Nivel de pH Crecimiento promedio (en %)
1 80
2 105
3 75




Preguntas y ejercicios

7. Se desea investigar la influencia de la temperatura en el rendimiento de un proceso quimico, en particular
interesa investigar un rango de temperatura entre 60 y 120°C. Se tienen recursos para realizar 20 corridas
experimentales.

a) Los niveles de temperatura con los que se experimenta son: 60, 65, 70 y 120; se hacen cinco repe-
ticiones con cada nivel. ; Considera que es adecuado el disefo experimental usado? Argumente su
respuesta y, de ser necesario, proponga alternativas.

b) El orden en el que decidieron hacer las corridas experimentales para facilitar el trabajo experimental
fue: primero las cinco del nivel bajo de temperatura, luego las cinco del siguiente, y asi hasta fina-
lizar. ¢Es correcto lo que hicieron? Argumente su respuesta.

) Para hacer el analisis estadistico se comparan, mediante una prueba T de Student, de dos en dos
niveles de temperatura, y con base en esto obtuvieron conclusiones. ¢Es adecuado tal analisis?
Argumente y, en su caso, proponga alternativas.

8. Describa en qué consiste cada uno de los supuestos del modelo en un andlisis de varianza, y explique la forma
tipica en la que estos supuestos se verifican.

9. ¢Qué sony cuando se aplican las pruebas para comparar medias?

10. En unaindustria quimica se prueban diferentes mezclas para ver si difieren en cuanto al peso molecular final.
Se prueban cuatro diferentes mezclas, con cinco repeticiones cada una. A continuacién se muestra una parte
de la tabla del analisis de varianza y los promedios obtenidos para cada mezcla.

Fuente de variacion Valor p Mezcla Peso promedio
A 10 000
Mezcla 0.01 B 7000
Error C 8 000
D 7500

a) ¢Las mezclas difieren de manera significativa en cuanto a su peso molecular?

b) Con el anélisis de varianza y de acuerdo con el promedio, ;se puede asegurar que con la mezcla B

se logra un menor peso molecular? Argumente su respuesta.

) Si al verificar los supuestos de varianza constante (igual varianza entre las mezclas), éstos no se
cumplen, ¢qué significa eso? ;Se puede seguir apoyando la conclusion del inciso a)?
11. Se hace un estudio sobre la efectividad de tres marcas de spray para matar moscas. Para ello, cada producto
se aplica a un grupo de 100 moscas, y se cuenta el nimero de moscas muertas expresado en porcentajes. Se
hacen seis réplicas y los resultados obtenidos se muestran a continuacion.

Numero de réplica
Marca de spray 1 2 3 4 5 6
1 72 65 67 75 62 73
2 55 59 68 70 53 50
3 64 74 61 58 51 69

a) Formule la hipdtesis adecuada y el modelo estadistico.

b) (Existe diferencia entre la efectividad promedio de los productos en spray?

c) ¢Hay algun spray mejor? Argumente su respuesta.

d) Dé un intervalo al 95% de confianza para la efectividad promedio (porcentaje) de cada una de las
marcas.

e) Dibuje las gréficas de medias y los diagramas de caja simultaneos, e interprételos.

f) Verifique los supuestos de normalidad y de igual varianza entre las marcas.

12. En un centro de investigacion se realiza un estudio para comparar varios tratamientos que, al aplicarse pre-
viamente a los frijoles crudos, reducen su tiempo de coccion. Estos tratamientos son a base de bicarbonato
de sodio (NaHCOs3) y cloruro de sodio o sal comun (NaCl). El primer tratamiento es el de control, que consiste
en no aplicar ninguin tratamiento. El tratamiento T, es remojar en agua con bicarbonato de sodio, el T; es
remojar en agua con sal comun y el T, es remojar en agua con una combinaciéon de ambos ingredientes en
proporciones iguales. La variable de respuesta es el tiempo de coccién en minutos. Los datos se muestran
en la siguiente tabla:
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Control T, T, T,
213 76 57 84
214 85 67 82
204 74 55 85
208 78 64 92
212 82 61 87
200 75 63 79
207 82 63 90

a) ¢De qué manera el experimentador debe aleatorizar los experimentos y el material experimental?

b) Dé ejemplos de factores que deben estar fijos durante las pruebas experimentales, para que no
afecten los resultados y las conclusiones.

c) Formule y pruebe la hipdtesis de que las medias de los tratamientos son iguales.

d) Obtenga el diagrama de caja y el gréfico de medias después; interprételos.

e) ¢Hay algun tratamiento mejor? ¢ Cual es el tiempo de coccién esperado para el mejor tratamiento?

f) Algo importante a cuidar en un experimento es que no haya efectos colaterales no deseados,
causados por el tratamiento ganador; en este caso, piense en los posibles efectos colaterales
que podria causar el mejor tratamiento.

g) ¢Se cumplen los supuestos del modelo? Verifique graficamente.

h) Pruebe la hipotesis de igualdad de varianzas entre tratamientos (que corresponde a un supuesto).

13. Para estudiar la confiabilidad de ciertos tableros electrénicos para automaoviles se someten a un envejecimien-
to acelerado durante 100 horas a determinada temperatura, y como variable de interés se mide la intensidad
de corriente que circula entre dos puntos, cuyos valores aumentan con el deterioro. Se probaron 20 médulos
repartidos de manera equitativa en cinco temperaturas y los resultados obtenidos fueron los siguientes:

20°C 40°C 60°C 80°C 100°C
15 17 23 28 45
18 21 19 32 51
13 11 25 34 57
12 16 22 31 48
a) Formule la hipdtesis y el modelo estadistico para el problema.
b) Realice el anélisis de varianza para estos datos, a fin de estudiar si la temperatura afecta la intensi-
dad de corriente promedio.
) (La temperatura afecta la variabilidad de las intensidades? Es decir, verifique si hay igual varianza
entre los diferentes tratamientos.

14. En una empresa de manufactura se propone un tratamiento para reducir el porcentaje de productos defec-
tuosos. Para validar esta propuesta se disend un experimento en el que se producia con o sin la propuesta
de mejora. Cada corrida experimental consistié en producir un lote y la variable de respuesta es el porcentaje
de producto defectuoso. Se hicieron 25 réplicas para cada tratamiento. Los datos obtenidos se muestran a
continuacion:

Porcentaje de producto defectuoso
Con tratam. 53 4.0 4.0 4.0 2.6 2.1 5.1 4.1 4.1 3.2 5.1 2.2 4.1
2.2 1.1 2.0 3.0 3.1 2.1 1.2 33 2.1 4.0 2.0 3.0
Sin tratam. 8.0 13.2 7.2 8.2 9.1 6.7 12.2 16.3 9.2 6.4 7.2 17.2 12.3
8.7 11.3 4.5 6.6 9.2 10.2 10.6 133 5.2 6.2 8.0 4.8

a) ¢Las diferencias son significativas estadisticamente?
b) ¢Cudl es el porcentaje de defectos que se espera con el nuevo tratamiento?



Preguntas y ejercicios

c) Cuantifique el nivel de reduccién que se logré con el tratamiento propuesto.
d) Analice la diferencia de medias de estos tratamientos mediante la prueba T de Student del capitulo
2, expresion (2.14), y verifique que se obtienen las mismas conclusiones que con el ANOVA.
15. Una comparnia farmacéutica desea evaluar el efecto que tiene la cantidad de almidén en la dureza de las ta-
bletas. Se decidi6 producir lotes con una cantidad determinada de almidén, y que las cantidades de almidén
a aprobar fueran 2, 5y 10%. La variable de respuesta seria el promedio de la dureza de 20 tabletas de cada
lote. Se hicieron cuatro réplicas por tratamiento y se obtuvieron los siguientes resultados:

% de almidon Dureza
2 43 52 4.8 4.5
5 6.5 73 6.9 6.1
10 9.0 7.8 8.5 8.1

a) ¢Hay evidencia suficiente de que el almidén influye en la dureza en las tabletas? Halle el ANOVA.
b) Realice los analisis complementarios necesarios.
) Si se desea maximizar la dureza de las tabletas, i qué recomendaria al fabricante?
d) Verifigue los supuestos.
16. Los datos que se presentan enseguida son rendimientos en toneladas por hectarea de un pasto con tres
niveles de fertilizacién nitrogenada. El disefio fue completamente aleatorizado, con cinco repeticiones por
tratamiento.

Niveles de nitrogeno

1 2 3
14.823 25.151 32.605
14.676 25401 32.460
14.720 25.131 32.256
14.5141 25.031 32.669
15.065 25.267 32.111

a) ¢Las diferencias muestrales hacen obvia la presencia de diferencias poblacionales?
b) Obtenga el analisis de varianza e interprételo.
) Analice los residuos, ¢hay algun problema?

17. Un quimico del departamento de desarrollo de un laboratorio farmacéutico desea conocer cémo influye el
tipo de aglutinante utilizado en tabletas de ampicilina de 500 mg en el porcentaje de friabilidad; para ello,
se eligen los siguientes aglutinantes: polivinilpirrolidona (PVP), carboximetilcelulosa sédica (CMC) y grenetina
(Gre). Los resultados del disefio experimental son los siguientes:

Aglutinante % de friabilidad
pPVP 0.485 | 0.250 | 0.073 | 0.205 | 0.161
CMC 9.64 9.37 9.53 9.86 9.79
Gre 0.289 | 0.275 | 0.612 | 0.152 | 0.137

a) Especifique el nombre del diseno experimental.

b) ¢Sospecha que hay algun efecto significativo del tipo de aglutinante sobre la variable de respuesta?

) Escriba las hipétesis para probar la igualdad de medias y el modelo estadistico.

d) Realice el analisis adecuado para probar las hipétesis e interprete los resultados.

e) Revise los supuestos, ¢hay algin problema?

18. Se cultivaron cuatro diferentes clonas de agave tequilana bajo un mismo esquema de manejo. Se quiere

saber qué clona es la que responde mejor a dicho manejo, evaluando el nivel de respuesta con el porcentaje
de azlcares reductores totales en base humeda. Los datos se muestran a continuacion:
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CAPITULO 3

Experimentos con un solo factor (analisis de varianza)

Clona
1 2 3 4
8.69 8.00 17.39 10.37
6.68 16.41 13.73 9.16
6.83 12.43 15.62 8.13
6.43 10.99 17.05 4.40
10.30 15.53 15.42 10.38

a) Mediante ANOVA, compare las medias de las clonas y verifique residuales.
b) ¢Hay una clona que haya respondido mejor al esquema de manejo? Argumente su respuesta.
) En caso de que exista un empate estadistico entre dos o mas clonas, ¢qué propondria para des-

empatar?

19. Uno de los defectos que causan mayor desperdicio en la manufactura de discos 6pticos compactos son los
llamados “cometas”. Tipicamente, se trata de una particula que opone resistencia al fluido en la etapa de
entintado. Se quiere comprobar de manera experimental la efectividad de un tratamiento de limpieza de par-
ticulas que est4 basado en fuerza centripeta y aire ionizado. A 12 lotes de 50 CD se les aplica el tratamiento
y a otros 12 lotes no se les aplica; en cada caso se mide el porcentaje de discos que presentan cometas; los

resultados son los siguientes:

Con tratamiento Sin tratamiento
5.30 8.02
4.03 13.18
4.03 7.15
4.00 8.23
2.56 9.11
2.05 6.66
5.06 12.15
4.06 16.3
2.08 9.20
4.03 6.35
2.04 7.15
1.18 8.66

a) Con el ANOVA vea si es efectivo el tratamiento de limpieza. ;Deberia implementarse?

b) (Es razonable suponer en el inciso a) que las varianzas son iguales?

0) ¢En qué porcentaje se reducen los discos con cometas?

d) Analice la diferencia de medias de estos tratamientos mediante la prueba T de Student del capitulo
2, expresion (2.14), y verifique que se obtienen las mismas conclusiones que con el ANOVA.

20. En una escuela se desea evaluar el impacto que tiene en el aprendizaje el tiempo que dura cada sesién de
clases. Interesa a los directivos evaluar en 45, 60 y 90 minutos. Para comparar el rendimiento se forman tres
grupos aleatoriamente de los alumnos de recién ingreso. Los puntos acumulados al final del curso se mues-
tran a continuacion. Responda con argumentos los siguientes incisos.

Grupo

Puntos de los alumnos

T45 54 47 53 51 47 49 52 42 41 30 41 31 33 38 43 45 53 47 32
T60 38 53 39 52 36 53 56 48 47 48 52 48 41 46 58 50 44 38 48 45
T90 45 54 49 52 45 47 58 45 59 54 51 52 40 51 60 38 52 36 58




21.

Preguntas y ejercicios

a) ¢Qué tipo de disefio se esta utilizando?
b) Formule las hipotesis adecuadas y el modelo estadistico correspondiente.
) ¢Hay algunas fuentes de invalidez o situaciones criticas que puedan afectar la calidad de la compa-
racion?
d) Haga un andlisis descriptivo de los datos de cada grupo (medidas de tendencia central, variabilidad,
diagrama de caja) y, con base en este analisis, ¢ parece haber diferencia entre los métodos?
e) Realice el analisis de varianza para probar las hipétesis de interés y obtenga conclusiones.
f) Verifique los supuestos del ANOVA.
Una consecuencia de los desechos industriales es la contaminacién de afluentes de agua, aguas subterréaneas
y en el suelo. En un drea industrial se tomaron 25 muestras para evaluar la contaminacién en su entorno.
Los niveles de Magnesio (Mg), Calcio (Ca) y Potasio (K) de los muestreos en aguas subterraneas aparecen a
continuacion.

Metal Agua subterranea (mg/L)
Ca 17.9 56.6 37.0 34.4 49.7 39.4 22.0 33.5 32.9 22.9 35.0 41.3 32.6 28.5
51.3 43.2 66.9 26.6 45.2 16.7 57.6 46.1 60.1 52.4 37.6
Mg 28.0 34 3.0 46 94 09 6.8 86 17.7 82 12.8 17.6 214 169 288 153
2.0 21.2 26.6 154 6.8 19.1 12.8 289 9.2
K 30.4 67.3 35.7 48.3 33.1 67.5 60.2 29.5 30.7 2.3 56.6 21.3 6.3 179 55.1
36.0 24.6 22.2 20.7 7.7 584 14.1 258 52.7 72.2

a) Se quiere comparar los niveles de estos tres metales. Formule las hipétesis adecuadas y el modelo
estadistico correspondiente.

b) Haga una analisis descriptivo de los datos de cada metal (medidas de tendencia central, variabili-
dad, diagrama de caja) y, con base en este andlisis, ;parece haber diferencia entre los niveles de
cada metal?

) Realice el andlisis de varianza para probar las hipétesis de interés, y obtenga conclusiones.

d) Verifique los supuestos del ANOVA.

Investigar y experimentar

22.

23.

24.

Buscar por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, un articulo de una revista cientifica o
tecnolégica en la que se reporte el resultado de una investigacién experimental y se comparen tres o mas
tratamientos mediante un DCA. Anotar la referencia completa, es decir: autor(es), afo, titulo del trabajo y
nombre de la revista; ademas, hacer una sintesis de lo que trata el articulo, detalles de los tratamientos que
compara, los analisis estadisticos que hacen y las principales conclusiones.

Investigar en equipo sobre las diferencias de calificaciones en diferentes materias. Para realizar esta investiga-
cién conviene que se seleccionen por lo menos tres materias de las que se quieran comparar las calificaciones
gue obtienen en ellas los alumnos. Una vez seleccionadas, conseguir las calificaciones de ciclos recientes. Para
la realizacion del trabajo es necesario plantear su objetivo, las hipotesis de investigacion, identificacion de los
datos que se analizaran, las hipotesis estadisticas que se probaran, asi como los detalles del andlisis realizado
y las conclusiones.

Una variante de la investigacion anterior es comparar las calificaciones de diferentes grupos de un mismo
maestro.
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Capitulo 4

Disenos en bloques
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Objetivos de aprendizaje

e |dentificar las caracteristicas generales y los usos que se
dan a los disefios en bloques.

e Explicar la definicion del disefio en blogues completos al
azar, asi como su hipdtesis, modelo estadistico y analisis
de varianza.

e Describir la seleccion y la aleatorizacion del disefio en cua-
dro latino y su diferencia con el disefio en cuadro greco-
latino.

e |dentificar las situaciones experimentales en las que se
aplican los disefios en bloques incompletos balanceados
y ser capaz de analizar los resultados de estos disefios.
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Son las variables adicionales al factor
de interés que se incorporan de manera

CAPITULO 4  Disefios en blogues

AN

Disefo en bloques completos al azar

Cuando se quieren comparar ciertos tratamientos o estudiar el efecto de un factor, es deseable
que las posibles diferencias se deban principalmente al factor de interés y no a otros factores que

co“ceptos clave no se consideran en el estudio. Cuando esto no ocurre y existen otros factores que no se con-

Bloque completo
Cuadro grecolatino
Cuadro latino
Cuadro latino estand
Efecto de interaccion

trolan o nulifican para hacer la comparacion, las conclusiones podrian resultar sensiblemente
afectadas. Por ejemplo, supongamos que se quieren comprar varias maquinas; si cada maquina
es manejada por un operador diferente y se sabe que éste tiene una influencia en el resultado,
entonces es claro que el factor operador debe tomarse en cuenta si se quiere comparar a las
ar maquinas de manera justa. Un operador mas habil puede hacer ver a su maquina (aunque ésta
sea la peor) como la que tiene el mejor desempeno, lo cual impide hacer una comparacion

Fuentes de variabilidad adecuada de los equipos. Para evitar este sesgo hay dos maneras de anular el posible efecto

del factor operador: la manera logica es utilizar el mismo operador en las cuatro maquinas; sin

embargo, tal estrategia no siempre es aconsejable, ya que utilizar al mismo sujeto elimina el
efecto del factor operador, pero restringe la validez de la comparacion a dicho operador, y es posible
que el resultado no se mantenga al utilizar a otros operadores. La otra forma de anular el efecto ope-
rador en la comparacion consiste en que cada operador trabaje durante el experimento con cada una
de las maquinas. Esta estrategia es la mas recomendable, ya que utilizar a todos los operadores con
todas las maquinas permite tener resultados de la comparacion que son validos para todos los operado-
res. Esta tltima forma de nulificar el efecto de operadores recibe el nombre de bloqueo.

Factores de bloque

A los factores adicionales al factor de interés que se incorporan de manera explicita en

@) Factores de bloque un experimento comparativo se les llama factores de bloque. Estos tienen la particulari-

dad de que se incluyen en el experimento no porque interese analizar su efecto, sino
como un medio para estudiar de manera adecuada y eficaz el factor de interés. Los fac-

explicita en un experimento comparativo  toTes de bloque entran al estudio en un nivel de importancia secundaria con respecto
para lograr una mayor precision en la  al factor de interés y, en este sentido, se puede afirmar que se estudia un solo factor,
comparacion.

Son los factores que provocan la variabili-

dad en los datos.

» Bloque completo

porque es uno el factor de interés. Por ejemplo, en el caso de comparar cuatro maqui-
nas que son manejadas por cuatro operadores, es pertinente incluir explicitamente el
factor operadores (bloques) para lograr el propdsito del estudio, pero esta inclusion no es con el fin
de estudiar el efecto del factor operador (o comparar a los operadores). Mas bien, la inclusion de los
operadores es un medio y no un fin para lograr una comparacion adecuada y eficaz de las maquinas.
Puede ser que ademas de los operadores existan otros factores de bloque que deban controlarse
durante el experimento para lograr una comparacion adecuada de las maquinas. También se podrian
controlar: el tipo de material, lotes, tipo de producto, dia, turno, etc., pero no se trata de caer en el
extremo de querer controlarlo todo, sino basicamente aquellos factores que, por conocimiento del
proceso o experiencia previa, se sabe que pueden afectar en forma considerable el resultado de la
comparacion.

@) Fuentes de variabilidad En un disefio en bloques completos al azar (DBCA) se consideran tres fuentes de varia-

bilidad: el factor de tratamientos, el factor de bloque y el error aleatorio, es decir, se tienen
tres posibles “culpables” de la variabilidad presente en los datos. La palabra completo en
el nombre del diserio se debe a que en cada bloque se prueban todos los tratamientos, o
sea, los bloques estan completos. La aleatorizacion se hace dentro de cada bloque; por lo
tanto, no se realiza de manera total como en el disenio completamente al azar. El hecho
de que existan bloques hace que no sea practico o que incluso sea imposible aleatorizar

En el DBCA se refiere a que en cada blo- en su totalidad.

que se prueban todos los tratamientos. Los factores de bloqueo que aparecen en la practica son: turno, lote, dia, tipo de

material, linea de produccion, operador, maquina, método, etc. La imposibilidad
de aleatorizar los bloques se aprecia claramente cuando se bloquean factores como dia
o turno, ya que no tiene sentido pensar en seleccionar al azar el orden de los dias o los
turnos porque es imposible regresar el tiempo.



Disefio en bloques completos al azar

Supongamos una situacion experimental con k tratamientos y b bloques. El aspecto de los datos
para este caso se muestra en la tabla 4.1, y considera una repeticion en cada combinacion de tratamien-
to y bloque.

1 Tabla 4.1 Arreglo de los datos en un disefio en bloques completos al azar

Bloque
Tratamiento 1 2 3 .. b
1 Yy Y, Yis e Yy,
2 Yy Yy Yss - Yy,
3 Y35 Y5, Y33 . Y3,
k Yia Yy, Y5 Yip

En el ejemplo 3.1 se presenta el problema de comparar cuatro métodos de ensamble (A, B, C'y
D), pero si ademds se sospecha que los cuatro operadores que se utilizarian para realizar el ensamble
pueden afectar significativamente los tiempos de ensamble y, por ende, la comparacion de los mé-
todos, entonces se debe utilizar un disefio en bloques para que la fuente adicional de variacion, que
representan los operadores, no sesgue las comparaciones. Esto se ve mas adelante en el ejemplo 4.1.

Modelo estadistico

Cuando se decide utilizar un DBCA, el experimentador piensa que cada medicion sera el resultado del
efecto del tratamiento en el que se encuentre, del efecto del bloque al que pertenece y de cierto error
que, se espera, sea aleatorio. El modelo estadistico para este disetio esta dado por:

Yi=u+t,+ v, +¢&; R, b
]_},_lu i y} ij> j:lyzy...,b |

donde Y} es la medicion que corresponde al tratamiento i y al bloque j (véase tabla 4.1); u es la media
global poblacional; 7; es el efecto debido al tratamiento i, y; es el efecto debido al bloque j, y &; es el error
aleatorio atribuible a la medicion Y. Se supone que los errores se distribuyen de manera normal con
media cero y varianza constante o” [N(0, 0], y que son independientes entre si.

Hipotesis a probar

La hipotesis de interés es la misma para todos los disefios comparativos, y esta dada por:

H03ﬂ1:ﬂz:ﬂ3:”":‘ﬂk':,u (4.2)
Hy : u; # u; paraalgon i# j

que también se puede expresar como:
HO:le‘[‘z:‘[}:...:‘[k:O (43)

H, :1; #0 paraalgin i

En cualquiera de estas hipotesis la afirmacion a probar es que la respuesta media poblacional
lograda con cada tratamiento es la misma para los k tratamientos y que, por lo tanto, cada respuesta
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Disefios en bloques

media u; es igual a la media global poblacional, u. De manera alternativa, es posible afirmar que todos
los efectos de tratamiento sobre la variable de respuesta son nulos, porque cuando el efecto 7, = u; —u = 0,
entonces necesariamente la respuesta media del tratamiento es igual a la media global (u;= u).

Analisis de varianza

La hipotesis dada por (4.2 0 4.3) se prueba con un andlisis de varianza con dos criterios de clasificacion,
porque se controlan dos fuentes de variacion: el factor de tratamientos y el factor de bloque. En la tabla
4.2 se muestra el aspecto del ANOVA para un disetio DBCA.

1 Tabla 4.2 ANOVA para un disefio en bloques completos al azar

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad | cuadrados libertad medio F, Valor-p
. CMTRAT
Tratamientos SCrrar k-1 CMpar F o P(F > F,)
F

M,

Bloques SCy b-1 CMy Fh=—>" P(F > F,)
M,

Error SCk (k=1 -1) CMg

Total SCr kb -1

Los calculos necesarios pueden ser manuales, pero siempre es més practico hacerlos con un software
estadistico, porque ademas proporciona muchas otras opciones graficas y tabulares utiles (no solo el
ANOVA). Utilizando la notacién de puntos vista al inicio del capitulo 3, las formulas mas practicas para
calcular las sumas de cuadrados son:

b k Y
¢ =Y, zyf—;

j=1 i=1

=
I\)
N

L 4.4

donde N = kb y la suma de cuadrados del error se obtiene por sustraccién como:

SCE = SCT - SCTRAT - SCB

Ejemplo 4.1

En el ejemplo 3.1, donde se planteé la compara}cién de cuatro Operador

métodos de ensamble, ahora se controlara activamente en el 5

experimento a los operadores que realizaran el ensamble, lo que Método 1 2 3

da lugar al siguiente disefio en bloques completos al azar. A 6 9 7
B 10 11
C 10 16 11 14
D 10 13 11 9




Disefio en bloques completos al azar

Recordemos que la variable de respuesta son los minutos en los que se realiza el ensamble. Para
comparar los cuatro métodos se plantea la hipotesis:

Ho :pby =My =Hc =Hp =H
Hy g #; paraalgin i # j= A, B,C, D

la cual se prueba mediante el analisis de varianza dado en la tabla 4.3. De esta tabla se observa que para
los métodos se obtuvo un valor-p = 0.003 < @ = 0.05, por lo que se rechaza la hipotesis H, de que el
tiempo medio poblacional de los métodos de ensamble son iguales, y se acepta que al menos dos de
los métodos son diferentes en cuanto al tiempo promedio que requieren. De la misma manera para
operadores, como su valor-p = 0.030 < & = 0.05, el factor de bloques (operadores) también afecta, es
decir, existen diferencias entre los operadores en cuanto al tiempo promedio. Sin embargo, recordemos
que no es objetivo del experimento comparar a los operadores, y su control en el estudio se utiliza para
lograr una comparacion mas justa y precisa de los métodos de ensamble. En otras palabras, mientras
que los métodos de ensamble se comparan con el objetivo final de elegir el mas eficiente en términos
de tiempo, con los operadores no se trata de elegir uno; en todo caso, quiza como informacion extra se
pueda tomar alguna decision sobre los operadores, como por ejemplo dar mayor entrenamiento a quien
lo requiera por salirse en forma significativa del comportamiento del resto.

Cuando mediante un disefio en bloques se concluye que los tratamientos son diferentes, es pro-
bable que no se hubiera llegado a esa conclusion, de no haber considerado el factor de bloque. Por
ejemplo, si en el ANOVA de la tabla 4.3 no se considera el efecto de bloque (operador), entonces la
variabilidad y los grados de libertad atribuibles a operadores se irian al error, lo cual puede modificar
las conclusiones sobre los tratamientos (métodos). Los detalles de esto se presentan al lector como
ejercicios.

1 Tabla 4.3 ANOVA para el ejemplo 4.1

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Métodos 61.5 3 20.5 10.25 0.003
Operadores 28.5 3 9.5 4.75 0.030
Error 18.0 9 2.0
Total 108.0 15

Aunque el objetivo no es que el experimentador haga los calculos a mano, en caso de no contar
con un software es posible hacer las cuentas con las formulas de las sumas de cuadrados dadas por
la ecuacion 4.4. Para calcular estas sumas es necesario obtener antes la media global y los totales por
tratamiento y por bloque, como se ilustra a continuacion.

Operador
Método 1 2 3 4 Total por tratamiento
A 6 9 7 8 Y. =30
B 7 10 11 8 Y,. =36
C 10 16 11 14 Y5, =51
D 10 13 11 9 Y,. =43
Total | Y., =33 |Y,=48|Y;=40 | Y.;,=39 Total global Y., = 160
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Con estos totales las sumas de cuadrados se obtienen facilmente como:

b k 2 2
SCr=Y, 2Kf—%z(62+72+---+92)—1f2 =108

j=1 i=1

(4.5)
s :i Vi Yi_ 3074367 +51°443° 160° _ o
Ay N 4 16
booy2 2 2 2 2 2 2
scy=y Yu_Ye 3304484400430 160° o
Sk N 4 16 (4.6)

SCy =SCy = SCypur —SCy =18

Los grados de libertad de la SC; corresponden al ntimero total de observaciones menos uno (N —
1 =16 -1 =15), mientras que los de las SCygs7 y SC son el nimero de tratamientos menos uno y el
numero de operadores menos uno, respectivamente. En este caso ambas sumas tienen 4 — 1 = 3 grados
de libertad. Por dltimo, la SC; tiene (k — 1)(b 1) = (4 — 1)(4 — 1) = 3 X 3 grados de libertad. Con esta
informacion se procede a llenar el ANOVA de la tabla 4.3.

Comparacion de parejas de medias de tratamiento en el DBCA

Cuando se rechaza la hipotesis de igualdad de los cuatro tratamientos, es natural preguntarse cuales
de ellos son diferentes entre si. Para averiguarlo se utiliza alguna de las pruebas que se estudiaron en la
seccion “Comparaciones o pruebas de rango multiples” del capitulo anterior. Por ejemplo, recordemos
que la diferencia minima significativa (LSD) entre las medias muestrales de dos tratamientos para con-
cluir que éstos son diferentes, en un DCA, esta dada por

2CM
LSD:ta/z,N—k,/ p -

Entonces, en el DBCA esta expresion se transforma en:

2CM
LSD =ty (k-1)b-1)4 fTE

donde b es el numero de bloques, que hace las veces de ntmero de réplicas, y (k—1) (b — 1) son los
grados de libertad del CMj. De aqui que en el ejemplo que nos ocupa, como t o5 ¢ = 2.26, entonces:

[SD=2.26~2%X2/4=2.26

Este es el valor minimo en el que deben diferir las medias muestrales de dos tratamientos para con-
siderar que son diferentes. Al comparar esta diferencia minima significativa con los datos del ejemplo
4.1 se obtiene la siguiente tabla:

Diferencia poblacional | Diferencia muestral Decision
Us—Ug [-150] <2.26 No significativa
Us—Ue |-5.25] >2.26 Significativa
Us—Up |-325] >2.26 Significativa
Up— e |-3.75] >2.26 Significativa
Ug—HUp |-1.75] <2.26 No significativa
Uc—Up [2.00] <2.26 No significativa
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Se concluye que el tratamiento A es diferente de Cy D, y que el tratamiento B es diferente de C.
Las otras tres comparaciones (A con B, B con Dy C con D) aceptan la hipétesis de igualdad. De acuerdo
con esto, y dadas las respuestas medias muestrales Y,, = 7.5, Y. =9.0, Yo. = 10.75, Y. = 12.75, se
concluye que el método A es mejor (requiere menos tiempo para el ensamble) que los métodos Cy D,
pero el método A no es mejor que el B.

Efecto de bloque

Como ya vimos en el ejemplo anterior, la tabla de ANOVA también proporciona una prueba para el
efecto de los bloques. En el segundo renglon de la tabla 4.3 se verifica la hipotesis:

Hy :yy=y,=7;=...=7,=0
H, :y;#0 paraalgin bloque j

que en caso de rechazarse se acepta que al menos el efecto de un bloque es diferente de cero. Por cier-
to, ésta no es una prueba F exacta, sino aproximada, debido a la restriccion de aleatorizacion (solo se
aleatoriza dentro de bloque). Sin embargo, en la practica se recomienda su interpretacion porque es
evidencia a favor o en contra de que valio la pena el esfuerzo de controlar el factor de bloque. Si resulta
significativa, implica que el factor de bloques tiene influencia sobre la variable de respuesta, y debe ser
tomado en cuenta para mejorar la calidad de ésta. Pero si no se rechaza y se acepta que los bloques son
iguales en respuesta media, entonces se tiene el argumento a favor de no controlar este factor en futuros
experimentos sobre esta misma respuesta, ademas de que su influencia en la calidad de la respuesta no
es significativa. Por ejemplo, en este caso los operadores si tienen efecto sobre el tiempo de ensamble,
dado el valor-p = 0.030 que resulta en el ANOVA o, dicho en otras palabras, el tiempo medio que tar-
dan en el ensamble los operadores es significativamente diferente. Si se comparan los operadores con
la prueba LSD, se encuentra que el operador 1 es estadisticamente diferente al operador 2, los demas
son iguales.

La restriccion de aleatorizacion se debe al hecho de que no se aleatoriza el orden de las corridas
experimentales en relacion con los bloques. El experimento supone que solo se aleatoriza el orden de
las corridas dentro de cada bloque, lo cual evita sesgos en la comparacion de los tratamientos, pero no
los impide en la comparacion de los bloques. De hecho, todas las corridas de un bloque particular se
pueden hacer de manera consecutiva, lo que puede causar sesgos a la hora de comparar los bloques.
Estos sesgos se deben a factores de ruido que acttian en el transcurso de las corridas experimentales,
como las variables ambientales. El error de restriccion no es estimable porque se confunde con el efecto
de los bloques (Méndez, 1981). Por lo general se apuesta a que dicho error sea pequeno, de aqui que
se recomiende interpretar la prueba F para los bloques dada en el ANOVA.

Si fuera de interés el estudio del factor de bloque al mismo nivel del factor de tratamientos, enton-
ces se deberia correr el experimento aleatorizando completamente el orden de todas las combinaciones
posibles entre bloques y tratamientos. Si ése fuera el caso, y suponiendo que sea posible
aleatorizar por completo, el resultado serfa un disetio factorial k X b, que se presenta

en el capitulo 5. Otro supuesto del disefio de bloques al azar es que no existe efecto de » Efecto de interaccion

interaccion' entre el factor de bloque y el factor de tratamientos. Cuando este supuesto
no se cumple, la variabilidad debida a la interaccion se incorpora como parte del error
que, al ser grande y artificial, enmascara el efecto de los tratamientos. La existencia del
efecto de interaccion se puede evaluar obteniendo una suma de cuadrados aproximada
para dicho efecto en el ANOVA (véase capitulo siguiente).

nivel del otro.

' Dos factores interaccionan cuando el efecto de uno de ellos depende del nivel en el que se encuentra el otro. Por ejemplo, los
métodos y los operadores interactian si la eficacia de un método depende de cual operador lo aplique. Esto complicaria la inter-
pretacion del resultado de la comparacion de los métodos, ya que debido a la interaccion puede ocurrir que el mejor método no
lo sea con todos los operadores, lo cual implica que para hablar del mejor método se debe decir primero de cual operador se
habla. En el siguiente capitulo se vera con detalle el concepto de interaccion.
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Es cuando dos factores interacttan, es de-
cir, cuando el efecto de uno depende del
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‘» Cuadro latino

Disefio en el que se controlan dos facto-
res de bloque y uno de tratamientos; los
tres factores tienen la misma cantidad de

CAPITULO 4  Disefios en blogues

Diseiio en cuadro latino

En el disefio en cuadro latino (DCL) se controlan dos factores de bloque y se estudia un
factor de tratamientos, por lo que se tienen cuatro fuentes de variabilidad que pueden
afectar la respuesta observada; éstas son: los tratamientos, el factor de bloque I (colum-
nas), el factor de bloque II (renglones) y el error aleatorio. Se llama cuadro latino por dos

niveles. Los tratamientos se representan  Tazomes: es un cuadro debido a que tiene la restriccion adicional de que los tres factores
por letras latinas y se distribuyen en forma ~ involucrados se prueban en la misma cantidad de niveles, y es latino porque se utilizan

adecuada en un cuadro.

letras latinas para denotar los tratamientos o niveles del factor de interés. Sean A, B, C,
..., K, los k tratamientos a comparar, por lo tanto, ambos factores de bloques tienen
también k niveles cada uno. El aspecto de los datos se muestra en la tabla 4.4.

I Tabla 4.4 Aspectos de los datos en un disefio en cuadro latino

Bloque II (columnas)
1 2 3 ... k
1 A=Yy, B=Y, C=Yy;3 K=Y
2 B=Yy C=Ysp D =Yy, A=Yy,
oy |3 C=Yu | D=Yi | E-¥m B= Vi
k K=Yy A=Yy, B=Yys J =Y

Ahora se necesitan al menos tres subindices, por ejemplo, la respuesta Y35 se genero en el trata-
miento tres (C), en el primer nivel del factor renglon y en el tercer nivel del factor columna.

Analisis del diseno

El modelo estadistico para describir el comportamiento de las observaciones esta dado por
Yy=p+t,+y;+0,+¢y

donde Y} es la observacion del tratamiento i, en el nivel j del factor renglon y en el nivel [ del factor
columna; g, es el error atribuible a dicha observacién. De acuerdo con este modelo, la variabilidad total
presente en los datos se puede descomponer como:

SCy =SCrpar +SCpy +SCp, + SCi.
y los grados de libertad correspondientes son:
R =1=(k=D+(k—-1+kR-D+k-2)(k-1)

El ANOVA para el disefio en cuadro latino se muestra en la tabla 4.5. En él se prueba la hipotesis
sobre los efectos de tratamiento, del factor renglon y del factor columna. Otra vez, la hipotesis funda-
mental es la de los tratamientos; las otras dos proporcionan un adicional al objetivo inicial y permiten
comprobar la relevancia de controlar los factores de bloque.
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Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variabilidad | cuadrados libertad medio F, Valor-p
CM

Tratamientos SCrrar k-1 CMpar F = % P(F > F,)

E

M,

Renglones SCpy k-1 CMp, Fy = P(F > F,)
M,

Columnas SCpy k-1 CMp, F, = My P(F > Fy)
M,

Error SCe (k=2)k-1) CMg

Total SCr k* -1

Comparacion de cuatro marcas de llantas

Una comparfia de mensajeria esta interesada en determinar cual
marca de llantas tiene mayor duracion en términos del desgas-
te. Para ello se planea un experimento en cuadro latino, en el
gue se comparan las cuatro marcas de llantas sometiéndolas a
una prueba de 32 000 kilémetros de recorrido, utilizando cuatro
diferentes tipos de auto y las cuatro posiciones posibles de las
llantas en el auto. Asi, el factor de interés es el tipo de llanta o
marca, y se controlan dos factores de bloques: el tipo de auto-
movil'y la posicion de la llanta en el automdvil. Estos factores de
blogues se controlan ya que, por experiencia, se sabe que tienen
efecto en el desgaste de la misma.

La eleccién del cuadro latino a utilizar se hace antes de
obtener los datos. Para ello, a partir de un cuadro latino inicial

se aleatorizan las columnas y los renglones; después, las dife-
rentes marcas de llanta se asignan de manera aleatoria a las
letras latinas que denotan los niveles del factor de interés (véase
la siguiente subseccion).

Las pruebas se hacen al mismo tiempo con choferes, a
quienes se les instruye para que manejen, de manera similar,
sobre el mismo terreno para los cuatro automdviles. Al hacer las
pruebas de los cuatro autos al mismo tiempo se evita el efecto
del ambiente en el desgaste; asimismo, el conductor y el tipo de
terreno podrian influir, pero se considera suficiente mantenerlos
lo mas homogéneos posible durante el experimento. El disefio
y los datos observados se muestran en la tabla 4.6. Se mide la
diferencia maxima entre el grosor de la llanta nueva y el grosor
de la llanta después de haber recorrido los 32 000 kilémetros.
Obviamente, a mayor diferencia en grosor mayor desgaste. Las
unidades de medicién son milésimas de pulgada.

1 Tabla 4.6 DCL en la comparacion de cuatro marcas (4, B, C, D) de llantas

Automovil
Posicion 1 2 3 4
1 C=12 D=11 A=13 B=8
2 B=14 C=12 D=11 A=13
3 A=17 B=14 C=10 =
4 D=13 A=14 B=13 Cc=9

Andlisis de varianza

El ANOVA resultante se muestra en la tabla 4.7. Se observa que existen diferencias entre las marcas de
llanta y entre los tipos de auto, a un nivel de significancia de & = 0.05. Ademas, no hay evidencia sufi-
ciente para concluir que la posicion tiene un efecto importante, puesto que su correspondiente valor-p
es mayor que 0.05.
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1 Tabla 4.7 ANOVA para el ejemplo 4.2

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Marca 30.6875 3 10.2292 11.42 0.0068
Posicion 6.1875 3 2.0625 2.30 0.1769
Automovil 38.6875 3 12.8958 14.40 0.0038
Error 5.375 6 0.895833
Total 80.9375 15

Interpretacion

Para investigar cuales marcas de llantas son diferentes entre si, se aplica la prueba LSD y se obtienen
los resultados de la siguiente tabla:

Marca | Num. | Media muestral | Grupos homogéneos
C 4 10.75 X
D 4 11.00 X
B 4 12.25 X
A 4 14.25 X

Las conclusiones sobre las cuatro marcas se leen en la columna de grupos homogéneos como sigue:
marcas con signos “X” en la misma columna son iguales estadisticamente entre si. Por ejemplo, la marca
A no tiene X en la primera columna y es la tnica con X en la segunda columna, lo cual indica que es
distinta al resto de las marcas. Considerando que mientras la diferencia maxima en grosor sea mayor la
llanta se desgasta mas, se concluye que la marca A sufre mayor desgaste que las otras tres, por lo que es
la peor llanta. Entre las tres marcas restantes (C, D y B) no se encontré una diferencia significativa en
cuanto al desgaste medio. Se concluye que desde el punto de vista estadistico y a la luz de los resultados
experimentales, estas tres marcas de llantas pueden considerarse iguales. Esto no quiere decir que sean
idénticas, sino que sus diferencias son menores, por lo que no se alcanzan a detectar en el analisis del
experimento. Dicho lo anterior, y si aun se quisiera detectar esas pequenas diferencias para decidirse
por alguna llanta, entonces habria que aumentar el nimero de llantas probadas, para asi incrementar la
potencia de la prueba. Sin embargo, quiza la mejor decision sea no probar mas llantas y decidir entre
las tres marcas (C, D y B), con base en otros criterios, como el econdémico por ejemplo.

En la figura 4.1a) se presenta la grafica de medias para los tratamientos, donde los intervalos estan
construidos con el método LSD. Como ya vimos en el capitulo anterior, si los intervalos de confianza
se traslapan, las respuestas medias de los tratamientos son iguales estadisticamente. Observe que el
intervalo correspondiente a la marca A no se traslapa con ningun otro, luego, su media poblacional es
diferente y mayor que las otras. Las marcas C y D son las de menor desgaste muestral y, aunque esta-
disticamente no difieren en media poblacional de B, si hay cierta evidencia (aunque no suficiente con
a = 0.05) a favor de estas dos marcas. La grafica de medias para el factor auto (figura 4.1b), muestra
las diferencias entre ellos: el auto 1 es el que tiene el mayor desgaste muestral de llantas, y el auto 4 es
el de menor desgaste. Es posible verificar que estadisticamente son diferentes en media, el auto 4 de
todos los demas y el auto 3 del 1.

En la figura 4.1¢) se muestra la grafica de medias para las posiciones y todos los intervalos se tras-
lapan, lo cual indica que no existe suficiente evidencia para concluir que las posiciones tienen algin
efecto en el desgaste.

Esto es congruente con el hecho de detectar que en el ANOVA no hay efecto de la posicion de las
llantas. Sin embargo, se observa cierta tendencia que tiene la posicion 1 a generar un menor desgaste,
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Figura 4.1 Gréficas de medias con intervalos LSD para a) las marcas, b) el auto
y ©) la posicion.

aunque no llega a ser significativa. Como las pruebas se hicieron en un circuito, las vueltas siempre eran
en el mismo sentido, y esto puede generar mayor desgaste en una posicion determinada.

Comprobacién de supuestos

Como se comento en el capitulo anterior, la validez del analisis de varianza recae en tres supues-
tos que siempre deben verificarse: normalidad, varianza constante e independencia de los residuos;
ademas de la ausencia de observaciones atipicas o aberrantes. Como se observa en la figura 4.2, el
supuesto de normalidad se cumple al caer los residuos o puntos “mas o menos en linea recta” [figura
4.2a)]. También se cumple el supuesto de varianza constante de acuerdo con las figuras 4.2b) y 4.20),
en las que los residuos se ubican aleatoriamente dentro de una banda horizontal; su dispersion ver-
tical es la misma a lo largo de los graficos. No se comprobé el supuesto de independencia porque no
se conoce el orden en el que se realizaron las mediciones del desgaste.

Seleccidn y aleatorizacién de un cuadro latino

No cualquier arreglo de letras latinas en forma de cuadro es un cuadro latino. La
regla fundamental es que cada letra debe aparecer sélo una vez en cada renglony
en cada columna. Siempre es facil construir un cuadro latino estandar, en el que en la » Cuadro latino estandar
primera columna y en el primer renglon aparecen las letras en orden alfabético. Por

. . ) _ . Cuadro latino que tiene en la primera co-
ejemplo, un cuadro latino estandar de tamano cuatro esta dado por:

lumna'y en el primer renglén las letras en
orden alfabético.

o0 W >
>0 0w
W OO
O w > T
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Figura 4.2 Graficas de residuos para la verificacion de supuestos del ejemplo 4.2.

Existen ademas los siguientes tres cuadros latinos estandar de dimension cuatro:

A B CD A B CD A B CD
B A D C B DAC B ADC
C DB A | C A D B Y C D A B
D C A B D C B A D C B A

Para cuatro tratamientos se pueden construir un total de 576 cuadros latinos, de los cuales cuatro
son estandar. La seleccion del diserio deberia ser elegir uno al azar de los 576 posibles; no obstante, es
practicamente imposible construir todos para seleccionar uno al azar. Sin embargo, ocurre que dado
un cuadro latino, cualquier intercambio de columnas o de renglones también es un cuadro latino. Por
eso la estrategia de seleccion y aleatorizacion recomendada en la practica es la siguiente:

1. Se construye el cuadro latino estandar mas sencillo.

2. Se aleatoriza el orden de los renglones (o columnas) y después se aleatoriza el orden de las colum-
nas (o renglones).

3. Por ultimo, los tratamientos a comparar se asignan en forma aleatoria a las letras latinas.

El cuadro latino tiene dos restricciones a la aleatorizacion que se deben a los dos factores de blo-
que, lo cual implica que a la hora de correr el experimento no hay ningtin margen de aleatorizacion.
Es decir, se puede correr por columna o por renglon, segin convenga. Lo que no es correcto es hacer
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todas las pruebas de un tratamiento, luego todas las de otro, y asi sucesivamente, puesto que se puede
introducir ruido adicional debido a factores no controlables que cambian con el tiempo.

Disefo en cuadro grecolatino

Con el diseno en cuadro grecolatino (DCGL) se controlan tres factores de bloque, ade-
mas del factor de tratamientos. Se llama cuadro grecolatino porque los cuatro factores
involucrados se prueban en la misma cantidad de niveles, de aqui que se pueda escribir
como un cuadro (véase tabla 4.8); ademas, se utilizan letras latinas para denotar los tra-

» Cuadro grecolatino

Disefio en el que se controlan tres factores
de bloques y un factor de tratamiento; los
cuatro factores utilizan la misma cantidad

tamientos, y letras griegas para nombrar los niveles del tercer factor de bloque. Al igual
que en el cuadro latino, cada letra (latinas y griegas) debe aparecer solo una vez en cada
renglon y en cada columna. Ademas, cada par de letras debe aparecer s6lo una vez en todo el arreglo.
En la tabla 4.8 se presenta el aspecto de los datos del disetio en cuadro latino de dimension k = 4.

de niveles.

1 Tabla 4.8 Disefio en cuadro grecolatino

Columnas

1 2 3 4

Renglones | 1 | A« BS Cy Do
2 BO Ay Dp Ca
3| ¢ | pa | AS | By

4 | Dy Co Ba ApB

El modelo estadistico que describe las mediciones en un cuadro grecolatino esta dado por:

Yim =u+T+ 9 0+, +e

ijlm

donde Yj;,, es la observacion o respuesta que se encuentra en el tratamiento i (i-ésima letra latina), en
el renglon j, en la columna I 'y en la m-ésima letra griega; 7; es el efecto del tratamiento i, y; es el efecto
del renglon j, 0, representa el efecto de la columna |y ¢, representa el efecto de la m-ésima letra griega,
que son los niveles del tercer factor de bloque; el término &;;,, representa el error aleatorio atribuible a
la medicion Yj,,. Es importante no confundir las letras griegas del modelo que representan efectos, con
las letras griegas en el disefio que simbolizan los niveles del tercer factor de bloque. La variabilidad total
presente en los datos se puede partir de la manera usual como:

SCy = SCypar +SCy1 4 SCpy + SCps +SC

donde las sumas SCy;, SCp, y SCy; miden la variabilidad debida a los factores de bloque renglon, co-
lumna y de letras griegas, respectivamente. Para k tratamientos, los grados de libertad correspondientes
a cada suma son:

R —1=(k-D+k-1D+k—-1)+Ek-3)(k-1)

Un bosquejo del analisis de varianza se muestra en la tabla 4.9, en la cual se prueban las hipotesis
de igualdad de letras latinas (tratamientos), de renglones, de columnas y de letras griegas.
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1 Tabla 4.9 ANOVA para el disefio en cuadro grecolatino

Fuente de Grados de
variabilidad Suma de cuadrados libertad
Tratamientos D G
SC = o _

(letras latinas) fraT z =1 | N k=1
Factor de bloque I _\k Vi YL

(renglones) SCh1 = zj:l k N bl
Factor de bloque 11 ok Yo _ Y.

(columnas) SCr2 = 21=1 k N k-l

kYR, Y.

Factor de blpque SCys = z i _ ko1

111 (letras griegas) m=lk N

Error SCp =5C; =SCqpar — SCp = SCpy = SChs (k=3)k-1)

ok ook Y.
Total SCy = Zizl zj:l 21:1 zm:l Vi N k-1

En el caso de ejemplo 4.1, en el que se comparan cuatro mé-
todos de ensamble y se tiene el factor de blogue operador, se

Prueba LSD para método, al 95% de confianza

podrian tener dos factores de bloque adicionales: orden en el Grupos
que se hace el ensamble y lugar donde se hace. De acuerdo con Método n; Media homogéneos
esto, el disefo en cuadro grecolatino se observa en la tabla 4.15. A 4 70 X

El andlisis de varianza para el ejemplo se muestra en la tabla ’
4.16, en la que se aprecia que el Unico efecto significativo son B 4 9.25 X
los tratamientos (métodos), y ninguno de los factores de blo- C 4 120 e
que tiene un efecto significativo sobre el tiempo de ensamble. El
factor operador tiene un valor-p bajo, lo cual indica que podria D 4 12.75 X

tener un efecto significativo; sin embargo, en este experimento
fue imposible detectarlo. La comparacién de medias para méto-
dos de ensamble se muestra en la siguiente tabla:

donde se aprecia que los métodos A y B no son diferentes, pero
si son distintos de los métodos Cy D.

Diseno en bloques incompletos balanceados

Hay situaciones de investigacion experimental en las que es necesario recurrir a los llamados diserios
en bloques incompletos, donde, como su nombre lo indica, no se prueban todos los tratamientos en
cada bloque, sino sélo un subconjunto de ellos. Esto se hace basicamente por dos razones. La primera
es para lograr mayor precision en el experimento en situaciones en las que probar todos los tratamien-
tos en un bloque causa que éste no sea lo suficientemente homogéneo, dando como resultado un in-
cremento de la variabilidad dentro del bloque, lo que afecta la comparacion de los tratamientos. La otra
razén se da cuando se tiene la restriccion fisica de que en el bloque no caben todos los tratamientos.
Por ejemplo en un experimento agricola, probar todos los tratamientos puede llevar a tener que
utilizar parcelas (bloques) demasiado grandes, lo que puede ir en detrimento de la necesaria homo-
geneidad del suelo dentro de cada parcela. En este caso, un disefio en bloques incompletos permitiria
reducir el tamarno de parcela, lo que favorece la mayor homogeneidad de la misma. También puede
ocurrir que el bloque o parcela no tenga suficiente extension para probar todos los tratamientos. Otro
ejemplo es cuando un turno o dia es un bloque, pero no todos los tratamientos pueden correrse en el
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mismo turno. Un tercer ejemplo surge de los experimentos en los que un panel de jueces evaltian pro-
ductos alimenticios; si cada juez (bloque) prueba todas las muestras o tratamientos, se generan errores
de apreciacion por la saturacion del sentido del gusto de los jueces (véase ejercicio 19 del capitulo 1).
Con un diseno en bloques incompletos se evita ese problema, al mantener bajo el ntimero de evalua-
ciones que tiene que hacer cada juez, lo que aumenta la calidad de éstas y, por ende, la calidad de la
comparacion de los productos o tratamientos.

Consideremos k tratamientos y b bloques, donde en cada bloque se prueban ¢ < k tratamientos. Un
diserio en bloques incompletos balanceados cumple las siguientes tres condiciones:

1. Cada tratamiento ocurre a lo mas una vez en un bloque.
2. Cada tratamiento ocurre exactamente en r bloques.
3. Cada par de tratamientos ocurren juntos en exactamente 4 bloques.

Los valores que representan las letras k, b, 7, t y A son los parametros del diseno, y deben cumplir
las siguientes dos igualdades:

kr=bt; A(k-1)=r(t-1) 4.7

donde la primera representa el total de unidades experimentales y la segunda tiene que ver con las
veces que aparece un tratamiento dado haciendo pareja con otros: por un lado el tratamiento hace
pareja con cada uno de los (k — 1) tratamientos restantes 4 veces y por el otro hace pareja con (¢t — 1)
tratamientos en cada uno de r bloques.

El disefio BIB de la tabla 4.10 se utilizd para estudiar el rendi-
miento de cinco variedades de trigo. Al explorar esta tabla, se
puede ver que se tienen k = 5 tratamientos y b = 10 bloques;
ademas, cada tratamiento aparece o se corre en r = 6 bloques,
en cada blogue se corren t = 3 tratamientos, y cada par de trata-
mientos ocurren juntos en A = 3 bloques. Se puede verificar que
se cumplen las relaciones (4.7), puesto que en total se tienen
(5)(6) = (10)(3) = 30 observaciones experimentales, y se cumple
que 3(5-1) =6(3 = 1). Con el arreglo de la tabla 4.10 queda
claro que, a pesar de que no todos los tratamientos se corren

1 Tabla 4.10 Disefio BIB para el rendimiento de trigo

en todos los blogues, la comparacion es justa porque cada trata-
miento se corre el mismo nimero de veces y cada par de trata-
mientos se corre tres veces en los mismos bloques. Por ejemplo,
la pareja de tratamientos A y B se corre en los bloques I, Il y III;
mientras que la pareja A y C en los bloques I, IV y V; y asi suce-
sivamente, la Ultima pareja formada con D y E se corre juntos
en los blogues VI, IX y X. Mas adelante veremos cémo llegar a
un DBIB que cumpla las propiedades que se han comentado, en
particular el disefo de la tabla 4.10 se deduce en la tabla 4.13.

Bloque I 11 111 v \% VI VII VIIL X X Y.
A 69 77 72 63 70 63 414
% B 55 65 57 59 50 45 331
g C 68 65 69 68 60 60 390
[g D 62 55 54 65 62 65 363
E 61 40 54 57 63 56 331

Y. 192 204 190 183 179 171 192 167 170 181 Y..=1829

Analisis del DBIB

El modelo estadistico para el disefio en bloques incompletos balanceados esta dado por:

Yy =putt+p;+g;

i i=12,-k; j=12,..,b; paralos (i, j) en el diseno,
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donde u es la media general, 7; es el efecto del tratamiento i, B; es el efecto del bloque j y ¢; es el error
aleatorio que corresponde a la observacion Y. Los &; se suponen independientes y con distribucion
N(0, 6%). De hecho, es el mismo modelo que el DBCA (véase expresion 4.1), la unica diferencia es que
no se aplica para todas las combinaciones (i, j) debido a que esta incompleto. La variacion total presente
se puede descomponer como:

SCp = SCrrary +SCy + SCp,

donde la SC; y la SCy se obtienen como en las ecuaciones (4.4), pero dividiendo el primer término de
la SCy entre t y no entre k. La SCygyry; se obtiene como:

k
SCrrary =t 2,1 / Ak

i=1

donde Q; son los totales de tratamientos ajustados dados por:

b
Q=Yo=2nY/t; i=12k,
j=1

con n;= 1 siel tratamiento i ocurre en el bloque j y n;= 0 en caso contrario. Con las sumas de cuadrados
se construye el ANOVA de la tabla 4.11.

I Tabla 4.11 ANOVA para el DBIB

Fuente de Suma de Grados de
variabilidad | cuadrados libertad Cuadrado medio F, Valor-p
Tratamientos SCrrat g k-1 CM gty CMrgaty; P(F > Fy)
ajustados CM,
Bloques SCy b-1 CMy
Residuos SCe bt—k-b+1 CM;
Total SCy bt -1

Si se quieren evaluar los bloques habra que hacer la descomposicion, ahora con los bloques ajustados,
la cual queda como:

SCr = SCrpar +SCpy +SCy

La suma de cuadrados de bloques ajustados es:

b
SCpy =12,Q7 / 4b

=1

donde Q; son los totales de bloques ajustados dados por:

k
Q,=Yy-XnYu/r; j=12..,b.

i=1

con n;= 1 si el bloque j contiene al tratamiento i y n;; = O en otro caso.

Esta informacion se puede incluir en la tabla 4.11 del ANOVA. Para ello se agregan dos renglones
mas, llamados Tratamientos (sin ajustar) y Bloques Ajustados. La hipotesis de igualdad de los bloques
se prueba con el estadistico CMp,;/CM.
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Anadlisis de varianza para el ejemplo 4.4

Para analizar los datos del DBIB de la tabla 4.10 y probar la hipotesis de igualdad de medias de los
tratamientos, se calcula el ANOVA de acuerdo con lo establecido antes. Se inicia calculando las sumas
de cuadrados totales y de bloque:

2
SCT—ZZY ——_(69 +TT% 4 4567) - L1829 113321-111508.03=1812.97
=1 i=1
boy2 y2 o (192°+204° +---+181° 2
5cy =Y t»’_%:( - )—11209 =111921.67—111508.03 = 413.64

=L

Para calcular la suma ajustada de tratamientos, primero se obtienen los totales ajustados para los
cinco tratamientos:

b
Y.,
Q1_Y1.—2n1] 414—192+204+190+183+179+171=41.0
=1 3
b
Y,
Q2=Y2.—zn2-’ j =331—192+204+190+192+167+17O=—4O.67
(= 3
b
Y,
Q3=Y3.—2n3-’ j =390_192-4—183+179-|—192+167+181=25.33
=l 3
b
Y,
9 =Y4,—Zh=363_204+183+171+192+170+181=_4_Q
4.
j=l 3
> n Y.,
QS=Y5._2 5) 331_190+1794—171;—167-1—170+181 5167

=l
De aqui que:

t

ZQI 3(412+4O.672+25332+42+21.672)

SCrpura - =892.45
TRATa) = /lk 3%5

y la suma de cuadrados del error se obtiene por sustraccion como:

SCp = SCy — SCrpazy — SCy = 1 812.97 —892 45— 413.64 = 506.88

Con esta informacion se construye el ANOVA de la tabla 4.12. De donde como el valor-p es menor
que 0.05 para los tratamientos, se concluye que éstos son significativamente diferentes. La evaluacion
de los bloques se deja como ejercicio.

1 Tabla 4.12 ANOVA para el ejemplo 4.4

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variabilidad | cuadrados libertad medio F, Valor-p
Iratamiento 892.45 4 22311 7.04 0.0018
ajustado
Bloques 413.64 9 45.96
Residuos 506.88 16 31.68
Total 1812.97 29

101
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Comparaciones de medias

Las medias ajustadas de tratamiento se estiman de la siguiente manera:

it = Vet 2 26007+ 22400 _6g 17
Ak 3%5

it :?n+tQ—2:6O.97+M=52.83
Ak 3%x5

ﬂ3z?”+fg1:6097+2522§§=6603
Ak 3%5

i =17,+t9_4=60,97+w=60,17
AR 3%X5
Qs 3%21.67

fs =Yoo+ —2=60.97+=2"" =56.63
Ak 3%5

En este disefio, la diferencia minima significativa (LSD) para las medias muestrales ajustadas de
dos tratamientos, que permite concluir si éstos son diferentes, esta dada por:

2ACM,
Ak

=212

\/2><3><31.68 —755
X

LSD =t (g, Nkb+1)\/

En la siguiente tabla se muestran solo las diferencias que resultan significativas:

Diferencia poblacional Diferencia muestral
s — Iy 69.17 — 52.83 = 16.34 > 7.55
Us— U 69.17 = 60.17 = 9.00 > 7.55
Wy — Uy 69.17 — 56.63 = 12.54 > 7.55
s — e |52.83 - 66.03] =13.20> 7.55
He— M 66.03 — 56.63 = 16.34 > 7.55

De la tabla se puede concluir que el tratamiento A es diferente de B, D y E, y genera un mayor ren-
dimiento que éstos. También el tratamiento C es diferente de By E, con mejores resultados. Las otras
cinco posibles comparaciones de medias de tratamiento resultan estadisticamente iguales. Asi se puede
afirmar que la variedad A de trigo provee el mejor rendimiento, sin ser significativamente diferente de
C, que es la variedad que arroja el segundo mejor rendimiento en el experimento.

Construccion de un DBIB

Existen varios métodos para construir disefios en bloques incompletos balanceados y esto se debe a
que no existe uno con el que se puedan construir todos los disefios BIB que se pueden requerir en la
practica; esto es, que permita obtener justo el disefio deseado en cuanto al ntumero de tratamientos, de
bloques, tamano de los bloques, repeticiones, etc. Aqui se describen un par de esos métodos. Alterna-
tivamente se pueden utilizar tablas de disenos, véase por ejemplo Fisher y Yates (1963).

Método no reducido . )
|

Consiste en determinar todas las combinaciones de los k tratamientos tomados de ken t, = W
t tIi(kR—t)!

donde R!'=kx(k—1)X---X2x1. Por ejemplo consideremos k = 4 tratamientos, repartidos en bloques
de tamarnio ¢ = 3. Las cuatro combinaciones resultantes se muestran a continuacion.
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Bloques
I 11 111 1AY
A A A B
Tratamientos B B C C
C D D

Por inspeccion directa del arreglo se deduce que es un DBIB con parametros b =4, t=r=3y
A = 2. Es facil comprobar que se cumplen las relaciones dadas en (4.7), ademas de que estos altimos
tres parametros se pueden obtener como:

L I T B=l - [P k-2
(] (k=0 (=1 -DIWk=-0)! (=2 | =2)k-0)!

)

Consideremos ahora un disefio BIB para k = 5 tratamientos en bloques de tamano ¢t = 3. Existen
10 combinaciones de 5 en 3, por lo que se tendrian b = 10 bloques; y de las relaciones (4.7) o de las
ecuaciones anteriores se obtiene que r = 6 y A = 3. El arreglo se muestra en la tabla 4.13.

1 Tabla 4.13 Disefio BIB con pardmetros k=5,b=10,t=3,r=6,A=3

Bloque
I 1T 111 1AY A% VI VII VIII IX X
A A A A B B B C
Tratamientos B B B C C D C C D
C D E E D E E E

Una desventaja del método no reducido es que puede generar demasiados bloques, en particular
cuando t = k/2, lo que hace el disefio impractico por su tamano. Frecuentemente es posible encontrar
un disefio con menos bloques.

Métodos basados en cuadros latinos

Existen varios métodos que generan DBIB basados en cuadros latinos. El mas sencillo de ellos es que
si a un cuadro latino se le elimina una columna, queda un DBIB. Por ejemplo, si al siguiente cuadro
latino de tamaro cinco

MmO w O >
O O » o w
S MmO x> 0
> W om0 g
O x> O W m

se le quita la ultima columna, los renglones de tamaro cuatro son los bloques del siguiente disefio BIB
con parametrosk=b=5,t=r=4,1=3.

Bloques
1 1I 111 v A\
A D B C E
) B E A D C
Tratamientos
C A D E B
D C E B A
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Otro método se basa en cuadros latinos ortogonales, que son aquellos que al encimarlos sucede
que cada letra de uno de los cuadros aparece una vez con cada letra del otro cuadro. Por ejemplo, los
siguientes cuadros latinos de tamano tres son ortogonales:

(4.8)

O @ >
> 0O w
@ o> 0
O @ >
= o= 0O
> 0O w

Porque si se enciman o se ensamblan, se obtiene lo siguiente:

AA BC CB
BB CA AC
cCc AB BA

Y en este arreglo se cumple que no se repite ninguna permutacion de dos letras. Para encontrar
el segundo cuadro ortogonal al primero, note como se mueven las letras. Con s — 1 cuadros latinos
ortogonales se puede construir un disefio BIB con parametros k=s>, b=s"+s, t=s,r=s+ 1yA=1. Por
ejemplo para s = 3 se escriben los 5= 9 tratamientos en un arreglo como el siguiente:

4.9

N B S
@ Ut N
o O W
g
Q9O >
T M @
— T 0O

Los tratamientos formados por las tres columnas y tres renglones del arreglo de letras forman los
primeros seis bloques del disefio. Es decir, en el primer bloque se corren los tratamientos A, By C; en
el segundo D, E y F; en el cuarto bloque los tratamientos A, D y G (véase parte sombreada de la tabla
4.14). Luego superponga el primer cuadro latino de la expresion (4.8) sobre el cuadro de nameros de
(4.9) y observe que la letra A cae sobre los numeros o tratamientos (1, 6, 8), la letra B sobre (2,4, 9) y
la letra C sobre (3, 5, 7), y esto define los tratamientos para los bloques VII, VIII y IX, respectivamente
(véase tabla 4.14). Se repite el proceso anterior, pero ahora usando el segundo cuadro latino de la ex-
presion (4.8), con lo que se obtienen los tratamientos para los bloques X, XI y XII. Con este proceso se
obtiene el disenio BIB de la tabla 4.14.

1 Tabla 4.14 DBIB con parametros k=9, b=12,t=3,r=4yA =1

Bloques
| 11 111 v \'% VI VII | VIII X X XI XII
A G A B C A B A C
Tratamientos B H D IE IF F D E E D
C I G H I G I H
Aleatorizacion

Antes de utilizar el disefio, debe aleatorizarse. Esto se hace en tres pasos, a saber:

1. Se asigna al azar a los tratamientos la letra que los va a identificar.

2. Se aleatoriza la asignacion de los grupos de tratamientos que ocurren (A veces) a los bloques. Por
ejemplo, en el DBIB de la tabla 4.15, cada par de tratamientos ocurre A = 3 veces en los mismos
bloques. Por ejemplo, la pareja de tratamientos A y B ocurren en I, Il y III, mientras que la pareja
Dy E ocurren en VI, IX y X. Es precisamente esta correspondencia la que se debe aleatorizar en
esta etapa.

3. Se sortea el orden de corrida de los tratamientos dentro de cada bloque.
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I Tabla 4.15 Disefio en cuadro grecolatino para ensamble

Operador

1 2 3 4

Orden del 1 Cf=10 | By=10 | Do =12 Aa =7
ensamble
2 | Ba=8 | C6=15 | Ay=7 | DB=14
3 | AS=6 | Da=14 | B=11 | Cy=13

4 | Dy=11 | AB=8 | Ca=10 | B6=8

Los métodos son las letras latinas A, B, C y D.
El lugar de trabajo son las letras griegas @, 8,y y 0.

1 Tabla 4.16 ANOVA para disefio en el cuadro grecolatino de la tabla 4.10

Suma de Grados de | Cuadrado
Fuente cuadrados libertad medio Razon F, | Valor-p
Método 83.5 3 27.8333 23.86 0.0135
Operador 18.5 3 6.16667 5.29 0.1024
Orden 9.5 3 3.16667 2.71 0.2170
Lugar 2.0 3 0.666667 0.57 0.6714
Residual 3.5 3 1.16667
Total (corregido) 117.0 15

Uso de software

>

Casi cualquier software estadistico incluye procedimientos para realizar analisis de varianza con dos criterios
de clasificacion.

Las combinaciones de prueba, asi como la respuesta observada se capturan manualmente en el editor
de datos. Se requiere una columna por cada factor controlado en el experimento, mas la columna de la
variable de respuesta. Por ejemplo, en el caso del DBCA se requieren tres columnas: una para el factor de
tratamientos, otra para el factor de bloques y una méas para la respuesta, y asi sucesivamente; también se
agrega una columna adicional por cada factor de blogue considerado.

Se recomienda capturar los datos y combinaciones de prueba en el orden en el que se hayan realizado,
ya que con ello se podra comprobar el supuesto de independencia de los residuos.

En particular, en Statgraphics, la secuencia para el analisis de los disefios que usan cuando menos un
factor de bloques es: Comparar - Analisis de varianza = Anova multifactorial.

Existe otra posibilidad més practica que ayuda a crear el disefio y las columnas, a la cual se accesa con
la siguiente secuencia de opciones: DDE = Crear disefio = Un solo factor categdrico. Después se elige el
numero de niveles del factor de tratamientos. Luego aparece una pantalla donde se elige el tipo de disefio
deseado, en el que se incluye el disefio completamente aleatorizado y los disefios de bloque vistos en este
capitulo.

En Minitab se crean columnas y se registran los datos como se indicé antes, y se sigue la secuencia
Stat = Anova = Two-way.
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Ml Uso de Excel
gl

=

El ANOVA de un disefio completamente al azar o con un criterio de clasificacion se realiza con la se-
cuencia: Herramientas = Anaélisis de datos = Analisis de dos factores con una sola muestra por grupo.
Si no estuviera activada la opcion de Andlisis de datos, ésta se activa con la opcion Complementos den-
tro del mismo menu de Herramientas. Se declara el rango de los datos, que pueden estar acomodados
por columnas o por renglones. La salida contiene las estadisticas basicas de cada una de las muestras
y el ANOVA correspondiente.

Preguntas y ejercicios

i

¢En qué situaciones se aplica un disefio en bloques completos al azar? ;En qué difieren los factores de trata-
mientos y de blogque?

¢ Qué diferencia hay entre un DBCA y los disefios en cuadro latino?

Considere el modelo estadistico para un disefio en bloques. Si en una situacién experimental se tiene un
factor de tratamientos y otro de bloque, ¢qué efecto tiene sobre el error aleatorio el que se considere o no
en el andlisis el efecto del bloque? Apoye la explicacion con base en el modelo.

A continuacién se muestra parte del ANOVA para un disefio en bloques, que tiene tres tratamientos y cinco
bloques con una sola repeticién por tratamiento-bloque.

Suma de | Grados de | Cuadrado
Fuente de variacion | cuadrados libertad medio Razon F | Valor-p
Tratamiento 600
Bloque 850
Error 500
Total 14

a) Agregue en esta tabla los grados de libertad, el cuadrado medio y la razén F para cada una de las
fuentes de variacion.

b) Interprete en forma préctica, para cada caso, lo que esté4 estimando el cuadrado medio.

) Escriba el modelo estadistico y las hipotesis pertinentes.

d) Apoyese en las tablas de la distribucion F para aceptar o rechazar las hipétesis.

e) Con apoyo de un software obtenga el valor-p para cada caso. Interprete sus resultados.
Realice el problema anterior, pero ahora suponga que no se blogued. ;Se hubiesen obtenido las mismas
conclusiones? Argumente.
Aunque en el andlisis de varianza para un disefio en bloques completos al azar también se puede probar la
hipotesis sobre si hay diferencia entre los blogues, se dice que esta hipdtesis se debe ver con ciertas reservas.
Explique por qué.
Explique por qué se utiliza la expresion “al azar” en el nombre del disefio en blogues completos al azar.
Una compania farmacéutica realizé un experimento para estudiar los tiempos promedio (en dias) necesarios
para que una persona se recupere de los efectos y complicaciones que siguen a un resfriado comdn. En este
experimento se hizo una comparacién de distintas dosis diarias de vitamina C. Para hacer el experimento se
contacté a un numero determinado de personas, que en cuanto les daba el resfriado empezaban a recibir
algun tipo de dosis. Si la edad de las personas es una posible fuente de variabilidad, explique con detalle
como aplicaria la idea de bloqueo para controlar tal fuente de variabilidad.
A continuacién se muestran los datos para un disefio en bloques al azar.
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Bloque Total por
Tratamiento 1 2 3 4 tratamiento
3 4 2 6 Y. =
B 7 9 3 10 Y. =
C 4 6 3 7 Y;. =
Total por bloque Y., = Y., = Y5 = Y., = | Total global =Y..

a) Complete las sumas totales de la tabla anterior.

b) Calcule las sumas de cuadrados correspondientes: SCrra, SCs, SCry SCy.

c) Obtenga la tabla de andlisis de varianza y anote las principales conclusiones.

d) Obtenga la diferencia minima significativa (LSD) para comparar tratamientos en este disefio en
bloques.

10. Se hace un estudio sobre la efectividad de tres marcas de atomizador contra las moscas. Para ello, cada

11.

producto se aplica a un grupo de 100 moscas, y se cuenta el nimero de moscas muertas expresado en por-
centajes. Se hicieron seis réplicas, pero en dias diferentes; por ello, se sospecha que puede haber algin efecto
importante debido a esta fuente de variacién. Los datos obtenidos se muestran a continuacién:

Numero de réplica (dia)

Marca de atomizador | 1 2 3 4 5 6

1 72 | 65 | 67 | 75 | 62 | 73
2 55 | 59 | 68 | 70 | 53 | 50
3 64 | 74 | 61 | 58 | 51 | 69

a) Suponiendo un DBCA, formule las hipotesis adecuadas y el modelo estadistico.

b) (Existe diferencia entre la efectividad promedio de los atomizadores?

C) ¢Hay alguin atomizador mejor? Argumente su respuesta.

d) ¢Hay diferencias significativas en los resultados de diferentes dias en las que se realiz6 el experi-

mento? Argumente su respuesta.

e) Verifique los supuestos de normalidad y de igual varianza entre las marcas.
En una empresa lechera se tienen varios silos para almacenar leche (cisternas de 60 000 L). Un aspecto critico
para que se conserve la leche es la temperatura de almacenamiento. Se sospecha que en algunos silos hay
problemas, por ello, durante cinco dias se decide registrar la temperatura a cierta hora critica. Obviamente la
temperatura de un dia a otro es una fuente de variabilidad que podria impactar la variabilidad total.

Dia
Silo Lunes Martes | Miércoles | Jueves Viernes
A 4.0 4.0 5.0 0.5 3.0
B 5.0 6.0 2.0 4.0 4.0
C 4.5 4.0 3.5 2.0 3.0
D 2.5 4.0 6.5 4.5 4.0
E 4.0 4.0 3.5 2.0 4.0

a) En este problema, ;cuél es el factor de tratamiento y cuél el factor de bloque?
b) Suponiendo un DBCA, formule las hipétesis adecuadas y el modelo estadistico.
) ¢Hay diferencia entre los silos?

d) ¢La temperatura de un dia a otro es diferente?

e) Revise residuos, ¢hay algun problema evidente?

12. Se disef6 un experimento para estudiar el rendimiento de cuatro detergentes. Las siguientes lecturas de

“blancura” se obtuvieron con un equipo especial disefiado para 12 cargas de lavado, distribuidas en tres
modelos de lavadoras:
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Detergente Lavadora 1 Lavadora 2 Lavadora 3
A 45 43 51
B 47 44 52
C 50 49 57
D 42 37 49

a) Senale el nombre del disefio experimental utilizado.
b) Formule la hipotesis que se quiere probar en este problema.
) Realice el anélisis estadistico mas apropiado para estos datos y obtenga conclusiones.

13. Con respecto al problema anterior:

a) Conteste los tres incisos del problema anterior sin tomar en cuenta el efecto de las lavadoras y
obtenga conclusiones.

b) ¢Hay diferencias en las conclusiones anteriores y las del problema anterior? Explique su respuesta.

) ¢Con cudles conclusiones se queda? Explique su respuesta.

14. Una de las variables criticas en el proceso de ensamble del brazo lector de un disco duro es el &ngulo que
éste forma con el cuerpo principal de la cabeza lectora. Se corre un experimento con el objetivo de comparar
dos equipos que miden dicho dngulo en unidades de radianes. Se decide utilizar como factor de bloque los
operadores de los equipos. Los resultados se muestran en la siguiente tabla:

Equipo

1 2
1 1.328 0.985 1.316 1.553 1.310 1.273 0.985 1.134 1.412 0.917
1.113 1.057 1.144 1.485 1.386 0.789 0.671 0.554 1.386 1.289
Operador | 2 1.269 1.268 1.091 1.195 1.380 1.036 | 0.783 1.108 1.129 1.132
P 1.093 0.984 1.087 1.482 1.442 0.201 0.900 0.916 1.434 1.223
3 1.440 1.079 1.389 1.611 1.445 1.454 1.063 1.219 1.602 1.583
1.150 1.190 1.247 1.617 1.574 1.018 1.050 0.997 1.538 1.478

a) Plantee el modelo y las hipétesis mas adecuadas al problema.

b) (Existen diferencias entre los equipos? Argumente estadisticamente.

c) (Existen diferencias entre los operadores?

d) Dibuje los diagramas de cajas simultaneos y las graficas de medias para ambos factores, después
interprételas.

e) Verifique los supuestos de normalidad e igualdad de varianza entre tratamientos, asi como la posi-
ble presencia de puntos aberrantes.

15. Un aspecto critico para que se conserve la leche es la temperatura de almacenamiento. De manera tradicio-
nal se han usado termémetros de mercurio (Mer) para verificar que la temperatura sea la adecuada, pero
ahora se han comprado termémetros electrénicos (Rtd) para facilitar el proceso de medicién. Sin embargo,
se duda de las mediciones de estos nuevos dispositivos. Para aclarar dudas y diagnosticar la situacién, du-
rante cinco dfas se toman mediciones con ambos tipos de termémetros en varios silos (a la misma hora). Los
datos para cinco silos se muestran a continuacion:

Dia 1 Dia 2 Dia 3 Dia 4 Dia 5

Silo | Mer | Rtd | Mer | Rtd | Mer | Rtd | Mer | Rtd | Mer | Rtd
A 4.0 2.6 4.0 2.8 5.0 5.0 0.5 0.0 3.0 2.4

5.0 6.4 6.0 6.4 2.0 23 4.0 4.2 4.0 4.0

C 4.5 3.3 4.0 1.4 3.5 1.8 2.0 -1.9 3.0 -7.6
D 2.5 3.1 4.0 5.0 6.5 6.6 4.5 2.7 4.0 6.3
E 4.0 0.0 4.0 0.4 3.5 0.6 2.0 —4.0 4.0 -6.3

a) Observe los datos y establezca una conjetura acerca de la confiabilidad de las mediciones con Rtd
(del termémetro de mercurio no hay duda).
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b) Es claro que el silo se puede ver como tratamiento y dia como bloque. Considere sélo los datos
de Rtd y establezca el modelo estadistico. También haga el ANOVA correspondiente y obtenga
conclusiones.
C) Repita el inciso anterior pero ahora para las mediciones Mer.
d) ¢Las conclusiones obtenidas en los incisos anteriores coinciden? Comente su respuesta.
16. Datos pareados. En relacion con el problema anterior, para comparar los dos métodos de medicién (Mer y
Rtd) obtenga como variable de respuesta la diferencia de temperatura que registran los métodos para cada
dia en cada silo. Considerando esto, establezca el modelo estadistico, haga el ANOVA correspondiente y
obtenga conclusiones.
17. Se realiza un experimento para comparar el efecto de varios herbicidas sobre el peso en onzas de las espigas
de gladiola. El peso promedio por espiga se muestra a continuacion para 4 herbicidas.

Bloques
Tratamientos 1 2 3 4
Hl1 1.25 1.73 1.82 1.31
H2 2.05 1.56 1.68 1.69
H3 1.95 2.00 1.83 1.81
H4 1.75 1.93 1.70 1.59

a) Escriba 'y pruebe las hipotesis de interés.
b) Saque conclusiones respecto a los herbicidas. Use gréaficas.
o) Verifique los supuestos del modelo.
18. Se quiere estudiar el efecto de cinco diferentes catalizadores (4, B, C, D'y E) sobre el tiempo de reaccion de un
proceso quimico. Cada lote de material sélo permite cinco corridas y cada corrida requiere aproximadamente
1.5 horas, por lo que sélo se pueden realizar cinco corridas diarias. El experimentador decide correr los ex-
perimentos con un disefo en cuadro latino para controlar activamente los /otes y dias. Los datos obtenidos son:

Dia
1 2 3 4 5
Lote | 1 A=8 B=7 D=1 Cc=7 E=3
2 c=11 E=2 A=7 D=3 B=8
3 B=4 A=9 Cc=10 E=1 D=5
4 D=6 C=8 E=6 B=6 A=10
5 E=4 D=2 B=3 A=8 C=8

a) ¢Como se aleatorizé el experimento?
b) Anote la ecuacion del modelo y las hipotesis estadisticas correspondientes.
o) (Existen diferencias entre los tratamientos? ; Cudles tratamientos son diferentes entre si?
d) ¢Los factores de ruido, lote y dia afectan el tiempo de reaccién del proceso?
e) Dibuje los graficos de medias para los tratamientos, los lotes y los dias. ¢ Cual tratamiento es mejor?
f) Verifique los supuestos del modelo, considerando que los datos se obtuvieron columna por colum-
na, dia a dia.
19. En el problema anterior elimine el factor de bloque dias, y conteste:
a) Sin tomar en cuenta el dia, sefiale el nombre del disefio, el modelo y las hipdtesis més adecuadas
al problema.
b) Pruebe las hipétesis y obtenga conclusiones.
¢) Compare el cuadro medio del error, en este caso con el del problema anterior. ;Qué observa?
¢Como lo explica?
d) ¢Por qué se obtienen las mismas conclusiones en los tratamientos de este problema y del anterior?
20. Con respecto a los dos problemas anteriores, ademas de eliminar el factor dia ahora elimine el factor lote, y
conteste lo siguiente:
a) Después de la doble eliminacion, sefale el nombre del disefio, el modelo y la(s) hipdtesis mas
adecuada(s) al problema.
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b) Pruebe las hipotesis y obtenga conclusiones.
c) Compare el cuadro medio del error obtenido con los de los problemas 17 y 18. ;Qué observa?
¢Cémo lo explica?
d) ¢Por qué se obtienen las mismas conclusiones en los tratamientos de este problema y de los dos
anteriores?
e) ¢Cree que esta eliminacion hubiese afectado si los factores de blogue hubieran sido significativos?
21. Se comprueba el peso en gramos de un material de tres proveedores: A, By C, por tres diferentes inspecto-
res: |, 1y lll, utilizando tres diferentes escalas: 1, 2 y 3. El experimento se lleva a cabo como el siguiente cuadro

latino:
Escala
Inspector 1 2 3
I A=16 B=10 Cc=11
11 B=15 C=9 A=14
11 C=13 A=11 B=13

a) ¢Hay diferencias entre los proveedores?

b) ¢Hay diferencias entre los inspectores y entre las escalas?

) Si el peso debe ser 15 g, (cudl proveedor es mejor?

d) Si algun factor de bloque es no significativo, eliminelo y haga el anélisis adecuado.

22. Cuando se comparan varios fertilizantes o diferentes variedades de cierto cultivo, es tipico que se deba con-
siderar el gradiente de fertilidad del suelo (factor columna) o los efectos residuales de cultivos previos (factor
renglén). Considerando estos factores de bloque, Gémez y Gémez (1984) plantean un experimento en
cuadro latino para comparar, en cuanto a rendimiento en toneladas por hectarea, tres variedades de maiz
hibrido (A, B, C) y una variedad control (D). Para ello, se utiliza un campo agricola cuadrado de 16 hectareas,
dividido en parcelas de una hectarea. Los datos de rendimiento obtenidos en cada parcela se muestran a
continuacion:

Ren/Col 1 2 3 4
1 1.640(B) 1.210(D) 1.425(0) 1.345(A)
2 1.475(0) 1.185(A) 1.400(D) 1.290(B)
3 1.670(A) 0.710(0) 1.665(B) 1.180(D)
4 1.565(D) 1.290(B) 1.655(A) 0.660(C)

a) ¢Existen diferencias en los rendimientos de las diferentes variedades de maiz?

b) ¢Cual de los factores de bloque tuvo efectos?

) ¢Se habrian detectado las mismas diferencias en los tratamientos con un disefio completamente al
azar?

d) ¢Y con un disefio en blogues completos al azar?

23. Se quieren comparar tres dietas (4, B, C) a base de proteinas de origen vegetal utilizando 18 ratas de labo-
ratorio de una misma camada. Primero se observa por un tiempo el apetito para formar tres grupos de seis
ratas, seguin su voracidad; y cada uno de estos grupos se clasifica a su vez en tres grupos de dos ratas, de
acuerdo con su peso inicial. Se plantea un experimento en el que la variable de respuesta es el peso en gra-
mos ganado por las ratas después de cierto periodo, con los siguientes resultados:

Apetito/
peso inicial Al A2 A3

Pl 67 (O) 105 (4) 95 (B)
72 112 86

P2 85 (A) 75 (B) 88 (O)
98 67 110

P3 66 (B) 68 (O) 108 (4)
47 91 120
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a) Analice los datos. ;Cuéles de los factores influyen en el peso ganado por las ratas?
b) ¢Cual dieta es mejor?

) ¢Alguno de los factores de bloque puede ser ignorado? Argumente su respuesta.
d) Si ése fuera el caso, analice de nuevo el experimento y saque conclusiones.

e) Verifique los supuestos del modelo.

24. Una compania distribuidora ubicada en los suburbios estd interesada en estudiar la diferencia en costos
(tiempo y gasolina) entre las cuatro rutas (A, B, C, D) que llevan a la zona comercial, mds importante para
ellos, en el otro extremo de la ciudad. Deciden correr un experimento en cuadro grecolatino controlando
los factores de bloque chofer, marca de vehiculo (a, B, x, 0) y dia de la semana. El experimento se repite en
dos semanas diferentes, en las cuales no hay dias festivos ni quincenas. Los costos observados en pesos se
muestran en la siguiente tabla:

Chofer/dia Lunes Martes Miércoles Jueves

Carlos 825(D,a) | 585(C,x) 550(B, ) 580(A, 0)
750 610 580 650

Enrique 650(A, ) 540(B, ) 580(C, 9) 850(D, )
725 560 635 770

Genaro 700(C, ) 650(D, ) 635(A, @) 450(B, %)
675 740 540 550

Luis 475(B, 9) 560(A, 3) 650(D, ) 670(C, )
480 615 725 730

a) Haga el andlisis de varianza de este experimento.
b) Realice las pruebas de comparaciones multiples para los factores significativos.
C) Represente los tratamientos y factores de bloque usando graficas de medias y diagramas de disper-
sion.
d) ¢Cual es la mejor ruta? ;Cudl es la peor?
e) ¢Hay diferencias significativas entre los choferes? ;Y entre el tipo o marca de unidad?
f) ¢Cuadles factores de blogue vali6 la pena tomar en cuenta en el experimento?
Q) ¢Por qué se evitaron dias festivos y quincenas en el experimento? ; Cudles otros aspectos se tenian
gue tomar en cuenta?)
h) Verifique los supuestos del modelo.
25. Un investigador esté interesado en el efecto del porcentaje de lisina y del porcentaje de proteina en la produc-
cion de vacas lecheras. Se consideran siete niveles en cada factor.
® % de lisina: 0.0 (A), 0.1 (B), 0.2 (0), 0.3 (D), 0.4 (E), 0.5 (F), 0.6 (G).
® % de proteina: 2 (@), 4(8), 6(x), 8(0), 10(), 12(p), 14(y).
Para el estudio, se seleccionan siete vacas al azar, a las cuales se les da un seguimiento de siete periodos de
tres meses. Los datos en galones de leche fueron los siguientes:

Vaca/periodo 1 2 3 4 5 6 7
1 304 436 350 504 417 519 432
(Aa) (Be) @) D) (Ex) (Fy) (Go)
2 381 505 425 564 494 350 413
(BB) Cop) (Dyx) (Ey) (FO) Ga) (Ae)
3 432 566 479 357 461 340 502
Co (Dy) (ES) (Fa) (Ge) Ap) (Bp)
4 442 372 536 366 495 425 507
(Do) (Ea) (Fe) GP) (Ap) (By) Cy
5 496 449 493 345 509 481 380
(Ee) (FB) Gop) (Ax) (By) (C9) (Da)
6 534 421 352 427 346 478 397
(Fep) Gy Ay) (Bd) (Ca) (De) (EB)
7 543 386 435 485 406 554 410
Gy (A0) Ba) (Ce) (DB) (Ep) (Fy)
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a) Analice este experimento. ;Qué factores tienen efecto en la produccién de leche?
b) Interprete los resultados usando gréficos de medias.

c) ¢Cémo puede explicar la falta de efectos en vacas y periodo?

d) ¢Qué porcentajes de lisina y proteina dan los mejores resultados?

e) Verifique los supuestos del modelo.

Disefios en bloques incompletos balanceados

26.

27.

28.

29.
30.

31.

Con el apoyo de un par de ejemplos, explique las situaciones experimentales en las que se aplican los disefios
en blogues incompletos balanceados.
Sobre el disefio con parametros k=4, b=4, t=r=3y A =2, que se muestra al inicio de la seccién de disefo
en blogues incompletos balanceados, conteste:
a) ¢Cual es el significado de cada uno de los parametros?
b) Explique por qué es un disefio en bloque incompleto.
c) Por qué a pesar de que es incompleto se dice que el disefio es balanceado.
Recurra a los métodos de construccion de los disefio BIB, y haga lo que se le pide a continuacion.
a) Construya un DBIB con parametros k =b =6, t=r="5y A = 4. Sugerencia: elimine una columna a
un cuadro latino del tamafio adecuado.
b) Construya un DBIB con parametros k= 16, b =20, t=4, r=5yA = 1. Verifique las relaciones dadas
en (4.7).
Haga el analisis de los bloques ajustados para los datos del ejemplo 4.4 y obtenga conclusiones.
Se utiliza un experimento BIB para comparar nueve formulaciones de detergentes para maquina lavaplatos
(John, P.W.M., 1961), que consisten en tres detergentes base y un aditivo: los detergentes | y Il se combina-
ron con cuatro niveles de aditivo de donde se obtienen 8 tratamientos. El noveno tratamiento es el detergen-
te Il sin aditivo, que hace las veces de tratamiento control. Los datos se muestran en la siguiente tabla:

Bloque Tratamiento Platos lavados
1 3 8 4 13 20 7
2 4 9 2 6 29 17
3 3 6 9 15 23 31
4 9 5 1 31 26 20
5 2 7 6 16 21 23
6 6 5 4 23 26 6
7 9 8 7 28 19 21
8 7 1 4 20 20 7
9 6 8 1 24 19 20
10 5 8 2 26 19 17
11 5 3 7 24 14 21
12 3 2 1 11 17 19

a) Obtenga los parametros k, b, t, ry A que definen este DBIB.

b) Escriba el modelo estadistico y plantee las hipotesis de interés.

) Realice el ANOVA que incluya tratamientos ajustados y bloques ajustados

d) ¢Hubo algun efecto del aditivo? Argumente.

e) ¢Hay algun tratamiento mejor que el control? Argumente.

f) Compruebe los supuestos del modelo.
Se corre un experimento casero para estudiar la eficacia como repelentes de moscas de varios quimicos orga-
nicos. Los siete tratamientos fueron: A = acido ascorbico, B = acido citrico, C = control, D = hesperidina, E =
jugo de limén, F = pimienta negra y G = piperina. La respuesta es el nimero promedio de moscas en la parte
inferior de la tapa.
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Dia Tratamiento Numero promedio de moscas
1 C E G 19.8 7.8 13.0
2 D F G 16.0 11.0 5.3
3 A E F 11.7 53 12.3
4 B D E 11.2 10.0 6.0
5 A C D 13.2 17.3 16.2
6 A B G 16.0 17.2 10.8
7 B C F 15.7 18.0 12.7

a) Encuentre los parametros de este disefio BIB.
b) Analice los datos y obtenga conclusiones.
) ¢Hubo algun efecto de los dias? Argumente.

32. Retome el ejercicio 19 del capitulo 1, donde se busca comparar 12 tratamientos de mermelada de tuna, pero
se cometié el error de que un mismo consumidor evaluaba los doce tipos de mermelada, lo que sin lugar a
dudas causa una saturacién de las papilas gustativas. Aqui una alternativa es ver a los panelistas como un
bloque y aplicar un disefio en BIB. Suponiendo que un panelista sélo puede evaluar a tres tipos de mermelada
proponga un DBIB para hacer el estudio.

Investigar y experimentar

33. Investigue por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, un par de articulos de revistas cientifi-
cas o tecnoldgicas donde se comparen k tratamientos utilizando algun tipo de disefio con uno o mas factores
de bloque. Para cada articulo anotar los datos de la referencia: autor(es), afo, titulo del articulo y nombre de
la revista. Ademas, en forma breve sefale el objetivo del trabajo, el disefio empleado, los andlisis hechos y las
conclusiones mas relevantes.

34. En relacién al proyecto de investigacion propuesto en el capitulo 2, sobre el sobrepeso y obesidad en su
escuela, si se desarrollé como se indicé ahi, complemente el analisis hecho con los siguientes puntos.

a) Hay interés de comparar el IMC entre hombres y mujeres, pero es posible que la edad influya en el
valor del IMC, por ello considerando la edad de las personas de la muestra estructure tres grupos
de edad, de tal forma que cada grupo contenga aproximadamente la tercera parte de la muestra.
Después de esto organice los datos del IMC en un tabla 2 x 3; dos sexos y tres edades.

b) Considerando que los datos organizados en la tabla anterior responde a un disefio en bloques
completos al azar, formule el modelo estadistico y las hipotesis de interés. El factor de tratamientos
es el sexo.

©) Haga el andlisis de varianza para el caso anterior y obtenga conclusiones. En caso de requerir hacer
comparaciones de media, hacerlo.

d) Verifique el supuesto del modelo mediante el analisis de residuales.
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CAPITULO 5 Disefios factoriales

Conceptos basicos en disefios factoriales

En el capitulo anterior se estudiaron los disefios en bloques donde solo se tiene un factor de
tratamientos, y el resto son factores de bloques que tienen una importancia secundaria en la
investigacion experimental. El objetivo de un disefio factorial es estudiar el efecto de varios fac-
tores sobre una o varias respuestas, cuando se tiene el mismo interés sobre todos los factores.
Por ejemplo, uno de los objetivos particulares mas importantes que frecuentemente tiene un
diserio factorial es determinar una combinacion de niveles de los factores en la que el desem-
peno del proceso sea mejor.

Los factores pueden ser de tipo cudlitativo (maquinas, tipos de material, operador, la pre-
sencia o ausencia de una operacion previa), o de tipo cuantitativo (temperatura, humedad,
velocidad, presion, la cantidad de un cierto material, etc.). Para estudiar la manera en la que
influye cada factor sobre la variable de respuesta, es necesario elegir al menos dos niveles de
prueba para cada uno de ellos. Con el diseio factorial completo se corren aleatoriamente todas
las posibles combinaciones que pueden formarse con los niveles de los factores a investigar.

Efectos principales
Factor cualitativo
Factor cuantitativo
Factores aleatorios
Factores fijos

Modelo de efectos fijos
Principio de Pareto
Réplica

@) Disefio factorial

Disefio experimental que sirve para estu-
diar el efecto individual y de interaccién
de varios factores sobre una o varias res-
puestas.

@) Factor cualitativo

Sus niveles toman valores discretos o de
tipo nominal. Ejemplos: maquinas, lotes,
marcas, etcétera.

@ Factor cuantitativo

Sus niveles de prueba pueden tomar cual-
quier valor dentro de cierto intervalo. La
escala es continua, como por ejemplo:
temperatura, velocidad, presion, etcétera.

@ Arreglo factorial

Conjunto de puntos experimentales o tra-
tamientos que pueden formarse al consi-
derar todas las posibilidades de combina-
cion de los niveles de los factores.

Disefo factorial 22

Supongamos que en un proceso de fermentacion tequilera, se tienen dos factores A: tipo
de levadura'y B: temperatura, cada uno con dos niveles denotados por A; =1, A, =2y B,
=22°C, B, = 30°C, respectivamente. La respuesta de interés es el rendimiento del proceso
de fermentacion. En la tabla 5.1 se muestran los cuatro tratamientos o puntos del disefio
factorial 2%, y entre paréntesis se ha indicado cada nivel con los cédigos (1, —1). En el ex-
perimento original cada tratamiento se corrié tres veces (tres réplicas), lo cual da un total
de 12 corridas del proceso pero, por simplicidad, en la dltima columna de la tabla 5.1 sélo
se anotaron los resultados de la primera réplica.

1 Tabla 5.1 Disefo factorial 22

A: Levadura B: Temperatura | Y: Rendimiento
A=1 (D B, =22 (-1) 28
A=2 (D B,=22 (-1) 41
A=1 (=D B,=30 (1) 63
Ay=2 (D) B,=30 (1) 45

La matriz de disefio o arreglo factorial es el conjunto de puntos experimentales o
tratamientos que pueden formarse considerando todas las posibles combinaciones de
los niveles de los factores. Para afinar ideas, si se sigue teniendo dos factores pero ahora
uno tiene tres niveles y el otro dos, se pueden construir 3 X 2 combinaciones que dan
lugar al diseno factorial 3 x 2. Observe que en el nombre del disefo factorial va impli-
cito el numero de tratamientos que lo componen. Para obtener el numero de corridas
experimentales se multiplica el ntimero de tratamientos por el nimero de réplicas, don-
de una de éstas se lleva a cabo cada vez que se corre el arreglo completo.

En general, la familia de diserios factoriales 2" consiste en k factores, todos con dos
niveles de prueba (los factoriales 2" se estudian con detalle en el capitulo 6); y la familia
de diserios factoriales 3" consiste en k factores, cada uno con tres niveles de prueba
(capitulo 7). Es claro que si los k factores no tienen la misma cantidad de niveles, debe
escribirse el producto de manera explicita; por ejemplo, con k = 3 factores, el primero
con cuatro niveles y los dos restantes con dos niveles, se tiene el disefio factorial 4 x 2
X204x2%
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Efecto principal y efecto de interaccion

El efecto de un factor se define como el cambio observado en la variable de respuesta
debido a un cambio de nivel de tal factor. En particular, los efectos principales son los
cambios en la media de la variable de respuesta que se deben a la accion individual de
cada factor. En términos matematicos, el efecto principal de un factor con dos niveles
es la diferencia entre la respuesta media observada cuando tal factor estuvo en su nivel
alto, y la respuesta media observada cuando el factor estuvo en su nivel bajo. Por ejem-
plo, para los datos de la tabla 5.1, los efectos principales estan dados por:

41445 28+63 _

Efecto A= S -2.5
Efecto B = @—% =195

por lo que, en términos absolutos, el efecto principal de B es mayor. Por otra parte, se
dice que dos factores interactan entre si o tienen un efecto de interaccion sobre la varia-
ble de respuesta, cuando el efecto de un factor depende del nivel en el que se encuentra
el otro. Por ejemplo, los factores A y B interacttian si el efecto de A es muy diferente
en cada nivel de B, o viceversa. Por ejemplo, de los datos de la tabla 5.1, el efecto de A
cuando B es baja esta determinado por:

» Efecto de un factor

Es el cambio observado en la variable de
respuesta debido a un cambio de nivel en
el factor.

» Efecto principal

Es igual a la respuesta promedio observa-
da en el nivel alto de un factor, menos la
respuesta promedio en el nivel bajo.

@) Efecto de interaccion

Dos factores interactiian de manera sig-
nificativa sobre la variable de respuesta
cuando el efecto de uno depende del nivel
en que esta el otro.

Efecto A (con B bajo) =41 -28 =13
y cuando la temperatura es alta, el efecto de A es:
Efecto A (con B alto) =45 - 63 =-18

Como estos dos efectos de A en funcion del nivel de B son muy diferentes, entonces es evidencia
de que la eleccion mas conveniente del nivel de A depende del nivel en el que esté B, y viceversa. Es
decir, eso es evidencia de que los factores A y B interacttian sobre Y. En la practica, el calculo del efecto
de A en cada nivel de B no se hace, y mas bien se calcula el efecto global de la interaccion de los dos
factores, que es denotado por ABy se calculan como la diferencia entre la respuesta media cuando am-
bos factores se encuentran en el mismo nivel: (-1, —1); (1, 1), y la respuesta media cuando los factores
se encuentran en niveles opuestos: (-1, 1); (1, —1). Para el ejemplo, el efecto de interaccion tiempo X
temperatura esta dado por:

28+45 41463

Efecto (AB)= =-15.5

Los valores absolutos (sin importar el signo) de los efectos principales y del efecto de interaccion
son una medida de importancia de su efecto sobre la variable de respuesta. Sin embargo, como se tie-
nen estimaciones muestrales, para saber si los efectos son estadisticamente significativos (diferentes de
cero) se requiere el analisis de varianza (ANOVA).

Representacion de los efectos principales
y la interaccion

El efecto principal de un factor se representa de manera grafica como en la figura 5.1a), en cuyo eje
horizontal se ubican los niveles del factor y en el eje vertical se encuentra la media de la respuesta ob-
servada en los correspondientes niveles. En la figura referida se aprecia que, en el ejemplo 5.1, el efecto
principal (individual) del factor B es mayor que el del factor A.

El efecto de interaccion de los dos factores de la tabla 5.1 se pueden graficar como en la figura
5.1b); en el eje vertical se pone una escala que represente la magnitud de la variable de respuesta, luego
uno de los factores se representa con sus dos niveles en el eje horizontal, y en direccion vertical de cada
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a) Efectos principales b) Interaccion BA
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Figura 5.1 Gréficas de efectos para los datos de la tabla 5.1. Si hay interaccion entre Ay B.

uno de estos niveles se anota un punto que represente la respuesta promedio en cada nivel del otro
factor. Al final, cada punto del lado izquierdo se une con su correspondiente punto del lado derecho
mediante una linea recta. Resulta que cuando existe interaccion las lineas obtenidas tienen una pen-
diente muy diferente (véase figura 5.1b), y si no hay interaccion las lineas tienen pendientes similares,
que son aproximadamente paralelas (véase figura 5.2). Por ejemplo, en la figura 5.1b) se muestra la
interaccion AB, poniendo el factor B en el eje horizontal, mientras que en la figura 5.1¢) se representa
el mismo efecto de interaccion pero ahora con el factor A en el eje horizontal.

Para entender e interpretar de qué manera un efecto de interaccion afecta la variable de respuesta,
se debe ser cuidadoso y analizar con detalle lo que pasa en Y cuando se mueve un factor dependiendo
del nivel en el que esté el otro. Por ejemplo, en el caso del inciso ¢) de la figura 5.1 se aprecia que
si A se cambia de su nivel (1) al (1), cuando B = -1, la respuesta Y también se incrementa; pero si
B =1, larespuesta decrece de manera importante. En otras palabras, el factor A tiene un efecto positivo
o0 negativo sobre Y, dependiendo del nivel de B. En el caso del inciso b) de esta misma figura, se puede
ver que si B se incrementa (cambia) de (1) al (1), cuando A =1, la respuesta Y se incrementa ligera-
mente; pero si A = —1, la respuesta se incrementa mucho.

De esta manera, con un efecto de interaccion como el de la figura 5.1, si se quiere maximizar,
minimizar o llevar a un valor objetivo a Y, no se puede mover al factor A sin tomar en cuenta en qué
nivel esta B, y viceversa.

Cabe senalar que en muchos procesos industriales y biologicos hay factores que tienen un efecto
fuerte de interaccion sobre Y, y que si esto se ignora, lo que algunas veces es una solucion (incrementar
B cuando A = -1), en otras ocasiones es insuficiente o incluso contraproducente (incrementar B cuando
A =1). Esto en la practica provoca desconcierto a los ingenieros e investigadores, les genera explicacio-
nes falsas y finalmente los lleva a ignorar aspectos basicos de sus procesos.
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a) Interaccion BA b) Interaccién AB
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Figura 5.2 No hay efecto de interaccién. En b) se aprecia que si A se aumenta, Y aumenta,
independientemente del valor de B.

Ejemplo de no interaccion

El efecto de interaccion AB en la figura 5.1 contrasta con la interaccion en la figura 5.2, donde en el
inciso b) se aprecia que si el factor A se cambia de su valor (1) al (+1), la variable de respuesta Y au-
menta de forma similar para ambos niveles del factor B. Mientras que en el inciso a) de la figura 5.2,
se ve que si el factor B se aumenta, la respuesta Y practicamente no cambia en ambos niveles de A. De
esta manera, la figura 5.2 muestra que no hay interaccion, ya que el efecto de A no depende del nivel
donde esté By viceversa.

La interpretacion de la interaccion es de vital importancia para entender como actian los factores
sobre la variable de respuesta y para acumular conocimiento sobre el sistema o proceso correspondien-
te. Cuando se concluye que una interaccion doble (de dos factores) tiene un efecto estadisticamente
importante sobre la respuesta, su interpretacion tiene prioridad sobre los correspondientes efectos prin-
cipales, aunque éstos también sean significativos. Esto se debe a que la interaccion termina dominando
en el proceso.

Una de las principales utilidades de una grafica de interaccion es que ayuda a seleccionar la con-
dicion en la que debe operarse el proceso para mejorar su desempeno. Por ejemplo, en el caso de la
figura 5.1b), el minimo de Y se lograen A = -1 y B = —1; mientras que el maximoen A=-1y B =+1.

Experimentacion factorial vs.
mover un factor a la vez

Los disefios factoriales son mas eficientes que el tradicional experimento de mover un factor a la vez,
que utilizan las personas cuando no tienen conocimiento del disefio de experimentos.

Una forma de ver la ineficacia de mover un factor a la vez se ilustra a través del siguiente ejemplo.
Se trata de estudiar los efectos sobre el rendimiento de un proceso que tienen tres factores: A (tem-
peratura), B (contenido de sélidos) y C (tiempo de residencia). Cada factor se estudiard a dos niveles
(-, 4). Para ello, de acuerdo con el enfoque de experimentacion de mover un factor a la vez, se procede
de la siguiente manera:

1. Para estudiar el efecto de A se realizan cuatro pruebas con cada nivel de A, mientras que los facto-
res By C se fijan [en (-) por ejemplo]. Se obtiene que A, es mejor que A_. Véase tabla 5.2.

2. Ahora se hace lo mismo para el factor B, pero fijando A en (+) que fue el mejor y a C en (-). Con
las cuatro pruebas en cada nivel se obtiene que con B, se logra un mejor rendimiento que con B_.

3. De acuerdo con lo anterior se fija A, y B,, y de igual manera se estudia el efecto de C. Se obtiene
que C, es mejor que C_. Véase tabla 5.2.

4. Conclusion: condicion 6ptima (A,, B, C,).

119
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I Tabla 5.2 Ejemplo de experimentacién empirica (requiere mas recursos)

Tratamientos probados
Total de corridas para
Tratamiento | A B C | Pasol | Paso2 | Paso 3 cada tratamiento

1 - - - * 4
2 + - - * * 8
3 - + - 0
4 + |+ | - * # 8
5 - - |+ 0
6 + - + 0
7 - + + 0
8 + + + * 4

Total 24

Problema

La mejor condicion que maximiza el rendimiento puede ser cualquiera de los cuatro tratamientos que
no se probaron, como se muestra en la tabla 5.2, en la que se aprecian las ocho combinaciones o trata-
mientos diferentes que resultan de tener tres factores, cada uno con dos niveles; los tratamientos que si
se probaron en cada paso y el total de corridas en las que se realizo cada tratamiento. Como se aprecia,
hay tratamientos que sin saberlo fueron probados en dos pasos (ocho veces), y otros en ninguno. En
consecuencia, después de realizar 24 pruebas solo se estudiaron la mitad de los posibles tratamientos.
Ademas, la comparacion entre los resultados de un tratamiento y otro no se hizo con un criterio esta-
distico, y no se estudio el efecto simultaneo de los factores (no se estudio la interaccion). Por lo tanto,
se han gastado muchos recursos y se ha obtenido poca informacion; asimismo, no hay garantia de que
la solucion propuesta sea la mejor.

El enfoque correcto

Hubiese sido mejor aplicar un disefio factorial, con el cual se investigan (en orden aleatorio) las ocho
combinaciones de los niveles de los factores. Por ejemplo, en el caso descrito antes, con 24 pruebas
o incluso con menos, 16 por decir, se podrian haber estudiado los ocho tratamientos con dos o tres
réplicas, y después de un analisis estadistico adecuado, saber qué factores son mas importantes, si in-
teractian sobre Yy concluir cual es el tratamiento que mas conviene.

Por lo anterior, la experimentacion empirica en apariencia mas simple y sencilla ha resultado cara
y poco eficaz. Esto se agrava a medida que se tienen mas factores.

Ventajas de los disefios factoriales

1. Permiten estudiar el efecto individual y de interaccion de los distintos factores.

2. Son disefios que se pueden aumentar para formar disefios compuestos en caso de que se requiera
una exploracion mas completa. Por ejemplo, es util aumentar el diseno si el comportamiento de la
respuesta no es lineal en los factores controlados (capitulo 12).

3. Se pueden correr fracciones de disefios factoriales, las cuales son de gran utilidad en las primeras
etapas de una investigacion que involucra a muchos factores, cuando interesa descartar de manera
econodmica los que no son importantes (capitulo 8).
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4. Pueden utilizarse en combinacion con disenios en bloques en situaciones en las que no puede co-
rrerse todo el disefio factorial bajo las mismas condiciones. Por ejemplo, cuando cada lote de ma-
terial solo alcanza para correr la mitad del experimento, éste se puede realizar en dos bloques (dos
lotes), lo cual implica repartir las pruebas en los dos lotes de la manera mas conveniente posible.

5. La interpretacion y el calculo de los efectos en los experimentos factoriales se puede hacer con
aritmética elemental, en particular cuando cada factor se prueba en dos niveles.

Todas estas ventajas de los diserios factoriales se haran patentes en la medida en la que nos aden-
tremos en el tema a lo largo del libro.

Diseios factoriales con dos factores

Considere los factores Ay Bconay b (a, b = 2) niveles de prueba, respectivamente. Con ellos se puede
construir el arreglo o disefio factorial a X b, el cual consiste en a X b tratamientos. Al-

gunos casos particulares de uso frecuente son: el factorial 2°, el factorial 3 y el factorial
3 x 2. Se llama réplica a cada corrida completa del arreglo factorial. Los disefios facto- » Réplica
riales que invol‘ucran menos de cuatro factores por lo regular se corren rephcados Para e s corrida de todos los tratamientos
tener la potencia necesaria en las pruebas estadisticas sobre los efectos de interés. Sise 4y arreglo factorial,
hacen n réplicas, el numero total de corridas experimentales es n(a x b).

decide correr un factorial completo 4 x 3 con tres réplicas, que
permitiré obtener toda la informacion relevante en relacién con
el efecto de estos factores sobre el acabado. Al aleatorizar las 36

Factorial 4 x 3

Consideremos un experimento en el que se quiere estudiar el

efecto de los factores A: profundidad de corte sobre el acabado
de un metal y B: velocidad de alimentacion. Aunque los facto-
res son de naturaleza continua, en este proceso sélo se puede
trabajar en cuatro y tres niveles, respectivamente. Por ello, se

pruebas se obtienen los datos de la tabla 5.3.

El acabado (Y) estd en unidades de gramos e interesa mi-
nimizar su valor. La representacion grafica del disefio 4 x 3 se
muestra en la figura 5.3.

1 Tabla 5.3 Datos del experimento factorial 4 x 3 (ejemplo 5.2)

B: velocidad
0.20 0.25 0.30 Total Y,..
A 0.15 74 92 99
profundidad 64 86 [266 || 98 [299] 763
60 88 102
0.18 79 98 104
68 104 [290]| 99 [298] 808
73 88 95
0.21 82 99 108
88 108 [302]| 110 [317] 881
92 95 99
0.24 99 104 114
104 [299] [ 110 [313]] 111 [332] 944
96 99 107
Total Y.;. 979 1171 1246 Y...=3396
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Figura 5.3 Representacion del disefo factorial 4 x 3.
Modelo estadistico e hip6tesis de interés
El modelo estadistico de efectos para este tipo de disefio esta dado por:
Yy, =u+a; +ﬁj +(aﬁ)U +E&;,;
i=12,...,a,j=12,...,b;k=1,2,...,n (5.1

donde u es la media general, ¢; es el efecto debido al i-ésimo nivel del factor A, f; es el efecto del
j-ésimo nivel del factor B, (aff); representa el efecto de interaccion en la combinacion ij, y e es el
error aleatorio que, se supone, sigue una distribucion normal con media cero y varianza constante g
(N(0, 6%) y son independientes entre si. Para que la estimacion de los parametros en este modelo sea
Unica, se introducen las restricciones X a; =0, 2?21 B;=0y Z?ZIZZ;:l(aﬂ)ﬁ =0. Es decir, los efectos
dados en el modelo son desviaciones relacionadas con la media global.

En este modelo para el ejemplo 5.2, a =4, b = 3 y n = 3 réplicas. Las hipotesis de interés para los
tres efectos en el modelo anterior son:

H, : Efecto de profundidad (A) = 0
H, : Efecto de profundidad (A) # 0

H, : Efecto de velocidad (B) = 0
H, : Efecto de velocidad (B) # 0

H, : Profundidad X velocidad (AB) = 0
H, : Profundidad X velocidad (AB) # 0

Estas hipotesis también se pueden plantear con los efectos descritos en el modelo (5.1):

Hy: a1=ay;=--=0,=0
Hy: a; # 0 para algin i

Ho: fi=fy=-=p,=0
Hy: B; # 0 para algin i

Hy: (af);= 0 para todo ij
H,: (ef); # 0 para algan ij
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Estas hipotesis se prueban mediante la técnica de analisis de varianza, que para un disefio factorial

a x b con n réplicas resulta de descomponer la variacion total como:
SCr =SC,+SCy+SC 53+ SCk

donde los respectivos grados de libertad de cada una de ellas son:
nab—1=(a-D+Gb-D+@-1D(b-1D+ab(n-1)

El factor (n — 1) en los grados de libertad de la suma de cuadrados del error (SC,)
senala que se necesitan al menos dos réplicas del experimento para calcular este com-
ponente y, por ende, para construir una tabla de ANOVA. Recordemos que las su-
mas de cuadrados divididas entre sus correspondientes grados de libertad se llaman
cuadrados medios (CM). Al dividir éstos entre el cuadrado medio del error (CMp) se
obtienen estadisticos de prueba con distribucion F. Toda esta informacion se sintetiza
en la tabla 5.4.

I Tabla 5.4 ANOVA para el disefio factorial a x b

» Cuadrados medios

Las sumas de cuadrados divididos entre
sus correspondientes grados de libertad.

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Efecto A SC, a-1 CM, CM,/CM; P(F>F})
Efecto B SCy b-1 CM, CM,/CM, P(F>F})
Efecto AB SCup (a-Db-1) CM,; CM,5/CM,, P(F>F,")
Error SCg ab(n - 1) CMg
Total SCy abn -1

Si el valor-p es menor que el nivel de significancia a prefijado, se rechaza la hipotesis nula y se

concluye que el correspondiente efecto esta activo o influye en la variable de respuesta.

Recordemos del capitulo 3 la notacion de puntos para representar sumas y medias: Y... es la suma
de todas las observaciones; Y... es la media global; Y... es el total en el nivel i del factor A; Y... es la me-
dia en el nivel i del factor A; Y. ;. es el total en el nivel j del factor By Y.,. es la correspondiente media.

Es decir:
a b n
o Y...
Y=, D p Y=
=l j=1 k=l abn
b n
= Y
Y. = Vi Yi.=— i=12,..4a
j=1 k=l bn
a n _ Y .
— °J —
Kj. - Yljk K]' _]—1, 2, . 1’)
i=1 k=l an
n _ }/1].
Vi =2, Yige i

Con esta notacion la suma de cuadrados totales es:

233

Y.
Yljzk - W

=l j=1 k=l

(5.2)
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donde N = abn es el total de observaciones en el experimento. Las sumas de cuadrados de efectos son:

2 2
s, =% Yhov

o bn N
b 2 2
Y. v
SCp=y e
’ Z’ an N
j=1
a b YZ. 2
SCas=2, >, i—%—scA—scB
) n

y al final, al restar éstas del total, se obtiene la suma de cuadrados del error como:
SCE =SCT_SCA _SCB_SCAB (5.3)
De acuerdo con esto para obtener el ANOVA para el ejemplo 5.2, en la tabla 5.3 se han calculado

los totales necesarios. De donde:

4

2 2 2 2 2 2 2
sC, =y Yo Yo (763 +808°+8BI'+044")  33%

= =2125.1
o OX3  4X3X3 3x3 4X3%3
3 2 2 2 2 2 2
979" +1 171" +1246 3396
SCp=y L Y ) =3160.5
D AX3 4X3X3 4x3 4XxX3x%X3
4 3 y_z yz
SCup = L= _SC,-SC
DY 3 4x3x3 4T

j=1 i=1
_(198°+220° +...+332")  339¢°
3 4x3x3

-2125.1-3160.5=557.07

La suma de cuadrados totales y la suma de cuadrados del error estan dadas por

4

3 YZ
SCr=2, 2 ¥ Vi-—=—=65320

i=1 j=1 I=1 x3X3

SCp =SC; —SC, —SCpy —SC 5 =6532.0-2125.1-3160.5—557.07 = 689.33

1 Tabla 5.5 ANOVA para el ejemplo 5.2

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: prof 2125.10 3 708.37 24.66 0.0000
B: veloc 3160.5 2 1580.25 55.02 0.0000
AB 557.07 6 92.84 3.23 0.0180
Error 689.33 24 28.72
Total 6532.0 35

Con esta informacion se construye el analisis de varianza de la tabla 5.5, de donde se concluye
que los tres efectos A: vel, B: prof y AB estan activos o influyen en el acabado. Dado que el efecto de
interaccion AB resulta significativo, practicamente toda la informacion relevante del experimento se
aprecia en su representacion grafica (figura 5.4). Notese que aparecen tantas lineas como niveles tenga
el factor que se dibuja en la parte de arriba, que en este caso es la profundidad con sus cuatro niveles
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Figura 5.4 Efecto de interaccion velocidad x profundidad, ejemplo 5.2.

que se denotan con una escala de —1 a 1. La significancia de la interaccion detectada por el ANOVA se
observa en el hecho de que las lineas en la figura 5.4 tienen pendientes relativamente diferentes. Como
lo que interesa es minimizar la variable de respuesta, se observa que a mayor velocidad y profundidad
hay una tendencia a obtener peores acabados. Ademds, se ve que cuando se tiene velocidad alta (A"
el efecto de profundidad es menor (véase la dispersion de las lineas en la figura cuando la velocidad es
alta). Por lo tanto, las condiciones de operacion o tratamiento que convienen es profundidad y veloci-
dad bajas (A™, B).

Se dice que el ANOVA de la tabla 5.5 no esta desglosado, ya que cuando en un experimento hay
factores cuantitativos con mas de dos niveles, el ANOVA se puede desglosar para estudiar con mayor
detalle el efecto de tal factor. Esto se vera con detalle en el capitulo 7.

Comparacion de medias

Las comparaciones de medias se introdujeron en el capitulo 3, para investigar, después » Comparaciones de

de un ANOVA en el que se rechaza Hy, cuales medias causan las diferencias detectadas. medias
El ANOVA solo indica que al menos un par de niveles del factor significativo son dife-
rentes entre si, pero no dice cuales son. Por facilidad, denotemos los cuatro niveles de
la profundidad (A) en el ejemplo 5.2 como A}, A,, A5y A,, asi como los tres niveles de la
velocidad (B) como By, B, y B;. Entonces, los seis pares de hipotesis para comparar las
medias del factor A son:

Ho s, = g, Ho o pa, = g, Ho o s, = Ua,
Hy o s, # Ua, : Hy o s, # Uy, : Ha o pa, # Uy,
Hy @y, = Uy, Hy t Hy, = Uy, Hy @y, = Uy,
Hy o pa, # My, : Ha o pa, # Ha, Y H, CHa, F Ha,

mientras que para el factor B se tienen los tres pares de hipotesis:

Hy : g, = Us, Ho : pp, = Hp, Ho = py, = g,
Hy o, # g, Hy ot iy, # U, ’ Hy =y, # U,

Para probar estas hipotesis con el método LSD (véase capitulo 3) habria que calcular las diferen-
cias muestrales en valor absoluto y compararlas con la diferencia minima significativa. Cabe aclarar
que este analisis es engafioso cuando el efecto de interaccion es significativo, como es el caso del ejem-
plo 5.2. Por ello, y solo por ilustrar el método, se prueban las hipotesis del factor A ignorando por el
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Procedimiento mediante el cual se identi-
fican a las medias que causan las diferen-
cias detectadas en el ANOVA.
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momento la interaccion. La diferencia minima significativa para comparar los niveles i y I del factor A,
estd dada por:

LSD 4 =ty ab(n-1) (5.4)

donde t, uu-1) €s el punto porcentual 100(1 — /2) de la distribucion T de Student, ab(n — 1) son los
grados de libertad del cuadrado medio del error (tabla 5.5), n, y ny; son el total de observaciones en
los niveles iy [ del factor A, que se estan comparando. De esta manera, en el ejemplo, como es un diserio
balanceado n, = ny =9, entonces:

LSD, =2.064+/28.72(2/9) =5.21

De los totales marginales dados en la tiltima columna de la tabla 5.3 de datos, se obtienen las medias
del factor A, al dividir entre 9, que son el numero de mediciones involucradas en cada total. Asi, las seis
posibles diferencias muestrales en valor absoluto resultan ser:

|?AL -V, | = é|763—808| =50<LSD,
R é|763—881| =13.1>LSD,
|?AL -, | = é|763—944| =20.1*>1SD,
V0, =Y, |= é|808—881| =8.1*>1SD,
|?AZ = | = é|808—944| =15.1*>LSD,
7., —}_’A4|=é|881—944| =7.0*>1SD,

donde solo la primer diferencia resulta no significativa, es decir, se acepta Hy : 4, = t4,; en cambio, en
las cinco comparaciones restantes se rechaza H,. Estos resultados de comparar las medias se muestran
graficamente en la figura 5.5, donde también se presenta el caso del otro factor; en ambos casos sin
tomar en cuenta el efecto de interaccion.

109 M2

104 % 107F

Acabado

89| 2F %
84 :— % 87 :— %
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Figura 5.5 Gréficas de medias para velocidad y profundidad; ejemplo 5.2.
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Tomando en cuenta la interaccion

Para hacer comparaciones multiples de medias de un factor, tomando en cuenta el efecto de interac-
cion, éstas se realizan de manera separada en cada nivel del otro factor. Por ejemplo, las comparaciones
que acabamos de hacer para el factor A se realizan dentro de cada nivel del factor B; de esta forma, se
toma en cuenta el efecto de interaccion y, por ende, se tiene una interpretacion mas cercana a la reali-
dad del proceso.

Si observamos el efecto de interaccion en la figura 5.4, es facil notar que las medias de las tres alti-
mas profundidades (denotadas —0.33, 0.33 y 1) estan mas cercanas entre si cuando la velocidad esta en
su nivel intermedio que cuando est4 en su nivel bajo. Veamoslo de manera analitica en la velocidad in-
termedia (B,) (tabla 5.3), donde las medias muestrales del factor A: prof en la velocidad intermedia son:

V.= % =88.66; Y, ;. =£3O =96.66; Y5 , . =%= 100.66 y Y, ,.= % =104.33

Entonces, para comparar estas medias la diferencia minima significativa esta dada por

1 1
LSDg,4) = ta, abin-1) ,[CMg | =+ —
\ (n n ]

donde n es el numero de réplicas de los tratamientos a comparar. Note que la diferencia entre esta
expresion para la LSD y la que no toma en cuenta la interaccion, expresion (5.4), esta precisamente en
el factor dentro de la raiz cuadrada que acomparia al CMg, ya que ahi se anota el inverso del ntimero
de observaciones con las que se construyeron las medias muestrales para calcular las diferencias. Asi,

en este caso, n = 3, y:
I ( 2 l
LSDy ()= 2.064 X [28.72 % 5 =9.03

Al comparar las seis posibles diferencias de medias de los niveles de A en valor absoluto contra la
cota LSDg, 4, resulta lo siguiente:
Vs, = Yo, | =[88.66 - 96.66| = 8.0 < LSDy
]?BZ(A,> - ?BZ(A‘>| = |88.66—100.66|=12.0% > LSDj

o000 = Va,a0| =[88.66-104.33| = 15.7% > LSD;

Vs, = Vo) =106.66 =100.66| = 4.0 < LSD; 5,

o, = Vi,a,)| =196.66 ~104.33) = 7.7 < LSDy,

Vo0, = Vi, =[100.66-104.33 = 3.7 < LSD; )

Por lo tanto, al tomar en cuenta el efecto de interaccion AB se concluye que, cuando B = B,, s6lo
hay diferencias entre el nivel A, con A5y A,. La grafica de interaccion con los intervalos LSD sobre-
puestos se muestra en la figura 5.6. Notese que, en el nivel intermedio de la velocidad, los intervalos
de confianza para las medias de las tres profundidades superiores se traslapan, lo que indica que son
estadisticamente iguales, como se acaba de concluir de manera analitica.

Cuando los factores son cuantitativos, es importante verificar la posible presencia de curvatura en
las diferentes graficas de efectos: de interaccion, de medias y de dispersion. Por ejemplo, note que, en la
grafica de medias para velocidad (figura 5.5), no es posible trazar una recta que pase por el interior de
los tres intervalos de confianza, lo cual es evidencia a favor de que existe un efecto de curvatura en el
factor B: vel. En cambio, si es posible trazar dicha recta a través de los intervalos para el factor A: prof, lo
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Figura 5.6 Gréfica de interaccion A: prof x B: vel con intervalos LSD sobrepuestos y diagrama de dispersion (B, Y).

cual es evidencia en contra de la presencia de curvatura en este factor. Esta posible curvatura se evalua
analiticamente con el ANOVA desglosado que se presenta para este mismo ejemplo en el capitulo 7.

Cabe senalar que, en general, las representaciones graficas de efectos principales y de interaccion
significativos son suficientes para elegir el mejor tratamiento del experimento. La grafica de dispersion
(Velocidad, Acabado) presentada en la figura 5.6 es util porque permite observar la variabilidad de la
respuesta en cada punto experimental; ademas, detecta la posible presencia de observaciones atipicas
que pueden afectar los resultados y, por ende, las conclusiones del estudio.

Verificacion de supuestos

Los supuestos de normalidad, varianza constante e independencia de los residuos en un disefio factorial
se verifican principalmente con los métodos presentados en el capitulo 3 para disefios con un solo fac-
tor. Para el ejemplo 5.2, no verificamos la independencia por no tener el orden en el cual se hicieron
las corridas experimentales. En la figura 5.7 se grafican los residuos vs. predichos, y se observa que si
se cumple el supuesto de varianza constante, al caer todos los puntos dentro de una banda horizontal.
Asimismo, se cumple la normalidad al caer los residuos alineados en la grafica de probabilidad nor-
mal. Otro aspecto importante a observar en estas graficas es la ausencia de observaciones atipicas o
aberrantes.
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Figura 5.7 Predichos (Y)) vs. residuos () y residuos en papel normal para el ejemplo 5.2.

Disenos factoriales con tres factores

Cuando se quiere investigar la influencia de tres factores (A, By C) sobre una o mas variables de
respuesta, y el numero de niveles de prueba en cada uno de los factores es a, b y ¢, respectivamente,
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se puede construir el arreglo factorial a X b X ¢, que consiste de a X b X ¢ tratamientos o puntos expe-
rimentales. Entre los arreglos de este tipo que se utilizan con frecuencia en aplicaciones diversas, se
encuentran: el factorial 2°, el factorial 3’ y los factoriales mixtos con no mas de cuatro niveles en dos
de los factores, por ejemplo, el factorial 4 x 3 X 2 y el factorial 4 X 4 x 2, por mencionar dos de ellos.

Se desea investigar el efecto del tipo de suspension (A), abertura de malla (B) y temperatura de ciclaje (C) en el volumen de sedimen-
tacion Y(%) de una suspension. Para ello se decide correr un experimento factorial 3 x 2 x 2 con seis réplicas, y las observaciones
obtenidas en las 72 corridas experimentales se muestran en la siguiente tabla:

Ay Ay As
Bl Bz Bl B2 Bl B2
c 60,75,75 | 67,73,73 | 62,68,65 | 71,80,80 | 76,71,75 | 75,75,75
'] 86,70,70 | 67,68,68 | 76,65,65 | 72,80,80 | 70,68,73 | 75,75,77
c 55,53,53 | 52,52,57 | 44,44,45 | 60, 60,60 | 52,51,50 | 56, 55,57
* | 55,55,55 | 52,54,54 | 48,48,45 | 67,67,65 | 52,48,54 | 59,50, 55

129

Los niveles de prueba para cada factor, tanto en unidades originales como en unidades codificadas, se muestran en la siguiente

tabla:
U. originales U. codificadas
Factor Bajo Medio Alto Bajo Medio Alto
A: Tipo de suspension A, A, As -1 0 1
B: Abertura de malla 40 60 -1 1
C: Temperatura 0 30 -1 1

La representacion geométrica del experimento se muestra en la figura 5.8.
interesa evaluar precisamente tres suspensiones.

C: Temperatura

-1 A0
B: Abertura de malla A

Figura 5.8 Representacion geométrica del
factorial 3 x 2 x 2 usado en
el ejemplo 5.3.

Noétese que el factor A tiene tres niveles porque
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Modelo estadistico

En un disetio factorial a X b X ¢ como el del ejemplo, se supone que el comportamiento de la respuesta
Y puede describirse mediante el modelo de efectos dado por:

Yiju =pu+a, +ﬁj + Yk +<aﬂ)u +(apy +(ﬂ7))k +(aﬂ7)iﬂe + €

i=L2,...,a; j=12,....,b;k=12....¢,1=12,....n

donde u es la media general, ; es el efecto del nivel i-ésimo del factor A, B;es el efecto del nivel j del
factor By y, es el efecto del nivel k en el factor C; (aﬁ)ij, @)y (ﬂy)]k representan efectos de interac-
cion dobles (de dos factores) en los niveles ij, ik, jk, respectivamente, y (aﬁy)w-k es el efecto de inte-
raccion triple en la combinacion o punto ijk; & representa el error aleatorio en la combinacién ijkl y
| son las repeticiones o réplicas del experimento. Todos los efectos cumplen la restriccion de sumar
cero, es decir, son desviaciones relacionadas con la media general u. De manera alternativa, se tiene
el modelo de regresion dado por:

ngl =Bo+ B Xy +ﬂ2X2j + B3 X5 +ﬂ12X1iX2j + B3 X1 X5, +ﬂ23X2jX3k +ﬁ123X11X2)’X3k +Eius
i=12...,a j=12,....,bk=1,2,...,¢1=12...,n

Para mayores detalles con respecto a este modelo de regresion véase la seccion “Regresion lineal
multiple” del capitulo 11.

Hipotesis de interés

El estudio factorial de tres factores (A, By C) permite investigar los efectos: A, B, C, AB, AC, BC y ABC,
donde el nivel de desglose o detalle con el que pueden estudiarse depende del nimero de niveles
utilizado en cada factor. Por ejemplo, si un factor se prueba en dos niveles, todo su efecto marginal
(individual) es lineal, o sea que su efecto individual no se puede descomponer; pero, si tuviera tres
niveles, su efecto marginal se puede descomponer en una parte lineal y otra cuadratica pura (véanse
capitulos 7y 12).

De esta manera, se tienen siete efectos de interés sin considerar desglose, y con ellos se pueden
plantear las siete hipotesis nulas H, : Efecto A = 0, H, : Efecto B =0, ..., Hy : Efecto ABC = 0, cada
una aparejada con su correspondiente hipotesis alternativa. EL ANOVA para probar estas hipotesis se
muestra en la tabla 5.6.

I Tabla 5.6 ANOVA para el disefio factorial a x b x c. En el ejemplo 5.3 es 3 x 2 x 2

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Efecto A SCy a-1 CM, CM, /CMg P(F>F g)
Efecto B SCy b-1 CM, CMy/CM; | P(F>F}Q)
Efecto C SCe c-1 CM, CM./CM; | P(E>F)
Efecto AB SCas (a-Db-1) CM,; CM,,/CM; | P(F>F)")
Efecto AC SCyc (a-1D(c-1) CM,c CM, /CM; | P(F>F %)
Efecto BC SCpe (b-1c-1) CMye CMy/CM; | P(F>FL%)
Efecto ABC SCasc (a-Db-1(c-1 CMupe | CMupc/CMy | P(E > F3%)
Error SCe abc(n —1) CMg
Total SCy abcn — 1
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Al efecto cuyo valor-p sea menor que el valor especificado para alfa, se declara estadisticamente
significativo o se dice que esta activo. Las sumas de cuadrados son muy similares a las obtenidas para
dos factores (ecuaciones 5.2 y 5.3); habra que considerar un subindice adicional para el tercer factor, y
comenzando otra vez por la suma total de cuadrados, éstas resultan ser:

a b c n 2
sc=X X5 3 vt

i=1 j=1 k=1 I=1

(5.5)

donde N = abcn es el total de observaciones en el experimento. Las sumas de cuadrados de efectos son:

a sz YZ b Y,Z-.. YZ C YZ YZ
SC, = e eSO L N ke | e
A - ban N g Z‘ acn N ¢ Z‘ N
i= j=1 k=1
a Y2 YZ

n

1

Yi. YZ

i—ﬁ—SCA—SCB;

- —=-SC,—SC¢;
N A c

i=1 k=1 bn
b c Y.Zlk. YZ
SCBC:Z —]—l—SCB—SCC;
i1k an N
a b c Y-Z. 2
SCpc = 2 2 %_%_SCAB =S5Cac —SChpe

Al restar éstas del total, la suma de cuadrados del error resulta ser:

SCr=SC; =SC, =SCy —SC =SC 45 = SC e = SCpe = SC ppc (5.6)
cuyos respectivos grados de libertad se dan en la tabla 5.6. Una vez hecho el ANOVA, se procede a
interpretar los efectos activos y a diagnosticar los supuestos del modelo.

El analisis de varianza para el caso del ejemplo 5.3 se muestra en la tabla 5.7. De aqui se concluye
que no influyen los efectos ABC, AC ni A, dado que su valor-p es mayor que a = 0.05. Por otra parte,
se encuentran activos los efectos B, C, AB y en menor medida BC. Estos son los cuatro efectos que se
deben interpretar. Los efectos que no influyeron se pueden “eliminar” mandandolos al término error,
cuidando que el modelo final sea jerarquico, lo cual significa dejar en el mismo los efectos simples
que componen a interacciones de mayor orden que resultaron significativas. En el ejemplo, se dejaria
en el modelo el efecto A, aunque no influya. El ANOVA simplificado se muestra en la tabla 5.8. Notese
que el CM; en ambos ANOVA es practicamente igual. En general se recomienda interpretar sélo los
efectos significativos.

1 Tabla 5.7 ANOVA completo para el ejemplo 5.3

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Tipo 13.86 2 6.93 0.49 0.6126
B: Aber 480.5 1 480.5 34.25 0.0000
C: Temp 6 086.72 1 6 086.72 433.90 0.0000
AB 788.25 2 394.12 28.10 0.0000
AC 40.86 2 20.43 1.46 0.2412
BC 56.89 1 56.89 4.06 0.0485
ABC 31.03 2 15.51 1.11 0.3375
Error 841.66 60 14.03
Total 8 339.78 71
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I Tabla 5.8 ANOVA simplificado para el ejemplo 5.3

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Tipo 13.86 2 6.93 0.49 0.6126
B: Aber 480.5 1 480.5 33.66 0.0000
C: Temp 6 086.72 1 6 086.72 426.41 0.0000
AB 788.25 2 394.12 27.61 0.0000
BC 56.89 1 56.89 3.99 0.0502
Error 913.55 64 14.27
Total 8339.78 71

Interpretacion de efectos activos

Del F, de la tabla 5.8 se aprecia que el efecto mas importante es el de C seguido por By la interaccion
AB. En la figura 5.9 se muestran las graficas de efectos de interaccion AB y BC. La forma del efecto de AB
sugiere un efecto de curvatura importante, y para minimizar el porcentaje de sedimentacion la mejor
combinacion es (A = 0, B =—1): suspension intermedia y abertura baja. Por su parte, en el efecto BC las
lineas se ven casi paralelas, lo cual es evidencia visual a favor de la poca importancia de la interaccion
BC, y la fuerte pendiente de estas lineas tiene que ver con la influencia del factor C: Temp. En otras pa-
labras, en la grafica del efecto BC se observa practicamente solo el efecto de C, por ello, no es necesario
representar a este ultimo. Para minimizar el porcentaje de sedimentacion, el factor C debe estar en su
nivel alto. En resumen, el mejor tratamiento es (A =0,B=-1, C=1).

74
70 B: Abertura
66
62
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Vol. de suspensién

54

RN RRRI NI BT R
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50

C: Temperatura

A: Suspension

Figura 5.9 Efectos de interaccion ABy BC en el ejemplo 5.3.

Diagnostico
Es importante evaluar, mediante el andlisis de residuos, la calidad del modelo de efectos antes de consi-
derar la combinacion (0, -1, 1) como la mejor. De antemano podemos afirmar que la contundencia del
valor-p en la tabla de ANOVA (tabla 5.8) es tan fuerte que es muy dificil que una violacion moderada
de los supuestos del modelo cambie la conclusion obtenida. Sin embargo, siempre debe comprobarse
el cumplimiento de los supuestos de normalidad, varianza constante, independencia y la ausencia de
observaciones atipicas. Las graficas de residuos contra predichos y en papel normal se muestran en la
figura 5.10a) y b).

Se observa en ellas una aparente violacion al supuesto de varianza constante y de normalidad. Pero
otra posibilidad es la presencia de tres observaciones alejadas, las cuales se asocian con dos residuos
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Figura 5.10 Gréficas de residuos: a) residuos vs. predichos, b) residuos en papel normal, ¢) y d) residuos
vs. factores Ay C para el ejemplo 5.3.

grandes y uno pequefio que hacen ver el no cumplimiento de los supuestos. Trate de visualizar las gra-
ficas ignorando esos puntos y vera que los supuestos se cumplirfan. Aqui tiene sentido pensar en tres
observaciones alejadas porque el experimento consiste en 72 observaciones. Valdria la pena investigar
por lo menos si dichas observaciones tienen algo en comun.

Si se admite que tales observaciones son parte del proceso de sedimentacion que se estudia, en-
tonces se tiene el no cumplimiento de los supuestos de varianza constante y normalidad. De hecho,
la prueba Shapiro Wilks rechaza que los residuos sean normales (valor-p = 0.002). Es posible que el
no cumplimiento de la igualdad de varianzas se deba a que los factores A: Suspen y C: Temp tienen
un efecto real sobre la dispersion del porcentaje de sedimentacion, de acuerdo a como se observa en
las figuras 5.11c) y d). En caso de existir tal efecto, debe tomarse en cuenta para también buscar como
reducir la variabilidad de la respuesta.

A pesar de lo antes dicho, y dado el valor-p contundente en el ANOVA (tabla 5.8), se prevé la no
afectacion en la conclusion sobre el mejor tratamiento. Sin embargo, para estar seguros se intenta corre-
gir el problema de violacion de supuestos analizando una transformacion apropiada de la respuesta Y,
como se hace a continuacion.

Transformaciones para estabilizar varianza

En la practica, algunas variables de respuesta no siguen una distribucién normal, sino que se distribu-
yen, por ejemplo: Poisson, binomial o Gamma, por mencionar tres casos. Resulta que en estas distribu-
ciones la media esta relacionada con la desviacion estandar (variabilidad) y, naturalmente, al cambiar la
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Figura 5.11 Gréficas de residuos obtenidos del analisis de la respuesta I/Y, ejemplo 5.4.

media de un tratamiento a otro, con ella cambia la variabilidad de la respuesta. También es cierto que,
al suponer normalidad y varianza constante, éstas no se tienen que cumplir de manera estricta, dado
que el procedimiento de ANOVA es robusto o admite desviaciones moderadas de dichos supuestos.

Existen al menos tres maneras de solucionar o minimizar el problema por falta de normalidad y de
varianza heterogénea en los residuos: 1) utilizar métodos de analisis no paramétricos, que no requie-
ren las suposiciones de normalidad y varianza constante (véase Conover, 1980); 2) hacer el analisis
mediante modelos lineales generalizados (GLM), en los que se ajusta un modelo lineal usando otras
distribuciones diferentes a la normal, donde la varianza no tiene por qué ser constante (Myers, et al.,
2002), y 3) hacer el analisis sobre la respuesta transformada a una escala en la que los supuestos se
cumplan. En este libro solo se presenta el tercer enfoque.

La transformacion mas apropiada de la respuesta para corregir o minimizar los problemas de falta
de normalidad y de varianza constante, depende del tipo de relacion que existe entre la media y la va-
rianza de Y. Esta relacion se puede visualizar en la grafica de residuos vs. predichos (véase figura 5.10a).
Segun lo pronunciado que sea la “forma de corneta” de los puntos en dicha grafica, se determina la
transformacion mas apropiada. Con un paquete estadistico se pueden probar varias transformaciones
para elegir aquella en la cual los supuestos se cumplan de mejor manera. Las transformaciones mas
usuales se muestran en la tabla de la pagina siguiente.

En la tabla el simbolo o« significa “es proporcional a”. A medida que se da la relacion de propor-
cionalidad con respecto a mayor potencia de la media o valor esperado, se requiere una transformacion
mas fuerte para lograr igualdad de varianzas en el analisis de la respuesta transformada. El grado de
proporcionalidad se puede ver en la grafica de residuos vs. predichos.
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Relacion entre la varianza Transformacion
0* y la media (E(Y)) apropiada Tipo de transformacion
0’ o« E(Y)(1 - E(Y)) Y' =sent (WY) Arcoseno, util cuando la respuesta Y son
proporciones (se distribuye binomial)
o’ « E(Y) Y'=VY Raiz cuadrada, para los datos tipo Poisson
o’ « [E(V)]’ Y' =In(Y)oY'=logy, (V) | Transformacion logaritmo
o « [E(Y)]’ y' =y Reciproco de la raiz cuadrada
o’ « [E()]* Y =y Reciproco

Ejemplo 5.4

grandes de Y corresponden a los mas pequerios de Y', y los

En la figura 5.10, correspondiente al ejemplo 5.3, vimos ligeras
violaciones de los supuestos de normalidad y varianza constante
de los residuos del modelo ajustado en el ANOVA. Para corregir
este problema se aplicé la transformacion Y' = 1/Y (reciproca);
con los datos transformados se obtuvo el ANOVA de la tabla
5.9. Observe que el valor-p del efecto BC indica claramente que
éste es estadisticamente significativo, pero se puede mostrar a
través de F, que, al igual que antes, su contribucién en la expli-
cacién de la respuesta es escasa.

Debe tenerse cuidado al interpretar las gréficas de efec-
tos en la variable transformada Y’ = 1/Y puesto que los valores

valores originalmente pequefios ahora son los grandes.

Las gréficas de residuos obtenidos del modelo con trans-
formacion se muestran en la figura 5.11. Si se compara esta
figura con la que se tenfa para el modelo sin usar transformacion
(figura 5.10), se nota como la validez de los supuestos se cumple
mejor.

Cabe aclarar que las transformaciones para estabilizar la
varianza no eliminan el efecto de dispersion que de por sf existe.
Solo permiten analizar mejor el efecto sobre la media.

I Tabla 5.9 ANOVA para el ejemplo 5.4, respuesta Y~ "2

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Tipo 7.41E-7 2 3.71E-7 0.40 0.6724
B: Aber 0.000043 1 0.000043 46.72 0.0000
C: Temp 0.00042 1 0.00042 455.15 0.0000
AB 0.000062 2 0.000031 33.38 0.0000
BC 0.000013 1 0.000013 13.98 0.0004
Error 0.000059 64 9.28E-7
Total 0.00060 71

Diseno factorial general

Lo que se ha dicho para los dos disefios factoriales con 2 y 3 factores puede extenderse facilmente para
cuando se tienen mas factores. Considere ffactores A, B, C, ..., Kconnivelesa, b, ¢, ..., k, respectivamente,
donde la letra K denota al f-ésimo o tltimo factor del conjunto a estudiar, no necesariamente el undécimo,
que esel lugar de esta letra en el alfabeto. Con estos niveles y factores se puede construir el disefio factorial
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general ax b X --- Xk, que consiste de a X b X --- X k tratamientos o puntos de prueba. Con este disetio se
pueden estudiar f efectos principales, f(f — 1)/2 interacciones dobles, f(f — 1)(f — 2)/(3 X 2) interacciones
triples, y asi sucesivamente hasta la tinica interaccion de los f factores (ABC ... K). El calculo del name-
ro de interacciones de cierta cantidad m de factores se hace mediante la operacion “combinaciones de

fen m” ({n sz que cuenta el numero de diferentes maneras de seleccionar m factores
ml( f—m)!
delos f,donde [l = fX (f=1) X --- X2 x 1.

Por ejemplo, el disefio factorial 2 tiene cinco efectos principales, 10 interacciones dobles, 10 in-
teracciones triples, cinco interacciones cuadruples y una interaccion quintuple, lo cual da un total de
31 efectos. Por su patrte, el factorial 3° también tiene este mismo numero de efectos, pero al contar con
tres niveles en cada factor, cada efecto principal se puede descomponer en su parte lineal y cuadratica
(véase capitulo 7). Cabe destacar que mientras el disefio factorial 2” tiene 32 tratamientos, el factorial
37 tiene 243, una cantidad de tratamientos dificil de manejar. Aun si pudiera correrse, representa una
opcion muy ineficaz; ademas, existen arreglos experimentales mas pequetios y eficientes (capitulo 8).

De acuerdo con lo antes dicho, en el factorial general a x b x --- x k, se pueden plantear 2/ — 1 hips-
tesis que se prueban mediante el analisis de varianza, si se tienen n réplicas. Las primeras tres columnas
de este ANOVA se muestran en la tabla 5.10.

1 Tabla 5.10 ANOVA para el disefo factorial generala x b x ... x k

Fuente de Suma de Grados de

variabilidad cuadrados libertad
Efecto A SC, a-1
Efecto K SCx k-1
Efecto AB SCyug (a-1)b-1)
Efecto K(K-1) SCx -k I-Dk-1)
Efecto ABC SCupe (a-Db-1Dc-1)
Efecto (K - 2)(K - 1K SCix - K- 1K m-DA-Dk-1)
Efecto AB --- K SCup - (a-Db-1)---(k-1)
Error SCg abc -+ k(n—1)
Total SCy (abc - kn) — 1

La suma de cuadrados totales esta dada por:

donde N =abc ... kn es el total de observaciones en el experimento. Las sumas de cuadrados de efectos
son:



a YZ Y2 b sz Y2
o - R s - G ’
! ZI bc-lkn N ’ % ac—-lkn N
SOYa Vi Lo Yig. YA
SCc = - ;s SCy = - »
‘ § ab---Ik ‘ Zl abc--In N
a b YZ 2
SCAB _Z z ije - . _ e ... e00 _SCA _SCB
c--lkn

Y. YA

_SC(Kfl) —SCK,
= = abc---n
p=1 m=1
a b c YZ 2
ijk - ese ... 000
SCABC: z - _SCA_SCB_SCC_SCAB_SCAC_SCBC
=1 j=1 k=l "lkn
1 J
S T R G
SCapk =2, 2, 2, 2 an - —SCu=-+=SCap—+=SCup..c1

i=1 j=1 p=1 m=l1

Al final, la suma de cuadrado del error se calcula por sustraccion:

SCE = SCT _SCA _"'_SCK _SCAB _"'_SC(K,])K _SCABC - "‘_SCABHK

Modelos de efectos aleatorios 137

5.7

En el ANOVA de la tabla 5.10, para el factorial general a X b X ... X k se observa la necesidad de
contar con al menos dos réplicas del experimento para calcular la suma de cuadrados del error (SCp) y
completar toda la tabla de ANOVA. Sin embargo, esta necesidad de réplicas (n = 2), que se ha mencio-
nado a lo largo del capitulo, es para el caso irreal de que interesaran los 2/ — 1 efectos. Pero resulta que,

con excepcion de los disenios con dos o tres factores, en un factorial completo practi-
camente nunca interesan todos sus posibles efectos, puesto que en términos generales
solo algunos de ellos estan activos. El principio de Pareto, que en este contexto también
se llama principio de esparcidad de efectos, dice que la mayoria de la variabilidad ob-
servada se debe a unos pocos de los efectos posibles; por lo comun se debe a algunos
efectos principales e interacciones dobles.

Modelos de efectos aleatorios

Hasta aqui los modelos de efectos que se han utilizado son modelos de efectos o factores
fijos, lo cual significa que todos los niveles de prueba en cada factor son todos los dispo-
nibles para ese factor, o bien, se estudian todos los niveles de interés en ese factor; es en
este sentido que los niveles estan fijos. Este es el caso, por ejemplo, cuando en el factor
operador se toman los tres tinicos operadores como los niveles de prueba, o cuando los
niveles del factor maquinas son las cuatro maquinas existentes. O bien, cuando se com-
paran tres tipos de material porque son los que interesa comparar aunque existan otros
materiales de ese tipo. Con factores fijos, las conclusiones obtenidas sélo son validas
para los niveles de prueba que se estudian en el experimento.

En ocasiones, los niveles de prueba son una muestra aleatoria de la poblacion de
niveles posibles. En este caso es mas apropiado utilizar un modelo de efectos o factores
aleatorios. Un ejemplo de esta situacion es cuando se prueban cinco instrumentos de
medicion, pero la poblacion de los mismos es de 100 instrumentos; obviamente, no es
posible experimentar con todos los equipos. Entonces se experimenta solo con cinco de
ellos elegidos al azar, y para obtener conclusiones para toda la poblacion de instrumen-
tos es necesario aplicar métodos apropiados (modelo de efectos aleatorios).

-5 Principio de Pareto

Se refiere a que la mayoria de la variabi-
lidad observada se debe a unos pocos de
los efectos posibles.

» Factor fijo

Se refiere a que los niveles de prueba en
un factor son todos los niveles disponibles
para éste.

» Factor aleatorio

Cuando los niveles de prueba utilizados
en un factor son una muestra aleatoria
de la poblacion de niveles para ese factor.
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La aplicacion de un modelo de efectos aleatorios conlleva la necesidad de considerar la incerti-
dumbre asociada con la eleccion aleatoria de los niveles de prueba. Es decir, ya no tiene sentido, para
un factor A, preocuparse por el efecto ¢; del nivel i como con efectos fijos. Lo que ahora tiene sentido
es hablar de la varianza con la que el factor aleatorio contribuye a la variacion total; es decir, es preciso
estimar dicha varianza y probar si su contribucion a la variabilidad total es significativa.

El caso de dos factores aleatorios

Si se consideran dos factores aleatorios A y B, de los cuales se prueban a y b niveles elegidos de una
poblacion grande de niveles, entonces silos a X b tratamientos se replican n veces, el modelo de efectos
aleatorios es:

Up =pta +B;+(af)j+ey;, i=12,...,a; j=12,....,b; k=12...n

donde u es la media general, ¢; es el efecto debido al i-ésimo nivel del factor A, f; es el efecto del
j-ésimo nivel del factor B, (af8);; representa el efecto de interaccion en la combinacion ij y &, es el error
aleatorio que, se supone, sigue una distribucion normal con media cero y varianza constante, N(0, o)
y son independientes entre si. El aspecto de este modelo es igual al de efectos fijos (ecuacion 5.1), pero
el hecho de que los efectos sean aleatorios implica que no tiene sentido probar hipotesis directamente
sobre tales efectos (medias), sino que ahora el interés se enfoca en estudiar la varianza de dichos efectos.
Para ello, se supone que los términos a;, B;, (af);; y €, son variables aleatorias independientes normales,
con media cero y varianzas ofl, 0p, 0,8y O, Tespectivamente.

De esta manera, si se calcula la varianza en ambos lados del modelo anterior, se obtiene el modelo
de componentes de varianza dado por:

Var(Yy,) =0y +05+0.5+0°

donde o2, Oé, o iﬂ son las contribuciones de cada efecto a la variacion total y se llaman

@) Componentes de
varianza
Son las contribuciones de cada efecto a

la variacion total en el modelo de efectos
aleatorios.

componentes de varianza; 0* es el componente de varianza debido al error aleatorio. Las
hipotesis de interés son Hy : 0, = 0, Hy : 0123 =0y H,: oiﬁ = 0. Los calculos necesarios
para probar estas hipotesis involucran las mismas sumas de cuadrados del modelo de
efectos fijos, que se vieron antes, de las cuales se obtienen los correspondientes cuadra-
dos medios. La diferencia radica en que para obtener los estadisticos de prueba F, apro-

piados debe tomarse en cuenta que los valores esperados de los cuadrados medios son:

E(CM,) =0’ + noéﬂ +bno),

E(CM;) =0 +n0ogs+anoy
E(CM)=0" +nogg
E(CM;) =0

de tal forma que para probar las hipotesis Hy : 0 = 0, H, : oé =0y H,y: aiﬁ = 0, los estadisticos
de prueba apropiados’ en el ANOVA sonF{ =CM,/CM,, FS = CMy/CM 5 y Fi® = CM 3/CM;,
respectivamente. Observe que en el modelo de efectos aleatorios los cuadrados medios de los efectos
principales se comparan con el cuadrado medio de la interaccion, y no con el cuadrado medio del
error, como se hace en el modelo de efectos fijos. En caso de rechazar alguna de las hipotesis sobre las
varianzas, se concluye que el efecto correspondiente contribuye de manera significativa a la variacion de
la respuesta. La conclusion practica no consiste en determinar el mejor tratamiento, sino que general-
mente se traduce en tomar medidas para que la contribucion del componente de varianza se reduzca.

' El estadistico apropiado para una hipotesis especifica se determina encontrando dos cuadrados medios que, al dividir sus va-
lores esperados y suponiendo H, verdadera, el cociente es uno. Por ejemplo, CM,/CM,; es el estadistico correcto para la hipote-
sis Hy: Oé =0 porque E(CM,)/E(CM,p) = 1 cuando Ué =0.
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Al resolver las ecuaciones dadas por los valores esperados de cuadrados medios para los compo-
nentes de varianza, se obtienen estimadores de éstos en funcion de los cuadrados medios del error,
esto es:

o’ =CM;

5 CMyy—CM;

Oap = n (5.8)
., CMy—CMy,

oaﬁ_ an

~2 _CMA_CMAB

Estudio R&R

En una compafia dedicada a la fabricacion de bombas y valvulas, algunos componentes criticos tienen tolerancias muy estrechas
que son dificiles de cumplir. De aqui que sea necesario estimar el error de medicion con el fin de ver la posibilidad de reducirlo para
cumplir con las especificaciones. El ancho de una pieza particular es una caracteristica de calidad critica, cuyas especificaciones son
69 + 0.4 mm. Se eligen dos inspectores al azar y siete piezas para correr un experimento (estudio R&R), a fin de estimar la contribu-
cion de los inspectores, de las piezas y del error aleatorio (repetibilidad) en la variabilidad total observada. El experimento utilizado
se muestra en la siguiente tabla:

Numero de Inspector Z Inspector W
piezas 1 2 1 2
1 69.38 69.60 69.62 69.52
2 39.72 69.80 69.78 69.90
3 69.58 69.70 69.70 69.92
4 69.50 69.50 69.46 69.50
5 69.48 69.40 69.50 69.42
6 69.56 69.40 69.68 69.64
7 69.90 70.02 69.94 69.88

Nétese que cada inspector mide dos veces cada pieza. Sean los inspectores el factor A y las piezas el factor B, el primero con
dos niveles y el segundo con siete niveles, en ambos casos seleccionados al azar. El modelo de componentes de varianza propuesto
para describir estos datos donde o' es el componente de varianza de los inspectores, 0/23 es el componente debido a las piezas, Giﬂ
es el componente de interaccién de ambos factores y o es el componente aleatorio. Interesa probar las hipétesis Hy : 0% = 0, Hy :
0/23 =0y H,: Oiﬂ =0, y estimar los componentes de varianza. El ANOVA para probar estas hipotesis se muestra en la siguiente tabla:

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Insp 0.00036 1 0.00036 0.069 0.8043
B: Pieza 0.7516 6 0.1252 24.07 0.0000
AB 0.0313 6 0.0052 0.75 0.6169
Error 0.097 14 0.0069
Total 0.8803 27

Las tres primeras columnas se obtienen igual que el modelo de efectos fijos, pero las dos tltimas
deben corregirse de acuerdo con el estadistico de prueba apropiado para un modelo de efectos aleato-
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rios (F;' =CM,/CM 45 =0.069 y Fy = CMy/CM 4 = 24.07). Los valor-p indican que la variabilidad de
las piezas es estadisticamente diferente a cero, mientras que la variabilidad de los inspectores y de la
interaccion inspector X pieza no es significativa (es igual a cero). Desde el punto de vista del objetivo del
experimento, los resultados del ANOVA son los deseados: la reproducibilidad (o i +0 iﬁ) es estadisti-
camente igual a cero, es decir, los inspectores no afectan el proceso de medicion. La estimacion de los
componentes de varianza, a partir de los cuadrados medios, queda como:

6° =CM; =0.0069
, _CM,;—CM; _ 0.0052-0.0069

Oop = = 5 =0.000
n

62 _ CMy —CM 45 _ 0.1252-0.0052 —0.030
an 2X2

6(21 _ CM, —CM 45 _ 0.0036—-0.0052 = 0.000
bn 6X2

De aqui se concluye que la reproducibilidad (o' + oiﬁ = 0) no tiene contribucion y la repetibilidad
expresada como 5.156 es igual a 0.428. Si este valor se compara con la tolerancia de 0.8, se encuentra
que ocupa 53% de ésta, cuando lo deseable es que este porcentaje sea menor que el 10%, por lo que el
instrumento es inadecuado para discriminar entre piezas buenas y malas. (Para mayores detalles sobre
estudios R&R, consulte el capitulo 11 de Gutiérrez Pulido y De la Vara, 2009.)

Modelo mixto: factores aleatorios y fijos

En estos experimentos se tienen factores aleatorios y factores fijos. Por ejemplo, si el factor A es aleato-
rio y B es fijo, el modelo de componentes de varianza es:

2 2 2
Var(Yy,) =0, +055+0

donde el componente individual del factor B desaparece, dado que es fijo, pero se mantiene el com-
ponente de interaccion por ser A aleatorio. De manera que las hipdtesis de interés que involucran al
factor A son Hy: 0. =0y H,: aiﬂ =0, y para el factor B se prueba la misma hipotesis sobre medias de

niveles del modelo de efectos fijos. En caso de rechazarla se determina cudl tratamiento

» Modelo de efectos o nivel del factor B es mejor. En el modelo de efectos mixtos la esperanza de los cuadrados

mixtos

medios es:

Son experimentos en los que se conside- 5 ,
ran factores aleatorios y factores fijos. E(CM,) =0" +bnoy,

any,” B
E(CMy) =0” +nogg+———
b-1
E(CM ) =0" +nog
E(CM;) =0”
de aqui, los estadisticos apropiados para los efectos aleatorios son Fy' = CM 4 /CM; y Fy® = CM 43 /CMy.

y para los efectos fijos de B el estadistico adecuado es F; = CMy/CM,;. Los componentes de varianza
estimados son:

o° =CM;
, _ CMy;—CM;
Op=—""—"+

n
5 _ CMy—CM;
bn

o
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Uso de software

a - »

Casi cualquier software estadistico incluye procedimientos para realizar el analisis de un experimento fac-
torial. En particular, en Statgraphics el analisis de los disefios factoriales donde al menos hay uno que tiene
mas de dos niveles, se obtiene con DDE - Crear disefio = Diseno nuevo, después de esto se debe elegir el
tipo de disefio, entre los cuales estan Multi-factor categdricos o Factorial multinivel. El primero se usa si al
menos un factor es categorico, o si aunque todos sean factores numéricos se desea un analisis de varianza
no desglosado, como los que hemos visto en este capitulo. Por el contrario, si todos los factores son numé-
ricos y se desea un anélisis desglosado, tipo superficie de respuesta (véase capitulo 12), entonces se debe
elegir la segunda opcion.

En el caso del software Minitab, la secuencia es Stat - DOE - Factorial = Create Factorial Design 'y
luego se elige el General full Factorial Design.

En cualquier caso, a continuacién se eligen el nimero de factores y las variables de respuesta, se dan
sus nombres y su nimero de niveles. Se define la variable de respuesta y después se da el nimero de ré-
plicas, y si esta haciendo una aplicacién es preciso asegurarse de activar la aleatorizacion (randomize). Lo
anterior generara columnas para cada factor y para cada variable de respuesta.

Para hacer el analisis una vez que se haya generado el archivo de datos con los tratamientos y las res-
puestas, se sigue una secuencia similar a las indicadas en cada paso, pero ahora eligiendo las opciones de
Analisis, donde se tendra acceso a un conjunto de opciones de anélisis tanto graficas como analiticas, entre
ellas las que se han expuesto en este capitulo.

Uso de Excel
Ml Uso de Exce

El ANOVA de un disefio factorial con dos factores se realiza con la secuencia: Herramientas = Anélisis
de datos = Anélisis de dos factores con varias muestras por grupo. Después se declara el rango de los
datos, que pueden estar acomodados por columnas o por renglones. La salida contiene las estadisti-
cas basicas de cada una de las muestras y el ANOVA correspondiente. Sin embargo, para mas de dos
factores, Excel no incluye un procedimiento predefinido.

Preguntas y ejercicios

=

—

¢ Qué es un experimento factorial completo?
¢ Cuantos efectos se pueden estudiar con un factorial 4 x 3 x 2? Bosqueje su tabla de analisis de varianza.

En la experimentacion empirica es frecuente usar la estrategia de mover un factor a la vez. Suponiendo cua-
tro factores con dos niveles cada uno, describa en qué consiste dicha estrategia.

Mencione al menos tres ventajas de la experimentacion factorial sobre la estrategia de mover un factor a la
vez.

En una investigaion experimental se tienen factores con dos niveles cada uno, pero surge la propuesta de
usar tres niveles. ; Cudl es la implicacion practica de utilizar tres niveles de prueba en lugar de dos en un factor
dado?

Obtenga de manera manual la grafica de interaccion AB y BA para el ejemplo 5.1 al inicio del presente capi-
tulo, e interprete a ambas con detalle.

¢Cuadles son los supuestos del modelo en un disefio factorial y con cudles gréficas de residuos se puede veri-
ficar cada uno de estos supuestos?

¢Cuando es necesario verificar los supuestos del modelo?

De los tres supuestos del modelo, ;cudl puede afectar mas el analisis en caso de no cumplirse?

En caso de no cumplirse los supuestos de normalidad y varianza constante, ;qué se puede hacer para evitar
problemas con el analisis y los resultados obtenidos?

141
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11.

12.

13.
14.

16.
17.

18.

¢Con base en qué se puede encontrar una transformacién adecuada de la respuesta cuando no se cumplen
los supuestos?

¢Qué significa que el modelo estadistico sea de efectos aleatorios? ;En qué cambian las hipotesis de interés
en factor aleatorio con respecto de uno fijo?

Represente en el plano cartesiano un disefo factorial 4 x 4.

A continuacion se muestra parte del ANOVA para un disefo factorial 3 x 5 con dos réplicas, el factor A con
tres niveles y el B con cinco.

Factores de Suma de Grados de Cuadrado
variacion cuadrados libertad medio Razon F
A 800
900
AB 300
Error 400
Total

a) Suponga efectos fijos, anote el modelo estadistico apropiado y formule las hipotesis a probar para
este experimento.
b) Agregue en esta tabla los grados de libertad, el cuadrado medio y la razén F para cada una de las
fuentes de variacion.
¢) Con la ayuda de un software calcule el valor-p para los efectos. Por ejemplo en Excel puede usar la
funcién DISTR.F.INV («, gl1, gl2).
d) ¢Cudles de las fuentes de variacion son significativas estadisticamente? Argumente su respuesta.
Conteste todo el ejercicio anterior, pero ahora suponiendo que ambos factores son aleatorios.
Conteste todos los incisos del ejercicio 14, pero ahora suponga que el factor A es fijo y el factor B es aleatorio.
Cuando se hace un ANOVA de un disefo factorial del tipo a x b con n réplicas, se detecta que ambos factores
influyen sobre la variable de respuesta, entonces surge la necesidad de comparar las medias de los niveles de
cada factor para ver cudles de ellas son diferentes entre si. Conteste:
a) ¢Cudl es la expresion para la diferencia minima significativa (LSD) para comparar los niveles del
factor B, sin tomar en cuenta el posible efecto de interaccion?
b) Conteste el inciso anterior pero ahora para el factor A.
c) Conteste los dos incisos anteriores, pero ahora tome en cuenta el efecto de interaccion.
d) ¢Cuando se espera que ambas formas de proceder arrojen conclusiones similares?
En la siguiente tabla estan los datos de un disefo factorial 2 x 3 con tres réplicas, conteste:

Nivel de B

B, B, B, Total Y;..
44 49 52
Niveles 30 43 62
de A 62 68 69
58 58 65

Total Y.;. Y...=

a) Complete los totales que se piden en la tabla anterior.
b) Calcule las sumas de cuadrados correspondientes: SC,, SCg, SCag, SCry SC.
c) Obtenga la tabla de anélisis de varianza y anote las principales conclusiones.



Preguntas y ejercicios

d) Sin tomar en cuenta el posible efecto de interaccion, obtenga la diferencia minima significativa
(LSD) para comparar las medias en los niveles de factor Ay la LSD para comparar las medias de Y
en los niveles del factor B.

e) ¢Cual seria la LSD exacta tomando en cuenta la interaccion?

19. Se corre un disefo factorial 3 x 2 con 10 réplicas para investigar el hinchamiento del catalizador después de la
extrusion en la fabricacion de botellas de polietileno de alta densidad. El catalizador se utiliza en la obtencién
de dicho polietileno. Los factores investigados son: molde (con dos niveles) y B: catalizador (con tres niveles).
Los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Catalizador

B, B, B;

93 92 93 92 90 92 95 04 04

A 92 01 90 04 01 91 04 97 96
L190 90 90 92 94 95
91 01 01 92 04 96

Molde

88 88 87 90 89 88 01 97 01

N 88 87 88 88 90 89 90 89 01
2] 87 87 88 89 92 90
87 87 88 88 90 01

a) Plantee las hipdtesis de interés en este problema y el modelo estadistico correspondiente.
b) Construya la tabla de analisis de varianza y determine cuéles efectos estan activos.
) Dibuje las gréficas de medias para los dos efectos principales con los métodos LSD y de Tukey.
Compare los resultados de ambos métodos.
d) Haga la grafica de interacciéon con intervalos de confianza sobrepuestos.
e) Determine cuél es el mejor tratamiento. ;Cuél es el hinchamiento predicho en el mejor tratamien-
to?
f) Verifique los supuestos de normalidad y varianza constante.
g) Utilice la gréfica de residuos contra factores para detectar posibles efectos sobre la dispersion del
hinchamiento. ¢En cudl molde parece que es menor la dispersiéon?
20. Para mejorar la resistencia a la torsién de las adhesiones de componentes electréonicos sobre placas, se estu-
diaron dos tipos de pegamentos (A, y A,) y tres temperaturas de curado (60, 80 y 100°C). En cada combina-
cion se analizaron dos componentes y los resultados obtenidos son los siguientes:

Curado
60 80 100
Pegamento A, 25 3.8 4.0
2.8 3.4 4.2
Pegamento A, 1.6 32 4.3
1.22 2.8 4.7

a) Plantee las hipdtesis de interés en este problema y el modelo estadistico correspondiente.
b) Construya el ANOVA y decida cudles efectos estan activos.
c) Dibuje las graficas de efectos y determine con ellas el mejor tratamiento.
d) Estime la resistencia a la torsién en el mejor tratamiento.
e) Verifique residuos.
21. Se desea investigar de qué manera afecta el tiempo de curado y el tipo del acelerante a la resistencia de
caucho vulcanizado. Se realiza un experimento y se obtienen los siguientes datos:

Tiempo de cura a Acelerante
14°C (minutos) A B C
40 3900 3600 | 4300 3700 | 3700 4100
60 4100 3500 | 4200 3900 | 3900 4 000
80 4000 3800 | 4300 3600 | 3600 3800

143



144

CAPITULO 5 Disefios factoriales

a) Senale el nombre del disefo de experimento utilizado y su modelo estadistico.

b) Formule claramente todas las hipodtesis que se pueden probar.

) Realice el andlisis estadistico apropiado para probar las hipétesis que formulé.

d) ¢Hay alguin tiempo de cura que es mejor para aumentar la resistencia? Argumente su respuesta.

e) ¢Algun acelerante es mejor? Explique.

f) ¢Hay alguna combinacién de tiempo y acelerante que sea mejor?

g) Expligue de manera grafica como se obtuvo en la computadora el valor-p para tiempo de cura.

h) Verifique que se cumplan los supuestos. En caso de que no se cumpliera el supuesto de varianza
constante para el tiempo de cura, ¢qué significaria eso y como pudiera corregirse?

22. En una fébrica de aceites vegetales comestibles, la calidad resulta afectada por la cantidad de impurezas

dentro del aceite, ya que éstas causan oxidacién, y ello repercute a su vez en las caracteristicas de sabor y
color del producto final. El proceso de “blanqueo” es el responsable de eliminar tales impurezas, y una forma
de medir su eficacia es midiendo el color del aceite. Para generar una primera aproximacion a la solucién del
problema se decide estudiar el efecto de la temperatura y el porcentaje de arcilla en el color del aceite inicial-
mente a nivel laboratorio. El disefo y los datos de las pruebas experimentales se muestran a continuacion.

Porcentaje de arcilla
Temperatura 0.8 0.9 1.0 1.1
90 58 59 | 54 55|49 51 |45 44
100 50 49 | 48 47 | 46 44 | 41 43
110 47 46 | 44 44 | 41 40| 3.7 3.6

a) Construya el modelo estadistico y formule las hipotesis pertinentes.

b) ¢Cual es el nombre del disefo utilizado?

) Por lo general, en condiciones reales se utiliza 1.1% de arcilla y 100 grados de temperatura. ;Por
qué cree que se eligieron precisamente esos niveles de prueba para el experimento?

d) Realice un analisis de varianza para probar las hipétesis y obtenga conclusiones.

e) Apoyandose en las gréficas de efectos, ¢cuél es la relacion general entre el color y los factores
controlados en su rango de experimentacion?

f) A partir de la gréfica de interacciones, ;cree que haya un efecto no lineal?

g) Considerando que el nivel minimo aceptable de blancura es de 4.8, ;qué tratamiento utilizaria?

h) ¢Valdria la pena plantear el estudio a nivel planta?

i) ¢Qué cambio le haria al experimento si lo corriera a nivel planta?

23. En un laboratorio de microbiologia se realiza un experimento para investigar si influye el tipo de verdura

(lechuga-L, cilantro-C, zanahoria-Z) y la temperatura (8 y 20°C) de almacenamiento en la sobrevivencia del
Vibrio cholerae. Se hicieron varias réplicas. A continuacién se muestra el porcentaje de sobrevivencia obteni-
do después de 24 horas de inoculado el alimento:

Temperatura

Alimento 8 20

L 13.1 15.0 33.6 355 42.0 11.1 12.8 6.2 285 41.0 359 25.0 23.8 79.0 41.6
C 19.0 19.0 66.6 66.6 11.0 11.0 49.0 49.0 | 84.3 68.7 68.7 30.5 30.5 11.0 11.0 20.0
4 1.2 12 02 0.1 03 02 0.1 04 02 0.3 |258 21.8 16.0 16.0 20.1 154 133 25.2

a) Senale el nombre del diseno empleado y formule las hipdtesis que pueden ser probadas.

b) Haga un andlisis de varianza e interprételo con detalle.

) Verifique el supuesto de igual varianza entre los tratamientos (varianza constante). ;Se cumple
satisfactoriamente?

d) En caso de que no se cumpla el supuesto anterior, ;cémo afecta esto a sus conclusiones?

24. Para el caso del problema anterior:

a) Transforme los datos con logaritmos y haga el anélisis de varianza.
b) Verifique supuestos.



) ¢Cudles son las diferencias mas importantes que encontré en los dos analisis? ¢ Por qué?
d) Con los datos transformados, y en caso de que haya alguna interaccién relevante, interprétela con

detalle.

Preguntas y ejercicios

25. Con el objetivo de estudiar la producciéon de huitlacoche (hongo comestible del maiz) se decide correr un
experimento con tres variedades de maiz en dos localidades maiceras. Las variables de interés fueron: el
porcentaje de cobertura de la mazorca por el hongo, el peso total de la mazorca y el peso del huitlacoche.
Se hicieron cuatro réplicas. Los datos obtenidos que representan promedios de 20 mazorcas infectadas se
muestran en la siguiente tabla:

Variedad Localidad Cobertura Peso T Peso H

A A 74.5 3533 145.9
A 49.5 239.2 119.4

A A 75.5 358.9 121.8
A A 74.4 310.8 121.6
A B 41.3 295.1 192.2
A B 39.4 282.2 195.0
A B 40.6 240.1 177.0
A B 229 191.7 142.3
B A 67.1 386.3 175.1
B A 62.9 231.0 138.0
B A 57.1 264.8 116.4
B A 66.3 180.8 73.9
B B 35.0 255.8 169.6
B B 22.3 230.2 180.0
B B 30.0 242.4 168.8
B B 39.6 2247 163.0
C A 72.7 320.0 139.1
C A 72.6 277.1 150.0
C A 64.8 306.4 120.4
C A 70.6 327.8 110.0
C B 32.0 281.2 182.7
C B 31.9 220.0 198.1
C B 35.7 265.5 205.6
C B 21.7 202.5 150.0

a) Escriba el nombre y modelo estadistico del disefio que se estd empleando.

b) ¢Hay un efecto significativo de los factores variedad y localidad en las tres variables de respuesta?

) ¢Existe claramente una localidad y variedad de maiz a las que se produzca mas huitlacoche? Apé-
yese en graficas y pruebas estadisticas.

d) ¢El hecho de que haya mayor cobertura del hongo garantiza mayor produccién de huitlacoche?
Vea de manera simultanea las graficas de interaccion para ambas variables de respuesta y/o haga

un analisis de correlaciéon entre estas dos variables.

e) ¢Cuanto huitlacoche se deja de producir en promedio en la localidad A?
f) Haga los andlisis de residuos para verificar los supuestos del modelo.

26. Los siguientes datos corresponden a disefio 3 x 3 con tres réplicas. Interesa investigar el efecto de ambos

factores sobre Y, para encontrar las condiciones adecuadas para maximizar.
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B
A B, B, B,
A 10 6 14 35 1 1 2 1
A, 60 7379 | 8870 76 | 71 71 69
A, 44 3528 | 382226 | 29 20 22

a) Especifique el modelo estadistico para el problema y las hipotesis pertinentes.
b) Haga un anélisis de varianza y obtenga conclusiones.
o) Interprete con detalle el efecto de interaccién, si es significativo.

d) Verifique supuestos.

e) ¢Hay un tratamiento mejor? Argumente con pruebas estadisticas.

27. Enuna empresa alimentaria se desean evaluar cuatro antioxidantes, a través de su efecto en un aceite vege-
tal. El propésito es seleccionar el producto que retrase mas la oxidacion. Las pruebas se hacen en condiciones
de estrés, midiendo como variable de respuesta el indice de peréxidos. Se evaltan diferentes unidades expe-
rimentales a diferentes tiempos. Los datos obtenidos se muestran a continuacién (en el control no se agrega
ningun antioxidante). Dado que uno de los factores es el tiempo, y éste no se puede aleatorizar, entonces se

le puede ver como un factor de bloques.

Tiempo
Producto 4 horas 8 horas 12 horas
Control 3.84, 3.72 27.63, 27.58 | 39.95, 39.00
A 4.00, 3.91 22.00, 21.83 | 46.20, 45.60
B 3.61, 3.61 21.94, 21.85 46.58, 42.98
C 3.57, 3.50 20.50, 20.32 | 45.14, 44.89
D 3.64, 3.61 20.30, 20.19 | 44.36, 44.02

a) Senale los factores controlados y la variable de respuesta.

b) Formule el modelo estadistico mas apropiado al problema y las hipétesis estadisticas que se pueden

probar.

©) Haga un andlisis de varianza y observe los aspectos mas relevantes.
d) ¢Los supuestos del modelo se cumplen?

e) Considerando que a menor indice de peréxidos mejor es el producto, ¢hay algun producto que sea

mejor estadisticamente?

28. Se cree que la adhesividad de un pegamento depende de la presion y de la temperatura al ser aplicado. Se

realiza un experimento factorial con ambos factores fijos.

Temperatura (°F)

Presion (Ib/pulg®) | 250 260 270
120 9.60 | 11.28 | 9.00
130 9.69 | 10.10 | 9.57
140 843 | 11.01 | 9.03
150 998 | 10.44 | 9.80

a) Formule las hipdtesis y el modelo estadistico que se desea probar.

b) Analice los datos y obtenga las conclusiones apropiadas.

0) ¢Se puede analizar si hay interaccion entre los dos factores controlados?

d) Verifique residuos.

29. Vuelva a analizar los datos del ejemplo 5.4 considerando los inspectores como fijos. Plantee las hipétesis de
interés en este caso y pruébelas. Estime los componentes de varianza. Por ultimo, saque conclusiones en el

contexto del problema.



Preguntas y ejercicios

30. Se realiza un estudio R&R para el proceso de medicion del ancho de pelicula blanco y negro, el cual se hace
con una regleta digital capaz de medir hasta diezmilésimas de pulgada. El ancho de la tolerancia para esta
medicién es de 0.04 pulgadas. Se utilizaron dos operadores que midieron 10 partes (muestras de los rollos
de pelicula) en dos repeticiones y los datos obtenidos se muestran a continuacion.

Operador A Operador B
Parte Ensayo 1 Ensayo 2 Ensayo 1 Ensayo 2
1 14.027 14.024 14.034 14.035
2 14.028 14.025 14.033 14.034
3 14.028 14.027 14.032 14.035
4 14.029 14.025 14.034 14.033
5 14.028 14.026 14.032 14.034
6 14.028 14.025 14.032 14.033
7 14.027 14.025 14.033 14.034
8 14.027 14.026 14.032 14.035
9 14.028 14.027 14.033 14.034
10 14.028 14.025 14.033 14.035

a) Considerando que tanto los operadores como las piezas se eligieron al azar, plantee y pruebe las

hipotesis de interés.

b) Estime los componentes de varianza. Si se desea que la variacion tanto del instrumento como la
de los operadores, expresadas como 5.15 veces la desviacion estandar, sea menor que 30% de la
tolerancia, (se satisface este requerimiento?

c) Considerando a los operadores fijos y las piezas aleatorias, plantee y pruebe las hipotesis de interés.
¢Hay diferencias entre los operadores? ;Cual es la contribucion del instrumento en términos de la

tolerancia?

31. Se realiza un experimento para estudiar los efectos de A: volumen de la muestra, B: operador sobre la va-
riable, Y: porcentaje de nitroglicerina en una determinacién quimica. Se utilizaron tres operadores y cinco
volimenes, como se muestra en la siguiente tabla:

Operador
Volumen 0, 0, O;
V1 4 0 7
V2 1 2 1
V3 6 3 8
V4 7 0 6
V5 2 9 8

a) Haga el andlisis de varianza para estos datos. Plantee las hipotesis que se estan probando.
b) Aunque se ven diferencias importantes entre las medias estimadas, ¢a qué atribuye que no se

detecten como significativas?
o) Verifique los supuestos del modelo.

32. Se corre un experimento casero para estudiar el tiempo que toma hervir una cierta cantidad de agua en
las cuatro diferentes posiciones (quemadores) de la estufa, considerando 0, 2, 4 o 6 cucharadas de sal en
el agua. Se obtuvieron tres réplicas en cada combinacién de quemador-sal y los resultados (en minutos) se
muestran en la siguiente tabla, en la que el dato entre paréntesis es el orden de la corrida.

147



148 CAPITULO 5 Disefios factoriales

33.

Cucharadas de sal
Quemador 0 2 4 6
Derecho-trasero 7(7) 4(13) 7(24) 5(15)
8 (2D 7(25) 734 7(33)
7 (30) 7(26) 7 (41) 7(37)
Derecho-frontal 4 (6) 4 (36) 4 (1) 4(28)
4 (20) 544 4(14) 43D
4Q27) 4 (45) 5(18) 4 (38)
Izquierdo-trasero 6 (9) 6 (46) 7(8) 5(35)
7 (16) 6 (47) 6(12) 6 (39)
6 (22) 5 (48) 7(43) 6 (40)
Izquierdo-frontal 9 (29) 8 (5) 8(3) 8(2)
9 (32) 8 (10) 9 (19) 84
9 (42) 8(11) 10 (23) 7Q7)

a) Senale el disefio que se esta empleando, escriba su modelo estadistico y plantee las hipotesis de
interés.
b) Obtenga el anélisis de varianza. ¢ Cudles efectos resultan significativos?
c) Compruebe los tres supuestos del modelo. Para la independencia considere el orden de las corridas.
d) Si se esperaba que los quemadores frontales fueran mas tardados, ;que otros aspectos pueden
estar influyendo en el resultado de esta comparacion?
e) ¢Habria evidencia suficiente para afirmar que a mayor cantidad de sal el agua hierve mas pronto?
f) Rehaga el andlisis considerando la decimotercera corrida como punto aberrante (outlier). i Cam-
bian en algo las principales conclusiones?
Se corre un experimento para investigar el efecto de la velocidad y del tipo de aditivo para gasolina en el
millaje recorrido por un auto deportivo utilitario. Los resultados obtenidos se muestran a continuacion:

Aditivo
Velocidad Tipo 1 Tipo 2
1 17.3,17.8,17.6 18.7,18.2,18.9
2 18.9,18.2,18.7 19.1,19.4, 19.6
3 17.1,17.0,17.3 18.8,18.3,18.3

a) Plantee las hipotesis de interés en este experimento.

b) Obtenga el analisis de varianza e interprételo.

) Calcule el millaje estimado en la mejor combinacion y dé un intervalo al 95% de confianza.
d) Verifique los supuestos de normalidad y varianza constante.

Investigar y experimentar

34. Buscar por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, un articulo de una revista cientifica o

35.

tecnoldgica en la que se reporte el resultado de una investigacion experimental donde se aplique un disefo
factorial en el que uno de los factores tenga mas de dos niveles. Anotar la referencia completa, es decir:
autor(es), ano, titulo del trabajo y nombre de la revista; ademas, hacer una sintesis de lo que trata el articulo,
detalles de los tratamientos que compara, los analisis estadisticos que hacen y las principales conclusiones.

Mediante un trabajo grupal proponerse reproducir parcialmente el experimento del ejercicio 32 (tiempo que
toma hervir una cierta cantidad de agua), ahora a las condiciones de una estufa que sea de un laboratorio
escolar o de la casa de uno de los miembros del equipo. Para ello primero hacer el analisis detallado de tal
ejercicio; luego desarrollar un esquema de investigacion experimental paso a paso, con las etapas descritas
en los capitulos 1y 10. El objetivo es reproducir este experimento pero con mucho menos corridas.
Asi deberéa decidir el nimero de niveles de cada uno de los dos factores y el nimero de replicas, los detalles
del experimento: el agua que usard cémo unidad experimental, cdmo controlaré la cantidad de sal, el punto
de ebullicién del agua, etc. Estructurar el detalle del plan experimental (asegurarse de aleatorizar el orden de
corridas), correr el experimento y analizar los resultados con detalle y generar el reporte de la investigacion.
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CAPITULO 6 Disefios factoriales 2¥

En este capitulo se presenta la familia de disefios factoriales completos 2" (k factores con dos
niveles de prueba cada uno), que son utiles principalmente cuando el ntmero de factores a
estudiar esta entre dos y cinco (2 < k < 5), rango en el cual su tamano se encuentra entre
cuatro y 32 tratamientos; esta cantidad es manejable en muchas situaciones experimentales.
Si el numero de factores es mayor que cinco se recomienda utilizar un factorial fraccionado
2k (capitulo 8). En general, los factoriales en dos niveles, sean completos o fraccionados,
constituyen el conjunto de disefios de mayor impacto en las aplicaciones, debido a su eficacia
y versatilidad.

En el capitulo 5 se introdujo el concepto de disefio factorial y se definieron los efectos
principales y efectos de interaccion en el contexto de un arreglo factorial 2°, que es el disefio
mas simple de la familia 2". Veamos con mayor detalle en qué consiste el factorial 2%, su ana-
lisis e interpretacion de resultados.

Disefio factorial 2°

Con un disefio factorial 2* se estudia el efecto de dos factores considerando dos niveles en cada
uno. Cada réplica de este disenio consiste de 2 X 2 = 4 combinaciones o tratamientos que se
pueden denotar de diferentes maneras, como se muestra en la tabla 6.1. Algunas de estas
notaciones se utilizan en situaciones muy particulares; por ejemplo, la notacion +1, —1 es 1til
a la hora de hacer los calculos para ajustar por minimos cuadrados un modelo de regresion a
los datos; es la notacion que utilizan los paquetes Statgraphics y Minitab.

La notacion de signos +, — es muy practica para escribir las matrices de diseno; esta
notacion, combinada con la de Yates (véase ultima columna de la tabla 6.1) permite repre-
sentar y calcular facilmente los efectos de interés. La notacion con letras A*, A se utiliza para
escribir, al final del analisis del experimento, el mejor punto o tratamiento ganador que se
ha encontrado.

I Tabla 6.1 Seis maneras de escribir los tratamientos del disefio 22

Notacion
A B A B|A B|A B B | A B de Yates
Trat 1 = | bajo bajo| A, B |A B |- —-]0 0|-1 -1 @D)
Trat2 - | alto bajo | A, B, |A" B |+ - |1 0 1 -1 a
Trat3 - | bajo alto | A, B, |A~ B | - + |0 1| -1 1 b
Trat4 - | alto alto | A, B, |[A" B | + + |1 1 1 1 ab

La notacion de Yates [(1), a, b, ab] tiene un significado diferente a las demas: con
ella se representa el total o la suma de las observaciones en cada tratamiento, mas que el
tratamiento mismo. Hay que observar que la logica de la notacion de Yates es la siguien-
te: si una letra mintscula esta presente, entonces el factor correspondiente se encuentra
en su nivel alto; si esta ausente, el factor esta en su nivel bajo; por ejemplo, ab se refiere
al tratamiento en el que los factores A y B estan en su nivel alto.

Representacion geométrica

El disefio factorial 2* se representa de manera geométrica por los vértices del cuadrado
de la figura 6.1. Cada vértice representa un punto de disetio o tratamiento. El area limi-
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Figura 6.1 Representacion del disefio factorial 2°.

tada por este cuadrado se conoce como region experimental y, en principio, las conclu- » Region experimental

siones que se obtengan del experimento sélo tienen validez sobre esta region.

Disefio factorial 22

151

Espacio delimitado por los rangos de ex-

perimentacion utilizados con cada factor;

Ca | cu | 0 de |OS efectos las conclusiones del experimento son vali-

das principalmente en esta region.

En este disenio hay tres efectos de interés: los dos efectos principales (A y B) y el efecto

de interaccion (AB). Con el uso de la notacion de Yates podemos ver que si cada trata-

miento se corre n veces, entonces la media de Y en el nivel alto de A es (a + ab)/2n y en el nivel bajo es
(b + (1))/2n. De aqui, y de la definicion de efecto dada en el capitulo anterior, el efecto A se calcula
como:

s abop oy et abl )
Efecto A= o la+ab—b—(1)] . o 6.1)
y el efecto B es:
_ 1 _ iy b+abl _la+@)]
Efecto B= o [b+ab—a—(1)] o > (6.2)

En la parte derecha de estas expresiones se hace evidente que los efectos son diferencias de medias.
En sentido geométrico, el efecto A equivale a promediar los datos del lado derecho del cuadrado de la
figura 6.1 y restarles el promedio de los datos del lado izquierdo; mientras que para el efecto B se pro-
median los datos del lado de arriba y se le resta la media de los datos del lado de abajo.

El efecto de interaccion entre los factores A y B esta dado por la diferencia entre el efecto de A en el
nivel alto de B y el efecto de A en el nivel bajo de B, esto es:

lab—b] [a—(D]
2

n 2n

Efecto AB =2i[ab+<1)—a—b] - (6.3)
n

que también es una diferencia de medias. En términos geométricos, la interaccion es la diferencia entre
las medias de las diagonales del cuadrado de la figura 6.1. Si los datos del ejemplo 5.1 se retoman de la
tabla 5.1, se tiene que (1) = 28, a =41, b = 63, ab = 45. Con las expresiones dadas por las ecuaciones
(6.1), (6.2) y (6.3), los efectos resultan ser:

Efecto A = -2.5, Efecto B =19.5 y Efecto AB=-15.5 (6.4)

que ya se habian obtenido en el ejemplo.

Analisis de varianza

Aunque los efectos calculados con datos muestrales sean nimeros distintos de cero, esto no implica
que el efecto correspondiente sea estadisticamente diferente de cero. O, si en su representacion grafica
aparentan ser importantes, eso tampoco es suficiente para concluir que afectan de manera significa-
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» Contraste

Es una combinacion lineal de la forma

C= Zzi;c,-Y,-, con2¢=0

tiva la variable de respuesta. Para afirmar que tales efectos contribuyen a explicar el comportamiento
de la respuesta, se debe hacer la prueba estadistica del analisis de varianza. Las sumas de cuadrados
que componen el ANOVA se pueden calcular como se indico en el capitulo 5 o también por medio de
los efectos estimados, como veremos a continuacion. Es obvio que si se tiene un software especializado
que haga los calculos, lo que sigue sirve de fundamento.

Definicion de contraste
Una combinacion lineal de la forma C = ZfilciYi con Z¢; =0 se llama contraste. Se sabe

que la suma de cuadrados para cualquier contraste C esta dada por:

2

=)

SCe = (6.5)

la cual solo tiene un grado de libertad. Notese que en el contexto de los disetios factoriales, las sumas
corren sobre los 2" tratamientos del disenio, y cada término Y, representa un término de la notacion de
Yates. Por ejemplo, los contrastes correspondientes a los tres efectos A, By AB en el disefio factorial 2°
estan dados por:

Contraste A = [a+ab—b - (1)]
Contraste B=[b+ab—a— (D];

Contraste AB = [ab+ (1) —a—b]

que, como ya hemos visto, son las cantidades que definen a los efectos. Son contrastes por el hecho de
que son combinaciones lineales en las que los coeficientes suman cero (1 +1—1—1=0). Una vez obte-
nido el contraste, el efecto correspondiente se obtiene dividiéndolo entre la constante que lo convierta
en una diferencia de medias; este numero es la mitad de las observaciones hechas en el experimento
[véanse ecuaciones (6.1), (6.2) y (6.3)]. Asi, en el factorial 2" con n réplicas los efectos se estiman con
la siguiente formula (ilustrada para el caso del efecto A):

Contraste A

Efecto A= %
n2

Métodos para calcular contrastes

Una manera practica de establecer los contrastes de cualquier efecto, sea principal o de
interaccion en el disefio factorial 2" es mediante el auxilio de una tabla de signos. La

» Tabla de signos

Es una manera practica de obtener el con-
traste de cualquier efecto. Se construye
a partir de la matriz de disefio, multipli-
cando las columnas que intervienen en la
interaccion calculada.

tabla de signos se construye a partir de la matriz de disenio, multiplicando las columnas
que intervienen en la interaccion que se quiera calcular. Por ejemplo, si se quiere obte-
ner el contraste de la interaccion doble AB, se multiplica la columna de signos A por la
columna B, y el resultado son los signos de contraste AB. Esto se muestra en la siguiente
tabla de signos para el disefio factorial 2.

A B AB Yates
- - + D
+ - - a

- + - b

+ + + ab

En la tabla de signos, las columnas que corresponden a los efectos principales coinciden con la
matriz de disefio. Una vez obtenidas las columnas de signos de los efectos de interés, el contraste de
cada efecto resulta de multiplicar su columna de signos por la columna de los datos expresados en la
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notacion de Yates. Por ejemplo, al multiplicar las columnas A y B por la notacion de
Yates, se obtiene el contraste de AB que ya conocemos: contraste AB = [(1) + ab—a—Db].

@) Notacién de Yates

Representa los totales o sumas de las

Pasos para ||egar al ANOVA observaciones en cada tratamiento de un
disefio 2%,

Para obtener el ANOVA de forma manual, se necesita calcular la suma de cuadrados

de cada uno de los efectos. Como se ilustra en la figura 6.2, las sumas de cuadrados se pueden obtener

ya sea de los efectos o directamente de los contrastes (véase ecuacion 6.5).

CONTRASTES =

:

EFECTOS

b

SUMA DE CUADRADOS

:

ANOVA

<

Figura 6.2 Pasos para llegar al ANOVA en un disefio 2.

Para investigar cuales de los tres efectos estan activos o son significativos, se procede a probar las
hipétesis dadas por:

H,y: Efecto A=0
Hy: Efecto B=0

Hy: Efecto AB=0

cada una contra la alternativa de que el efecto en cuestion es diferente de cero. Estas hipotesis se prue-
ban con el analisis de varianza.

Para obtener las sumas de cuadrados para cada efecto, se aplica el resultado sobre contrastes de la
ecuacion 6.5 y resultan las expresiones dadas por:

la+ab—b—(D]
5CA=a“T (6.6)
lb+ab—a—P
5@:% 6.7)
l o 2
5C,p =+ D—a=bl 6.8)

n2?
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donde cada una de ellas tiene solo un grado de libertad, debido a que cada factor tiene tinicamente dos
niveles. La suma de cuadrados totales se calcula con la expresion:

2 2 n YZ
IR
i=1 j=1 I=1 n2
y tiene n2® — 1 grados de libertad, es decir, el total de observaciones en el experimento menos uno. La
suma de cuadrados del error se calcula por diferencia: SCp. = SC — SCy — SCy— SCyp y tiene (n2°—1) = 3
= 4(n — 1) grados de libertad. La tabla de ANOVA del disefio factorial 2* con n réplicas se presenta en
la tabla 6.2.

I Tabla 6.2 ANOVA para el disefio factorial 2°

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
SC, 1 CM, CM/CM; | P(F>F,)
B SCy 1 CM; CMy/CM; | P(F>F,)
AB SCp 1 CM 5 CM,/CM; | P(F> F,)
Error SCk 4(n-1) CMg
Total SCr n2* -1

Recordemos que si el valor-p es menor que el nivel de significancia prefijado «, se concluye que el
efecto correspondiente es estadisticamente distinto de cero, es decir, tal efecto esta activo o influye de
manera significativa sobre la respuesta. Ademas, mientras mas pequenio sea el valor-p de un efecto, este
ultimo es mas importante. En la tabla de ANOVA, nétese que para calcular el CM; se requieren al menos
dos réplicas del experimento: con una réplica habria cero grados de libertad para el error, no se podria
calcular su cuadrado medio y, por ende, no habria ANOVA. Como se vera mds adelante, se recomienda
correr el factorial 2° con al menos tres réplicas para poder estimar un CM;: confiable.

Experimento 2°: ejemplo integrador

Interesa estudiar el efecto del tamario de broca (factor A) y de la velocidad (factor B) sobre la vibracion de
una ranuradora (respuesta Y). Para ello, se decide utilizar un disenio factorial 2% con cuatro réplicas, lo
cual da un total de 4 X 2° = 16 corridas del proceso, que se realizan en orden aleatorio. El tamario de la
broca se prueba en 1/16 y en 1/8 de pulgada y la velocidad en 40 y 90 revoluciones por
segundo. En la tabla 6.3 se indica el diseno factorial utilizado en sus unidades originales,
que son las que se necesitan al momento de hacer las pruebas o corridas del proceso.
También se muestra la notacion (+, —) y los datos obtenidos en las 16 pruebas. En la
ultima columna se indica el total por tratamiento utilizando la notacion de Yates.

» Unidades originales

Es la forma real, no codificada, con la que
se expresan o identifican los niveles de
prueba de cada factor.

I Tabla 6.3 Disefio y datos para ranuradora

A: Broca | B: Veloc. | A | B | 5% | 5% | Vibracion Total
1/16 40 - - -1 -1 182 189 129 144 644=(1)
1/8 40 + - +1 -1 272 240 224 225 96.1=a
1/16 90 - + -1 +1 159 145 151 142 59.7=b
1/8 90 + + 41 +1 410 439 363 399 16l.1=ab

La aplicacion en este ejemplo de los principios basicos del disefio de experimentos se aprecia en
el hecho de que se aleatorizaron las 16 corridas del proceso y se hicieron cuatro repeticiones de cada
tratamiento; ademas, se supone que todo el experimento se corre en igualdad de circunstancias con
respecto al resto de factores no estudiados (principio de bloqueo), es decir, los factores controlables no
incluidos en el estudio se mantienen lo mas fijo posible durante la realizacion de las pruebas.
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La representacion geomeétrica del experimento se muestra en la figura 6.3. Observe la relacion
entre las unidades originales y las unidades codificadas, asi como el significado de la notacion de Yates.

1.1 (1,1
90 [

b=59.7 ab=161.1

B: Velocidad

(1)=64.4 a=96.1

40 |-

(=1,-1) (1,-1)

| |
1716 1/8

A: Tamano de broca

\J

Figura 6.3 Representacion geométrica.

Las preguntas principales que se quieren responder con el experimento son: ¢la velocidad y el
tamano de la broca afectan la vibracion de la ranuradora? Si la afectan, ;como es tal efecto y cual com-
binacion de velocidad y tamafo de broca minimiza la vibracion?, ;cual es la vibracion esperada en las
condiciones dptimas?, ¢se cumplen los supuestos del modelo?

Efectos estimados

De acuerdo con las relaciones (6.1), (6.2) y (6.3), y con la tltima columna de la tabla 6.4, los efectos
estimados estan dados por:

1 2
A=—la+ab—b—(1)]=—"-[96.1+161.1-59.7 —64.4] = 16.64
2n[a a (D] 2(4)[ | (6.9)
1 1
B=—Ilb+ab—a—(1)]=——[59.7+161.1-96.1—64.4] =7.54
Zn[ ab—a—(1)] 2(4)[ ] (6.10)
1 1
AB=—[ab+(1)—a—b]=——[161.1+64.4-96.1-59.7]=8.71
2n[a (1)—a—bl 2(4)[ | (6.11)

1 Tabla 6.4 ANOVA para el experimento de la ranuradora

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Broca 1107.22 1 1107.22 185.25 0.0000
B: Velocidad 227.25 1 227.25 38.02 0.0000
AB 303.63 1 303.63 50.80 0.0000
Error 71.73 12 5.98
Total 1 709.83 15
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Se observa que el efecto del tamaro de broca (factor A) es practicamente el doble de los otros dos,
pero falta investigar si alguno es estadisticamente significativo.

Analisis de varianza

Las sumas de cuadrados (SC) de los efectos se calcula a partir de sus contrastes (ecuaciones 6.6, 6.7 y
6.8) como:

[96.1+161.1-59.7 — 64.4]*

SC, = =1107.22
16
2
SB, = [59.7+161.1-96.1—-64.4] ~22725
16
2
SC.y = [161.1+64.4—-96.1-59.7] ~303.63
16
La suma de cuadrados totales es:
2 n 2
sc; =Y Y Yvi-Ye 170083

4n

i=1 j=1 1=1

y tiene 15 grados de libertad, mientras que la suma de cuadrados del error se calcula por diferencia
como:

SCr=1709.83-1107.22 -227.25-303.63 =71.73

y le quedan 15 — 3 = 12 grados de libertad. El analisis de varianza se muestra en la tabla 6.4. De acuerdo
con la columna para el valor-p, cuyas entradas son menores que 0.05, se rechazan las tres hipétesis
nulas Hy: efecto A =0, Hy: efecto B= 0y Hy: efecto AB =0, y se concluye que H,: efecto A # 0, Hy: efecto
B # 0y Hyg: efecto AB # 0, respectivamente, con & = 0.05. Esto es, se acepta que si hay efecto de A, By
AB, es decir, los tres efectos estan activos o son significativos. El valor-p de magnitud tan pequena para
los tres efectos nos muestra que la conclusion es contundente y que practicamente no se corre ningun
riesgo de rechazar en falso. Del valor de F, se aprecia que el efecto de A es el mas importante.

Interpretacion y conclusiones

De acuerdo con la ANOVA, tanto los dos efectos principales (broca y velocidad) como el efecto de inter-
accion (broca X velocidad) tienen un efecto significativo sobre la vibracion de la ranuradora. Puesto que
solo se estudian dos factores, toda la informacion relevante del experimento se encuentra en la grafica
de la interaccion (figura 6.4a), puesto que la interaccion tiene prioridad con respecto a los efectos prin-
cipales. De esta figura se observa algo de la fisica del proceso: se puede afirmar que cuando la broca se
encuentra en su nivel bajo, la velocidad no afecta de manera significativa la vibracion; por el contrario,
cuando la broca se encuentra en su nivel alto, la velocidad tiene un efecto considerable sobre la vibra-
cion. En otras palabras, al estar la broca en su nivel bajo, la vibracion sera baja sin importar la velocidad.
Si bien es cierto que es razonable pensar que a mayor velocidad y a menor tamano de broca la vibracion
es menor, ésta es una conclusion a posteriori. Después de que ocurre, siempre es posible encontrar una
explicacion razonable del hecho, pero lo interesante serfa decirlo antes de observar el fenomeno y luego
corroborar que en realidad se pensaba lo correcto.

Lo que se quiere es minimizar la vibracion, por lo cual se puede utilizar el tratamiento (A™, BY) o el
(A7, B), ya que ambos logran practicamente los mismos resultados, por lo que la decision de cual de los
dos utilizar se puede hacer con otros criterios, por ejemplo: el tiempo de ciclo o el tiempo de vida del
equipo. Si por alguna razon se tuviera que trabajar con la broca en nivel alto, entonces se debe trabajar
a velocidad baja para que no se incremente tanto la vibracion.

Con la interpretacion hecha de la grafica de interaccion se tiene mas conocimiento sobre el proce-
so, cosa que 1o se hubiese logrado si sélo nos hubiéramos limitado a interpretar los efectos principales
de la figura 6.4b, de la cual se desprende que no se debe aumentar la velocidad ni el tamanio de broca
y que, por lo tanto, si se quiere minimizar la vibracion, forzosamente se debe utilizar la combinacion
(A7, B). Es evidente que esta conclusion es mas pobre que las que se obtuvieron del analisis de la
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Efecto de interaccion

44
Veloc = 1.0

39

34

29

Vibraciéon

Veloc =-1.0
24

Veloc =-1.0
Veloc = 1.0

-1.0 1.0
Broca

Efectos principales

33

30

27

24

Vibraciéon

21

| | | |
-1.0 1.0 -1.0 1.0

Broca Velocidad

Figura 6.4 a) Efecto de interaccién para el ejemplo de la ranuradora.
b) Grafica de efectos principales para el ejemplo de la
ranuradora.

grafica de interaccion. Cuando hay interaccion, las conclusiones que se obtienen a partir de los efectos
principales no siempre son ciertas. En general solo se interpretan los efectos principales de aquellos
factores que no interacttian con ningin otro.

La comparacion de lo que se logré entender con la interaccion permite destacar una vez mas la
importancia de ésta en los procesos, y recordar que con experimentacion de prueba y error o moviendo
un factor a la vez, practicamente nunca se lograra captar el efecto de interaccion. Por el contrario, el di-
sefio estadistico de experimentos permite detectar y entender los efectos de interaccion cuando los hay.

Modelo de regresion

Es util ajustar un modelo de regresion (véase capitulo 11) a los datos experimentales con la finalidad
de predecir el valor de Y en diferentes valores de los factores estudiados. Por ejemplo, en el caso del
problema de la ranuradora, con el uso de valores codificados para los dos factores (x; y x,), como se
muestra en la tabla 6.3, el modelo de regresion ajustado que describe el comportamiento de la vibra-
cién sobre cualquier punto esta dado por:

Y =23.834+8.32x, +3.77x, +4.35x,x, (6.12)

donde Y es la respuesta predicha en el punto (x,y x,), con x; = A : brocay x, = B : velocidad. En el caso de
diserios 2", los coeficientes del modelo de regresion son iguales a los efectos estimados que resultaron
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significativos divididos entre dos. Asi, por ejemplo, de acuerdo con (6.9), el coeficiente de x; es igual al
efecto de A/2 = (16.64/2). Esta division entre dos se hace para lograr una escala unitaria, que es la escala
usual en regresion. Los efectos originales no se encuentran en una escala unitaria, dado que el ancho de
la region experimental es de dos unidades codificadas. El término independiente 8= 23.83 es la media
global Y... de todos los datos y representa la vibracion predicha en el centro de la region experimental
(=0, x,=0) (véase figura 6.5).

Disefo y respuesta predicha

1.0
14.92 40.27
ke} (x1=0,x=0)
©
o 1
3 |
ke} -
s |
T ,
!
16.10 24.02
-1.0
-1.0 X; : Broca 1.0

Figura 6.5 Region experimental y
respuesta predicha para
ranuradora.

La prediccion del comportamiento de la vibracion sobre la combinacion de niveles que se quiera
dentro de la region experimental se puede realizar con el modelo ajustado dado por la ecuacion (6.12),
evaluando el punto en la ecuacion. La precision de la prediccion obtenida depende de la calidad del
ajuste del modelo. A continuacion vemos como medir la calidad del ajuste.

Coeficientes de determinacion, R*y R},

» Coeficientes de Dos de los estadisticos mas ttiles para medir la calidad global del modelo es el coeficien-
determinacion (Rz, Rgl) te de determinacion (R y el coeficiente de determinacion ajustado (Rij), que se obtienen a

_ . _ partir del ANOVA de la siguiente manera:
Miden la proporcién o porcentaje de va-

riabilidad en los datos experimentales que 5 SCioul = SCerror SCmodelo
es explicada por el modelo considerado. R =— [SC 1 X100 = 1 X100
total total
CM, o —CM,
2 _ otal error
T o, e

total

Notese que estos coeficientes comparan la variabilidad explicada por el modelo frente a la va-
riacion total, cuantificadas a través de la suma de cuadrados (SC) o por el cuadrado medio (CM). De
esta forma, para interpretar estos coeficientes se cumple que 0.0 < Rij < R* < 100.0 y cuantifican el
porcentaje de variabilidad presente en los datos y que es explicado por el modelo; por ello, son de-
seables valores proximos a 100. En general, para fines de prediccion se recomienda un coeficiente de
determinacion ajustado de al menos 70%. Cuando hay muchos factores se prefiere el estadistico Rf,j en
lugar del R”, puesto que este ultimo se incrementa de manera artificial con cada término que se agrega
al modelo, aunque sea un término que no contribuya en mucho a la explicacion de la respuesta. En
cambio, el R, incluso baja de valor cuando el término que se agrega no aporta mucho.

Para el modelo de la vibracion (experimento de la ranuradora) es directo calcular estos coeficientes
a partir de la tabla 6.4:
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r2 = SCut = SCamr | 10g_ L70983=T173 o
SCony 1709.83
1709.83 7173
2 =Mxloo=15—lleoo=94_76
Mg 1709.83
15

De esta manera, de acuerdo con Rij, el modelo ajustado de la expresion (6.12) explica 94.76% de

la variabilidad de la vibracion observada en el experimento (algo similar nos dice el R*). Esto significa
que los factores estudiados (tipo de broca y velocidad de la ranuradora), junto con su interaccion, son
responsables o explican un alto porcentaje de la variabilidad observada en la variable de respuesta (vi-
bracion). Asi, el efecto atribuible a factores no estudiados, ya sea que se hayan mantenido en un nivel
fijo o que hayan tenido pequenas variaciones, mas el efecto de errores experimentales, fueron pequerios
en comparacion con el efecto de los factores estudiados.

En caso de que Rj; o R* hayan sido pequetios, esto indicaria que el efecto o variabilidad atribuible
a los factores estudiados es pequetio en comparacion con el resto de la variacion observada en el expe-
rimento. Asi, un R*bajo puede deberse a una o varias de las siguientes razones:

* Los factores estudiados no tienen, por si solos, la suficiente influencia para explicar las variacio-
nes observadas en la variable de respuesta.

* Los niveles de los factores estudiados son demasiado estrechos, por lo que el efecto sobre la
variable de respuesta al cambiar de un nivel a otro es pequeno.

* Otros factores no estudiados en el experimento no se mantuvieron suficientemente fijos, por lo
que al tener variaciones durante el experimento causaron mucha variacion experimental.

* Los errores experimentales y los errores de medicion fueron altos.

Se debe tener la precaucion de analizar cuales de las razones anteriores influyeron para tener coefi-
cientes de determinacion bajos; es decir, no se debe caer en el error de desechar el experimento y creer
que “no sirvio”. En general, los experimentos generan informacion que debe utilizarse para plantear
conjeturas y estudios experimentales nuevos.

Hacer la prediccion

La prediccion en uno de los mejores tratamientos (-1, 1) para minimizar se obtiene al sustituir este
punto en el modelo ajustado (ecuacion 6.12).

Y(=1,1)=23.83 +8.32(-1) + 3.77(1) + 4.35(-1)(1) = 14.92

De la misma manera, es posible sustituir cualquier punto de la region experimental en el modelo
(6.12) y obtener la respuesta predicha sobre el punto; dicho valor es un estimador de la media de la vi-
bracion en ese tratamiento. En la figura 6.5 se presenta la region experimental y el valor de la respuesta
predicha en cada punto de disenio. Por ejemplo, el peor tratamiento para minimizar es el punto (1, 1),
donde se predice una vibracion promedio de 40.27.

También se puede obtener un intervalo al 95% de confianza para la vibracion promedio en uno de
los mejores tratamientos (-1, 1), que esta dado por [12.26, 17.58]. Se recomienda que este intervalo
se obtenga con apoyo de un software. Los detalles sobre como obtener este intervalo de confianza se
ven en el capitulo 11.

Gréficos de superficie

159

En la figura 6.6 se presenta el grdfico de superficie, que resulta de ajustar el modelo de la
ecuacion (6.12) a un conjunto de puntos de la region experimental, y por ello describe
el comportamiento de la vibracion sobre la region experimental. Las curvas de nivel o
isolineas, dibujadas como lineas mas gruesas sobre la region experimental, son otra
manera de representar la superficie. Cada curva de nivel representa puntos o combina-
ciones de broca y velocidad en los que la vibracion es la misma.

» Superficie de respuesta

Es la superficie que resulta de representar
graficamente el modelo ajustado, y des-
cribe el comportamiento de la respuesta
promedio en cada punto de la region ex-
perimental.
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Figura 6.6 Superficie de respuesta del modelo ajustado en el
experimento de la ranuradora.
Se observa que los puntos en los que la superficie toma valores mas pequerios son precisamente en
el mejor tratamiento que habiamos encontrado: (broca baja, velocidad alta) y (broca baja, velocidad baja).
Se ve que la clave de la vibracion pequena es la broca en su nivel bajo, que es donde la superficie toma
su menor altura. Los puntos en cada esquina de la superficie representan los datos del experimento.
Notese que la superficie trata de ajustarse lo mejor posible a los puntos observados.
» Grafico de contornos Para una mejor visualizacion, la representacion en curvas de nivel o grdfico de con-

Superficie de respuesta con curvas de
nivel o isolineas que permite ubicar los
niveles de los factores sobre los cuales la

tornos se puede dibujar sin la superficie, como se muestra en la figura 6.7. Esta repre-
sentacion es mejor que la de superficie porque se pueden ver con bastante exactitud
las coordenadas del punto con la vibracion deseada. Los nimeros que acompanan a las

variable de interés toma el mismo valor. curvas de nivel son precisamente la altura de la superficie sobre toda la isolinea, y éstas

se pueden dibujar con los valores que el experimentador quiera.

Grafico de contornos

0.6

0.2

Velocidad
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Figura 6.7 Grafica de contornos de la vibracién predicha, experimento
de la ranuradora.

Por ejemplo, como la curva con altitud igual a 16.0 pasa casi sobre el punto (-1, —1), esto implica
que el modelo estimado evaluado en esta combinacion debe predecir un valor de vibracion muy cerca-
no a 16.0. Al hacer los calculos “exactos” con el modelo, se observa que efectivamente Y(-1,-1) = 16.1.
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Anadlisis de residuos

El residuo o residual se define como la diferencia entre el valor observado en cierto » Residuos

tratamiento y la respuesta predicha por el modelo para tal tratamiento. Como se ha
visto desde el capitulo 3, los residuos permiten evaluar varios aspectos de la calidad del
modelo (sea un modelo de andlisis de varianza o de regresion) que se propone para los
datos, ya que en la medida de que los residuos sean pequetios, el modelo describira de
mejor manera el comportamiento de la respuesta.

Ahora, retomando la grafica del modelo ajustado representada en la figura 6.6, en cada esquina
de la superficie se observan las cuatro mediciones de vibracion hechas en cada tratamiento. Si bien la
superficie trata de pasar lo mas cerca posible de todos los puntos, no lo logra, y por cada observacion
da lugar a un error llamado residuo. Siempre se tienen tantos residuos como datos y la media de los
residuos es igual a cero. En general, el residuo correspondiente al dato Yj; esta dado por:

e;= observado — predicho = Yj;— Y,
En la figura 6.8 se muestran los 16 residuos que corresponden a los 16 datos del experimento y se
da la desviacion estandar S de los residuos en cada tratamiento. Por ejemplo, el residuo e, = 0.975 es

la diferencia entre la primera medicion en el punto (-, +) y el valor predicho por el modelo para este
tratamiento, es decir:

6121 = lel - }7121 = 159 - 14925 = 0975

0975 0.175 0725 -3.975
+
~0425 -0.725 3625 -0.375
S, 4)=0.75 S, ) = 3.14
Ne)
(O
iel
)
o
]
= 21 -32 3175 -1.625
28 -17 ~0.025 1525
|
S, 9 =291 S, ) =2.24
— Broca +

Figura 6.8 Valor de los residuos, experimento de la ranuradora.

La desviacion estandar de los residuos en cada combinacion indica el tratamiento que, de manera
muestral, generé menor variabilidad en Y, y en este caso uno de los dos mejores tratamientos (-, +) en
media también es el que tiene menor variabilidad muestral (S(—, 4) = 0.75). Una prueba estadistica para
probar la hipétesis de igualdad de varianzas en dos tratamientos diferentes (H, : 0{, j, = o{, ;, con (i, j)
# (i, /)", se basa en el estadistico de prueba dado por:

2
56.))

2

iy

Zy=In

el cual se compara con los cuantiles de una distribucion normal estandar. Se rechaza Hy si |Z,] es
mayor que Z,. Por ejemplo, si se comparan las varianzas en las casillas (—, =) y (-, +), el estadistico
calculado es Z = In(8.46/0.56) = 2.71. Como es mayor que 1.96, se concluye que las varianzas en esas

combinaciones son estadisticamente diferentes. Esto es, la velocidad tiene efecto sobre la dispersion en
el nivel bajo de la broca.

161

Es la diferencia entre el valor observado
en cierto tratamiento y la respuesta pre-
dicha por el modelo para tal tratamiento.
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Verificacién de supuestos

Los supuestos del modelo de analisis de varianza deben verificarse antes de dar por validas las conclu-
siones del analisis. Como se vio en el capitulo 3, la tabla de ANOVA (6.4) supone que los residuos se
distribuyen normales, independientes y con varianza constante. La violacion grave de cualquiera de estos
supuestos conduce a conclusiones erroneas.

El supuesto de varianza constante se puede verificar graficando los residuos contra los predichos,
y los puntos deben caer aleatoriamente en el sentido vertical dentro de una banda horizontal para
concluir que el supuesto se cumple (véase figura 6.9a). Los huecos en el sentido horizontal se deben a
que solo son cuatro puntos de disetio, y las predicciones en ellos difieren bastante. Aqui habria cierta
evidencia para decir que el supuesto de varianza constante no se cumple, dada la dispersién mas com-
pacta de la primera columna de puntos en relacion con las otras tres. Sin embargo, en este caso no es
una situacion grave que pudiera afectar las conclusiones del ANOVA, basadas en valores-p claramente
pequenos. Ademas, la menor dispersion ocurre justo en el punto en el que la vibracion es menor, lo
cual refuerza las conclusiones obtenidas. Otro grafico que sirve para comprobar el supuesto de varianza
constante es el de residuos contra cada factor. En la figura 6.9b se dibujan los residuos contra el factor
broca. Se observa que las columnas de puntos en los niveles bajo y alto del factor broca tienen “mas o
menos” la misma dispersion, por lo tanto se cumple el supuesto de varianza constante.

En la figura 6.9¢ se grafican los residuos en papel probabilistico normal. Como los puntos se ape-
gan a la linea colocada visualmente, se concluye que no hay violaciones al supuesto de normalidad.

a) Residuos vs. predichos b) Residuos vs. broca
a4 a4l
2 2
o) B o] B
3 0 3 0
4] - 9] -
o L o L
2 2
_4 _| L L L I L L i L L | _4 L L L
12 22 32 42 52 -1.0 1.0
Predichos Predichos
9 Residuos en I I d) i i
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Figura 6.9

Grafica de residuos para experimento de ranuradora.
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Para probar el supuesto de independencia se requiere capturar los datos en el orden en el que
fueron obtenidos, a fin de que el software pueda graficar los residuos con respecto al tiempo u orden
de corrida (figura 6.9d). Al no observarse ninguna tendencia en los puntos (que suban o bajen), se
concluye que no existe problema con la declaracién de independencia.

Disefio factorial 23

Con el disefio factorial 2* se estudia el efecto de tres factores en dos niveles cada uno. » Disefio factorial 2°
Consta de 2° = 2 X 2 X 2 = 8 tratamientos diferentes, los cuales se identifican con nota-
ciones similares a las del disefio 2% (véase tabla 6.1). Los tratamientos del disefio 2° y su
representacion geométrica se muestran en la figura 6.10. La region experimental ahora
es un cubo regular centrado en el origen (0, 0, 0), cuyos vértices son los ocho tratamientos. La matriz
de diseno se construye facilmente alternando el signo menos y el signo mas en la primera columna, dos
menos y dos mas en la segunda columna, y cuatro menos y cuatro mas en la tercera; el disefio resulta
acomodado en el orden estandar o de Yates.

Con este modelo se estudian tres factores
en dos niveles cada uno.

1,1, 1) (1,1,1)

|
|
|
A B
¢ 1,-1,1) ' -1
-1 1 b
T .
RN S S ) [ —
-1 T . 10,0,
oo el NE RN . 1.1
-1 - 2 '
® |
Do § |
_ | %
T 1 &
(1,-1,-1) <@
111 Factor A

Figura 6.10 Disefio factorial 2° y su representacién geométrica.

Con este diseio se pueden estudiar 2° — 1 = 7 efectos: tres efectos principales A, B, C; tres interac-
ciones dobles AB, AC, BC, y una interaccion triple ABC. Por lo general, el interés se enfoca en estudiar
los efectos principales y las interacciones dobles. Sin embargo, aunque de antemano se puede conside-
rar la interaccion triple ABC en el disefio 2° como un efecto ignorable, es recomendable asegurarse de
que su valor se mantiene pequeno, ademds de que al incluirla en el analisis, puede ayudar a mejorar la
perspectiva de algunas graficas, como se apreciara mas adelante.

Anélisis del disefio factorial 23

Sean A, By C los factores que se quieren estudiar y sean (I), a, b, ab, c, ac, bc y abc los totales observa-
dos en cada uno de los ocho tratamientos escritos en su orden estandar. Los efectos en este disefio se
pueden calcular a partir de la tabla de signos (tabla 6.5), donde las columnas de los efectos principales
A, By C son las mismas que en la matriz de disefio, y las columnas de los efectos de interaccion se
obtienen multiplicando las columnas correspondientes.'

"'No confundir los efectos de los factores con los tratamientos en la notacion de Yates. Esto es, los términos a, efecto A y factor A
representan cosas diferentes: a es el total o suma de las mediciones hechas en el tratamiento (+, —, -), el efecto A es la diferencia
de medias de Y en los niveles alto y bajo del factor A, y el factor A es uno de los que se estudian en el experimento.
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Al multiplicar las columnas de signos de la tabla 6.5 por la columna de totales representados por
la notacion de Yates, se obtienen los contrastes para los siete efectos, dados por:

Contraste A=[a+ab+ac+abc—(1)—b—c—bc]

Contraste B=[b+ab+bc+abc—(1)—a—c—acl

Contraste C =[c+ac+bc+abc—(1)—a—b—ab]

Contraste AB=[ab—b—a+abc+(1)—bc—ac+c]

Contraste AC =[(1)—a+b—ab—c+ac—bc+ abc]

Contraste BC =[(1)+a—b—ab—c—ac+bc+ abc]

Contraste ABC =[abc—bc—ac+c—ab+b+a—(1)]

I Tabla 6.5 Tabla de signos del disefio factorial 2°

Total A B C AB AC BC ABC
D - - - + + + -

a + - - - - + +
b - + - - + - +
ab + + - + - - -

4 - - + + - - +
ac + - + - + - -
bc - + + - - + -

abc + + + + + + +

Si se hacen n réplicas de cada tratamiento, los efectos de un disefio 2” se estiman dividiendo los
contrastes entre 4n. Por ejemplo, el efecto principal de A se estima de la siguiente manera:

Contraste A
n2k !

También las sumas de cuadrados de los efectos se calculan a partir de sus contrastes con la formula:

Efecto A=

_ (Contraste g, )
SCefeclo - A
n2

La suma total de cuadrados se obtiene de la manera usual como:
2 2
SCr=2,

2 n
i=l j =

R

Z Z Yigm =5
1 1=1 m=1 n2
y, por ultimo, la suma de cuadrados del error se calcula por sustraccion. Con esta informacion se ob-
tiene ANOVA para el disefio 2°, dada en la tabla 6.6. Aquellos efectos cuyos valores-p son menores que
a = 0.05 se consideran activos y son los efectos a interpretar para conocer mejor como esta operando
el proceso y determinar el mejor tratamiento. También recordemos que mientras menor sea el valor-p
para un efecto, significa que éste tiene mayor influencia sobre la variable de respuesta.

Notese que se requieren al menos dos repeticiones (n = 2) para calcular el cuadrado medio del
error, puesto que la SCy. tiene O grados de libertad cuando n = 1. Entonces se recomienda correr este
diserio con al menos dos réplicas para contar con suficientes grados de libertad para el error.

Experimento 2%: ejemplo integrador

En una empresa que fabrica dispositivos electronicos se identifico, mediante un analisis de Pareto (Gu-
tiérrez, 2010), que las fracturas de las obleas de silicio por choques térmicos era la principal causa de
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Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variabilidad | cuadrados libertad medio F, Valor-p
A SCy 1 CM, CM,/CMg P(F > Fy)
B SCy 1 CM, CM,/CM; P(F > Fy)
C SC, 1 CM, CM./CM; | P(F>FE,)
AB SCup 1 CM, CM,y/CM; | P(F>F,)
AC SCac 1 CMyc CMo/CM P(F > Fy)
BC SCye 1 CMg CMy/CM; | P(F>F,)
ABC SCse 1 CM y5c CMus/CM; | P(F > Fy)
Error SCe 2’n-1) CMg
Total SC; n2’ -1

obleas rotas en las etapas de procesamiento conocidas como “grabado mesa” y “pirannia”. Un grupo de
esas dreas identifico tres factores principales (temperaturas) como las probables causas del problema.
Por ello, se utilizé un experimento factorial 2° con el objetivo de estudiar el problema y localizar una
combinacion de temperaturas en la cual se rompiera un minimo de obleas por efecto térmico.

Los tres factores controlados, y sus niveles en unidades originales, son las temperaturas:

T, : Temperatura de grabado (-3°C, —-1°C)
T, : Temperatura de piraia (60°C, 98°C)
T5 : Temperatura de agua (20°C, 70°C)

La combinacion (=3°C, 98°C, 20°C) fue el tratamiento usual o en operacion antes del experimento.
Asi, uno de los dos niveles en cada factor es la temperatura usual y el otro es una temperatura que, se
supone, reduce el efecto térmico sobre la oblea.

Tamano de prueba

La respuesta medida a cada oblea procesada en el experimento es binaria con valor 1 si » Tamaiio de prueba
la oblea se rompe, y O si no se rompe. En este tipo de variables de respuesta, un asunto o corrida
critico es decidir el tamafio de prueba, es decir, el numero de obleas a procesar en cada

corrida. Por lo tanto, se recomienda establecerlo a partir de la estimacion inicial de la
magnitud del problema, de forma que en todas las corridas experimentales haya una
alta probabilidad de reproducir el problema. Por ejemplo, en este caso se sabe que el
numero de obleas que se rompen en el tratamiento usual son 30 por cada 1 000, lo cual

Numero de piezas o unidades experimen-
tales que se procesan en cada réplica de
un tratamiento. Es importante definirla
en procesos rapidos y/o con respuesta
discreta.

equivale a una proporcion de p, = 0.03. La estimacion del nimero de obleas a correr en

cada prueba se calcula con la formula:

m=(2.5) [

1-po
Po

(6.13)

donde p, es la proporcion utilizada como base, considerando que interesa detectar, con una potencia
de 90%, un efecto de tamatio 0.9p,. En este experimento, p,= 0.03 y, al sustituirlo en la relacion ante-
rior, se obtiene que m = 203 obleas era suficiente, pero se decide utilizar m = 250 para detectar efectos
un poco mas pequenios con buena potencia. Bisgaard y Fuller (1995) proporcionan tablas para estimar
el tamano de m, pero la regla dada en la ecuacion (6.13) se ajusta bien a los tamarios de m que dichas
tablas proporcionan. Se decide correr dos réplicas. En la tabla 6.7 se da la proporcion de obleas rotas
por cada 250 procesadas.
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1 Tabla 6.7 Resultado del experimento de
obleas rotas (p es la proporcién de
obleas rotas en cada tratamiento)

T, T, T, p
-1 -1 -1 04
1 -1 -1 012
-1 1 -1 036
1 1 -1 .00
-1 -1 1 .02
1 -1 1 .00
-1 1 1 016
1 1 1 004
-1 -1 -1 032
1 -1 -1 .008
-1 1 -1 028
1 1 -1 .00
-1 -1 1 .02
1 -1 1 016
-1 1 1 .008
1 1 1 004

El analisis detallado del experimento se reporta en De la Vara (1994) y ahi se muestra que los datos
de la tabla 6.7 se pueden analizar de diferentes maneras y se obtienen los mismos resultados. Entre esas
diferentes formas esta la de analizar en forma directa la proporcion de obleas rotas como si fuera una
variable continua, que es la solucion que se describe a continuacion.

Pareto estandarizado

Al aplicar las formulas para estimar efectos con base en los contrastes que se describieron en la seccion
anterior, se estima cada uno de los efectos y se obtiene la siguiente tabla:

Efecto Estimacion
A: T_Grab -0.0195
B: T_Pira —-0.0065
C: T_Agua —0.0085
AB —0.0005
AC 0.0095
BC 0.0005
ABC 0.0025

Estos efectos pueden graficarse en un diagrama de Pareto para asi visualizar cuales tienen un mayor
impacto sobre la variable de respuesta. Otra alternativa es obtener el diagrama de Pareto estandarizado,
en el cual se representan los efectos divididos entre su error estandar. En general, para un disefio 2" con
n réplicas, el error estandar para un efecto puede ser estimado por:

CMEH’OY

Estimacion del error estandar de un efecto =6 —
n2

efecto =
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Recordemos que el error estandar de un estadistico es una estimacion de su desvia-
cién estandar, y ésta a su vez es una estimacion de la variacion muestral o experimental
que tiene dicho estimador. Asi, en el diagrama de Pareto estandarizado se grafica la
estimacion de los efectos estandarizados: Es la desviacion estandar de un estadisti-

co. Mide la variacion muestral del mismo.

@) Error estandar de un
estadistico

efecto
CM

error

k-2

n2

Efecto estandarizado

Por ejemplo, en el caso del efecto principal de A para el ejemplo de obleas rotas, tenemos que:

Efecto estandarizado de A = ﬂ =-7.242

[0.000029
2x2>72

donde el CM,,,,, se obtiene de la tabla de analisis de varianza con todos los efectos incluidos (véase tabla
6.8). Los efectos estandarizados para los demas efectos se obtienen de manera similar y se representan
graficamente (en valor absoluto) en el diagrama de Pareto de la figura 6.11.

A T_Grab
AC

C:T_Agua

ABC
BC

]

1

1

1

1

|

1

1

B:T_Pira :
1

1

1

1

1

AB !
1

1

Efecto estandarizado

Figura 6.11 Pareto de efectos estimados para obleas.

Es facil demostrar que el efecto estandarizado sirve de estadistico de prueba para probar la hipo-
tesis:

H, : Efecto poblacional = 0

contra la alternativa de que el efecto poblacional es diferente de cero. Asi, se rechaza H, si el valor abso-
luto del efecto estandarizado es mayor que el valor critico de tablas de la distribucion T de Student con
v grados de libertad: t,, ,,donde a es el nivel de significancia prefijado para la prueba (por lo general
a =0.05) y v son los grados de libertad asociados al error. En el ejemplo de las obleas, como el error
tiene ocho grados de libertad y se trabaja con a = 0.05, entonces de la tabla para la distribucion T de
Student del apéndice se obtiene que el valor critico es ty,5 3 = 2.306. Por lo tanto, si el valor absoluto de
la estimacion del efecto estandarizado es mayor que 2.306, entonces el efecto poblacional correspon-
diente sera estadisticamente diferente de cero. Una forma sencilla de hacer esta prueba es agregar una
linea en el diagrama de Pareto estandarizado a la altura del valor critico, como se muestra en la figura
6.11. De esta manera, los efectos cuyas barras superen tal linea seran significativos. Asi, para el caso de
las obleas, los efectos significativos son A, AC, Cy B, en ese orden de importancia.
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El mejor ANOVA

Al aplicar las formulas vistas antes, se obtiene el ANOVA para la proporcion de obleas rotas; el resul-
tado se muestra en la tabla 6.8; ahi se aprecia que los efectos que tienen un valor-p menor que 0.05
son los efectos principales de A, By C, y la interaccion AC, que coincide con lo visto en el diagrama de
Pareto estandarizado. Ademas, se puede notar que el valor-p para el efecto B esta cerca de 0.05, por lo
que la decision de si tal efecto es o no significativo representa mayores riesgos de error. Con la idea de
aclarar mejor cuales fuentes de variacion son significativas y obtener un modelo final en el que solo se
incluyan términos significativos, es usual construir el mejor ANOVA, en el que los efectos que clara-
mente no son significativos se eliminan del analisis en la primera ronda y se mandan al error. Después
de esta primera ronda se revaloran los términos que estaban en una situacién dudosa, como era el caso
del efecto B en la tabla 6.8. En una segunda o tercera ronda se eliminan los términos que no resultaron
significativos después de la(s) ronda(s) inicial(es).

I Tabla 6.8 ANOVA completo para el ejemplo de obleas

Suma de Grados de Cuadrado

Efectos cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: T_Grab 0.001521 1 0.001521 52.45 0.0001
B: T_Pira 0.000169 1 0.000169 5.83 0.0422
C: T_Agua 0.000289 1 0.000289 9.97 0.0135
AB 0.000001 1 0.000001 0.03 0.8573
AC 0.000361 1 0.000361 12.45 0.0078
BC 0.000001 1 0.000001 0.03 0.8573
ABC 0.000025 1 0.000025 0.86 0.3803
Error 0.000232 8 0.000029
Total 0.002599 15
R* = 91.1 R} =833

Al hacer lo anterior en el caso del ANOVA de la tabla 6.8, es claro que los efectos AB, BC y ABC
son no significativos, por lo que se eliminan y se mandan al error para obtener el analisis de varianza
de la tabla 6.9. En ésta se observa que el efecto B sigue siendo significativo. De esta manera, como
este ANOVA solo tiene términos significativos, podemos considerarlo como el mejor. También, al final
de este analisis se obtiene el coeficiente de determinacion que sefiala que un alto porcentaje de la va-
riabilidad observada en el experimento (proporcion de obleas rotas) se explica por los efectos conside-
rados en la tabla 6.9.

1 Tabla 6.9 El mejor ANOVA para el ejemplo de obleas

Suma de Grados de Cuadrado

Efectos cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: T_Grab 0.001521 1 0.001521 64.60 | 0.0000
B: T_Pira 0.000169 1 0.000169 7.18 | 0.0214
C: T_Agua 0.000289 1 0.000289 12.27 0.0049
AC 0.000361 1 0.000361 1533 | 0.0024
Error 0.000259 11 0.0000235
Total 0.002599 15
R* = 90.0 R} = 86.4
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Al graficar los residuos contra predichos y los residuos en papel normal, se observa el cumplimiento
de los supuestos de varianza constante y normalidad.

Interpretacion

De acuerdo con la figura 6.13, se aprecia una interaccion importante entre la temperatura de grabado
y la temperatura de agua, en particular se observa que si se trabaja con temperatura alta de grabado,
practicamente da lo mismo utilizar cualquiera de las dos temperaturas de agua. Ademas, en la figura
6.12 se muestran los efectos principales, por lo que de aqui y de la grafica de interaccion se concluye
que hay dos condiciones de las tres temperaturas que minimizan el numero de obleas rotas: (1, 1, 1)
= (-1°C, 98°C, 70°Q) y (1, 1, -1) = (=1°C, 98°C, 20°C). Esto también se puede apreciar en la grafica
de cubo de la figura 6.14, en la que se aprecia la respuesta predicha en cada punto del diserio. Para la
prediccion en cada punto del disefio (cubo) se utiliza el modelo de regresion que corresponde al mejor
ANOVA (tabla 6.9), el cual, en unidades codificadas, esta dado por:

Y =0.01525-0.00975 T, — 0.00325 T, — 0.00425 T; + 0.00475 T, T,

En ese mismo cubo, al comparar la respuesta predicha en la cara lateral derecha contra la cara de
la izquierda del cubo, se nota que todos los tratamientos en los que la temperatura de grabado (T-Grab)
trabaja en su nivel alto, rompen menos obleas que cuando esta temperatura se encuentra en su valor
bajo. La respuesta predicha en los dos puntos optimos es cercana a 0.175 y 0.275% de obleas rotas, lo

Efectos principales

25

20

15

10

Proporcién (x 0.001)

-1.0 1.0 -1.0 1.0 -1.0 1.0
T_GRAB T_PIRA T_AGUA

Figura 6.12 Representacion de los efectos principales para obleas.
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Figura 6.13 Efecto de interaccién AC para obleas.
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Figura 6.14 Gréfico de cubo y respuesta predicha para obleas.

que contrasta con la respuesta en la combinacion de temperaturas que se utilizaban antes del experi-
mento, que era (T, T,, T3) = (-1, 1, =1) y en la que se pronosticaba 3.07% de obleas rotas.

Con base en lo anterior, se decidié implementar uno de los dos mejores tratamientos y se redujo
de manera significativa el nimero de obleas rotas por efecto térmico. Se evalué el impacto de la mejora
y fue de 96 000 dolares anuales debido a la reduccion de las obleas rotas.

Esta aplicacion del disenio de experimentos muestra que para tener mejoras importantes no nece-
sariamente se requieren disefios complicados, ni analisis estadisticos sofisticados, sino experimentos
bien conducidos.

Disefio factorial general 2*

En las secciones anteriores de este capitulo hemos descrito dos casos particulares, disefios 2° y 2°, del
caso general que es el disefio 2°, en el cual se consideran k factores con dos niveles cada uno, y tiene
2" tratamientos o puntos de disefio. Las k columnas y 2" renglones que componen la matriz para este
disefio, considerando una réplica, se construyen de la siguiente manera: en la primera columna, que
corresponde a los niveles del factor A, se alternan signos + y —, empezando con — hasta llegar a los 2"
renglones; en la segunda columna se alternan dos signos menos con dos signos mas; en la tercera, se
alternan cuatro signos menos y cuatro signos mas, y asi sucesivamente hasta la k-ésima columna com-
puesta por 27! signos —, seguidos de 2"~" signos +. En la tabla 6.10 se muestra la familia de disefios
factoriales 2" (k < 5). Notese que el numero de tratamientos siempre es potencia de dos (4, 8, 16y 32).
Con el disefio factorial completo 2° se pueden estudiar en total los 2°~" efectos siguientes:

k
LIF k, efectos principales
k ! -
= k! = ik D, interacciones dobles
2) 2(k=2)! 2
k k! . ‘ .
=———— interacciones triples. Y asi hasta
3) 3U(k-3)!
k
=1 interaccion de los k factores
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I Tabla 6.10 Familia de disefios factoriales 2X (k < 5)
Notacion Notacion

Tratamiento | de Yates | A B C D E Tratamiento | de Yates | A B C D E
1 (D - - - - - 17 e - - - - +

2 a + - - - - 18 ae + - - - +

3 b - + - - - 19 be - + - - +

4 ab + + - - - 20 abe + + - +

5 c - - + - - 21 ce - + - +

6 ac + - + - - 22 ace + - + - +

7 bc - + + - - 23 bce - + + - +

8 abc + + + - - 24 abce + + + - +

9 d - - + - 25 de - - - + +

10 ad + - - + - 26 ade + - - + +

11 bd - + - + - 27 bde - + - + +

12 abd + + + - 28 abde + + - + +

13 cd - - + + - 29 cde - - + + +

14 acd + - + + - 30 acde + - + + +

15 bed - + + - 31 bede - + + +

16 abcd + + + - 32 abcde + + + +

k!

donde la operacion k= o son las combinaciones de k factores tomados de ren r. Por ejemplo,
el disefio factorial 2’ tiene cinco efectos principales, 10 interacciones dobles, 10 interacciones triples,
cinco interacciones cuadruples y una interaccion quintuple, lo cual da un total de 2° — 1 = 31 efectos.

Estimacion de contrastes, efectos y sumas de cuadrados

Cada uno de los efectos se estima a partir de su contraste, el cual a su vez se puede obtener construyendo
la tabla de signos del disenio, como se explico en las secciones anteriores. Recordemos que las columnas
de signos para los contrastes que definen a los efectos principales estan dadas directamente por la matriz de
disefio, mientras que la columna de un efecto de interaccion se obtiene multiplicando las columnas que se-
fiala dicho efecto de interaccion. En la tabla 6.11 se muestra parte de la tabla de signos para un diseio 2.

El contraste de cada efecto se obtiene al multiplicar su columna de signos por la columna de tota-
les expresados en la notacion de Yates. Con los contrastes se procede a estimar los efectos mediante la
siguiente formula (ilustrada para el efecto de A):

Efecto A= Contraste A] (6.14)

pov=y

para el cual su suma de cuadrados con un grado de libertad esta dada por:

1 2
SCy= — [Contraste A] (6.15)

donde n es el numero de réplicas del experimento.

ANOVA del disefio factorial 2¥

La suma de cuadrados totales (SC;) en el disefno factorial 2" se calcula como:

n2" Yz
SCr= v ——=
i=1 n
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I Tabla 6.11 Disenos factoriales Zky sus efectos de interés, kK < 5

Notacion
de Yates A B © D E AB AC AD AE BC BD BE CD CE DE

(D - -l -=-1-1-1+ + + + + 4+ + 4+ + 4+

a + - - - - - - - -+ + o+ o+ o+
-+ - - - -+ + + - - - 4+ + +
ab + + - - - + - - - - - - + + +
c - - 4+ |-+ - 4+ + - 4+ + - - +
ac + - 4+ |- =-- "+ - - - 4+ 4+ - - +
bc - + + - - - - + + + - - - - +
abc + + + - - + + - - + - - - - +
d - - - + - + + - + + - + - + -
ad + - - + - - - + - + - + - + -
bd - + - + - - + - + - + - - + -
abd + + - + - + - + - - + - - + -
cd - - + + - + - - + - - + + - -
acd + - + + - - + + - - - + + - -
bed - + + + - - - - + + + - + - -
abcd + + + + - + + + - + + - + - -
e - - - -+ |+ o+ o+ -+ 4+ -+ - -
ae + - - -+ - - -+ o+ o+ -+ - -
be - + - - + - + + - - - + + - -
abe + + - - + + - - + - - + + -
ce - -+ -+ |+ -+ - -+ -+ -
ace + -+ -+ + -+ -+ - -+ -
bce - + + - + - - + - + - + - + -
abce + + + - + + + - + + - + - + -
de - - - + + + + - - + - - - +
ade + - - + + - - + + + - - - - +
bde - + - + + - + - - - + + - - +
abde + + - + + + - + + - + + - - +
cde - - + + + + - - - - - - + + +
acde + - + + + - + + + - - - + + +
bede - + + + - - - - + + +
abcde + + + + + + + + + + +

y tiene n2" — 1 grados de libertad, donde el subindice i corre sobre el total de observaciones. La suma
de cuadrados del error (SCp) se obtiene por diferencia y tiene 2 -1) grados de libertad. Con estas
dos sumas de cuadrados y las de los efectos, dadas por la ecuacion (6.15), se procede a escribir la tabla
de ANOVA siguiendo los esquemas particulares mostrados en la tabla 6.6. Cada efecto de interés en el
ANOVA es una fuente de variacion para la cual se prueba la hipotesis H, : efecto = 0 vs. Hy : efecto # 0.
Asi, cuando se concluye que un efecto esta activo, significa que es estadisticamente diferente de cero.
Si en la tabla de ANOVA se incluye el total de efectos que se estiman con el factorial completo 2",
sera necesario realizar cuando menos dos réplicas del experimento para estimar una suma de cuadra-
dos del error. Sin embargo, en la mayoria de los casos solo interesa estudiar los efectos principales y las
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interacciones dobles. Esto hace que cuando el namero de factores es mayor o igual a cuatro (k = 4), no
sea estrictamente necesario realizar réplicas. En la siguiente seccion se vera esto.

Cabe agregar que cuando se emplea un disefio factorial 2°, se supone que la respuesta es aproxi-
madamente lineal en el rango de variacion de cada uno de los factores estudiados. No es necesario
suponer una linealidad perfecta, pero si que no haya una curvatura muy grande. De esta manera, dado
que cada factor se prueba en dos niveles, no es posible estudiar efectos de curvatura (efectos del tipo A%,
B’, etc.), aunque ésta exista en el proceso; para estudiar tales efectos se necesitan al menos tres niveles
en cada factor. Esto no implica que de entrada sea recomendable un disetio factorial con al menos tres
niveles en cada factor, sino que en primera instancia se pueden agregar repeticiones (minimo tres) al
centro del disenio factorial 2", y con ellas se podré detectar la presencia de curvatura. Los factoriales con
punto central se discuten mas adelante en este capitulo y la metodologia para estudiar la curvatura se
presenta en el capitulo 12.

Disefio factorial 2% no replicado

NUmero de réplicas en los factoriales 2*

Al aumentar el nimero de factores en el disefio 2" crece rapidamente el numero de tratamientos y, por
lo tanto, el namero de corridas experimentales. Si se realizan dos repeticiones en cada punto, se tienen
que hacer 2 x 2" corridas experimentales, lo cual consume muchos recursos para cinco o mas factores
(k = 5), ya que serian 64 o0 més corridas. El disefio 2* es quizas el factorial mas grande que todavia
se puede correr con dos réplicas, lo que implica hacer 32 corridas, pero incluso con una réplica (16
pruebas) de este disefio muchas veces es suficiente para estudiar los 10 efectos que usualmente son de
mayor interés (tabla 6.12). De acuerdo con esta tabla, cuando se trata de cuatro factores se recomienda,
en primera instancia, correr una sola vez el disefio; cuando son cinco factores se recomienda correr
s6lo la mitad del disefio (fraccion 27, y después de analizar esta primera mitad se decide completar
una réplica del factorial 2° completo; de seis factores en adelante, el disefio por lo general se corre frac-
cionado y s6lo una réplica de la fraccion elegida. En el capitulo 8 se estudian con detalle los diserios
factoriales fraccionados.

I Tabla 6.12 Réplicas o corridas en la familia de disefios 2

Disefio | Réplicas recomendadas | Numero de corridas
22 304 12,16
2’ 2 16
24 lo2 16,32
2° fraccion 2° ' o 1 16, 32
20 fraccion 2°7% o fraccion 2°7! 16, 32
27 fraccion 2772 o fraccion 2772 16, 32

Notese que ninguno de los disefios listados en la tabla tiene mas de 32 corridas. Se puede afirmar
que la mayoria de los experimentos factoriales 2" o las fracciones de ellos que se utilizan en la practica,
requieren a lo mas 32 corridas experimentales, y con ellas se puede estudiar hasta una cantidad grande
de factores (k > 8).

Mas aun, un maximo de 16 pruebas son suficientes para la mayoria de los problemas en una pri-
mera etapa de experimentacion.

Una sola réplica o corrida del factorial 2" completo es una estrategia adecuada cuando se tienen
cuatro o mas factores, considerando que a partir de k = 4 se comienza a tener mucha informacion con el
disenio factorial completo. Por ejemplo, en el caso de k = 5, los efectos se estimarian como la diferencia
de medias de 16 datos cada una. Pero ademas se pueden estimar interacciones de alto orden, que por
lo general no son significativas. Tales interacciones pueden utilizarse para estimar un error que permita
construir un ANOVA aproximado. En el disefio factorial 2°, una repeticion es suficiente para estimar
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sus 2 — 1 = 31 efectos totales. De estos efectos se pueden ignorar de antemano las 16 interacciones
de tres o mas factores, y utilizarlos para construir un error aproximadamente aleatorio, cuya suma de
cuadrados del error (SCp) seria la suma de las sumas de cuadrados de los efectos mandados al error; los
grados de libertad de (SCp) son tantos como los efectos que se aglomeran para conformar dicho error.

La construccion de la suma de cuadrados del error (SC;) para el ANOVA de un factorial 2" con una
sola réplica se realiza a través de los dos pasos siguientes:

1. Se puede suponer de antemano que las interacciones de tres o mas factores no son significativas y
enviadas directamente al error. Sin embargo, es recomendable que, antes de enviar al error, las
interacciones triples se verifiquen mediante técnicas graficas, que efectivamente son efectos des-
preciables. Estas técnicas graficas se describen mas adelante.

2. Se utilizan técnicas graficas, tabulares y numéricas para decidir cuales de los efectos principales,
interacciones dobles y triples se pueden enviar al error. Con los efectos excluidos se obtiene una
suma de cuadrados del error, y con ella se construye la tabla de analisis de varianza. Este ANOVA
es solo una aproximacion, ya que siempre existe el riesgo de que la magnitud del error asi cons-
truido no sea la correcta, dado que no se basa en repeticiones auténticas. Una manera de saber si
el cuadrado medio del error (CMp) resultante es apropiado consiste en compararlo con la varian-
za 0’ tipica que haya observado la respuesta en su comportamiento previo al experimento. Recor-
demos que el cuadrado medio del error es un estimador de la varianza.

Se deben buscar, eliminar o mandar al error al menos ocho efectos pequenios para que tenga
mayores posibilidades de estar bien estimados. Puede haber efectos con los que no es nada claro si
se deben o no mandar al error. Con estos efectos la decision se debe basar en todos los argumentos
aplicables que se describen en seguida.

¢ Como decidir cuales efectos mandar al error?

Cuando se corre solo una réplica del experimento, el cuadrado medio del error (CMp), necesario para
probar la significancia de cada efecto, debe construirse a partir de efectos pequenos o despreciables.
Existen varias técnicas que ayudan a detectar con bastante seguridad, y sin la necesidad de un ANOVA,
los efectos que pueden utilizarse para conformar el error.

El arte en el uso de tales técnicas es lo que permite construir un cuadrado medio del error lo mas
apegado posible a la realidad. Si mandamos al error un efecto que no se debe al azar, que es un efecto
real, éste puede inflar el CM reduciendo la potencia del ANOVA para detectar efectos significativos
(serfa como echar una cortina de humo que no deja ver qué sucede con los efectos); por otro lado, si
el error resulta exageradamente pequenio, se estarfan detectando como significativos efectos que no lo
son, lo cual puede llevar a decisiones incorrectas. Si el cuadrado medio del error resulta muy diferente
de la 0” historica de la misma respuesta, es un sintoma de que posiblemente no esta bien estimado.

En cualquier experimento pueden existir tres tipos de efectos: los que claramente afectan, los que
claramente no afectan y los efectos intermedios. Cuando existen solo efectos de los dos primeros, es
facil decidir con cudles conformar el error. El problema es que cuando existen efectos intermedios, no
esta nada claro si afectan o no a la respuesta.

Las técnicas para decidir qué efectos mandar al error no funcionan bien cuando los efectos que
tiene el disefio son pocos. Como es el caso de los disefios 2? y 2. Pero, con frecuencia, estos disefios se
corren con réplicas suficientes para construir el analisis de varianza directamente (tabla 6.12). Las téc-
nicas que se describen a continuacion tienen mayor utilidad en disefios con cuatro factores en adelante,
en los que existen 10 o mas efectos a investigar. Estas técnicas se ejemplifican en la siguiente seccion.

@ Grafico de efectos en Grafico de efectos en papel normal
apel normal £ :
pap (grafico de Daniel)
Grafico que permite visualizar cuales efec-
tos r:ue(?:n spersig;nif\ilial:iv:s: enlire mas se Al usar los efectos como sumas de variables aleatorias (diferencia de medias), Daniel

aleje un punto de la linea, mas importante (1959) se dio cuenta de que los efectos no significativos deben seguir una distribucion
seré el correspondiente efecto. normal con media igual a cero y varianza constante. Esto implica que si los efectos se



grafican en papel probabilistico normal, los que no son significativos tenderan a formar
una linea recta, mientras que los efectos activos apareceran alejados de la linea de nor-
malidad.

Cuando se tienen efectos positivos y negativos es mejor utilizar el papel probabilisti-
co medio normal (half normal), para tener una mejor perspectiva de cudles efectos se ali-
nean y cudles no. Como su nombre lo indica, el papel medio normal sélo utiliza la parte
positiva de la distribucién normal estandar, aprovechando su simetria y el hecho de que
dos efectos de signo contrario y de la misma magnitud son igualmente importantes.

Como se vio anteriormente, el papel probabilistico normal también sirve para veri-
ficar el cumplimiento del supuesto de normalidad de los residuos. La grafica de efectos
en papel normal tiene un objetivo muy diferente a esta grafica de residuos.

Diagrama de Pareto de efectos

El diagrama de Pareto para los efectos sin estandarizar representa una manera practica
de ver cuales efectos son los mas grandes en cuanto a su magnitud. El Pareto repre-
senta de modo descriptivo la realidad observada de los efectos, pero sin considerar
supuestos distribucionales. En la grafica de efectos en papel de probabilidad normal
(grafico de Daniel) es mas dificil apreciar la importancia relativa de los efectos, pero es
mejor que el Pareto para sefialar cuales efectos son activos. Por ello, lo mejor es utilizar
ambas graficas para decidir cuales efectos mandar al error.
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-5 Papel probabilistico
medio normal

Grafica de efectos basada sélo en la parte
positiva de la distribucion normal. Cuando
se tienen efectos positivos y negativos da
una mejor perspectiva de los que pueden
ser significativos.

« Diagrama de Pareto
de efectos
Grafico de barras que representa los efec-

tos ordenados en forma descendente de
acuerdo con su magnitud absoluta.

Con el Pareto y el grafico de Daniel muchas veces se logran detectar claramente los efectos signifi-
cativos, y una vez que se construya el error, el ANOVA s¢lo confirmara lo que ya se ha encontrado con
estos graficos. Se dice que el diagrama de Pareto trabaja limpiamente cuando quedan bien delimitados
los diferentes grupos de efectos, de los mas a los menos importantes (véase figura 6.15a). En esta figura,
cada concavidad de la linea sobrepuesta a las barras indica las oleadas o rachas que ocurren, y en este
caso basicamente habria dos posibilidades para construir el error y hacer el analisis de varianza: excluir
el primer grupo de menor importancia o también se excluye el segundo grupo de menor importancia.
Por otra parte, si las barras del diagrama quedan como escalones de igual tamano (véase figura 6.15b),
el principio de Pareto no esta trabajando limpiamente, y en esta situacion es necesario usar otros crite-

rios que ayuden a dilucidar dénde hacer el corte de exclusion.

a) b)

Efectos
Efectos

Escala original Escala original

Figura 6.15 Diagramas de Pareto que funcionan diferente: a) limpiamente y b) con el

Pareto no es obvio dénde hacer el corte.

Otros criterios utiles

En ocasiones, ni el grafico de Daniel ni el diagrama de Pareto aclaran bien la situacion de algunos efec-
tos de magnitud intermedia. En estos casos, para decidir cuales de estos efectos se mandaran al error,

se recomienda fijarse en todos los criterios siguientes y no solo en uno de ellos:
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1. La magnitud del efecto. Si se conoce la desviacion estandar o del proceso, la magnitud del efecto
puede indicar si éste se manda al error. De manera especifica, en el factorial 2° con una réplica se
compara el efecto observado contra dos veces el error estandar del efecto (()‘/\/2’?—_z )y si el prime-
1o es mas grande es porque puede ser un efecto real.

2. Si primero se excluyen los efectos que son claramente no significativos de acuerdo con el grafico

de Daniel y con el Pareto, se puede lograr un ANOVA preliminar cuya significancia da informacion

util para excluir o no los efectos restantes. Especificamente, los efectos cuyas significancias en el

ANOVA preliminar estan alrededor de 0.2 0 menores, no necesariamente se excluyen del analisis.

Esta decision es mas confiable cuando dicho ANOVA preliminar ya alcanzé al menos ocho grados

de libertad para el error.

Los grados de libertad del error deben ser al menos ocho para tener un ANOVA mas confiable.

4. EL R del modelo en el ANOVA preliminar. Cuando se van eliminando efectos que no son signifi-
cativos, el estadistico Rij crece. En el momento en el que se elimina un efecto y este estadistico
decrece 3% o mas, significa que posiblemente ese efecto no debe excluirse.

W

Colapsar o proyectar el disefio

Cuando en el mejor ANOVA se detecta que un factor particular no es significativo, ya que su efecto
principal y todas las interacciones en las que interviene no son importantes, entonces en lugar de
‘ mandar al error este factor y sus interacciones, otra posibilidad es colapsar o proyectar
» Proyectar el disefo el disefio, lo cual consiste en eliminar completamente del andlisis a tal factor, con lo
que el diserio factorial 2° original se convierte en un disefio completo con un factor me-
factor del analisis, con lo que el diseio 105 (k = 1) y con dos repetic‘i?nes en cada punto. Al hgber “repeticiones” en -el diseno
2% original se convierte en un disefio con 2 resultante de la colapsacion, entonces se puede estimar el CM y construir la tabla
un factor menos (k — 1)y conel doblede ~ de analisis de varianza de la manera usual. En general, si se pueden omitir h factores, los
repeticiones en cada tratamiento. datos se convierten en un disefio factorial 2~" con 2" repeticiones en cada punto. Por
ejemplo, si se eliminan dos factores, el disefio 2" con una réplica, entonces se obtiene

un diserio factorial completo con k — 2 factores y cuatro réplicas.

El efecto de colapsar un disefio factorial 2° se representa en la figura 6.16. Es como construir un
cubo de cartén que representa el disefio 2°, colocarlo en el piso cuidando que el factor que no afecta
quede en el sentido vertical, y hacer fuerza sobre el cubo hasta que éste se colapse y se convierta en un
plano. El resultado es un disefio factorial 2* con el doble de réplicas que tenia el disefio original. Si se
tenia una réplica, al colapsar un factor se tienen dos réplicas.

— ™\
ﬁf/‘ JEA N
S Y

Figura 6.16 Accion de colapsar un factorial 2°.

Consiste en eliminar por completo un

Experimento 2° no replicado: ejemplo integrador

En una planta donde se fabrican semiconductores se quiere mejorar el rendimiento del proceso via
disenio de experimentos. De acuerdo con la experiencia del grupo de mejora, los factores que podrian
tener mayor influencia sobre la variable de respuesta (rendimiento), asi como los niveles de prueba
utilizados, son los siguientes:



A = Nivel de la abertura (pequena, grande).

B = Tiempo de exposicion (20% abajo, 20% arriba).

C = Tiempo de revelado (30 seg, 45 seg).

D = Dimension de la mascara (pequena, grande).
E = Tiempo de grabado (14.5 min, 15.5 min).

Se decide correr un experimento 2’ con una sola corrida o réplica para estudiar el efecto de estos
cinco factores. En la tabla 6.13 se muestra la matriz de disefio con los tratamientos en orden aleatorio.
Esta matriz debe guardarse en un archivo para no perder ese orden y capturar los datos una vez hechas
las pruebas. En la tabla se muestran los primeros tres valores observados del rendimiento. A la hora
de correr el experimento es mejor llevar escrita la matriz de disefio en las unidades originales, para
facilitar la operacion del proceso bajo cada condicion. En este caso hemos usado unidades codificadas
por razones de espacio.

1 Tabla 6.13 Matriz de disefio en orden aleatorio

Corrida A B C D E Y
1 1.0 1.0 | -1.0 | =1.0 | =1.0 55
2 -1.0 1.0 1.0 1.0 | -1.0 | 44
3 1.0 1.0 1.0 1.0 | -1.0 | 61
4 -1.0 | -1.0 | =1.0 | =1.0 | =1.0 -
5 -1.0 1.0 | -1.0 1.0 | -1.0 -
6 1.0 | -1.0 1.0 | -1.0 | -1.0 -
7 -1.0 1.0 1.0 | -1.0 1.0 -
8 -1.0 | =1.0 | =1.0 1.0 | =1.0 -
9 1.0 1.0 | -1.0 | -1.0 1.0 -
10 -1.0 | -1.0 1.0 | -1.0 1.0 -
11 -1.0 1.0 1.0 | -1.0 | -1.0 -
12 -1.0 1.0 | -1.0 | -1.0 1.0 -
13 -1.0 | -1.0 1.0 1.0 | -1.0 -
14 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 -
15 1.0 | -1.0 1.0 1.0 1.0 -
16 1.0 1.0 | -1.0 1.0 1.0 -
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Corrida A B C D E Y
17 -1.0 | -1.0 | -1.0 1.0 1.0 -
18 -1.0 | -1.0 | -1.0 | -1.0 1.0 -
19 1.0 | -1.0 | -=1.0 | -1.0 1.0 -
20 -1.0 | -1.0 1.0 | -1.0 | -1.0 -
21 1.0 | -1.0 1.0 | -1.0 1.0 -
22 1.0 1.0 | -1.0 1.0 | -1.0 -
23 1.0 | -1.0 | -1.0 1.0 | -1.0 -
24 -1.0 | -1.0 1.0 1.0 1.0 -
25 1.0 1.0 1.0 | -1.0 | -1.0 -
26 1.0 | -1.0 | -1.0 1.0 1.0 -
27 -1.0 1.0 | -1.0 1.0 1.0 -
28 -1.0 1.0 | -1.0 | -=1.0 | -1.0 -
29 -1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 -
30 1.0 1.0 1.0 | -1.0 1.0 -
31 1.0 | -1.0 1.0 1.0 | -1.0 -
32 1.0 | -1.0 | =1.0 | =1.0 | -1.0 -

Se hacen las 32 corridas a nivel proceso, indicadas en la tabla anterior. Los resultados escritos en
el orden estandar con la notacién de Yates se muestran en la tabla 6.14.

I Tabla 6.14 Datos acomodados en el orden estan-
dar para experimento de simiconduc-

tores

=7 d=8 e=18 de=6
a=9 ad =10 ae =12 ade = 10

b =34 bd = 32 be = 35 bde = 30
ab =55 abd = 50 abe = 52 abde = 53
c=16 cd=18 ce=15 cde =15
ac =20 acd =21 ace =22 acde = 20
bc =40 bcd = 44 bce = 45 bcde = 41
abc =60 | abcd =61 | abce =65 abcde = 63
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Analisis del experimento

Como no hay réplicas, no se puede obtener el ANOVA para los 31 efectos del disefio, porque no habria
grado de libertad para el error. Por ello, lo primero es estimar los efectos potencialmente importantes:
cinco efectos principales, 10 interacciones dobles y 10 interacciones triples. Todos los efectos de las
interacciones triples son pequeiios; por ello, en la tabla 6.15 sélo hemos reportado los efectos principa-
les y las interacciones dobles. Estos se analizan con el Pareto para efectos y el grafico de Daniel (figuras
6.17 y 6.18). Llaman la atencion los cuatro efectos cuya magnitud es bastante grande en comparacion
con la de los demas efectos (A, B, C, AB).

I Tabla 6.15 Efectos estimados

A: Abertu = 11.8125 AE =0.9375
B: T-expo = 33.9375 BC =0.0625
C: T-revel = 9.6875 BD = -0.6875
D: mascara = —0.8125 BE =0.5625
E: T-grab = 0.4375 CD =0.8125
AB=7.9375 CE=0.3125
AC=0.4375 DE =-1.1875
AD =-0.0625
T T T [ T T T [ T T T T T T T ]
B: T-expo
A: Abertu
C: T-revel
AB
DE
AE
(@]
D: mascara
BD
BE
AC
E: T-grab
CE
BC
AD
I T T A T TN M AN T T TR N SO MO M |
0 10 20 30 40
Efecto

Figura 6.17 Pareto de efectos para ejemplo de semiconductores.

En el analisis de varianza preliminar de la tabla 6.16 también se han mandado al error las interac-
ciones de tres factores en adelante; esto permite generar 16 grados de libertad del error, lo cual es el
doble de lo minimo recomendado para los grados de libertad para el error. El ANOVA de la tabla 6.16
parece adecuado, en el sentido de que separa bastante bien a los cuatro efectos mas importantes que ya
se han mencionado. Podemos ver que, aun sin ser el mejor ANOVA, puesto que incluye bastantes tér-
minos que no influyen, son so6lo cuatro los efectos que tienen un valor-p bastante mas chico que el valor
de a = 0.05. Asi, este ANOVA preliminar hace un buen trabajo al determinar cuales efectos son signi-
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Figura 6.18 Efectos en papel normal (grafico de Daniel).
1 Tabla 6.16 ANOVA preliminar para los semiconductores
Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Abertu 1116.28 1 1116.28 449.32 | 0.0000
B: T-expo 9214.03 1 9214.03 3708.79 | 0.0000
C: T-revel 750.78 1 750.78 302.20 | 0.0000
D: mascara 5.28 1 5.28 2.13| 0.1642
E: T-grab 1.53 1 1.53 0.62 | 0.4439
AB 504.03 1 504.3 202.88 | 0.0000
AC 1.53 1 1.53 0.62 | 0.4439
AD 0.03 1 0.03 0.01| 009121
AE 7.03 1 7.03 2.83| 0.1119
BC 0.03 1 0.03 0.01 | 09121
BD 3.78 1 3.78 1.52 | 0.2351
BE 2.53 1 2.53 1.02 | 0.3278
CD 5.28 1 5.28 2.13| 0.1642
CE 0.78 1 0.78 0.31| 0.5827
DE 11.28 1 11.28 5.54 | 0.0490
Total error 39.75 16 2.48
Total 11 664.0 31

ficativos. Quiza la duda pudiera ser la interaccion DE, con valor-p = 0.049. De este ANOVA se puede
estimar provisionalmente el error estandar de los efectos que, como ya hemos visto, esta dado por:

. CMerer 248
O-efecm = nZkiZ = 1><2372 =0.557

y recordemos que si un efecto es mas grande que el doble del error estandar, es sintoma de que puede
ser importante. De acuerdo con la tabla 6.15, en este caso solo caen los efectos A, B, C, AB; y seguiria
en duda la interaccion DE.
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@ Mejor ANOVA

ANOVA del modelo mas simple que expli-
ca mejor el comportamiento de la variable
de respuesta. Se obtiene eliminando los
términos que no contribuyen.

Disefios factoriales 2¢

Mejor ANOVA

Con la idea de despejar dudas y llegar al mejor ANOVA, lo que sigue es eliminar los
efectos menos importantes. Los graficos de Pareto y de Daniel muestran claramente
que solo hay cuatro efectos significativos. En la figura 6.17 se observa que el grafico de
Pareto hace un trabajo limpio al detectar los cuatro efectos que estan activos, asi como
los efectos que deben eliminarse para obtener el mejor y definitivo analisis de varianza.

Las mismas cuatro barras mas grandes en el diagrama de Pareto corresponden a los
cuatro puntos (efectos) que se alejan de la linea en el papel normal (véase figura 6.18) y
que es senal de que son efectos reales en el proceso. Los efectos alineados se deben al azar, por ello se
pueden mandar al error. Notese que en este ejemplo todo lo que sucede con los efectos es claro desde
el principio, cosa que no siempre ocurre.

Al eliminar los efectos indicados se obtiene el mejor analisis de varianza dado en la tabla 6.17. Este
analisis es el mejor porque, ademas de que detecta de manera contundente los efectos significativos,
es el modelo mas simple posible para explicar el comportamiento del rendimiento durante las prue-
bas. En el ANOVA preliminar (véase tabla 6.16) también aparecia la interaccion DE como un efecto
significativo (valor-p < 0.05), y si la incluyéramos en este mejor analisis seguiria apareciendo como
significativa. Sin embargo, no se debe incluir porque su aportacion a la explicacion del rendimiento
es minima: estos cuatro efectos explican, segun el estadistico Rﬁj, 090.22% de la variabilidad observada,
y si se incluye en el ANOVA el efecto DE, el estadistico sube a 99.33%, es decir, es un aumento muy
pequeno de 0.10%. Esto muestra que, aunque tal efecto resulta significativo, es en realidad espurio. En
otras palabras, es mds lo que estorba el incluido que lo que ayuda, y puede haber mas ganancia si se de-
ciden los niveles de los factores D y E al utilizar un criterio econémico que con base en su interaccion.

I Tabla 6.17 El mejor andlisis de varianza

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Abertu 1116.28 1 1116 .28 382.27 0.0000
B: T-expo 9214.03 1 9214.03 3 155.34 0.0000
C: T-revel 750.78 1 750.78 257.10 0.0000
AB 504.03 1 504.03 172.61 0.0000
Error 78.84 27 2.92
Total 11 664.0 31
R; =99.22%

Debemos decir que el mejor ANOVA no es tnico puesto que el criterio del experimentador puede
intervenir bastante, y a partir de los mismos datos, dos personas podrian llegar a dos mejores ANOVA
un poco diferentes. No obstante, en su parte medular ambos ANOVA deben coincidir.

Interpretacion

Se procede a interpretar los cuatro efectos que resultaron significativos en el mejor analisis de varianza
de la tabla 6.17, que son: A, B, C y AB. Los tres efectos principales se muestran en la figura 6.19, y de
ellos solo se interpreta el efecto de C (tiempo de revelado) puesto que A y B interactdan, lo cual tiene
prioridad. Al recordar que la variable de respuesta es rendimiento, de la grafica del efecto C se con-
cluye que cuanto mayor es el tiempo de revelado, mayor es el rendimiento; por lo tanto, el tiempo de
revelado debe fijarse en C™.

El efecto de interaccion AB se muestra en la figura 6.20. Se observa que el efecto del factor A es
mayor cuando el factor B estd en +; ademas, el extremo de linea mas alto en la escala del rendimiento
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Figura 6.19 Efectos principales: A, By C, ejemplo de semiconductores.
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Figura 6.20 Efecto de interaccion AB; ejemplo de semiconductores.

corresponde claramente a la combinacion (A", BY), es decir, la abertura (A) debe estar en su tamario
grande y es mejor el mayor tiempo de exposicion (B). Es importante reflexionar y analizar las razones
fisicas y de ingenierfa, de por qué estos efectos influyen de tal manera sobre Y, con lo que ademas de
encontrar soluciones se estaria generando conocimiento.

En conclusion, el mejor tratamiento es (A, BY, C*, D*, E®); A, By C en su nivel alto y para D y E se
eligen los niveles que resultan mas convenientes desde el punto de vista econdmico, de productividad o de
operabilidad. En este caso se decide utilizar la dimension menor de la mascara (D) y el menor tiempo
de grabado (E"). Otro criterio es elegir los niveles de estos factores en los que la variabilidad del rendimien-
to sea menor.

Prediccion
Para predecir el rendimiento esperado en el mejor tratamiento (A", BY, C", D, E") o en la combinacién

que se quiera, se obtiene el modelo de regresion ajustado relacionado al mejor ANOVA, que esta dado
por:

Y =30.53+5.91x, +16.97x, +5.84x; +3.97x,x, (6.16)

donde x; es el factor A, x;, es el factor By x5 el factor C; Yes el rendimiento predicho en el punto (x;, x5, X3)
en unidades codificadas, como en la tabla 6.13. Recordemos que, al utilizar datos codificados, los
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coeficientes del modelo son iguales a la mitad del efecto estimado correspondiente, representado en la
tabla 6.16. En la grafica de cubo de la figura 6.21 se reporta el rendimiento predicho por el modelo en
cada combinacion de los tres factores incluidos. En particular, en el mejor tratamiento se predice un
rendimiento promedio de 62.22 por ciento.

42.47

62.22
Mejor
20.34 tratamiento
16.47
2 32.78
3 .
o 52.53
o
[
6.78 10.67
Abertu

Figura 6.21 Gréfica de cubo y respuesta predicha; ejem-
plo de semiconductores.

Verificacion de supuestos

La verificacion de supuestos debe hacerse para el modelo que corresponde al mejor ANOVA. De violarse
alguno de los supuestos, el andlisis podria dar conclusiones incorrectas. Debemos observar que en este
ejemplo la situacion con los efectos es tan contundente que aun una violacion clara de los supuestos
dificilmente cambiaria las conclusiones. En la figura 6.22 se grafican los predichos contra los residuos,
y se muestra una ligera violacion al supuesto de varianza constante, que se nota en el patron “tipo cor-
neta” que siguen los residuos en la medida de que el predicho crece. Sin embargo, la violacion no es
tan fuerte como para que pueda tener algtin impacto en las conclusiones.

32

2.2

Residuos
o
N
|||II|III||||II|IIII|IIII|IIII|
IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

| 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1 | 1 1 1
40 60
Predichos

o
N
o
[0}
o

Figura 6.22 Residuos vs. predichos; ejemplo de semiconductores.
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En la figura 6.23a se grafica el orden de corrida contra los residuos, de ahi se observa que el su-
puesto de independencia se cumple, ya que los residuos caen aleatoriamente en una banda horizontal.
Asimismo, también se cumple el supuesto de normalidad de los residuos, ya que éstos se ajustan bien
a una recta en la grafica de probabilidad normal (véase figura 6.23b).
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Figura 6.23 a) Residuos vs. orden de corrida; b) residuos en papel normal, ejemplo de
semiconductores.

Analisis alternativo: colapsacion
0 proyeccion del disefio

En el andlisis del experimento sobre rendimiento de semiconductores, una de la conclusiones es que
no tuvieron ningun efecto los factores D (dimension de la mascara) y E (tiempo de grabado). Este
hecho da pie a colapsar el disefio en esas dos direcciones para convertirlo en un disefio factorial 2° con
cuatro réplicas. Estas réplicas son mas que suficientes para obtener un buen estimador del cuadrado
medio del error en el ANOVA. La ganancia de la operacion colapsar es la simplificacion del analisis,
al evitar la presencia en los resultados de los dos factores que ya se sabe que no tienen ningan efecto
significativo, ademas de que ahora se tienen repeticiones que permiten estimar directamente un buen
cuadrado medio del error. En la figura 6.24 se dibuja el disefio original y el resultado de colapsarlo en
dos direcciones. Observe las cuatro réplicas del disefio resultante.

Varios software tienen la opcion de colapsar, entre ellos el Statgraphics; esto hace que no se requie-
ra volver a capturar los datos. Si se quisieran los datos del disefio colapsado, la matriz de diserio se ob-
tiene al ignorar las columnas de los factores que se quieren colapsar; en la notacion de Yates se ignoran
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Figura 6.24 Colapsacion en dos direcciones; ejemplo de semiconductores.

las letras que corresponden a dichos factores y surgen por si solas las réplicas de cada tratamiento. Por
ejemplo, en algin lugar de la tabla 6.14 se observaron los resultados:

y al colapsar los factores D y E se eliminan las letras minusculas correspondientes y estos resultados se

convierten en:

que son las cuatro réplicas en el tratamiento a = (1, -1, —1) del disefio 2 resultante. Algo similar pasa
con cada tratamiento.

El analisis de varianza directo del disefio colapsado (excluyendo solo la interaccion triple), se
muestra en la tabla 6.18. Notese que este analisis esta mas cerca del mejor ANOVA dado en la tabla

a=9,ad =10, ae =12, ade =10

a=9,a=10,a=12,a=10

6.17; de aqui solo resta eliminar los efectos AC y BC para llegar al mejor analisis de varianza.

I Tabla 6.18 ANOVA directo del disefio colapsado para semiconductores

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Abertu 1116.28 1 1116.28 361.11 0.0000
B: T-expo 9214.03 1 9214.03 2980.68 0.0000
C: T-revel 750.78 1 750.78 242.87 0.0000
AB 504.03 1 504.03 163.05 0.0000
AC 1.53 1 1.53 0.50 0.4881
BC 0.03 1 0.03 0.01 0.9207
Error 77.28 25 3.09
Total 11 664.0 31

Omitimos la interpretacion de los efectos activos, asi como la verificacion de supuestos del modelo
porque se obtienen los mismos resultados que con el analisis sin colapsar, pero se deja como ejercicio

al lector.
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Cuando la significancia de los efectos
es menos clara: un ejemplo

A continuacion se muestra un experimento 2’ no replicado, cuyo analisis es mas “complicado” que
el del ejemplo anterior. El objetivo es ilustrar las técnicas de separacion de efectos en una situacion
menos ideal. El objetivo general del experimento es mejorar el entendimiento de como es que afectan
el rendimiento los factores que tipicamente se controlan en el proceso de fermentacion de agave, en la
elaboracion del tequila.

Los factores que se decide estudiar y sus niveles en unidades originales son los siguientes:

A: Temperatura de carga (28°C, 30°C)

B: Inoculo de levadura (0.31%, 0.72%)

C: Temperatura medio ambiente (22°C, 34°C)
D: Temperatura de fermentacion (34°C, 42°C)
E: Brix de carga (13.0°BX, 15.5°BX)

Se utiliza un disefio factorial 2” con s6lo una corrida en cada tratamiento. El disefio y los rendi-
mientos observados se muestran en la tabla 6.19.

1 Tabla 6.19 Disefio factorial 2° con sélo una corrida por tratamiento, ejemplo del tequila

Notacion Notacion
de Yates A B C D E | Rend. (%) de Yates A B C D E | Rend. (%)
@) - - - - - 60.30 e - - - - + 79.44
a + - - - - 73.20 ae + - - - + 60.40
b - + - - - 95.62 be - + - - + 46.98
ab + + - - - 79.41 abe + + - - + 61.95
c - - + - - 95.62 ce - - + - + 57.05
ac + - + - - 97.24 ace + - + - + 42.09
bc - + + - - 76.17 bce - + + - + 47.65
abc + + + - 57.05 abce + + + - + 53.69
d - - + - 90.76 de - - - + + 61.58
ad + - - + - 46.96 ade + - - + + 27.00
bd - + - + - 45.30 bde - + - + + 61.15
abd + + - + - 42.09 abde + + - + + 57.05
cd - - + + - 89.13 cde - - + + + 56.12
acd + - + + - 71.31 acde + - + + + 55.36
bed - + + - 76.17 bede - + + + 29.30
abced + + + - 61.58 abcde + + + + + 28.59

Analisis del experimento

Efectos estimados y diagrama de Pareto

En este disenio el contraste de cada efecto tiene 32 términos, asi que los calculos a mano son engo-
1T0S0s y es mejor utilizar un paquete estadistico. Por poner un ejemplo, el contraste del efecto A esta
dado por:
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Contraste A =a+ab+ ac + abc + ad + abd + acd + abdc + ae + abe + ace + abce + ade + abde +
acde + abecde — (1) =b — ¢ —bc —d — bd — cd — bcd — e — be — ce — bce — de — bde —
cde — bede

=732+79.41+97.24+57.05+46.96+42.09+71.31 +61.58 + 60.4 + 61.95 +
42.09 +53.69 +27.0 +57.05+ 55.36 + 28.59 - 60.3 -95.62 - 95.62 - 76.17 —
90.76 -45.3-89.13 - 76.17 —= 79.44 — 46.98 — 57.05 - 47.65 - 61.58 - 61.15
-56.12-293

=-153.37

1
De acuerdo con la formula (6.14), el contraste se multiplica por g para obtener el efecto corres-
pondiente, es decir:

Efecto A= % [Contraste A]= %‘237 =-0.58563

Al hacer los calculos para todos los efectos principales e interacciones de dos factores, se obtienen
los valores dados en la tabla 6.20. Se observa que los efectos que impactan mas al rendimiento son: E, D
y CE, pero falta ver si éstos son importantes estadisticamente. En la figura 6.25 se muestra un diagrama
de Pareto estandarizado, que incluye interacciones triples que siempre deben ser evaluadas. Como se
aprecia, no es claro decidir donde hacer el corte para saber cuales son los efectos significativos.

Tabla 6.20 Efectos estimados

Media = 61.9784

A: Temp. de carga = —9.58563

B: Inéculo = -8.98812

C: Temp. medio ambiente = 0.308125
D: Temp. de fermentacion = —11.5256
E: Brix de carga = —20.7819

AB =5.96938; AC = 2.04812

AD =-5.360062; AE = 2.94313

BC =-7.72687; BD = -3.13563

BE =2.40312; CD = 5.15062

CE =-11.0206; DE = 2.38812

Los escalones donde cambia bastante la longitud de las barras del Pareto separan grupos de efectos
con diferente importancia. Asi, es posible que solo el efecto E sea significativo, ya que su barra es un
poco més grande que las demds, pero también puede ocurrir que los primeros seis efectos sean signifi-
cativos, ya que en este punto se encuentra el segundo escalén en tamaro.

Grafica de efectos en papel normal

En la figura 6.26 se grafican los 31 efectos en papel de probabilidad medio normal (half normal plot); se
observan seis efectos alejados de la linea, y son los mismos que el Pareto detecta en las primeras seis
barras. Asi, en apariencia, los efectos A, B, D, E, BC y CE son significativos. Para corroborarlo se decide
construir un ANOVA (tabla 6.21), mandando al error a los restantes 25 efectos pequefios y aparente-
mente “no significativos”.

Este es el mejor ANOVA, de acuerdo con los criterios antes sefialados; de ahi se concluye que son
significativos los efectos A, D, E'y CE, a un nivel & = 0.05. Los efectos By BC no alcanzan a ser signifi-
cativos a este nivel, pero no son del todo aleatorios, por eso no deben excluirse de la tabla. De hecho, el
efecto B tiene un valor-p = 0.064 y también se recomienda considerarlo en la interpretacion.
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Pareto de efectos estandarizados
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Diagrama de Pareto de efectos para el ejemplo del tequila.
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Figura 6.26 Efectos en papel normal para el ejemplo del tequila.

+

Verificacion de supuestos

De acuerdo con las figuras 6.27a y b, se concluye que no hay problemas con los supuestos de varianza
constante y de normalidad. En la primera, los puntos caen aleatorios sobre una banda horizontal, y en

la segunda los residuos se ajustan bastante bien a una linea recta.
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I Tabla 6.21 Anadlisis de varianza.

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: T-carga 735.074 1 735.074 5.27 0.0494
B: Inoculo 646.291 1 646.291 3.75 0.0641
D: T-fermen 1062.72 1 1062.72 6.17 0.0201
E: Brix 3 455.09 1 3 455.09 20.06 0.0001
BC 477.637 1 477.637 2.77 0.1083
CE 971.633 1 971.633 5.64 0.0255
Error 4 305.84 25 172.234
Total 31
R} = 54.18, R* = 63.05
a) Residuos vs. predichos
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Figura 6.27 Gréfica de residuos para el ejemplo del tequila.
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Graficas de efectos y conclusiones

En la figura 6.28 se dibujan los efectos principales de A, B, D y E. Ahora interesa encontrar la combina-
cion de niveles que da por resultado el mayor rendimiento. Se observa que conforme se aumenta el nivel
de los factores A, B, D y E, el rendimiento disminuye; por lo tanto, los mejores niveles para estos factores
son: A", B"y D", respectivamente. Por la prioridad de las interacciones sobre los efectos principales, los
mejores niveles de los dos factores restantes se obtienen de la grafica de interaccion.

NN

T_carga Inéculo T_fermentacién Brix
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63

Rendimiento
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55

51

Figura 6.28 Efectos principales de A, B, Dy E; ejemplo del tequila.

El efecto de interaccion CE se representa en la figura 6.29, en la cual se observa que el efecto de
incrementar C es positivo (aumenta el rendimiento) siempre y cuando E se encuentre en su nivel menos
(-); porque si E esta en su nivel +, ocurre un efecto negativo. De esta forma, se busca el punto (extremo
de linea) mas alto con respecto a la escala del rendimiento, y se obtiene que los mejores niveles para
los factores Cy E son: C"y E". En resumen, el mejor tratamiento es cuando todos los factores, excepto
C, se encuentran en su nivel bajo.

El efecto de interaccion BC, que también se representa en la figura 6.29, no se interpreta por no
tener la suficiente importancia. Sin embargo, aunque se interpretara, la conclusion anterior no cambia.
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Figura 6.29 Efectos de interaccion BCy CE; ejemplo del tequila.
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Prediccion

El modelo lineal asociado al analisis de varianza de la tabla 6.21 explica, de acuerdo con el coeficiente
de determinacion Rij, 54.18% de la variabilidad en el rendimiento del proceso de fermentacion del
agave. Este valor tan bajo de Rﬁj no permite tener buena calidad en la prediccion, ya que el exceso de
variabilidad no explicada hace que el intervalo de confianza para el rendimiento futuro sea demasiado
amplio. En la seccion “Disefio factorial 2*” de este capitulo, se estudian algunas de las causas por las
que el coeficiente de determinacion puede resultar bajo. De esa seccion observamos que aun con R’
bajos se pueden obtener conclusiones. En el caso del ejemplo tenemos conclusiones sélidas, y lo que
seguiria es poner el proceso a correr en la mejor condicion encontrada con el analisis y ver como mejora
el rendimiento. Lo que queda claro es que las predicciones con el modelo seran poco precisas, pero eso
no quita que mejore el proceso en lo que se refiere a las condiciones en las que operaba antes del expe-
rimento. Al respecto y en el ejemplo, puede verificarse que el modelo ajustado predice un rendimiento
de 96.79% en el mejor tratamiento, es decir:

Y(=1,-1,41,-1,-1)=96.79

El intervalo de confianza al 95% para el rendimiento promedio sobre este punto esta dado por
[84.15, 109.43]. Por supuesto, de 100% nunca se va a pasar, y es factible observar rendimientos pro-
medio bajos, como 84.15%. Sin embargo, se debe poner a trabajar el proceso en esa condicion y ver
como mejora la situacion prevaleciente. Pero si las mejoras ain no son suficientes, habra que generar
mas conocimiento sobre el proceso a fin de generar y confirmar nuevas conjeturas sobre las causas de
la variabilidad. Parte de las respuestas se pueden encontrar mediante una mayor experimentacién y
conocimiento sobre la fisica del proceso. Por ejemplo, es viable aplicar la metodologia de superficie de
respuesta (capitulo 12) para encontrar mejores niveles de los factores controlados.

Factoriales 2¥ con punto al centro

Cuando en un disefio factorial 2*1os k factores admitan un nivel de prueba intermedio,
es recomendable implementar un tratamiento adicional formado por la combinacion
del nivel intermedio o medio de todos los factores. Esta combinacion se conoce como

» Punto al centro punto central. Hay dos razones por las que es deseable correr el punto central con cierto

Tratamiento formado por la combinacion
del nivel intermedio o medio de todos los

factores en un disefio 2*.

numero de réplicas. La primera es obtener grados de libertad adicionales para el error
en la tabla de ANOVA, sin perjudicar el balance en la estimacion ni los efectos de in-
terés. Ya se ha mencionado la conveniencia de interpretar ANOVA con al menos ocho
grados de libertad en el error, condicion que a veces es dificil de cumplir, por ejemplo
cuando por razones econdmicas el experimento se corre sin las réplicas suficientes. Un ejemplo es
correr el factorial 2° sin réplicas: se tienen siete grados de libertad totales, por lo que es imposible
construir un analisis de varianza con grados de libertad suficientes para el error. Cuatro o cinco re-
peticiones al centro agregarian esa cantidad de grados de libertad para el error, ademas de proveer
un estimador puro (independiente de los efectos estimados) de la varianza en dicho punto. Es mas
factible obtener cuatro corridas en el centro que repetir los tratamientos del experimento completo.
La segunda razon, dirigida a factores cuantitativos, es que las repeticiones al centro permiten detectar
la posible presencia de curvatura en al menos uno de los factores objeto de estudio. La curvatura a la
que nos referimos son los efectos cuadraticos A% B?, ... (véase figura 7.1). Una vez detectados estos
efectos, el experimento se aumenta® con mas puntos experimentales para analizar dicha curvatura.
El ANOVA para este experimento se muestra en la tabla 6.22a. Se aprecia claramente que hay un
efecto dominante (C), dos efectos que estan en duda (A y AC) y el resto no son significativos. Ademas,
los coeficientes R” tienen un valor aceptable (86 y 78%). Para llegar al mejor ANOVA se eliminan los

?Los detalles de como aumentar el experimento se presentan en el capitulo 12, en la discusion relativa al disefio central com-
puesto.



Factoriales 2% con punto al centro 191

Ejemplo 6.1

Factorial 23 con repeticiones al centro nitrégeno (C). Para ello se decide correr un experimento factorial
22 con dos réplicas y cuatro repeticiones al centro. Los resultados

En un proceso de circuitos integrados (obleas) interesa minimi- obtenidos se muestran en seguida:

zar la corriente de fuga que, se supone, depende de la tempe-
ratura de quemado (A), tiempo de quemado (B) y porcentaje de

Temp. Tiempo | % de N Y = Corriente de fuga
-1 -1 -1 2.153,1.843
+1 -1 -1 1.609, 2.018
-1 +1 -1 1.346, 1.766
+1 +1 -1 1.695,2.051
-1 -1 +1 3.864, 5.041
+1 -1 +1 7.054,5.574
-1 +1 +1 5.519,4.181
+1 +1 +1 5.746, 6.088
0 0 0 2.490, 2.384
0 0 0 2.474,1.778

1 Tabla 6.22a ANOVA para corriente de fuga de obleas

Fuente de Suma de | Grados de | Cuadrado
variabilidad | cuadrados | libertad medio F, Valor-p
A: Temp. 2.342 1 25.342 3.16 0.1010
B: Tiem. 0.0365 1 0.0365 0.05 0.8283
C: % de N 51.072 1 51.072 68.82 0.0000
AB 0.0214 1 0.0214 0.03 0.8678
AC 1.954 1 1.954 2.63 0.1306
BC 0.0366 1 0.0366 0.05 0.8278
ABC 0.4199 1 0.4199 0.57 0.4664
Error 8.9049 12 0.7421
Total 64.789 19

R*=86%, R} =78%

efectos que claramente no son significativos (B, AB, BC y ABC) y se obtiene que los efectos que estaban
en duda (A y AC) son importantes al 10% de significancia.

Pero dado que se corri6 el punto al centro, hay oportunidad de verificar curvatura. En la tabla
6.22b se muestra el mejor ANOVA y ademas el error se parte en los componentes de falta de ajuste
(lack-of-fit) y error puro, donde error puro se obtiene de las repeticiones en el centro y en los puntos
factoriales (las formulas se pueden ver en el capitulo 11). La falta de ajuste resulta significativa (valor-p
=0.0003). Como en este experimento se hicieron réplicas, entonces la falta de ajuste incluye los puntos
al centro y los puntos replicados. De aqui que en este caso el que la falta de ajuste sea significativa, es
un fuerte indicio de curvatura. Este indicio se comprueba observando la grafica de residuos contra los
niveles de los factores (figura 6.30), donde se aprecia que los residuos correspondientes a las observa-
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Figura 6.30 Residuos contra niveles de factores; ejemplo de corriente de fuga.

ciones en el centro del experimento caen bastante abajo con respecto a los residuos en los extremos,
lo cual es un indicativo de la presencia de curvatura en cada factor. El modelo predice valores de la
corriente de fuga mayores que los observados en el centro, por eso los residuos ahi son negativos.

Como comentario adicional, notese que el factor B no afecta de ninguna manera la respuesta Y, el
experimento se puede colapsar en un 2° + centro con cuatro réplicas (véase ejercicio 24). Al analizarse
el disefio colapsado se llegaria a este mismo ANOVA.

Asi, como hay curvatura, es necesario aumentar el experimento con puntos adicionales para estu-
diar o estimar los efectos A* y C*y saber cual de ellos, o si ambos, provocan la falta de ajuste. En este
caso el modelo de regresion asociado al ANOVA de la tabla 6.22b es:

Y=3.33+0.38x, + 1.78x; + 0.35x,x; (6.17)

1 Tabla 6.22b Mejor ANOVA y prueba de falta de ajuste para corriente de fuga

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Temp. 2.342 1 2.342 9.05 0.0088
C: % de N 51.072 1 51.072 197.25 0.0000
AC 1.954 1 1.954 7.55 0.0150
Falta de ajuste 5.535 1 5.535 21.38 0.0003
Error puro 3.884 15 0.259
Total 64.789 19

el cual no se ajusta bien a la respuesta observada en el punto al centro, ya que le faltan los términos x;
y/o x5. Después de detectar la curvatura, lo que sigue es correr puntos experimentales adicionales que
permitan ajustar un modelo con términos cuadraticos (véase el ejemplo de esta estrategia en el capitulo
12) y asi modelar de manera adecuada a Y en funcion de x; y x3.

Factoriales 2“en bloques

. . . . ki - .
Por lo general, no es posible correr todos los tratamientos de un disetio factorial 2" bajo las mismas con-
diciones experimentales, es decir, durante la planeacion del experimento aparece alguna restriccion
adicional que hace necesario considerar al menos un factor de bloque en el estudio (véase capitulo 4). El
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objetivo del experimento repartido en bloques es estudiar el efecto de los k factores sobre la respuesta y
conocer la pertinencia de haberlo considerado. El uso adecuado de bloques incrementa la precision del
experimento, ademas es un medio para dar al estudio un rango de validez mayor al estudio: se tienen
conclusiones vélidas dentro de distintos bloques (dias, maquinas, material, tipo de producto, etc.), que
son inevitables y siempre estan presentes en el proceso. Algunos casos tipicos son los siguientes:

1. No es posible correr el factorial completo 2" en el mismo dia, ya sea porque las corridas o el pro-
ceso de medicion son lentos, o por la cantidad de corridas. Si se considera que el factor dia afecta
los resultados del estudio, entonces se decide incorporarlo al experimento como factor de bloque.
Si el proceso estudiado es sensible a los cambios de turno dentro del mismo dia, los turnos deben
considerarse como el factor de bloque.

2. Cuando un lote de material no alcanza para hacer todas las corridas experimentales y se sospecha
que las diferencias entre lotes podrian sesgar los resultados, es necesario repartir de manera ade-
cuada las corridas experimentales en varios lotes (bloques); o bien, cuando no se toma en cuenta
que el material de prueba tiene dos o mas caracteristicas distintivas que pueden sesgar las conclu-
siones del estudio.

3. Cuando no es posible contar durante el experimento completo 2" con el mismo operador o con el
mismo instrumento de medicion, y se sospecha que éstos pueden influir en el desemperio del
proceso, entonces hay que considerarlos como factores de bloque.

En el experimento, no se pretende bloquear activamente todas las posibles fuentes de variacion,
solo aquellas que puedan tener algtin impacto importante sobre la respuesta de interés. En algunos
casos bastara con mantener fijos los posibles factores de bloque durante las corridas experimentales.
La estrategia para correr un disefio factorial 2“en b bloques es distribuir de manera adecuada los 2" tra-
tamientos en los b bloques. Esta distribucion se hace bajo el principio de jerarquia de efectos: son mas
importantes los efectos principales, seguidos por las interacciones dobles y luego las triples, cuadru-
ples, etc. Es el mismo principio en el que se basa la construccion de fracciones (capitulo 8), de manera
que generar un bloque adecuado es lo mismo que generar una fraccion adecuada. Entonces, al repartir
los tratamientos en bloques se busca detectar lo menos posible el estudio de los efectos principales e
interacciones dobles. La mayoria del software especializado incluye la alternativa de correr un disefio
2" en bloques. Un caso que no perjudica la estimacion de ningtn efecto es que cada bloque consista en
una réplica completa del experimento.

Cuando los bloques son las réplicas

Considere otra vez el factorial con cuatro réplicas discutido al inicio de este capitulo (ejemplo de la
ranuradora). Suponga que cada una de las cuatro réplicas se corrié en un dia diferente. El experimento
repartido en cuatro bloques (dias) se muestra en la siguiente tabla.

Broc. | Veloc. Bloque 1 Bloque II Bloque III | Bloque IV Total
-1 -1 18.2 18.2 12.9 14.4 64.4=(1
+1 -1 27.2 24.0 22.4 22.5 96.1=a
-1 +1 15.9 14.5 151 14.2 59.7=b
+1 +1 41.0 43.9 36.3 39.9 161.1=ab
Totales: | Y..;,=102.3 | Y..,=1013 | Y..3=86.7 | Y..,=91.0 | Y...=3813

De los totales por bloque, dados en la parte inferior de la tabla, se dice que la suma de cuadrados
para los bloques es:

4 2 2 2
SChiog= 2, Yoo _ Yo _ l(102.32 +101.3% +86.7 +91.02)—& =44.36
~ox2 N 4 16
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Y tiene tres grados de libertad porque son cuatro bloques o dias. A partir de ésta se incluye un ren-
glon en el ANOVA donde se prueba la hipotesis Hy : Efecto de bloque = 0 (tabla 6.23). Como el valor-p
=0.0280, se concluye que el efecto de bloque (debido a los dias) es significativo. En la tabla de datos,
observe que en los dias 3 y 4 hubo menos vibracion que en los primeros dos dias. Sin embargo, sabe-
mos que el orden de las corridas fue completamente aleatorio y en un mismo dia; asi que este efecto
de bloque no es tal y ocurre solo por azar. Si el efecto fuera real, se interpreta con graficas de medias
y pruebas de comparaciones multiples a fin de comprender mejor la manera en la que los dias afectan
la respuesta.

1 Tabla 6.23 ANOVA con efecto de bloque

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Broca 1107.22 1 1107.22 364.21 0.0000
B: Velocidad 227.25 1 227.25 74.75 0.0000
AB 303.63 1 303.63 99.88 0.0000
Bloque (dia) 44.36 3 14.79 4.86 0.0280
Error 27.36 9 3.04
Total 1709.83 15

Las conclusiones sobre el mejor tratamiento serian las mismas que se obtuvieron anteriormente;
en este caso, el efecto de bloque significativo implicaria que la respuesta esperada sobre el mejor trata-
miento cambia de manera significativa dia con dia.

Generando los bloques con contrastes

Si los bloques se generan con los contrastes de alguna(s) interaccion(es), entonces los efectos corres-
pondientes y sus productos apareceran confundidos con los bloques. La confusion consiste en que al
estimar el efecto de bloque también se esta calculando la interaccion o interacciones utilizada(s) en
su construccion. Mientras los efectos utilizados en la generacion de los bloques sean de interacciones
triples en adelante, el efecto confundido se puede atribuir sin mayor tramite a los bloques.

Supongamos que se quiere correr un experimento 2° repartido en dos bloques, que se definen de
acuerdo con los signos en el contraste de la interaccion triple ABC. Los signos negativos de la columna
ABC senalan el bloque 1 y los signos positivos el bloque 2. Lo dicho se ilustra en seguida.

A|B|C|AB | AC | ABC Corridas en bloque 1 Corridas en bloque 2
- =] -1 + + - A B C A B C
+=-|=1 -1 = + _ _ _ . _ _
-+ -] - + + = + + B y B + B

S e I - + - + - - +

ol Bl e + - + + + + +

+ -+ = | + -

— |+ | + —_ — _

4+ ]+ |+ +

Al estimar los efectos, el de interaccion triple (efecto generador) estara confundido con el efecto de
bloque, es decir, efecto ABC = efecto de bloque. El efecto observado se atribuye al bloque porque es mas
probable que éste sea lo que influye. Ademas, se sabe que las interacciones de tres factores en adelante
generalmente no son significativas.

En general, el factorial 2" se puede partir en 2 bloques, para lo cual se requieren b efectos genera-
dores iniciales, cuyos signos definen las combinaciones que componen a cada bloque. Los generadores



iniciales se seleccionan de las interacciones de mayor orden, de manera que todos sus posibles pro-
ductos también sean interacciones del mas alto orden. Tanto los efectos iniciales como sus posibles
productos estaran confundidos con bloques, es decir, no se podran estudiar. En la tabla 6.24 se proveen
generadores iniciales adecuados para construir 2” bloques de un factorial completo 2", para algunos
valores de k. También se puede usar un software estadistico para generar los bloques deseados para
cualquier factorial completo o fraccionado.

I Tabla 6.24 Efectos adecuados para generar blogues

Numero de | Numero de Tamario de Efectos Efectos confundidos
factores (k) | bloques (2*) | bloque (2"~ generadores con bloques
3 2 4 ABC ABC
4 2 8 ABCD ABCD
4 4 4 ABC, ACD ABC, ACD, BD
5 2 16 ABCDE ABCDE
5 4 8 ABC, CDE ABC, CDE, ABDE
5 8 4 ABE, BCE, CDE ABE, BCE, CDE, AC
ABCD, BD, ADE
6 2 32 ABCDEF ABCDEF
16 ABCF, CDEF ABCF, CDEF, ABDE
8 8 ABEF, ABCD, ACE ABEF, ABCD, ACE,
CDEF, BCF, BDE, ADF

Uso de software

a _»

En Statgraphics, la secuencia a seguir para generar un disefio factorial 2% es la siguiente: DDE = Crear di-
seho = Disefio nuevo; a partir de ahi, en Clase de disefio se elige De cribado, se da el nimero de variables
de respuesta y el nimero de factores. En seguida se puede introducir el nombre y los niveles de los facto-
res, después se elige el disefio especifico y el niumero de réplicas.

Al momento de seleccionar el disefo, el primero del menu de opciones es el disefo factorial comple-
to. Se le llama disefio base porque todavia falta por decidir cuantas réplicas han de hacerse y si se desean
repeticiones al centro para llegar al arreglo definitivo, el cual se puede pedir en orden estandar o en orden
aleatorio. Si se trata de resolver un ejercicio del libro, cuyos datos estdn acomodados en el orden estandar,
es mejor desactivar la aleatorizacion para capturar los datos comodamente; si se trata de la planeacién de
un nuevo experimento real, se pide en orden aleatorio. En el menu de opciones también aparecen los dise-
fios factoriales fraccionados del capitulo 8, asi como los factoriales completos 2% en blogues.

Una vez que se registran los resultados obtenidos se analiza el experimento. Para ello se sigue la misma
secuencia, pero ahora se selecciona Analizar disefio.

En Minitab

La secuencia de opciones para crear un disefio factorial 2¢es la siguiente: Stat = DOE - Factorial = Create
Factorial Design, donde se elige la opcion de 2-Level Factorial y el nimero de factores. En la pestana Designs
aparecen los posibles disefos, el primero de los cuales es el completo. Abajo se define el nimero de puntos
centrales, el nimero de réplicas y el nimero de blogues. En la pestana Factors se puede dar el nombre y los
niveles de los factores, y en Options se decide si los tratamientos se ordenan en forma aleatoria (Randomize
runs). El analisis se hace con la misma secuencia, pero en lugar de Create se elige Analyze Factorial Design
y/o Factorial Plots (Graficas).

Uso de software
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Ill En Excel
il

El analisis de los disefios factoriales en Excel, con excepcion del factorial 2%, debe hacerse “manual-
mente” porque Nno existen otros procedimientos. El factorial 2% se analiza por medio de la secuencia:
Herramientas —= Analisis de datos - Analisis de varianza de dos factores con varias muestras por gru-
po. Por ejemplo, para analizar con este procedimiento los datos del ejemplo de la ranuradora, éstos se
acomodan en la hoja de Excel de la siguiente manera:

Bl B2
18.2 27.2
18.9 24.0
Vi 12.9 22.4
14.4 22.5
15.9 41.0
14.5 43.9
V2 15.1 36.3
14.2 39.9

En el rango de entrada se declara toda la matriz incluyendo las columnas con los rétulos y se le indican
cuatro filas por muestra. En el ANOVA resultante, el factor columna es la broca y el factor muestra
es la velocidad. Los efectos se pueden obtener a partir de las sumas de cuadrados correspondientes.

Preguntas y ejercicios

=

1. Conteste las siguientes preguntas, de indole general, con respecto a los disefios factoriales:
a) Explique qué son los factores y qué es (son) la(s) variable(s) de respuesta.
b) ¢Cudl es el objetivo de un disefo factorial?
o) Ejemplifique y explique en qué consiste la estrategia de modificar o mover un factor a la vez, que
es propia de la experimentacion empirica.
d) Senale y argumente qué ventajas tienen los experimentos factoriales sobre la estrategia de mover
un factor a la vez.
e) ¢Qué significa que un factor tenga un efecto significativo? ;Sobre quién es el efecto?
f) ¢Todos los factores deben ser de tipo cuantitativo o es posible involucrar factores cualitativos, por
ejemplo: dos tipos de maquinas, o la presencia o ausencia de alguna sustancia?
2. Suponga un disefo factorial 22, cuyos factores y niveles son: temperatura (8, 20) y velocidad (4, 7). La variable
de respuesta es rendimiento. Conteste las siguientes preguntas:
a) ¢Por qué este diseno recibe tal nombre?
b) Anote los diferentes tratamientos que forman este disefio. Utilice diferentes tipos de codigos.
) Represente el disefio en forma geométrica y resalte la regién de experimentacion.
d) Explique como piensa que fue el proceso para seleccionar esos factores y esos niveles.
e) Defina qué son los efectos principales y cual el efecto de interaccion.
) Senale los diferentes efectos que se pueden estudiar con este diseno y la forma en la que se
calcula cada uno.
g) Describa en qué consiste la aplicacién de los tres principios bésicos del disefio de experimentos
(capitulo 1) en este caso.
3. A continuacién se muestran los resultados de un disefo factorial. Conteste los siguientes incisos sin utilizar
un software computacional, es decir, haga las operaciones de manera manual.
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Réplica
A B 1 II 111 Total
- - 82 80 84 (1) = 246
+ - 78 82 79 (@) =239
- + 71 70 66 (b) =207
+ + 89 88 93 (ab) = 270

a) ¢Qué nombre recibe este disefio y por qué?

b) ¢Cuéntos tratamientos tiene este disefo, cuantas réplicas?

c) En total son 12 corridas experimentales. Sefale en qué orden debieron correrse y explique por
qué.

d) Explique los efectos que se pueden estudiar a través de este disefo.

e) Obtenga los contrastes para los efectos principales de A y B, asi como para la interaccion.

f) Calcule los efectos principales y el efecto de interaccién.

g) Haga las graficas de los efectos principales de Ay B, e interprételas.

h) Realice la gréfica de la interaccion entre los factores Ay B, e interprétela con detalle.

i) Desde su punto de vista, ;el factor B parece tener influencia sobre Y? Argumente su respuesta.

4. Suponga un disefio factorial 2° y conteste las siguientes preguntas.

a) Utilice la notacion de (-, +) para los niveles de los factores y escriba todos los tratamientos que
forman este diseno.

b) Represente en forma geométrica este disefio y resalte la region de experimentacion.

c) ¢Cudles son todos los posibles efectos que se pueden estudiar con este disefio?

d) Para cada uno de los efectos anteriores, obtenga su contraste.

e) Senale en forma especifica cdmo utilizaria los contrastes para calcular los efectos y la suma de
cuadrados.

f) En este caso, ¢(cémo aplicarfa los tres principios basicos del disefio de experimentos (capitulo 1)?

5. A continuacién se muestran los resultados obtenidos en un disefio factorial 2% no replicado. Conteste los
siguientes incisos sin utilizar un software computacional, es decir, haga las operaciones de manera manual.

¢Codigo? A B C Y
- + - 25
+ + + 12
- - - 30
+ - + 10
- - + 10
+ + - 14
- + + 31
+ - - 17

a) En la primera columna de la matriz de disefio especifique el codigo de cada uno de los tratamien-
tos, de acuerdo con la notacion de Yates.

b) Calcule los efectos principales de Ay B.

¢) Haga la gréfica de los efectos principales de A y B, e interprétela.

d) Calcule el efecto de la interaccion de AB.

e) Realice la gréfica de la interaccién entre los factores Ay B, e interprétela con detalle.

f) ¢Qué tendria que hacer para saber si los efectos que calculé en los incisos anteriores afectan de
manera significativa la variable de respuesta?

g) Calcule la suma de cuadrados para el efecto principal de A y para la interaccion.

6. Suponga un disefio factorial 2* y conteste las siguientes preguntas.

a) Anote la matriz de disefo, es decir, haga una lista de todos los tratamientos que forman este
disefo.

b) ¢Por qué este disefio recibe tal nombre?

c) ¢Cuales son todos los posibles efectos que se pueden estudiar con este diseio?

d) Con respecto al analisis, ;en qué consiste y cudl es el objetivo de obtener el mejor ANOVA?

e) ¢Cémo se calculan los coeficientes de determinacion R? y Rf\,s?

f) Si después de conseguir el mejor ANOVA, se obtiene que estos Rﬁj coeficientes tienen un valor de
alrededor de 90, ;qué significa esto?
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g) Si, por el contrario, tales coeficientes tienen un valor de alrededor de 20, ;qué significa esto?

h) Obtenga el contraste para el efecto principal de Dy para el efecto de interaccion CD.

i) Sefale en forma especifica como utilizaria los contrastes para calcular los efectos y la suma de
cuadrados.

J) ¢Puede darse el caso de que el efecto principal de A no sea significativo, y el efecto de la interac-
cion AB si lo sea?

7. En una fabrica de dientes se tiene problemas con la calidad: porosidad (burbujas de aire dentro de los dien-
tes), manchas blancas, dientes sucios, dientes quebrados. En los intentos por resolver los problemas han
hecho cambios en algunos factores o variables del proceso. Con base en la metodologia del DDE se decide
correr un disefio de experimentos 2. Los factores y niveles son: temperatura de prensado (90, 130°C), tiem-
po de prensado (8 y 15 minutos) y tamano de particula (sin tamizar y con tamizado); la variable de respuesta
fue el porcentaje de diente bueno en cada corrida (un lote de produccion). Los datos son los siguientes:

T. de Porcentaje de
Temperatura | Tiempo particula diente bueno
90 8 Sin tamizar 76.4,76.9
130 8 Sin tamizar 76.3,76.9
90 15 Sin tamizar 80.4,81.0
130 15 Sin tamizar 77.9,79.6
90 8 Con tamizado 84.4, 84.6
130 8 Con tamizado 84.7,84.5
90 15 Con tamizado 82.7,83.2
130 15 Con tamizado 85.0, 84.7

a) Estime todos los posibles efectos y diga cuales son significativos.

b) Realice un anélisis de varianza de estos datos y obtenga conclusiones generales.

o) Verifique residuos, ;qué observa que sea notorio?

d) ¢Hay un tratamiento ganador?

e) ¢{Qué condicion de proceso sugiere emplear a futuro? Tome en cuenta, ademas, que a mayor
tiempo y mayor temperatura, mas costos.

f) Las condiciones que se utilizaban antes del experimento eran: temperatura de 130°C y tiempo de
15 minutos. ¢Por qué cree que se eligieron niveles inferiores de prueba para estos factores?

g) Estos resultados, aunque positivos, no son suficientes; por lo tanto, qué sugiere usted: ;explorar
mas niveles de los factores ya estudiados?, ;considerar otras causas?, o ;qué? Argumente.

8. En una empresa lechera se han tenido problemas con la viscosidad de cierta bebida de chocolate. Se cree
gue con tres ingredientes que se agregan en pequefas cantidades se puede resolver este problema, por lo
que es necesario explorar la situacion; para ello se corre un experimento 22 con dos réplicas. A continuacién
se aprecian los resultados obtenidos:

Ingrediente Ingrediente Ingrediente
A B C Viscosidad
-1 -1 -1 13.3,13.9
+1 -1 -1 14.7, 14.4
-1 +1 -1 14.6, 14.9
+1 +1 -1 14.3, 14.1
-1 -1 +1 16.9,17.2
+1 -1 +1 15.5,15.1
-1 +1 +1 17.4,17.1
+1 +1 +1 18.9,19.2

a) Estime todos los posibles efectos y diga cuales son significativos.
b) Realice un anélisis de varianza de estos datos y obtenga conclusiones generales.



o) Interprete a detalle los efectos significativos.
d) ¢Hay un tratamiento ganador para minimizar?
e) Verifique residuos, ;qué considera destacado?
9. En una empresa de electrénica, una maquina toma componentes que le proporciona un alimentador para
montarlos o depositarlos en una tarjeta. Se ha tenido el problema de que la maquina falla en sus intentos
por tomar el componente, lo cual causa paros de la maquina que detienen el proceso hasta que el operador
se da cuenta y reinicia el proceso. Para diagnosticar mejor la situacion, se decide correr un disefio de experi-
mentos 2% con n = 2 réplicas, en el que se tienen los siguientes factores y niveles (-, +), respectivamente:
A) Velocidad de cam (70%, 100%), B) Velocidad de mesa (media, alta), C) Orden o secuencia de colocacion
(continua, variable), D) Alimentador (1, 2). Como el proceso es muy rapido, es necesario dejarlo operar en
cada condicion experimental el tiempo suficiente para reproducir el problema. Se consideré que esto se
lograba con suficiente confianza con 500 componentes; por ello, cada una de las corridas experimentales
consistid en colocar 500 componentes, y se midieron dos variables de respuesta: Y1 = numero de errores
(o intentos fallidos), y Y2 = tiempo real (en segundos) para tomar y “colocar” los 500 componentes. Es

evidente que se quieren minimizar ambas variables. Los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla.

Réplica 1 Réplica 2
Factor Factor Factor Factor
A B C D Yl Y2 Yl Y2
-1 -1 -1 -1 61 88 50 79
+1 -1 -1 -1 105 78 98 74
-1 +1 -1 -1 61 82 40 82
+1 +1 -1 -1 104 73 145 79
-1 -1 +1 -1 0 88 35 100
+1 -1 +1 -1 35 84 22 82
-1 +1 +1 -1 50 89 37 88
+1 +1 +1 -1 57 79 71 81
-1 -1 -1 +1 12 77 19 75
+1 -1 -1 +1 60 66 57 64
-1 +1 -1 +1 9 84 19 73
+1 +1 -1 +1 72 93 61 66
-1 -1 +1 +1 0 86 0 82
+1 -1 +1 +1 10 76 1 77
-1 +1 +1 +1 3 84 7 86
+1 +1 +1 +1 15 75 15 73

a) Al observar los datos obtenidos, se deduce que hay algunos tratamientos que tienen pocos o

ningun componente cafidos, como por ejemplo el (=1, =1, +1, +1); alguien muy “practico” decidiria
poner la maquina a operar bajo estas condiciones y olvidarse del andlisis estadistico. De proceder

asi, explique qué informacion se perderia.

b) Investigue qué efectos influyen de manera significativa sobre Y1 (apdyese en Pareto y ANOVA).
¢) Obtenga el mejor ANOVA.

d) Sien el andlisis anterior encuentra alguna interaccién significativa, analice con detalle la mas
importante e interprete en términos fisicos.
e) ¢Qué tratamiento minimiza Y1?

f) Ahora investigue qué efectos influyen de manera relevante sobre Y2.

Preguntas y ejercicios
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11.

9) ¢Qué tratamiento minimiza Y2?

h) Encuentre una condicién satisfactoria tanto para minimizar Y1 como Y2.
i) De los andlisis de varianza para Y1y Y2 observe el coeficiente R. ;Qué concluye de ello?
J) Verifique residuos.
10. Un fabricante de bolsas de papel desea analizar la resistencia al rasgamiento (Y), para lo cual utiliza una es-
cala numérica. Examina tres factores, cada uno en dos niveles, x; = papel, x, = humedad, x; = direccion del
rasgufo. Decide obtener tres observaciones (réplicas) en cada combinacién, las mismas que se muestran en
la siguiente tabla:

a) Haga el anélisis de varianza para estos datos.

X1 | X | X3 Resistencia

- -] = 3.8 3.1 2.2
+ | - | - 6.6 8.0 6.8
- |+ | = 3.4 1.7 3.8
+ |+ | - 6.8 8.2 6.0
- | - | + 23 3.1 0.7
+ | - | + 4.7 3.5 4.4
- |+ | + 2.1 1.1 3.6
+ + 4.2 4.7 2.9

b) Interprete los efectos significativos y encuentre el mejor tratamiento.

o) Verifique los supuestos del modelo.
En el drea de SMT se busca reducir los defectos ocasionados por impresiones de soldadura en pasta inade-
cuada. Se corre un disefio 2* con dos réplicas y dos puntos centrales por réplica. Los factores son: altura de
la mesa (A), velocidad de separacién (B), velocidad de impresién (C) y presion de las escobillas (D). La variable
de respuesta es la altura de la impresion de soldadura en pasta. El experimento se corrié en planta, pero
como el proceso es muy rapido (la impresion de una tarjeta tarda menos de un minuto), entonces se reco-
mienda obtener mas de un producto en cada condicion experimental. Por ello se decidié que cada prueba
experimental deberfa consistir en dejar que el proceso se estabilizara y, a partir de ahi, imprimir 10 tarjetas de
manera consecutiva; a cada tarjeta se le midio la altura. Con estos 10 datos se calculé la media y la desviacion
estandar, para asf analizar el efecto de los factores sobre ambas. Una vez que se corre en orden aleatorio la
primera réplica de todos los tratamientos, se deja de experimentar y al dia siguiente se hace de manera similar
la segunda réplica. Los datos se muestran a continuacion:

Réplica 1 Réplica 2
Factor A | Factor B | Factor C | Factor D | Media | D. estandar | Media | D. estandar
-1 -1 -1 -1 6.8 0.17 6.3 0.18
+1 -1 -1 -1 6.9 0.28 6.6 0.51
-1 +1 -1 -1 6.4 0.17 5.8 0.41
+1 +1 -1 -1 6.6 0.29 6.6 0.19
-1 -1 +1 -1 6.8 0.27 6.5 0.19
+1 -1 +1 -1 8.7 0.80 7.3 0.75
-1 +1 +1 -1 6.7 0.16 6.4 0.21
+1 +1 +1 -1 7.8 0.64 7.1 0.60
-1 -1 -1 +1 5.5 0.28 53 0.15
+1 -1 -1 +1 5.8 0.51 54 0.24
-1 +1 -1 +1 5.8 0.14 53 0.21
+1 +1 -1 +1 5.5 0.19 5.4 0.13
-1 -1 +1 +1 6.1 0.29 6.0 0.34
+1 -1 +1 +1 6.6 0.38 6.2 0.50
-1 +1 +1 +1 6.6 0.26 5.6 0.25
+1 +1 +1 +1 6.7 0.22 6.3 0.37
0 0 0 0 6.5 0.25 6.0 0.53
0 0 0 0 6.4 0.27 5.8 0.50




a) ¢Con qué finalidad se utilizan los puntos centrales?
b) Investigue qué efectos influyen de manera significativa sobre la altura promedio de la pasta (ap6-

yese en Pareto y ANOVA).
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) Sien el andlisis anterior encuentra alguna interaccion significativa, analice a detalle la méas impor-

tante.

d) Si se quiere un valor de 6.0 para la altura de la pasta, ¢cuales son las condiciones para lograrlo?
e) Ahora investigue qué efectos influyen de manera relevante sobre la variabilidad de la altura de la

pasta.

f) Encuentre una condicién satisfactoria tanto para la altura como para minimizar la variabilidad.
g) De los analisis de varianza para la media y la desviacion estandar vea el coeficiente R%. ; Qué con-

cluye de ello?
h) ¢Hay evidencia de curvatura?
i) Verifique residuos.

12. En la refinacion de pulpa de madera interesa estudiar como se afecta la calidad de la fibra al introducirle car-
gas de material inorgénico con dos diferentes métodos o procesos (mecanico e in situ) y ver cémo interactia
al considerar otros factores. Para ello se decide correr un disefio 2 no replicado, con los siguientes factores

y niveles.

Factor

Niveles (bajo, alto)

A: Proceso

B: Velocidad de agitacion (rpm)

C: Tiempo (minutos)

D: Consistencia de la pulpa (%)

Mecanico
2 000
30
0.5

In situ
3 000
60
2.0

Se midieron cuatro variables de respuesta: Y;: cenizas (%), Y,: tension (m), Y3: blancura (%) y Y,: opacidad
(%). Los resultados para los 16 tratamientos se muestran en el siguiente cuadro, en el orden que se corrieron.

Tratamiento Y, Y, Y; Y,

C 0.48 579 86.17 | 77.85
bed 1.46 692 86.5 76.82
bc 0.94 581 86.75 | 76.16
(D 0.49 671 87.22 | 76.68
ad 5.5 653 88.55 79.3

1.49 867 87.62 | 77.15

a 7.49 496 88.77 | 79.75
ab 11.59 467 88.05 | 80.35
ac 13.23 437 87.3 78.72
bd 2.21 631 86.45 | 78.03
cd 5.06 565 85.75 | 79.42
abcd 7.78 549 88.45 | 80.81
abd 11.75 460 88.77 | 81.43
abc 12.57 462 89.42 | 81.55

d 0.72 620 87.67 | 77.87
acd 9.61 568 88.45 | 78.78

a) Bosqueje una gréafica de proceso en el que se muestren, por un lado, los factores controlados y,

por el otro, las variables de respuesta.

b) Investigue qué efectos influyen de manera significativa sobre Y; (apdyese en Pareto y ANOVA).
o) Sise considera que el factor de mayor interés es el A, comente la forma en la que actta sobre Y.
d) Comente con detalle la manera en la que interactta el factor A con los otros factores, sobre Y;.

e) ¢Qué tratamiento maximiza Y;?
f) Verifique supuestos para la variable Y;.

g) Repita los incisos anteriores para las otras variables de respuesta.



202 CAPITULO 6 Disefios factoriales 2¥

h) Encuentre condiciones satisfactorias para maximizar las cuatro variables de respuesta.
i) Haga un resumen del andlisis realizado y destaque las principales conclusiones.
13. Se quiere aumentar el rendimiento de un proceso, y para ello se estudian tres factores con dos niveles cada
uno. Se hacen tres repeticiones en cada tratamiento del disefio factorial 2° resultante. La variable de respues-
ta que se mide es rendimiento. Los datos son los siguientes:

Repeticion
Tratamiento 1 2 3
@) 22 31 25
a 32 43 29
b 35 34 50
ab 55 47 46
c 44 45 38
ac 40 37 36
bc 60 50 54
abc 39 41 47

a) ¢Cudles efectos estan activos?

b) Si obtuvo una interaccion importante, interprétela con detalle.

c) Determine las condiciones de operacién que maximizan el rendimiento.
d) ¢Cudl es la respuesta esperada en el mejor tratamiento?

e) Verifique los supuestos del modelo.

14. En una fabrica de componentes electrénicos, uno de los principales clientes reportd tener problemas con
algunos de los productos (comportamiento eléctrico intermitente). Mediante el analisis de las muestras de-
vueltas por el cliente, se identificd que el problema se relaciona con alambre mal colocado y podia obedecer
a varias causas. Se decide correr una réplica de un experimento factorial 2°, utilizando los siguientes factores

y niveles:
Factor Niveles (bajo, alto)
A: Patron de reconocimiento un punto dos puntos
B: Sistema de luz fibra incandescente
C: Umbral (threshold) 725 850
D: Colocacion del dado girado normal
E: Brillo de la oblea brillo normal

La respuesta a medir es el nimero de unidades con alambre mal colocado. Cada prueba se hizo en la linea de
ensamble y consistié en colocar cierta cantidad de alambres, que lo hace un equipo automatico. La cantidad
de alambres a colocar en cada prueba, bajo cada tratamiento, se determiné de tal forma que tuviera alta
probabilidad de detectar piezas con alambres mal colocados. Los datos son los siguientes:

(1)=105 d=0 e=34 de=0
a=0 ad=0 ae=3 ade =0
b =66 bd=0 be =18 bde =0
ab=7 abd =5 abe =2 abde = 0
c=54 cd =25 ce=0 cde=0
ac=1 acd =1 ace =0 acde =0
bc =41 bed =0 bce = 49 bede = 0
abc=0 abed =0 abce = 4 abcde = 0
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a) Dibuje el diagrama de Pareto y el gréfico de Daniel considerando todas las interacciones de alto
orden. ¢Cudles efectos parecen estar activos?

b) Determine el mejor anélisis de varianza e interprételo.

c) Obtenga las graficas de los efectos que resultaron importantes en el ANOVA e interprételas.

d) Determine el mejor tratamiento.

e) Interprete con detalle las interacciones AD y AE, considerando que el factor D es el resultado de
un proceso anterior y que actualmente no es posible fijarlo en un nivel, y que el factor £ es una
caracteristica de los materiales de un proveedor externo; entonces, ;cuéles son sus recomenda-
ciones para operar el proceso y para acciones de mejora a futuro?

f) Verifique los supuestos del modelo. ; Qué puede concluir del analisis de residuos?

g) ¢La forma especial de la gréfica de residuos contra predichos afecta las conclusiones a las que
llegé antes?

h) ¢Es pertinente colapsar este disefio en un factorial 24 con dos réplicas? Si la respuesta es positiva,
hégalo.

i) ¢Se puede colapsar en un 23 con cuatro réplicas?

J) Antes del experimento se creia firmemente que el sistema de luz tradicional (fibra) ya era obso-
leto, y que era parte de las causas principales del problema, por lo tanto habria que invertir en
mejor tecnologfa (incandescente). Dados los resultados del experimento, ¢qué puede decir sobre
esta “firme"” creencia?

k) ¢Qué puede comentar sobre el hecho de que en més de la mitad de los tratamientos se haya
tenido cero defectos?

15. En una planta de fuerza se corrié un experimento factorial 2% con repeticiones al centro, con el objetivo de

hacer mas eficaz la operacién de la maquina de absorcién. La eficacia de la maquina se mide en toneladas
de refrigeracion entre el flujo de vapor (tr/fv). Los factores a controlar fueron: flujo de vapor (A), temperatura de
agua helada (B), temperatura de agua de enfriamiento (C), presion diferencial (D). El disefio, escrito en orden
aleatorio y en las unidades originales, es el que se muestra mas adelante.

a) Determine el mejor ANOVA para estos datos.

b) ¢Cudl porcentaje de la variacion observada es explicado por el mejor ANOVA?

) Realice la prueba de falta de ajuste. ; Qué nos indica la presencia de efectos de curvatura?

d) Grafique los efectos significativos.

e) Determine el mejor tratamiento y haga la prediccion de la eficacia esperada sobre él.

f) Verifique los supuestos de normalidad, varianza constante e independencia.

A (t/h) | B(°C) | C(°C) | D (kg/em®) | Eficacia (tr/fv)
4.5 6.5 23 1.1 99
3.25 5.25 25 1.4 105
2.0 4.0 23 1.7 99
2.0 4.0 27 1.7 79
4.5 6.5 27 1.7 86
2.0 6.5 27 1.1 85
4.5 4.0 23 1.1 90
2.0 4.0 23 1.1 95
4.5 4.0 27 1.7 79
4.5 4.0 27 1.1 82
4.5 6.5 27 1.1 83
4.5 6.5 23 1.7 97
3.25 5.25 25 1.4 101
3.25 5.25 25 1.4 98
2.0 6.5 23 1.7 108
2.0 6.5 23 1.1 111
2.0 4.0 27 1.1 89
4.5 4.0 23 1.7 91
2.0 6.5 27 1.7 88
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16. Una de las preocupaciones permanentes en la industria tequilera es obtener altos niveles de rendimiento, el
cual puede depender de factores de control como: presién (A), tiempo de cocimiento (B) y tiempo de reposo
(0). Se decide realizar un experimento factorial a nivel piloto para investigar si estos factores tienen efecto
sobre el rendimiento, medido éste por la eficiencia en mieles (EM) y la eficiencia en agave cocido (EAC). Los
resultados obtenidos en una sola réplica del disefio se muestran a continuacién:

A B C EM EAC
-1 -1 -1 78.8 | 93.90
1 -1 -1 94.0 | 97.30
-1 1 -1 93.2 | 9550
1 1 -1 959 | 9691
-1 -1 1 90.6 | 94.60
1 -1 1 97.9 | 98.60
-1 1 1 95.7 | 94.00
1 1 1 90.5 | 95.80

a) Haga una inspeccion visual de los datos y con base en ella establezca una conjetura sobre si los
factores afectan o no a las variables de respuesta estudiadas.

b) ¢Qué diseno es el que se ha corrido?

©) Analice EM con el grafico de Daniel (grafica de efectos en papel normal) y el diagrama de Pareto.

d) A partir de lo anterior construya un error, obtenga el ANOVA para tal variable de respuesta.
¢ Cudles efectos estan activos?

e) ¢Cémo afecta en el andlisis el hecho de no haber replicado el experimento?

f) Determine el mejor tratamiento, si es que lo hay, para EM.

9) Repita los incisos anteriores para la otra variable de respuesta, para cada una de las variables de
rendimiento.

h) ¢Cudl es una posible causa de la poca variacién observada en los datos de la variable EAC?

17. Una de las fallas mas importantes en la linea de empaque de un producto es la calidad de las etiguetas. Un
equipo de mejora decide atacar este problema mediante disefio de experimentos. Para ello eligen una de las
impresoras a la cual se le pueden manipular los factores: velocidad, temperatura, tension y tipo de etiqueta.
Los niveles utilizados con cada factor fueron:

Factor Nivel bajo Centro Nivel alto
Velocidad baja media alta
Temperatura 5 13 21
Tension 4 8 12
Tipo de etiqueta | esmaltada otra mate

El disefio factorial utilizado fue un 2% con repeticiones al centro. En cada combinacion del experimento se
imprimieron 20 etiquetas y se contabiliza como variable de respuesta en nimero de impresiones rechazadas.
Los resultados observados, listados en orden aleatorio, fueron los que se muestran en la siguiente tabla.
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¢Codigo? | Temperatura | Velocidad | Etiqueta | Tension | No pasan
1 1 1 1 20
-1 1 -1 1 20
1 1 1 -1 19
1 -1 1 -1 9
0 0 0 0 20
1 -1 -1 3
1 1 -1 1 20
-1 -1 1 -1 20
-1 1 1 1 20
-1 -1 -1 1 20
-1 -1 -1 -1 20
1 -1 1 1 7
-1 -1 1 1 20
-1 1 -1 -1 20
1 -1 -1 1
1 -1 -1 -1 5
-1 1 1 -1 20
0 0 0 0 20

a) Utilice la notacion de Yates y anote en la primera columna de la tabla el cédigo correspondiente
a cada una de las corridas, y asegurese de que se corrieron todos los tratamientos correspondien-
tes al disefio empleado.
b) Encuentre el mejor ANOVA para estos datos.
) Grafique los efectos significativos e interprételos para determinar el tratamiento ganador.
d) Estime el nimero de etiquetas que, se espera, sigan sin pasar en el mejor tratamiento.
e) Verifique supuestos, ¢hay algun problema potencial?
18. Se hace un experimento para mejorar el rendimiento de un proceso, controlando cuatro factores en dos
niveles cada uno. Se corre una réplica de un disefio factorial 2*, con los factores tiempo (A), concentracién
(B), presion (C) y temperatura (D), y los resultados son los siguientes:

Ay A
By B, By By
Co C, Co C, Co C Co C
D, 12 17 13 20 18 15 16 15
D, 10 19 13 17 25 21 24 23

a) Analice estos datos con el uso de todos los criterios existentes para encontrar el mejor ANOVA.
En las figuras considere de entrada los 15 efectos posibles.

b) ¢Cuéles efectos estan activos?

c) Determine el mejor tratamiento.

d) Prediga el rendimiento esperado en el mejor tratamiento y dé un intervalo de confianza para el
rendimiento futuro.

e) Compruebe los supuestos del modelo.

f) ¢Puede este disefio colapsarse en uno 2> con dos réplicas? De ser posible, hagalo y repita los
incisos anteriores para este nuevo disefio.

19. Se realiza un experimento para mejorar el rendimiento de un proceso quimico. Se seleccionan cuatro factores
y se hace sélo una repeticién en cada tratamiento, con los siguientes resultados:
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Trat Rend Trat Rend
1) 90 d 98
a 74 ad 72
b 81 bd 87
ab 83 abd 85
c 77 cd 99
ac 81 acd 79
bc 88 bed 87
abc 73 abcd 80

a) Incluyendo las interacciones de mayor orden, analice los efectos con gréfica de Pareto y con la
gréfica de papel normal para efectos. ; Qué efectos parecen significativos?

b) A partir de lo anterior construya un error y haga un andlisis de varianza. ; Qué efectos son signifi-
cativos?

©) Si hay una interaccién importante, interprétela con detalle.

d) ¢Cual es el mejor tratamiento?

e) Verifique los supuestos del modelo.

f) Si algtin factor no tiene ningtin tipo de efecto, colapse el disefio en un 23(n = 2). Repita los inci-
sos previos y compare los resultados.

20. En el ejemplo de la seccién “Cuando casi ningun efecto es significativo: un ejemplo” de este capitulo, uno

21.

de los andlisis alternativos fue colapsar un disefio 2° en uno 22 con cuatro réplicas. Para este disefio:
a) Haga el analisis completo del disefio colapsado, interprete los efectos activos y verifique supues-
tos.
b) ¢Obtuvo las mismas conclusiones que se consiguieron con el analisis del disefio sin colapsar? ;A
qué lo atribuye?
En una empresa del drea electrénica se quieren minimizar los problemas generados en el proceso conocido
como “Soldadora de ola”. Los defectos que se quieren reducir son insuficiencias de soldadura en las tarjetas.
Los factores y niveles que inicialmente se decide estudiar son: velocidad de conveyor (4 'y 7 pies/minuto), tem-
peratura de precalentado (80 y 120°C) y temperatura de soldadura (470 y 500°C). Debido a que el proceso
es muy rapido (se suelda una tarjeta cada 10 a 15 segundos), se decide soldar en cada condicion de prueba
25 tarjetas. La variable de respuesta es la cantidad de insuficiencias detectadas en los diferentes puntos de
soldadura de las 25 tarjetas. Se hicieron dos réplicas. La matriz de disefio y los datos obtenidos se muestran a
continuacion:

Velocidad Precalentado Soldadura Insuficiencias
4 80 470 29 25
7 80 470 110 110
4 120 470 23 27
7 120 470 77 59
4 80 500 12 44
7 80 500 146 162
4 120 500 51 35
7 120 500 42 48

a) Haga un andlisis completo y determine los efectos mas importantes, el ANOVA vy el andlisis de
residuos.

b) Al parecer, la interaccion velocidad-precalentado es importante; de ser asi realice una interpreta-
cion detallada de tal interacciéon en términos fisicos.



Preguntas y ejercicios

c) ¢Cuales serfan las condiciones de operacién del proceso que podrian utilizarse para reducir la

cantidad de insuficiencias? Analice las opciones disponibles.
22. El tequila es una bebida que esta sujeta a una norma oficial mexicana, y conforme a ésta se deben cumplir
con ciertas especificaciones fisico-quimicas. En un laboratorio de investigacién, mediante un disefio factorial
2° no replicado, se estudié la influencia de diversos factores sobre la produccién de alcoholes superiores
en la etapa de fermentacion (Pinal et al., 1997). Los factores estudiados y los niveles fueron: tipo de cepa,
A(1, 2), temperatura B(30, 35°C), fuente de nitrogeno, C(NH,),SO, y urea, relacion carbono/nitrégeno
D(62/1, 188/1) y porcentaje de indculo £(5 y 10%). En la siguiente tabla se muestran los resultados obtenidos
en cuanto a alcohol isoamilico (mg/L), que es parte de los alcoholes superiores.

(1)=214
a=16.8
b=29.3
ab=12.7
c=275
ac=22.9
bc =354
abc = 18.8

d=425
ad=21.0
bd =79.1
abd = 20.0
cd=48.6
acd =27.1
bed =85.2
abed = 26.1

e=329
ae=17.5
be = 30.0
abe = 24.1
ce=26.7
ace=114
bce =23.9
abce = 18.0

de =54.0
ade =21.8
bde = 79.9
abde = 31.5
cde =47.9
acde = 15.6
becde = 73.8
abcde = 25.4

a) Dibuje el diagrama de Pareto y el gréfico de Daniel considerando todas las interacciones de alto

orden. ¢Cuales efectos parecen estar activos?
b) Determine el mejor analisis de varianza e interprételo.
c) Obtenga las gréficas de los efectos que resultaron importantes en el ANOVA e interprételas con

detalle.

d) Determine los tratamientos que minimizan y maximizan la variable de respuesta.
e) Verifique los supuestos del modelo. ; Qué puede concluir del andlisis de residuos?
f) ¢Es pertinente colapsar este disefio en un factorial 2* con dos réplicas? Si la respuesta es positiva,

hagalo.

23. Interesa estudiar el efecto de la temperatura y del tiempo de remojo sobre la corrosién en navajas de rasurar.
Cada observacién se obtiene de someter una navaja al tratamiento y posteriormente ponerla en una cdmara
con 98% de humedad por 48 horas; la respuesta medida es el porcentaje de superficie que exhibe corrosion.
Los resultados obtenidos para ocho cuchillas se muestran en la siguiente tabla:

25.

Temperatura (°F)

Tiempo (min.)

5 min.

60 min.

650
690

30%, 20%
75%, 85%

25%, 30%
95%, 90%

a) ¢(El tiempo de remojo y la temperatura afectan la corrosién de las navajas?

b) Dibuje las graficas de los efectos activos y obtenga el tratamiento ganador.

24. Haga el andlisis de los datos del ejemplo 6.1 (corriente de fuga) y obtenga la tabla de ANOVA 6.22. Com-
pruebe los célculos de las sumas de cuadrados. Colapse el disefio en el sentido del factor B y escriba el disefio
resultante. Analicelo y saque conclusiones.
En una fabrica de dulces hay problemas por la alta variabilidad de su peso. El dulce se forma vertiendo en
moldes con varias cavidades, mediante un proceso de dosificado continuo. Los factores que se desea estudiar
son: viscosidad de dulce liquido (A: =1, 1), velocidad del rotor 1(B: -1, 1), velocidad del rotor 2(C: -1, 1). Se
decide correr un disefio 2° con dos réplicas y un punto al centro por réplica. Las corridas experimentales
se hicieron a nivel proceso; cada una consistié en poner a trabajar el dosificador y después de un tiempo se
tomé una muestra de 15 dulces, que fueron pesados de manera individual. Con esos 15 datos se obtuvo la
media (Y1) y la desviacién estandar (Y2) para cada corrida. Los datos obtenidos se muestran a continuacion:
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CAPITULO 6 Disefios factoriales 2¥

A B C Y, Y,
-1 -1 -1 5.747 0.05
-1 -1 -1 5.6875 | 0.054

1 -1 -1 5.697 0.05

1 -1 -1 5.694 0.05
-1 1 -1 6.3905 | 0.07
-1 1 -1 6.347 0.05

1 1 -1 6.3005 | 0.072

1 1 -1 6.45 0.045
-1 -1 1 6.2065 | 0.054
-1 -1 1 6.425 | 0.073

1 -1 1 5.691 | 0.054

1 -1 1 5.625 | 0.051
-1 1 1 6.394 | 0.052
-1 1 1 6.4095 | 0.062

1 1 1 5.6016 | 0.053

1 1 1 5.6565 | 0.048

a) Haga un andlisis de varianza para cada una de las variables de respuesta y destaque los aspectos
mas relevantes.

b) Realice un anélisis detallado de los residuales para ambas variables.

) ¢Los factores controlados tienen influencia significativa en la variabilidad del peso? Argumente su
respuesta.

d) Sise quiere que el peso sea de seis, ¢hay algun tratamiento que lo garantice?

e) Con el modelo de regresién ajustado estime cudl seria el valor de Y1 en el centro de la regién
experimental.

f) Con la respuesta del punto anterior, ¢ hubiese sido interesante correr punto al centro en este
diseo? Argumente su respuesta.

Investigar y experimentar

26.

27.

Buscar por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, un articulo de una revista cientifica o
tecnolégica, donde se reporte el resultado de una investigacion experimental en la que se aplique un disefio
factorial 2%. Anotar la referencia completa, es decir: autor(es), afo, titulo del trabajo y nombre de la revista;
ademads, hacer una sintesis de lo que trata el articulo, detalles de los tratamientos que compara, los analisis
estadisticos que hacen y las principales conclusiones.

Mediante un trabajo grupal, reproducir una variante del experimento del ejercicio 32 del capitulo 5 (tiempo
que toma hervir una cierta cantidad de agua). Considerar como factores la sal y el tipo de agua (del servicio
de agua entubada y purificada de alguna marca comercial), y ahora fijar el quemador de la estufa. Desarrollar
un esquema de investigacion experimental paso a paso, con las etapas descritas en los capitulos 1y 10. Pro-
poner un objeto de la investigacién con un disefio 22, decidir los niveles de sal, el nmero de réplicas y demas
detalles del experimento. Estructurar el plan experimental (asegurarse de aleatorizar el orden de corridas),
correr el experimento, analizar los resultados, interpretar y generar el reporte de la investigacion.



Capitulo 7

Disefios factoriales 3*
y factoriales mixtos

Sumario Objetivos de aprendizaje
1. Disefios factoriales 3¢ e Diferenciar entre disefios factoriales 2y 3* para determi-
2. Factores mixtos nar en qué situacion es apropiado cada uno.
3. Uso de software e |dentificar el disefio factorial mixto y sus caracteristicas.

e Analizar el disefio factorial mixto y el 3, desglosando su
ANOVA hasta efectos con un grado de libertad.

MAPA CONCEPTUAL

Disefio

/ factorial 32

Andlisis del disefio
factorial 3

Factoriales 3¢

Efectos con
un grado de libertad

Disefios

factoriales

Factoriales mixtos ANOVA desglosado




210 CAPITULO 7  Disefios factoriales 3*y factoriales mixtos

AN

Conceptos clave

ANOVA desglosado
Curvatura pura

Disefio factorial 3¥
Factorial mixto

Parte lineal de un efecto

@) Disefio factorial 3¢

Modelo que considera k factores con tres
niveles cada uno y tiene 3 tratamientos.

En el capitulo anterior vimos con detalle un caso importante de los disefios factoriales, como
son los disefios 2", que permiten estudiar el efecto simultaneo de varios factores sobre una o
mas variables de respuesta. En este capitulo estudiaremos otros disefios factoriales, en los que
al menos uno de los factores tiene mas de dos niveles. Estos disefios, aunque menos utilizados
que los 2", también son ttiles en muchas situaciones practicas. Para iniciar, hay que recordar
que en un disetio factorial general la matriz de disefio que contiene el total de tratamientos a
evaluar se obtiene encontrando todas las posibles combinaciones que se pueden formar con
los niveles de los k factores de interés, donde cada factor tiene al menos dos niveles. Por ejem-
plo, el disefio factorial 4 X 4 x 3 estudia tres factores: dos con cuatro niveles y el tercer factor
con tres niveles; esto hace que la matriz de disefio esté formada por un total de 4 x4 X 3 =
48 tratamientos. Iniciamos este capitulo con el caso especial en el que cada factor estudiado
tiene tres niveles, antes de discutir el caso en el que los factores usan diferentes cantidades de
niveles (factoriales mixtos).

Disefios factoriales 3*

El diseo factorial 3" considera k factores con tres niveles cada uno y tiene 3" tratamien-
tos. La primera desventaja de los disefios 3" es que al aplicarse requieren mayor cantidad
de pruebas que el disefio 2" Por ejemplo, si se quieren estudiar cuatro factores, y se

Este disefio requiere de mayor cantidad ~ considera solo una repeticion, el disefio 3* requiere en total 81 pruebas, una para cada

de pruebas que el disefio 2*.

. . . 4 .

tratamiento; mientras que el disenio 2" s6lo necesita 16 pruebas. De esta forma, cuando

se tienen muchos factores, cuatro o mas, practicamente es prohibitivo pensar en correr
L ko . L.

un disenio 3" Sin embargo, cuando se tienen pocos factores, tres como maximo, o en el

O L Y

peor de los casos cuatro, hay algunas situaciones practicas en las que el disefio 3" es una buena alterna-
. . . . ~ k

tiva. De manera especifica, hay dos razones que hacen viable el diserio 3"

e Se tienen factores de tipo continuo e interesa estudiar efectos cuadraticos como A? B*,... A’B,
B*A, A*B?,... (efectos de curvatura). Esto se hace cuando se cree que la variable de respuesta no
es lineal, ni aproximadamente lineal en el rango de variacion de los factores estudiados (véase
figura 7.1D).

Los factores son categoricos o discretos y de manera natural tienen tres niveles cada uno. Esto
ocurre en factores como tipo de material, diferentes medios de cultivos, factor maquina, etc., los
cuales pueden tener naturalmente tres niveles. Por ejemplo, si uno de los factores es un reactivo
del cual existen tres marcas, resulta natural que el experimentador quiera probar las tres marcas
con laidea de comparar su desempertio en las diferentes combinaciones de los factores restantes.

YA 2 YA b
|27 Ya.
£ A,
. 1 -
Efecto lineal : Vol oo a2 .
: Efecto no !
1 lineal !
1 1
1 1 f
1 1 1
1 1 ]
1 1 ]
Vil - : Viel--- | :
1 1 1
1 1 ] 1 ]
1 1 ] 1 1
X X, . Xi X5 X3 "
Factor X Factor X

Figura 7.1 Ejemplos de efecto lineal y efecto con curvatura.
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Profundizando en la posible existencia de curvatura, consideremos un factor X de tipo continuo
que, se supone, tiene efecto sobre la respuesta Y. Dicho efecto desconocido podria ser de tipo lineal,
al menos en forma aproximada, como en la figura 7.1 a), o de tipo cuadratico como en la figura 7.1 b).
En esta misma figura se observa que para estudiar un efecto lineal, o aproximadamente lineal, basta
con probar el factor X en dos niveles, mientras que para estudiar un efecto cuadratico son necesarios
al menos tres niveles del factor X. El problema es que de antemano no se sabe como sera el efecto del
factor y a veces se corre el riesgo de utilizar dos niveles, cuando en realidad se requerian al menos tres.
Entonces, se recomienda contar con una estrategia experimental que permita detectar de manera eco-
noémica la presencia de curvatura. Ese es precisamente el propésito de agregar puntos al centro en un
diserio 2", Sin embargo, con esta estrategia solo se detecta si hay curvatura, pero no es posible estudiarla
(modelarla).

El diseio factorial 3" es una de las alternativas experimentales que permite estudiar efectos de
curvatura, ademas de efectos lineales y de interaccion. Otros disefios, que de hecho son mas utilizados
y recomendados para ese fin, son el disefio de Box-Benhken y el disefio central compuesto que se presentan
en el capitulo 12.

Disefio factorial 32

Este disefio consiste en 3* = 9 tratamientos diferentes, que corresponden a todas las posibles maneras
en las que se pueden combinar dos factores en tres niveles cada uno. Sean A y B los factores, cada uno
con tres niveles, a los cuales se les suele llamar bajo, medio y alto. Los nueve tratamientos se pueden
escribir de varias maneras, algunas de las cuales se muestran en la tabla 7.1.

I Tabla 7.1 Disefo factorial 3% en tres notaciones Utiles

Tratamiento A B A B A B
1 bajo bajo -1 -1 0 0
2 medio bajo 0 -1 1 0
3 alto bajo 1 -1 2 0
4 bajo medio -1 0 0 1
5 medio medio 0 1 1
6 alto medio 1 0 2 1
7 bajo alto -1 1 0 2
8 medio alto 1 1 2
9 alto alto 1 1 2 2

Los nueve puntos de disefio se pueden representar en forma geométrica sobre el cuadrado de la
figura 7.2, que delimita la region experimental.

Analisis del disefio factorial 3

El modelo estadistico para el disefio 3° se puede escribir considerando el efecto individual de cada
factor y de la interaccion entre ambos, y queda como sigue:

Yiﬂ’e =uty; +6/ +<y6)u +£i}k

(7.1)
coni=1,2,3j=123k=1,...,n

donde y; es el efecto del factor A en su nivel i, 0 ; Tepresenta el efecto del factor B en su nivel j, (yé)ij esel
efecto de interaccion de ambos en los niveles ij y n es el nimero de repeticiones de cada tratamiento. En
consecuencia, las hipotesis que se desean probar son: Hy : y; = 0 (no hay efecto significativo del factor
A sobre la variable de respuesta), Hy: 0 = 0 (no hay efecto del factor B sobre la variable de respuesta)
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CAPITULO 7  Disefios factoriales 3*y factoriales mixtos

Factor B (x,)

Factor A (x;)

Figura 7.2 Representacion en el plano del
disefio 3°.

y Hy: (yé)ij =0 (no hay efecto de interaccion de los factores A y B sobre la variable de respuesta). Estas
hipotesis se probaran con el ANOVA; para ello, las sumas de cuadrados para los tres efectos incluidos
en la ecuacion (7.1) estan dadas por:

3 2 2
Y, Y.
SC, = e e
4 E’ 3n n3?
3 Y 2
SCy=, ——Y;
3n
j=1
R R

SCAB:Z Z }———SCA SC,

La suma de cuadrados total se obtiene con:

3 n 2

22 uk

i=1 j=1 k=1

w3 (7.2)

y el error aleatorio se calcula con la diferencia:

SCE :SCT _SCAB _SCA _SCB

Los grados de libertad asociados con cada suma de cuadrados de esta ultima relacion son, respec-
tivamente:

Fhm-D=m3-1D-C3-DC3-D-C-D-B-1

El bosquejo del analisis de varianza para el disefio 3 se muestra en la tabla 7.2. Observe que este
diserio también requiere de al menos dos repeticiones para que haya grados de libertad para el error.
Notese que las sumas de cuadrados de los efectos A y B tienen dos grados de libertad (nimero de ni-
veles menos uno) y que los grados de libertad para la interaccion AB se obtienen con el producto 2 X
2 =4. Siel valor-p para un efecto es menor que 0.05, entonces se rechaza la correspondiente hipatesis
nula y se concluye que tal fuente de variacion afecta de manera significativa a la variable de respuesta.



I Tabla 7.2 ANOVA para el disefio 3

Disefios factoriales 3

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
SCy 2 CM, CM,/ CMg P(F > Fy)
B SCy 2 CM, CMy/CM; | P(F>F,)
AB SCug 4 CM, CM,5/ CMg P(F > F,)
Error SCy 3 m=1) CM;
Total SCr n3* -1

Descomposicion a efectos con un grado de libertad

El ANOVA de la tabla 7.2 considera los efectos A, By AB de manera global, es decir, sin especificar si in-
fluyen de manera lineal, cuadratica o de ambas formas. Las sumas de cuadrados de cada efecto se pue-
den descomponer en sumas de cuadrados con un grado de libertad. Por ejemplo, la suma de cuadrados
del efecto A con dos grados de libertad se puede desglosar en los componentes A, y A* (efecto lineal y
cuadratico), cada uno con un grado de libertad. El subindice L indica que es la parte lineal del efecto
global A, y el exponente denota la parte cuadratica. Asimismo, la suma de cuadrados de AB dada en la
tabla 7.2 se puede partir en cuatro componentes con un grado de libertad: A;B,, A, B, A°B, y A’B*. Asi,
para tener informacion mas detallada de como es que afectan los factores, es necesario separar los ocho
componentes con un grado de libertad y construir un ANOVA que muestre la significancia de cada uno
de ellos. Este ANOVA desglosado se muestra en la tabla 7.3.

1 Tabla 7.3 ANOVA desglosado para el disefio 3

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado

variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A, SCa, 1 CM,, CM,, /CM; | P(F>Fy)
B, SCs, 1 CMy, CMy /CM; | P(F > Fy)
A? SCy2 1 CM,e CMg/CM; | P(F>F,)
B’ SCy 1 CMy CMp/CM; | P(F>F,)
A B, SCas, 1 CMy CMy 5 /CM; | P(F>Fy)
A’B; SCup, 1 CM,2p, CMy2 /CMg | P(F > Fy)
A B’ SCp 1 My | CMyg/CM; | P(F>Fy)
A*B? SCpop 1 CM,pp CM,2p/CM; | P(F>F,)
Error SC 3 (-1 CMg
Total SC; n3? -1

Debemos senalar que en muchos casos el riesgo de tomar una decisién incorrecta con base en la
tabla 7.2, aun sin desglosar a los componentes, es pequetio o nulo, ya que al graficar los efectos globales
A, By AB, considerando los tres niveles de cada factor, se clarifica lo que ocurre con ellos (véase figura
7.3) y se toma en cuenta al momento de interpretarlos. Es decir, el desglose dado en la tabla 7.3 puede
omitirse en la mayoria de las situaciones practicas, pero aqui lo hemos hecho para que el lector com-
prenda mejor las bondades del disefio 3°. En la figura 7.3 se muestra un ejemplo de efecto de A: la linea
une las medias observadas (Y..., Y,.., Ys..) en cada nivel del factor A, respectivamente.

En la practica, un efecto puede ser lineal, como en la figura 7.3a), ya que su componente mas ac-
tivo es la parte lineal A, o también puede ser predominantemente cuadratico, como en la figura 7.3 b),
ya que su componente mas activo es la parte cuadratica A>. O bien, pueden estar activos ambos com-
ponentes, como quizas ocurre en la figura 7.3b). Como se observa, en cualquier caso la representacion
del efecto permite comprender como esta actuando fisicamente el factor sobre la variable de respuesta.
Ademas, a partir de las graficas es muy sencillo, en ambos casos, localizar el mejor tratamiento.
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CAPITULO 7  Disefios factoriales 3*y factoriales mixtos

A 2 A b)
Vi Ve
> > Vi
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Factor A Factor A

Figura 7.3 Gréfica de efectos predominando: a) parte lineal A, y b) parte cuadratica A?.

Cuando se tiene un efecto que parece ser cuadratico A%, no es suficiente ver la grafica correspon-
diente para saber si el efecto cuadratico es significativo; adicionalmente, se requiere respaldarlo con el
analisis de varianza. Sean Yi.., Y5.. v Ys.. los totales observados de la variable de respuesta en los ni-
veles bajo, medio y alto del factor A, respectivamente. Recuérdese que en los capitulos 3 y 6 se plante6
que una combinacion lineal de la forma ¢,Y).. + ¢,Y,.. + ¢;Y3.. con ¢, + ¢, + ¢3 = 0 se llama contraste. Ve-
remos que los coeficientes del contraste A* son (1, -2, 1), para medir con este contraste la diferencia
entre la respuesta observada en el nivel medio y la respuesta en los niveles bajo y alto.

@) Curvatura pura

Se obtiene al graficar el efecto de un fac-
tor con tres niveles, y calcular la diferen-
cia entre la pendiente del segundo y la del
primer segmento de la gréfica.

Para deducir los coeficientes (1, -2, 1), ndtese que en la figura 7.3a) la curvatu-
ra pura se puede definir como la diferencia entre las pendientes del segundo y pri-
mer segmento. De esto se deduce que a mayor diferencia en tales pendientes, mayor
es la curvatura (véase por ejemplo el caso de una parabola en la figura 7.3b), y si no
hay diferencia en las pendientes no existe curvatura. Recuérdese que, en general, para
calcular pendientes de una linea recta se divide el incremento en el eje vertical entre

el incremento en el eje horizontal. Tomando en cuenta esto, la pendiente del segundo segmento es
(Y3.. = Y5..)/1, ya que el incremento en el eje horizontal es uno, y la pendiente del primer segmento
es (Ys..— Y1..)/1. Asi, las diferencias de estas pendientes o contraste de la curvatura pura A* queda como:

@ Parte lineal de un
efecto

Mide el cambio en la respuesta obtenida
en los niveles extremos de un factor.

Contraste A* = (Y,.. = Y5..) = (Ys.. = Y1) (7.3)
=Y. +(-2)Y,.. + (DY,

que tiene los coeficientes (1, -2, 1). De manera analoga, la parte lineal del efecto A se pue-
de explicar como la suma de las pendientes de los segmentos, de aqui que el contraste
del efecto lineal esta dado por:

Contraste A; = (Y5, — Yo )+ (Yo = Y..) (7.4)
=(DYs. +(0)Y,.. +(=DY...

Notese que al sumar las pendientes se ignora la curvatura y queda como resultado el cambio ob-
servado entre los niveles —1 y 1; lo que paso en el nivel intermedio no importa para fines del efecto

lineal de A.

Del contraste para la curvatura dado en la ecuacion (7.3) se obtiene su correspondiente suma de
cuadrados con la formula:

(Contraste A?)?
SCAZ e (75)

3 3
2
”2 2 Cij
i=1 j=1

donde n es el nimero de réplicas, ¢y; =1, ¢;;= -2 y ¢5; = 1, y tiene un grado de libertad.
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El efecto lineal de A se obtiene utilizando su contraste con coeficientes (1, 0, 1), que compara el
nivel alto con el nivel bajo. Para calcular la suma de cuadrados (SC,,) se emplean las mismas operacio-
nes que hicimos para el efecto cuadratico puro, pero ahora usando el contraste dado por la relacion de
la ecuacion (7.4).

En un proceso de fabricacién de cajas se utiliza pegamento; con  de respuesta es la fuerza necesaria en libras para despegar la
la idea de mejorar el desempefio de las cajas, se realiza un expe-  caja. Los datos obtenidos en cada una de las nueve combina-
rimento para estudiar la fuerza de adhesién del pegamento en  ciones de un disefio factorial 32 con n = 2 réplicas, se muestran
diferentes condiciones de humedad y temperatura. La variable  a continuacién:

A: Temperatura
B: Humedad Frio Ambiente Caliente Total
50% 15,12 35,32 40,42 17.6
70% 14,13 29,25 38,34 153
90% 0.8,1.2 1.8,2.0 2.7,3.0 11.5
Totales 7.4 15.9 21.1 44 .4

En la tabla de datos se calculan de una vez los totales por renglén y por columnas, asi como el total
global, dado que a partir de ellos se pueden calcular los efectos y las sumas de cuadrados. Las sumas de
cuadrados de los efectos estan dadas por:

i Yo YL (44159742110 44.4°

SCh=p, == =15.943
o, 3non3 3X2
(7.6)
S OYS. YL (17.6°+1532+115Y) 4447
SCp=Y, L= - =3.163
3n n3 3%2 18

QIP+6.77++577) 444
2

—15.943-3.163 =0.694

3 2
SCAB— D —J———SCA—SCB—
1 j=1

i=

donde las cantidades Y; son los cuadrados del total en cada tratamiento (cada celda de la tabla de
resultados). La suma de cuadrados total resulta ser:
3 n 2 2
=Y > Y vi- —_(15 +1.2%+..+27+3.0°) - %:20.22

=1 j=1 k=1
y finalmente la suma de cuadrados del error es:
SCr=SC;—SCy — SCy—SCyp=20.22 — 15.943 - 3.163 — 0.694 = 0.42

Los grados de libertad de SC,, SCy y SCy5 son dos, dos y cuatro, respectivamente. En total el ex-
perimento tiene (2 X 3%) — 1 = 17 grados de libertad, y entonces quedan 17 —2 — 2 — 4 = 9 grados de
libertad para la SCg. Con esta informacion se obtiene la tabla 7.4 de ANOVA, de la cual se concluye que
st hay efecto significativo de la temperatura (A), de la humedad (B) y de la interaccion de ambas sobre
Y. Ademas del F, se aprecia que A tiene un efecto mucho mas importante, seguido por el efecto de B, y
un efecto pequeno de AB. Pero de este ANOVA no es posible saber cual de los componentes, cuadratico
o lineal, con un grado de libertad de cada efecto, es el que predomina.
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1 Tabla 7.4 ANOVA sin desglosar, ejemplo 7.1

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A 15.94 2 7.97 169.57 0.0000
B 3.16 2 1.58 33.62 0.0000
AB 0.69 4 0.17 3.62 0.0347
Error 0.42 9 0.047
Total 20.22 17

En la figura 7.4 se grafican los efectos principales y el efecto de interaccion. Se observa que en los
efectos predominan sus componentes lineales, ya que las lineas tienen una curvatura apenas percepti-
ble. Se observa que a mayor temperatura y menor humedad, mas efectivo es el proceso de pegado. En
la grafica de interaccion apenas se aprecia un pequertio efecto (las lineas tienen pendiente similar). De
esta manera, para efectos practicos, aqui terminaria el analisis; sin embargo, si el objetivo es verificar
con mas detalle los efectos cuadraticos y lineales, se desglosan los efectos con un grado de libertad.

Cosa que haremos a continuacion.

3.7

33

2.9

2.5

Fuerza

2.1

1.3

Fuerza

a)
| | | | | |
-1.0 0 1.0 -1.0 0 1.0
Temperatura Humedad

b)
C Temp.=1.0 7
- Temp. = 1.0 ]
- Temp. =-1.0 \ :
C Temp. =-1.0 ]

Humedad

Figura 7.4 Efectos principales y efecto de interaccion para el ejemplo
de fabricacion de cajas.



Disefios factoriales 3

De acuerdo con las ecuaciones (7.3) a (7.5), se obtienen las siguientes sumas para el factor A:

_ 2
5C,, = TTAT2LDT 564
b2 (7.7)
—_— 2 °
SC, = (74-(2x159)+21.1) 030
36
También para el factor B se obtiene que:
_ 2
sC, =( 17.6+11.5) ~310
" 12
_ 2 (7.8)
SC, = (17.6 (2><312,3)+11.5) —0.062

Para descomponer la SC,p se requiere el total dentro de cada combinacion de niveles de los facto-
res. En la tabla 7.5 se muestra el total en cada combinacion, asi como los coeficientes que corresponden
alos contrastes. Con esta tabla se facilitan los calculos de los componentes de la interaccion. Obsérvese
que en la tabla también se incluyen los coeficientes para separar los efectos principales en sus dos
componentes, mismos que se utilizaron para obtener las sumas dadas en las ecuaciones (7.7) y (7.8).

I Tabla 7.5 Coeficientes para calcular los contrastes en el factorial 3%, ejemplo 7.1

A B |Towl| 4 | 4 | B, | B | AB | 4B | 4%, | 4B
1 a1 |27 | ! 1 ! 1
0 -1 | 67 R 1 0 0 ) 2
1 -1 | 82 1 | 1 1 1
| 0o | 27 | -1 1 0o = 0 2 )
0 0 | 54 ) 0o = 0 0 0 4
1 0o | 72 1 1 0o =2 0 2 0o =
| 1| 20 | 4 1 1 1 o A 1 1
0 1| 38 0o -2 1 1 0 2 2
| 1| 57 1 1 1 1 1 1 1 1

Al multiplicar la correspondiente columna de coeficientes de la tabla 7.5 por el total observado en
cada combinacion o tratamiento del disefio, se obtienen los componentes de la suma de cuadrados de
la interaccion.

_(27-82-2.0+5.7)

SCus, = =0.405

2.7 2822 Ix7.2-2 2 7.9
SCABZ:(_' +82+42X2.7-2%72-2.0+5.7) —0.0017

: 24
2
SCAZB, =( 2.7+2%X6.7 8.2;{2.0 2X3.8+5.7) —0082
2

SCAZBz:(2.7 2X6.7+8.2 2><2,7+4><752.4 2X7242.0-2X3.8+5.7) 0,005

En la tabla 7.6 se muestra el ANOVA para los efectos desglosados con un grado de libertad.
Es facil comprobar que las sumas de cuadrados con un grado de libertad constituyen la suma

de cuadrados de los efectos originales sin descomponer, es decir, se verifica que SC4 +SC,. =SC,,
SCp, +5C =5Cs y SCyp, +5C, o +SC o +5C o = SCoap . Al comparar la tabla 7.4 del ANOVA sin
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1 Tabla 7.6 ANOVA desglosado, ejemplo 7.1

Fuente de Suma de | Grados de | Cuadrado

variabilidad | cuadrados libertad medio F, Valor-p
AL 15.64 1 15.64 335.14 0.0000
A? 0.30 1 0.30 6.48 0.0314
B, 3.10 1 3.10 66.43 0.0000
B’ 0.062 1 0.062 1.34 0.28
A B, 0.405 1 0.405 8.68 0.0163
A B 0.0017 1 0.0017 0.036 0.8529
A’B; 0.282 1 0.282 6.04 0.0363
A’B 0.005 1 0.005 0.107 0.7529

desglosar con la tabla 7.6 del ANOVA desglosado, se concluye que basicamente estan activas las partes
lineales de los efectos principales y un ligero efecto de interaccion y de la componente cuadratica A%,
como se vio desde las graficas de efectos dadas en la figura 7.4.

Factoriales mixtos

» Factorial mixto Se tiene un disenio factorial mixto cuando los factores estudiados no tienen el mismo
numero de niveles. Por ejemplo, el factorial 4 X 3 x 2 significa que se experimenta con
Es cuando los factores en el experimento yyeq facrores, con cuatro, tres y dos niveles, respectivamente. El total de tratamientos
no tienen el mismo ndmero de niveles. es 24. La necesidad de utilizar un disefio factorial mixto surge por las mismas razones
de un factorial 3" (véase seccién anterior). La diferencia es que el diseno factorial mixto
es mas frecuente que se utilice cuando, por su naturaleza discreta o categorica, los factores tienen un
numero finito y distinto de niveles, y el interés es estudiar todos los niveles. Por ejemplo, las tres marcas
de cierto material. La otra razon, aunque menos frecuente en los disefios mixtos que en los factoriales

3* esla posibilidad de estudiar efectos de curvatura de los factores con mas de dos niveles.

En el capitulo 5 vimos una introduccion a los disefios factoriales, cuyos conceptos se aplican direc-
tamente a los factoriales mixtos. Solo que en el capitulo 5 nos limitamos a estudiar ANOVA, en los que
no se desglosan los efectos en sus partes lineal y cuadratica. Con las ideas vistas en la seccion anterior,
el analisis del disetio factorial mixto se presenta a través del siguiente ejemplo.

(Continuacién del ejemplo 5_2) se determind que el mejor tratamiento es profundidad baja y
velocidad baja (A", B"). De las gréficas de medias (figura 5.5),

se hacia la observacion de que, en apariencia, la velocidad tiene
un efecto de curvatura importante. En la figura 5.4 del efecto
de interaccion se ve que algunos de los componentes de tipo
cuadratico de la interaccién pueden ser relevantes. Todo esto se
puede verificar de manera analitica con un ANOVA desglosado.

En el ejemplo 5.2 del capitulo 5 se analiza un experimento con
el que se estudia el efecto de los factores A: profundidad de
corte y B: velocidad de alimentacion sobre el acabado de un
metal. El andlisis de varianza sin desglosar se muestra en la tabla
7.7, de donde se concluye que los tres efectos A, By AB estan
activos, y en la representacion grafica del efecto de interaccion

@) ANOVA desglosado ANOVA desglosado

ANOVA en el que los efectos compuestos ~ Reiteramos que el ANOVA desglosado solo aplica para los factores que son de tipo nu-
se separan en sus efectos mas simples que ~ METICO Yy cuando se quiere detallar el desglose de los efectos en su componente lineal y
los conforman. Por ejemplo, el efecto Ase  cuadratico. Las sumas de cuadrados del ANOVA de la tabla 7.7 se pueden descomponer
separa en sus partes lineal y cuadratica. en sumas de cuadrados con un grado de libertad, via los contrastes. Los coeficientes



para los contrastes de este ejemplo se presentan en la tabla 7.8. Se multiplica la columna de coeficien-
tes por la columna de total para obtener el contraste. Después se aplica la formula dada en (7.5) para

1 Tabla 7.7 ANOVA sin desglosar para el ejemplo 7.2

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado
variabilidad | cuadrados libertad medio Fy Valor-p
B: veloc 3160.5 2 1580.25 55.02 0.0000
A: prof 2125.10 3 708.37 24.66 0.0000
AB 557.07 6 92.84 3.23 0.0000
Error 689.33 24 28.72
Total 6532.0 35

obtener la correspondiente suma de cuadrados con un grado de libertad.

I Tabla 7.8 Coeficientes para calcular los contrastes en el factorial 4 x 3, ejemplo 7.2

Factoriales mixtos

219

A B | Towl | A | 42| & | B | B | 4B | a8 | 4%, | a8 | 4%, | 4’8
-1 -1 98 |3 1 -1 -1 1 3 3 -l 1 1 -l
033 -1 2 |1 a1 3 a1 1 - 1 a1 3 3
033 -1 262 11 3 a1 - 1 1 - 30 3
1 -1 299 301 1 a1 -3 300 4 1 - 1
-1 0 66 | -3 1 -1 0 2 0 6 0o -2 0 2
033 0 20 | -1 -1 3 0 2 0 2 0 2 0 -6
0.33 0 302 1 -1 3 0 2 0 =2 0 2 0 6
1 0 313 31 1 0 =2 0 -6 0o - 0o -
-1 1 29 |3 1 a1 11 3 3 1 (S |
033 1 20 | -1 a1 3 1 1 a1 a0 -1 - 3 3
0.33 1 317 I S S L e B
1 1 332 301 1 113 3 1 1 1 1

Por ejemplo, si se multiplica la columna B* de la tabla 7.8 por la columna del total (Y;.) se obtiene

que:

Contraste B> = (198 + 220 + ... +332) = -117

Luego, su suma de cuadrados esta dada por:

SC

_ (Contraste B)’ _ (=117)°

B T >
Y, 2

De la tabla 7.7 se sabe que CMj = 28.72 y esta basado en 24 grados de libertad. Entonces el estadis-
tico de prueba para este componente cuadratico es F, = 190.13/28.72 = 6.62, para el cual corresponde
un valor-p = 0.044. Se concluye que el efecto B” esta activo. Estos calculos se pueden hacer para todos
los contrastes y el ANOVA desglosado que resulta se muestra en la tabla 7.9, donde se observa que
estan activos los efectos A, B, B> y A B,. El hecho de que B”sea significativo ya se habia visualizado en

© 3x24

=190.13

la grafica de efectos (figura 5.5), donde se apreciaba que la respuesta no era lineal.
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1 Tabla 7.9 ANOVA desglosado para el ejemplo 7.2

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado

variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
A, 2 108.09 1 2108.09 79.39 0.0000
A? 9.00 1 9.00 031 0.6040
A’ 8.02 1 8.02 0.28 0.6454
B, 2970.37 1 2907037 | 103.41 0.0000
B’ 190.12 1 190.12 6.62 0.0439
AB, 429.41 1 429.41 14.95 0.0417
A B 68.47 1 68.47 2.38 0.1523
A’B; 0.041 1 0.041 0.001 0.9753
A’B? 45.12 1 45.12 1.57 0.2355
A’B; 0.008 1 0.008 0.0003 | 0.9865
A’B’ 14.00 1 14.00 0.49 0.4980
Error 689.34 24 28.72 1.00 0.2355
Total 6 532.00 35

Uso de software

a - »

El disefio factorial completo 3%y fracciones de éste se incluyen en Statgraphics, con la secuencia: DEE -
Crear diseno —> Disefio nuevo —> Superficie de respuesta. Después de esto se procede de manera similar que
en los disefios factoriales 2. La novedad en el anélisis es la aparicién de efectos de tipo cuadratico puro
(A%, B, etc.), ademas de los efectos lineales usuales A;, B, y A,B,.

Por su parte, los factoriales con nimero mixto de niveles se encuentran en la secuencia: DDE - Crear
diseno = Diseno nuevo = Factorial multinivel. Es necesario declarar el nimero de niveles que tiene cada
factor. Después, una vez capturados los datos, el analisis es muy similar al del factorial 3k

Tanto en los disefios factoriales 3¥ como en los factoriales mixtos, el software no hace la descomposi-
cion completa de las sumas de cuadrados hasta un grado de libertad, como se mostré en los ejemplos de
este capitulo. Sélo descompone los efectos principales en sus componentes lineal y cuadratico puro, y de la
interaccion se limita a calcular los componentes de la forma A,B,. Los otros componentes de la interaccion
los incorpora como error. Sin embargo, como se comenté antes, en las gréficas de efectos se percibe la
presencia de cualquier efecto de curvatura, lo cual minimiza la posibilidad de una conclusién equivocada.

El anélisis de varianza sin desglozar que presentamos se obtiene en la opcién: DDE = Crear disefio
- Diseno nuevo = Multifactor categdricos. Otra posibilidad de analisis en el que se puede pedir todo el
desglose de efectos hasta un grado de libertad es con la opcién de Regresion mdultiple dentro del menu
principal Relacionar (véase capitulo 11).

En Minitab, la secuencia para crear los disefos vistos en este capitulo es: Stat = DOE - Factorial =
Create Factorial Design, y entonces se elige la opcién General full factorial.

Preguntas y ejercicios

=

-

1. ¢En qué situaciones practicas, en el contexto de un disefio factorial, se suelen utilizar tres niveles o mas para
un factor?

2. (Qué desventajas practicas se tienen al utilizar un factor con tres o mas niveles en un diseno factorial?

3. Represente de manera grafica un efecto lineal y otro cuadratico.



. ¢A qué tipo de disefos factoriales se les llama mixtos?
. Se desea investigar de qué manera afecta el tiempo de curado y el tipo de acelerante a la resistencia del

caucho vulcanizado. Se realiza un experimento y se obtienen los siguientes datos.

Acelerante
Tiempo de curado A B C
40 3900, 3600 | 4300, 3700|3700, 4100
60 4100, 3500 | 4200, 3900 | 3900, 4000
80 4000, 3800 | 4300, 3600|3600, 3800

a) Senale el nombre del disefio de experimento utilizado y su modelo estadistico.

b) Formule todas las hipdtesis que se pueden probar.

) Realice el andlisis estadistico apropiado para probar las hipétesis que formulo.

d) En caso de haberlo, sefiale el tiempo de cura que es mejor para aumentar la resistencia.

e) Senale el acelerante que es mejor (si es que lo hay) para aumentar la resistencia.

f) ¢Hay alguna combinaciéon de tiempo y acelerante que sea mejor? Diga cudl es, si la hay.

g) Explique en forma esquemdtica cémo se calcula el valor-p para el tiempo de cura.

h) Verifigue que se cumplan los supuestos. En caso de que no se cumpliera el supuesto de igual va-

rianza para tiempo de cura, ;qué significaria eso?
. Una planta quimica produce oxigeno. La pureza del oxigeno depende de la temperatura y la presion. Las
condiciones de operacion usuales son X; = =220°C y X, = 1.3. Interesa encontrar mejores condiciones de
operacion, para lo cual se obtuvieron los siguientes datos:

X, X, Pureza
—225 1.1 82.8
-225 13 85.5
=215 1.1 84.7
=215 1.3 86.0
—220 1.2 84.2
-220 1.2 84.5
-220 1.2 83.9
—220 1.2 84.3

a) ¢Qué disefio es éste?

b) Analice los datos y obtenga conclusiones.

Preguntas y ejercicios

. Se cree que la adhesividad de un pegamento depende de la presién y de la temperatura al ser aplicado. Se
realiza un experimento factorial con ambos factores fijos.

Temperatura (°F)

Presion (Ib/pulg®) 250 260 270
120 9.60 11.28 9.00
130 9.69 10.10 9.57
140 8.43 11.01 9.03
150 9.98 10.44 9.80

a) Formule las hipdtesis y el modelo estadistico que se desea probar.
b) Analice los datos y obtenga las conclusiones apropiadas.
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) ¢Se puede analizar si hay interaccion entre los dos factores controlados?
d) Verifique los supuestos.
8. Se desea investigar el efecto del tipo y cantidad (%) de almidén sobre la friabilidad (%) de tabletas. Se corre
un disefio 3 x 3 con n = 4 réplicas. Los datos obtenidos se muestran a continuacion:

Almidon (%)
Tipo de almidon 26% 30% 40%
Pregelatinizado 0.7782 0.4272 0.7192

0.7654 0.4336 0.6742

0.7592 0.4552 0.6892

0.7758 0.4771 0.7023

Almidon 0.7856 0.6273 0.9562

0.8093 0.6592 0.9656

0.8126 0.6692 0.9656

0.8172 0.6523 0.9231

Dextrina 0.8543 0.8023 1.1356

0.8792 0.7986 1.1923

0.8723 0.7992 1.1643

0.8993 0.7827 1.1732

a) Escriba el modelo estadistico méas apropiado para el disefio.

b) Obtenga el ANOVA sin desglosar y obtenga conclusiones.

) Realice la gréfica de efectos principales y de interaccion, y destaque los aspectos mas relevantes.

d) De la gréafica de efectos principales para el factor % de almidén, ¢hay algun tipo de evidencia de
que el efecto no sea lineal? Argumente su respuesta.

e) Verifique supuestos a través de graficas de residuales.

f) Obtenga el ANOVA desglosado; para ello, el efecto lineal y cuadrético debe desglosarse sélo para
el factor % de almidén, ya que es el Gnico que es cuantitativo. Comente lo obtenido y contréstelo
con lo observado en los incisos ¢) y d).

9. La mata ratén (Gliricidia sepium) es de interés econémico para fines forrajeros. Para propagar su uso por par-
te de los ganaderos es importante investigar la forma adecuada de sembrar esta especie. Por ello, se plantea
un experimento factorial (Contreras y Ochoa, 2003). Los factores de control son la longitud y el didmetro
de las estacas, mientras que la variable de interés es el porcentaje de estacas que rebrotan. Se utilizaron tres
niveles para ambos factores:

Factor Niveles

Longitud L,=10,L,=15yL5=20cm

Didmetro | D, = 2.5-3.5, D, = 3.6-4.5, D, = 4.6-5.5 cm

Se sembraron cuatro estacas de cada combinacion de longitud y diametro. Los resultados obtenidos en por-
centaje de estacas rebrotadas después de 42 dias se muestran a continuacion:



Preguntas y ejercicios

Estacas con
Longitud Diametro brotes (%)

L D, 0

L D, 0

L Dy 75

L, Dy 0

L, D, 25

L, Dy 75

Iy D, 0

Ly D, 0

Iy D5 100

a) Analice el experimento usando el ANOVA sin desglosar y desglosado.

b) ¢Cual de los dos factores es el méas critico para observar brotes?

c) ¢Qué comentario corresponde a las pocas estacas sembradas en cada tratamiento?

d) ¢Cudles son las dimensiones recomendadas para observar mas brotes? Grafique los efectos estima-
dos.

10. Como resultado del experimento anterior se gener6 la hipotesis de que “las estacas cortas, con longitudes

11.

entre 8y 10 cm y con didmetros mayores que 5 cm pudieran tener una buena capacidad de rebrote”. Para
confirmarla se plantea un segundo experimento con 10 estacas; cada combinacion de las longitudes L; =
8cmy L, =10 cm con los didmetros D, = 5-6 cm, D, = 6.1-7 cm y D3 = 7.1-8 cm. Después de 65 dias se
midieron las respuestas Y; = porcentaje de estacas con brotes, Y, = rebrotes por estaca y Y5 = altura de las
plantulas. Los resultados son los siguientes:

Longitud Diametros Y, Y, Y;
L, D, 60 0.9 2.80
L D, 60 07 | 235
L, Dy 70 0.9 3.60
L, D, 90 1.2 5.10
L, D, 100 1.6 7.30
L D, 100 21 | 745

a) ¢Considera razonable la hipodtesis generada a partir del primer experimento?
b) ¢Cree que la conjetura se confirma con el segundo estudio? Haga un ANOVA sin desglosar y des-
glosado a un grado libertad para analizar Y;.
c) Analice las respuestas Y,y Y5. ¢ Con estas respuestas resulta significativo el factor didmetro? Expli-
que y pruebe las hipétesis correspondientes.
d) ¢Cuales serfan las dimensiones mas recomendadas para las estacas?
Se ha observado que lo esponjoso de los hot-cakes (o panqueques) puede variar bastante dependiendo de
doénde se compren o como se hagan. Arroyo-Gutiérrez, et al. (2003), reportan un experimento en el que in-
vestigan lo esponjoso de los hot-cakes en funcion de la marca de harina comercial: Great Value (GV), Gamesa
(GA) y Jamima (JA), y del tipo de leche: Parmalat light (PL), Parmalat entera (PE) y Carnation evaporada (CC).
En el orden mencionado, las harinas cubren un rango de precios de nueve a 19 pesos y las leches van desde
dos hasta 48 gramos de grasa por litro. El objetivo del experimento es obtener los hot-cakes mas espon-
josos 0 gruesos en su centro, medido esto con un palillo de madera sobre un plato plano. Se aleatorizo el
orden de corrida para las nueve combinaciones. En cada caso se hizo mezcla suficiente para preparar cuatro
hot-cakes (que con reservas se puede ver como réplica). En cada mezcla se agregé margarina y un huevo,
elegido al azar por aguello de su tamanfo. Los grosores de los hot-cakes se muestran a continuacion:
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Tratamiento Harina Leche Rep 1 Rep 2 Rep 3 Rep 4

1 GV PL 9 8 9 9

2 GV PE 12 12 10 9

3 GV CcC 15 14 15 13

4 GA PL 16 14 19 17

5 GA PE 13 14 13 12

6 GA CcC 19 18 21 18

7 JA PL 17 19 17 18
JA PE 13 15 12 11

9 JA CcC 16 16 15 20

a) ¢Qué implicaciones puede tener el hecho de que las repeticiones sean hot-cakes hechos con la
misma harina que se preparé una sola vez?

b) Mencione algunos otros factores que pudieron influir en los resultados y que, por lo tanto, tuvieron
gue mantenerse fijos.

c) Obtenga el ANOVA sin desglosar (suponiendo que las repeticiones son auténticas) y las graficas de
los efectos.

d) Interprete los resultados. ¢ Cudl tratamiento produce los hot-cakes mas espon;josos?

e) Verifique los supuestos de normalidad y varianza constante.

12. Se quiere estudiar la forma de bajar la presion sanguinea diastélica en funcion de varias combinaciones de
farmacos y dietas (Langford et al., 1991). La variable de interés es el cambio promedio en la presién sangui-
nea después de seis meses que se midié la presion de referencia a los participantes en el estudio. En cada
combinacion de farmaco y dieta se tienen entre 80 y 90 personas. Los tres farmacos fueron un placebo, clor-
talidona (25 mg) y atenolol (50 mg), y las dietas fueron: la usual, una de pérdida de peso y una tercera baja
en sodio y alta en potasio. Los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla, donde el signo negativo
indica que la presion promedio baj6 después de seis meses y la segunda variable de respuesta es el porcentaje
de personas con presién diastolica debajo de 90 mm Hg.

Cambio de % debajo

Tratamiento presion de mm Hg
Fy, D, —7.96 71.1
F,, D, -10.78 86.2
F5, D, -12.43 93.1
Fy, D, -8.78 73.1
F,, D, -15.06 93.1
F;, D, -14.81 92.0
Fy, D, -7.91 64.1
F,, D, -12.18 86.5
F3, D, -12.76 87.8

a) Analice las dos respuestas con los ANOVA mas apropiados.
b) iHay evidencia suficiente para afirmar que, ademas del farmaco, la dieta contribuye de manera
significativa a bajar la presién sanguinea? Argumente su respuesta.
c) ¢Cual tratamiento es el mejor?
13. Interesa estudiar el rendimiento de plantas de tres selecciones A-16R, A-8R y A-7R de chile dulce (pimiento),
en funcion de la edad al momento del transplante (Montafio-Mata y Nufez, 2003). Las variables de respues-



Preguntas y ejercicios

ta fueron el rendimiento en toneladas por hectarea (Y;) y el nimero promedio de frutos por planta (Y5). El
experimento y los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla, donde el primer nimero de cada casilla
corresponde a Y; y el segundo a Y.

Seleccion

Edad
(dias) Respuesta A-7R A-8R A-16R
50 Y, 13.00 16.07 12.13
Y, 88.00 11533 83.67
45 Y, 15.00 13.95 17.87
Y, 106.67 101.33 119.33
40 Y, 15.06 13.89 13.08
Y, 105.33 108.00 87.67
35 Y, 10.77 10.72 10.45
Y, 78.67 83.33 73.00

a) Escriba los modelos utilizados y obtenga el mejor ANOVA sin desglosar para ambas variables de

respuesta.

b) ¢Coémo influye la edad, al momento del transplante, en el rendimiento de las plantas?

€) ¢El numero de frutos promedio por planta tiene relacion directa con el rendimiento?
d) ¢Cual es el mejor tratamiento?
e) Verifique los supuestos usuales.
14. Se realiza un experimento para comparar la proporciéon de palomitas de maiz que se forman (% de granos
gue reventaron) con tres marcas de palomitas para horno de microondas. Se utilizan hornos con dos po-
tencias diferentes y tres tiempos de permanencia en el horno, con dos réplicas. Se obtienen los siguientes

resultados:

Tiempo
Marca Potencia 4 min 4.5 min 5 min
1 500 73.8, 72.7, 70.3,
65.5 81.9 91.0
1 625 70.8, 74.1, 78.7,
75.3 72.1 88.7
2 500 45.3, 73.7, 93.4,
47.6 65.8 76.3
2 625 66.3, 79.3, 92.2,
45.7 86.5 84.7
3 500 51.4, 62.5, 50.1,
67.7 65.0 81.5
3 625 64.0, 71.5, 82.1,
77.0 80.0 74.5

a) ¢Qué disefio se utilizo? Escriba el modelo estadistico correspondiente.

b) Analice estos datos y obtenga conclusiones.

c) Grafique los efectos significativos e interprételos.

d) ¢Cual es la potencia del horno y el tiempo recomendados para cada marca de palomitas?

e) ¢Cudl es el mejor tratamiento considerando los tres factores? y ;cual es el porcentaje de granos
reventados que se esperarian en tal tratamiento?

f) ¢Cual de las marcas de palomitas se afecta menos (mas robusta) debido a la accién del horno y el

tiempo?

g) Compruebe los supuestos de normalidad y varianza constante.
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15. Interesa mejorar un proceso de unién de foto resistivo a la cubierta de cobre de un circuito integrado. Se
quieren evaluar los factores temperatura de precalentado del foto resistivo y la presién con la que es aplicado.
Se utiliza un factorial 3% con tres réplicas. La variable de respuesta es el nimero de defectos en cada lote de
tableros. Los datos observados se muestran a continuacion.

Presion alta Presion media Presion baja
Temp. alta 39, 30, 35 32,31,28 18, 20, 21
Temp. media 38,31, 31 10, 15, 25 22,28,29
Temp. baja 30, 35, 36 21,22,25 25,24, 20

a) Haga el andlisis de varianza sin y con desglose a efectos con un grado de libertad.

b) ¢Hay algun factor que no esté contribuyendo en la explicacién de la respuesta?

) Plantee las hipotesis de interés para el factor que si afecta la respuesta y su conclusion.

d) Determine el tratamiento ganador.

e) Haga el analisis de los residuos y saque conclusiones sobre los supuestos del modelo.

16. Se corre un experimento factorial 3° para estudiar el efecto de dos factores, nitrégeno (N) y fésforo (P), sobre

el porcentaje de azlcar en la remolacha azucarera. Se hicieron dos réplicas del experimento y los datos obte-
nidos se muestran en la siguiente tabla:

N P % de azacar
0 0 16,18
1 0 19,19
2 0 15,16
0 1 14, 16
1 1 17,17
2 1 15,19
0 2 16, 16
1 2 18, 20
2 2 17,19

a) Haga el ANOVA sin desglosar e interprételo.
b) Dibuije las gréficas de efectos.
) Obtenga las gréficas de medias para ambos factores. Trate de pasar una linea recta por dentro de
los tres intervalos. ¢ Qué implica que en el factor N no se pueda y que en el P si se pueda?
d) Haga la gréafica de interaccién. ;Cree que valdria la pena desglosarla?
e) Construya el andlisis de varianza desglosado. ¢ Aporta algo en cuanto a la interaccion?
f) Obtenga el mejor ANOVA. ;Cuénto de la variabilidad de la respuesta explica este ANOVA?
g) ¢Cual nivel de nitrogeno optimiza el porcentaje de azucar? ¢Y de fosforo?
h) Realice el andlisis de residuos. ;Se observa algin punto aberrante?
17. Se realiza un experimento para estudiar la sobrevivencia de la bacteria Salmonella a diferentes combinaciones
de tres factores: 4cido sérbico, pH y actividad de agua. Los datos obtenidos en unidades de log(densidad/ml),
medidos siete dias después de que el tratamiento comenzd, se muestran en la siguiente tabla:

Actividad de agua
Acido sérbico pH 0.78 0.82 0.86 0.90 0.94 0.98
0 5.0 4.20 4.52 5.01 6.14 6.25 8.33
55 4.34 4.31 5.35 5.98 6.70 8.37
6.0 4.31 4.85 5.06 5.87 6.65 8.19
100 5.0 4.18 4.18 4.29 5.78 6.51 7.59
5.5 4.39 4.43 4.95 5.28 6.19 7.79
6.0 4.13 4.29 4.85 5.01 6.52 7.64
200 5.0 4.15 4.37 4.79 5.43 6.43 7.19
5.5 4.12 4.27 4.40 5.10 6.18 6.92
6.0 3.93 4.26 4.41 5.20 6.33 7.14




a) ¢Por qué se prefiere analizar el logaritmo de la respuesta en lugar de la respuesta original?

b) Escriba las hipotesis que pueden probarse en este experimento.

¢) Haga el ANOVA sin desglose e interprételo.

d) Dibuje las graficas de los efectos principales y de interaccién. ¢Hay evidencia visual de efectos de

curvatura?

e) En caso de haber evidencia de curvatura, haga el ANOVA desglosado. ¢Aporta este analisis infor-

macion relevante?

f) Usando las gréficas de efectos, determine el mejor tratamiento.

g) Verifique los supuestos del modelo.
18. Se corre un experimento para determinar la mejor combinacién de cantidad de semilla'y ancho de los surcos
en la siembra de nabo. Los datos de rendimiento obtenidos se muestran en la siguiente tabla en unidades de

log(rendimiento):

Preguntas y ejercicios

Ancho de surco (pulgadas)
Semilla (Ib/acre) 4 8 16 32
0.5 0.62 1.02 1.04 0.95
1.80 2.09 2.03 1.91
2.56 2.65 2.31 2.19
20 2.72 2.82 2.81 2.27
32 2.79 2.79 2.60 2.35

a) Calcule el analisis de varianza sin desglosar efectos.
b) Escriba las hipotesis que resultaron significativas en el ANOVA y su conclusion.

) En caso de evidencia de curvatura en las graficas de efectos, haga el ANOVA desglosado.

d) Interprete el ANOVA escribiendo las hipétesis y su resultado.
e) Interprete los efectos relevantes para determinar el mejor tratamiento.
f) Compruebe los supuestos de normalidad y varianza constante.
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CAPITULO 8 Disefios factoriales fraccionados 2¢~”

Cuando crece el numero de factores también aumenta rapidamente el namero de tratamien-
tos en los disefios factoriales completos 2“ Por ejemplo, para k = 6 factores, una sola réplica
del diseio factorial completo 2° implica correr 64 pruebas, que corresponden al nimero de
tratamientos del disefio; para k = 7 son 2’ = 128 puntos de disefio. En la practica no es posible
hacer tantas corridas experimentales. Sin embargo, es frecuente que en las primeras etapas de
una investigacion interese estudiar muchos factores, digamos 6 o mas. Para experimentar con
esta cantidad de factores se requiere una estrategia que permita reducir de manera importante
el nimero de tratamientos experimentales, pero que al mismo tiempo se pierda el minimo de
informacion valiosa. Tal estrategia la conforman los disefios factoriales fraccionados, los cuales,
gracias al exceso de informacion que acumulan los diserios factoriales completos cuando
se estudian muchos factores, permiten sacrificar informacion poco importante en aras de
un disefio manejable en cuanto al ntimero de corridas experimentales. Las corridas en los
factoriales fraccionados son una parte o una fraccion de los tratamientos de los factoriales
completos. La teoria de disefios fraccionados se basa en una jerarquizacion de los efectos:
son mas importantes los efectos principales, seguidos por las interacciones dobles, luego las
triples, cuadruples, etcétera.

En la tabla 8.1 se muestra el numero de efectos potencialmente de mayor interés para
diferentes disefios factoriales 2%, de ahi se observa que el primer disefio factorial completo que
genera un importante exceso de informacion es el factorial completo 2°) ya que €éste permite
estimar 31 efectos, de los cuales s6lo 15 son potencialmente importantes (los cinco efectos
principales mas las 10 interacciones dobles) y los 16 efectos restantes, conformados por las
interacciones de tres o mas factores, son candidatos a ser ignorados. Mas adelante se muestra
que con una fraccion a la mitad del disefio factorial completo 2’ (% 2° = 2°7), se pueden
estimar limpiamente los 15 efectos potencialmente importantes, sacrificando la informacion
relativa a las 16 interacciones de alto orden que son de interés secundario. Asi, con un disefio
factorial fraccionado 27~ se obtiene esencialmente la misma informacion que con el factorial
completo 2°, pero con la mitad del costo experimental.

En la tabla 8.1 también se observa que para menos de cinco factores (k < 5) los efectos

potencialmente importantes superan en numero a los efectos ignorables a priori, de

@) Diseiios factoriales
fraccionados

Disefios en los que se elige adecuadamen-
te una parte o fraccion de los tratamientos
de un factorial completo, con la intencion
de estudiar el efecto de los factores utili-
zando menos corridas experimentales.

aqui que si se fraccionan estos disefios, es forzoso que se pierda informacion que puede
ser relevante. Por otro lado, cuando k = 5, el numero de efectos ignorables supera al
numero de efectos no ignorables o potencialmente importantes, lo cual indica que estos
disefios se pueden fraccionar sin perder informacion valiosa. Mientras mas grande es el
valor de k, el disefio admite un grado de fraccionamiento mayor.

I Tabla 8.1 Efectos en los factoriales 2

Total de Efectos no | Efectos

Disefio 2" efectos ignorables | ignorables

2 3 3 0

2 7 6 1

2" 15 10 5
> 2 31 15 16

2° 63 21 42

2’ 127 28 99

Cabe aclarar que al correr sé6lo una fraccion del disefio factorial completo ocurren dos hechos

insoslayables:

1. Se pierde informacion, ya que habra efectos que no podran estimarse y se tienen menos grados de
libertad disponibles para el error. Los efectos que se pierden se espera que sean, en la medida de
lo posible, interacciones de alto orden, las cuales se pueden ignorar de antemano con bajo riesgo.



2. Los efectos que si se pueden estimar tienen al menos un alias. El que un efecto sea
alias de otro significa que en realidad son el mismo efecto con nombres distintos,
y al estimar a uno de ellos al mismo tiempo, se estima el otro, de manera que no
se pueden separar. Cuando el experimentador elige una fraccion en la que dos
efectos potencialmente importantes son alias, debe contar de antemano con una
estrategia de interpretacion del efecto estimado.

Disefio factorial fraccionado 2" 231

» Efectos alias

Son dos o mas efectos con nombres dife-
rentes que comparten el mismo contraste
y, por lo tanto, estiman el mismo efecto.

Estos dos hechos se entenderan mejor en el contexto de las fracciones que se construyan en los

ejemplos de este capitulo.

Disefio factorial fraccionado 2"

La notacién 2" significa una fraccion a la mitad del disefio factorial completo 2", que
tiene sentido fraccionar de esta manera cuando k es mayor que 2. A continuacion se
muestra como se fracciona a la mitad un disenio factorial y se ilustra el método para tres,
cuatro y cinco factores.

Disefio factorial fraccionado 23~

@) Fraccion 2+

La mitad de los tratamientos del factorial
1
completo 2k:32k =2k

El primer disefio que se puede fraccionar (aunque veremos que no se recomienda hacerlo) es el facto-
rial completo 2’ el cual, escrito en la notacion estandar, se muestra en la tabla 8.2. Si queremos frac-
clonar a la mitad este disefio, entonces es necesario seleccionar cuatro de entre los ocho tratamientos.
De entrada sabemos que existen (§) = 70 posibles grupos de cuatro tratamientos, por lo que surge la
interrogante sobre cual o cuales de esas 70 posibles fracciones son las mas apropiadas. Es adecuada
aquella fraccion (disefio factorial fraccionado 2°~") que permita estimar los efectos de mayor interés.

I Tabla 8.2 Disefio factorial completo 2y

contraste ABC
A B C ABC
-1 -1 -1 -
1 -1 -1 +
-1 1 -1 +
1 1 -1 = -
-1 -1 1 +
1 -1 1 -
-1 1 1 -
1 1 1 +

Recuérdese que con el diseno 2’ completo se pueden estimar siete efectos: A, B, C, AB, AC, BC
y ABC. De acuerdo con su jerarquia, el efecto menos importante a priori es la interaccion triple ABC,
asi que éste es el efecto mas sacrificable para generar la fraccion a la mitad, de manera que se pierda
un minimo de informacion. La generacion de la fraccion se hace con base en los signos del contraste
ABC: los signos “+” del contraste ABC senalan a los tratamientos que conforman la llamada fraccion
principal, y los signos “~” indican la fraccion complementaria (véase tabla 8.2). Los dos disefios factoriales
fraccionados 2°~" asi generados, proporcionan la misma calidad de informacion sobre
los efectos potencialmente importantes. Se puede mostrar que cualquier otra eleccion
de cuatro tratamientos daria peores resultados. En la tabla 8.3, la fraccion uno es la
fraccion principal generada por I = +ABC y la fraccion dos o complementaria se genera

con I = -ABC. La letra I surge porque este efecto generador hace las veces de identidad fraccion

» Generador de la

o neutro multiplicativo, como se muestra mas adelante. De aqui que el efecto no es-
timable ABC se llama generador de la fraccion, puesto que su contraste es la base para
construir las dos fracciones.

Efecto cuyo contraste es utilizado para ge-
nerar la fraccién factorial. Este efecto no
se puede estimar con esa fraccion.
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I Tabla 8.3 Dos posibles disefios fraccionados 237"

Fraccion 1 Fraccion 2
(I =+ABC) (I =-ABC)
A B C A B C
1 -1 -1 a -1 -1 -1 @D)
-1 1 -1 b 1 1 -1 ab
-1 -1 1 C 1 -1 1 ac
1 1 1 abc | -1 1 1 bc

Obsérvese que en las corridas que forman ambas fracciones en la tabla 8.3, todos los factores estan
dos veces en nivel mas y dos veces en nivel menos; ademas (por ejemplo, los dos primeros tratamientos
de la fraccion 1), en las corridas en las que un factor tiene los mismos signos, los otros factores tienen
un signo mas y uno menos. Lo anterior se desprende de la propiedad de ortogonalidad. Al correr alguna
de las fracciones que se muestran en la tabla 8.3 no se podra estimar el efecto ABC, puesto que no tiene
contraste; por ejemplo, para la fraccion 1, el contraste ABC tiene solo signos +, por lo que no existe tal
contraste. Debido a que el “contraste ABC” solo tiene signos positivos, podemos decir que se confunde o
se alia con el total de los datos, o dicho de otro modo, el efecto ABC se confunde con la media global u.

En la figura 8.1 se muestra la representacion geométrica de las dos fracciones del disefio 2°; nétese
que cada fraccion tiende a cubrir toda la region experimental delimitada por el cubo.

Fraccion principal (/ = ABC)

Q Fraccion complementaria
(I =-ABC)

O

Figura 8.1 Representacion de los disefios factoriales fraccionados 237"

Estructura de alias del disefio 2>~" con | = ABC

< dad | dores d Al estimar los efectos potencialmente importantes con cualquiera de las fracciones
frsat:ciér?, ?ﬂ :soioc?c?s gsE:epr)ZsiT)rlzss pfo duunca-\ dada§ en la tabla 8.3., resulta que cada efecto esFimado tiene un alias. Consideremos,
tos entre simédulo 2. Si hay un sologene-  POT ejemplo, la fraccion 1 de la tabla 8.3. Este diserio se genero con I = +ABC, que en
rador, éste es al mismo tiempo la relacion ~ €St€ €aso también es la relacion definidora, ya que define totalmente la estructura de alias
definidora. del diseno, la cual consiste en escribir de manera explicita cudles son los alias de cada
efecto, y esta estructura se deduce facilmente del generador de la fraccion, consideran-
do el signo utilizado. Por ejemplo, en la fraccion 1 de la tabla 8.3, el contraste del efecto
A esta dado por:

» Relacion definidora

» Estructura de alias

En ella se definen de manera explicita los
alias de cada efecto. Contraste A = (a+ abc —b —¢)
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mientras que al multiplicar las columnas B x C se obtiene:
Contraste BC = (a + abc —b —c)

Observe que Contraste A = Contraste BC, lo cual significa que los efectos A y BC son alias. Al estimar
el efecto A también se estima el efecto BC. Asi, en realidad se estima la suma A + BC de ambos efectos y
no se sabe con certeza cudl es el que predomina o si ambos afectan. De igual forma se puede ver que
en la fraccion 1:

Contraste B = Contraste AC = (b + abc —a — ¢)
Contraste C = Contraste AB = (¢ + abc — b — a)

asi que B es alias de AC, y C es alias de AB. En resumen, la estructura del alias del disefio factorial frac-
cionado 2°~" esta dada por:

A+ BC
B+ AC (8.1)
C+AB

Otra forma de obtener la estructura alias de un disefio factorial fraccionado es con la relacion de-
finidora del disefio. Al multiplicar cada efecto por esta relacion, con el uso de multiplicacién médulo 2:
que significa que al multiplicar cualquier efecto por la identidad es igual al efecto, y al multiplicar un
efecto por si mismo es igual a la identidad. Por ejemplo, si aplicamos esto para el efecto A, tendriamos
que AxT=AvyqueAx AMod2) = A* = A° = 1. Entonces, el alias de A se obtiene al multiplicar por A
ambos lados de la relacion I = ABC, y resulta que:

AxI=AxABC=A’BC=BC
Los alias de By C se obtienen con:

BxI=BxABC=AB*C=AC

CxI=CxABC=ABC’=AB

con lo que resulta la estructura de alias que obtuvimos antes, a partir de los contrastes. Cuando se frac-
ciona un disefio mas grande, resulta mas practico obtener la estructura de alias a partir de la relacion
definidora del disefio que de los contrastes.

Notese que han ocurrido los dos hechos que se mencionan en la introduccion: por construccion
de la fraccion se perdio la informacion relativa a la interaccion triple ABC y cada efecto estimable tiene
al menos un alias, lo que en ocasiones puede entorpecer su interpretacion.

Interpretacion de efectos alias

Para interpretar los efectos alias es necesario suponer que sélo uno de ellos es responsable del efecto
observado y que los demas efectos son nulos. Por ejemplo, si se utilizara el disefio 2°~' con la estructu-
ra de alias dada en la formula (8.1), los efectos alias se interpretan atribuyendo (por jerarquia) el efecto
observado al efecto principal de cada grupo y considerando nulas las interacciones dobles. Comun-
mente resulta bastante riesgoso suponer a priori que las interacciones dobles no afectan, de aqui que
no se recomienda utilizar este disefio, a menos que el costo experimental no permita correr el factorial
completo. En general no es buena estrategia utilizar disefios fraccionados en los que se alian dos efectos
que son potencialmente importantes, como son los efectos principales y las interacciones dobles; sin
embargo, habra situaciones en las que no queda otra alternativa.
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Estructura de alias del disefio 2>~" con I = —ABC

La estructura alias para el disefio 2°7! con relacion definidora I = —ABC (fraccion 2, tabla 8.3) esta dada
por:

A—-BC
B—AC (8.2)
C-AB

En este caso, al estimar los efectos A, By C, realmente se estiman A —BC, B— ACy C — AB, respec-
tivamente.

El concepto de resolucion

Al correr un disetio factorial fraccionado, los efectos no pueden estimarse de manera aislada, sino que
se estiman las sumas (o restas) de efectos alias. La interpretacion de efectos alias que se suman se hace
facilmente si puede suponerse que solo uno de ellos es importante, con lo que el efecto total se puede
atribuir a este unico efecto. De esta manera, la estrategia es elegir, siempre que sea posible, disefios frac-
cionados en los cuales los efectos potencialmente importantes sean alias de efectos que sea razonable

@) Resolucion

Es una caracteristica de un factorial frac-
cionado, que indica qué tan bien pueden
estudiarse los efectos potencialmente im-
portantes mediante tal disefio.

@) Diseiio de resolucion Il

Es cuando los efectos principales no son
alias entre ellos, pero existen efectos
principales que son alias de interacciones
dobles.

@) Diseiio de resolucion IV

Cuando los efectos principales no tienen
alias entre ellos ni con las interacciones
dobles, pero algunas interacciones dobles
son alias entre ellas.

@) Diseiio de resolucion V

Es cuando los efectos principales y las in-
teracciones dobles estan alias con interac-
ciones triples o de mayor orden. En otras
palabras, estan limpiamente estimados.

suponer que son poco importantes. Esto se logra con disenos factoriales fraccionados
que tengan alta resolucion. La resolucion es una caracteristica de un factorial fracciona-
do, que indica qué tan bien pueden estudiarse los efectos potencialmente importantes
mediante tal disefio.

Las resoluciones de mayor interés son las que se describen a continuacion:

1. Disenos de resolucion III. En estos disenios los efectos principales no son alias entre
ellos, pero existen efectos principales que son alias de alguna interaccion doble.
Por ejemplo, el disefio 2°~" con relacién definidora I = ABC (o I = —ABC) es de re-
solucion III.

2. Disenos de resolucion IV. En este disenio los efectos principales no estan alias entre
ellos ni con las interacciones dobles, pero algunas interacciones dobles estan alias
con otra interaccion doble. Por ejemplo, el disefio 2*~" con relacion definidora
I=ABCD (o I =-ABCD) es de resolucion IV.

3. Disefios de resolucion V. En estos disefios los efectos principales y las interacciones
dobles estan alias con interacciones triples o de mayor orden, es decir, los efectos
principales e interacciones dobles estan limpiamente estimados. Por ejemplo, el
diserio 2°~' con relacion definidora I = ABCDE (o I = —~ABCDE) es de resolucion V.

Una definicion de resolucion es la siguiente: un diseno factorial fraccionado es
de resolucion R si los efectos formados por la interaccion de P factores no son alias de
efectos de interaccion que tengan menos de R — P factores.

En general, en los disefios factoriales fraccionados en dos niveles, la resolucion esta
dada por la “palabra o efecto” de la relacion definidora con el menor namero de letras.
Por ejemplo, en los disefios 27" 1a resolucion es igual al numero de letras del generador,
ya que al mismo tiempo éste es la relacion definidora. Asi, las fracciones 2°~", 2%y
277! tienen resolucion 111, TV y V, respectivamente, porque sus generadores correspon-
dientes se componen de tres, cuatro y cinco letras.

Construccion de fracciones 2¢!

. . . k1 . .. .
Una manera de construir en dos pasos disefios fraccionados 2" con la mas alta resolucion posible es

la siguiente:



Experimento 2°~": ejemplo integrador 235

1. Se lista el diserio factorial completo para k — 1 factores, y de esta forma se tienen las primeras k — 1
columnas de la fraccion deseada.

2. La columna faltante (la k-ésima) se construye multiplicando entre si las columnas previas. Si se
quiere la fraccion complementaria, se cambian los signos de esta ultima columna. El disefio que
resulta es un disefio factorial fraccionado 2" con resolucion maxima R = k.

Construccién del disefio 2%~ rador. En este caso el generador indica que D = -ABC. Ha-
, » o , ciendo el producto —ABC, se obtienen los signos de la cuarta
Estos dos pasos aplicados en la construccion del disefio factorial columna:
fraccionado 2*7', con resolucién IV y con generador / = ~ABCD,
guedan de la siguiente manera: A B ¢ |Dp<-aBc
1. Primero se lista el disefio factorial completo 27" = 2° dado B B B +
por: + _ _ B
A|B|cCc|D U I -
+ + - +
— — — — — + —_
S R M + - + +
. - + + +
R L + + -
- - +
+ - + Si se quisiera la fraccién principal que tiene generador / = +ABC,
- + + el primer paso es el mismo, y en el seqgundo paso los niveles de
+ + D se obtienen con el producto positivo de las columnas (D =

+ABC). Una ventaja de la fraccién complementaria que se acaba

dejando en blanco los espacios para los niveles del factor D. de construir con respecto a la fraccion principal, es que no con-

2. La columna faltante de niveles para el factor D se obtiene al ~ tiene las combinaciones de niveles mas extremosas (-, —, —, -)
multiplicar las columnas A, By C de acuerdo con el gene- vy (+, + + +).

Experimento 2°~': ejemplo integrador

Este ejemplo ya fue presentado en la seccion “Experimento 2° no replicado: ejemplo integrador” del
capitulo 6, como un disefio factorial completo 2° con una sola réplica. Ahora mostraremos que si se
hubiera corrido s6lo una fraccion a la mitad (2°7), las conclusiones hubieran sido las mismas que se
obtuvieron con el factorial completo, con la diferencia de que el costo experimental hubiera sido la
mitad. El objetivo de este ejemplo es mostrar que al correr una fraccion a la mitad de un diserio fac-
torial completo, con cinco factores, no se pierde (necesariamente) informacion valiosa y se obtienen
conclusiones similares.

Recordemos que el experimento se desarroll6 en una planta en la que se fabrican semiconducto-
res, en la cual se querfa mejorar el rendimiento del proceso mediante el disefio de experimentos. De
acuerdo con la experiencia del grupo de mejora, los factores que podian tener mayor influencia sobre
la variable de respuesta (rendimiento), asi como los niveles de prueba utilizados, fueron los siguientes:

A = Nivel de la abertura (pequena, grande).

B = Tiempo de exposicion (20% abajo, 20% arriba).
C = Tiempo de revelado (30's, 45 s).

D = Dimension de la mascara (pequena, grande).

E = Tiempo de grabado (14.5 min, 15.5 min).
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CAPITULO 8

B: Texpo
A: Abert
C: Trevel
AB
DE
AE
BC
AD
CE
D
AC
D: masca
BD
E: Tgrab
BE

Disefios factoriales fraccionados 24"

Consideremos las fracciones a la mitad para este disefio 2°. La construccion de las fracciones se
hace en dos pasos: 1) Se escribe el disefio 2°~! como si fuera un factorial completo 2. 2) La columna
faltante es el producto de las cuatro primeras. Esta fraccion corresponde a la fraccion principal (gene-
rador I = ABCDE). Si se toma el producto negativo de las cuatro columnas, se obtiene la fraccion com-
plementaria (generador I = ~ABCDE). Ambas fracciones juntas conforman el disefio factorial completo
2°. Las dos fracciones con sus respectivos datos se muestran en la tabla 8.4.

I Tabla 8.4 Dos fracciones 2°!

Fraccion principal Fraccion complementaria
e=8.0 d=8.0 =70 de =6.0
a=9.0 ade = 10.0 ae=12.0 ad =10.0

b =34.0 bde = 30.0 be =35.0 bd =32.0
abe = 52.0 abd = 50.0 ab = 55.0 abde = 53.0
c=16.0 cde =15.0 ce=15.0 cd=18.0
ace =22.0 acd =21.0 ac =20.0 acde = 20.0
bce =45.0 bed = 44.0 bc =40.0 bcde = 41.0
abc = 60 abcde = 63.0 | abce = 65.0 abcd = 61.0

Analisis de las dos fracciones

En la figura 8.2 se muestran los diagramas de Pareto para los efectos de cada una de las fracciones. Ve-
mos que cualquiera de las fracciones detecta los efectos A, B, C y AB como los mas importantes. Estos
paretos son basicamente iguales que en el analisis del disefio completo (véase capitulo 6).

a) Fraccion principal (I = ABCDE) b) Fraccién complementaria (/ = ~ABCDE)
L L L L L L L L L L L L L e L L L L L L L L L L L L L e
| B: Texpo |

A: Aber
] A
] [ ]

C: Trevel
] | [
BE
BD
AD
D: masca
DE
BC
AE
E: Tgrab
AC
L

T T T T T A T T T T T T T T A T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40

Figura 8.2 Diagramas de Pareto de efectos para las dos fracciones del experimento 2°, ejemplo de semiconductores.

Con los graficos de Daniel pasa lo mismo: ambas fracciones detectan los mismos efectos, que en
apariencia son significativos (véase figura 8.3).

Baste decir que los analisis de varianza resultarfan casi iguales, debido a la claridad con la que
trabajan, en este caso, los paretos y los graficos de Daniel.

Interpretacion

En la figura 8.4 se muestran los efectos principales detectados en cada una de las fracciones, y en la
figura 8.5 se presenta el efecto de interaccion AB de la manera en la que fue detectado por cada una
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Experimento 2°~": ejemplo integrador

b) Fraccién complementaria (/ = —~ABCDE)

A: Abert

C: T-revel

AB

Figura 8.3 Gréaficos de Daniel para las dos fracciones del disefio 2°; ejemplo de semiconductores.

a) Fraccion principal (I = ABCDE)
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Figura 8.4 Efectos principales para las dos fracciones del disefio 2°;

ejemplo de semiconductores.
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a) Fraccion principal (/ = ABCDE)
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b) Fraccién complementaria (/ = ~ABCDE)
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) = —
= o =
-  ’ Texpo=-10 " 7
10 :— Texpo =-1.0 —:
0 ]

-1.0 1.0

Abertura

Figura 8.5 Interaccién AB para las dos fracciones del disefio 2°;
ejemplo de semiconductores.

de las fracciones. Las diferencias entre lo que se detecta con una fraccion y otra es practicamente im-
perceptible. Si comparamos estas graficas contra las correspondientes del disefio factorial completo,
notamos que desde el punto de vista fisico se detecta que pasa lo mismo: a medida que se incrementan
los niveles de los factores A, By C, el rendimiento aumenta. Ademas, el efecto del nivel de abertura (A)
es mayor cuando el tiempo de exposicion es alto (B). Por lo tanto, al igual que con el factorial completo,
el mejor tratamiento es (A*, BY, C*, D*, E®). Los niveles de los factores D y E se eligen con el uso del
criterio econémico.

En resumen, el disefio factorial 2° sobre rendimiento de semiconductores se puede estudiar de dis-
tintas maneras y los resultados son equivalentes. Se ha analizado como un 2°(n = 1), como un 2’ (n = 4)
usando la propiedad de colapsacion, como una fraccion 20" (I = ABCDE) y su complementaria 2!
(I = —ABCDE). Algo importante a resaltar es que bastaba con una fraccion a la mitad y, por lo tanto, la
mitad de los recursos invertidos para obtener las mismas conclusiones. Se puede mostrar (véase ejerci-
cio 6) que incluso con una fraccion a la cuarta parte del diserio original es posible llegar a las mismas
conclusiones con este ejemplo.
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Disefios factoriales fraccionados 2% 2

De acuerdo con el numero de factores y el costo de cada corrida experimental, en
ocasiones es necesario correr una fraccion mas pequena del diseno factorial completo
2" Un disenio factorial fraccionado 2"~ representa la cuarta parte del factorial original
completo (% 2" = 2"2) y para obtenerlo se necesitan dos efectos generadores, de entre » Efectos generadores
las interacciones del mas alto orden, que deben ser elegidas de manera que su producto  son interacciones del més alto orden po-
también sea una interaccion del mas alto orden posible. Estos disefios tendran tres ge- sible que son utilizadas para generar la
neradores: los primeros dos que se seleccionaron mas su producto entre si, y ninguno  fraccion factorial. Su producto también
sera estimable. La estructura alias se obtiene con estos tres generadores, de aqui que  debe ser una interaccion del més alto or-
cada efecto tiene tres alias. En general, el numero de “palabras” de la relacion definidora den posible.
indica la cantidad de alias que tendra cada efecto, y multiplicando un efecto dado por
esta relacion se determinan sus alias. La palabra con menos letras en la relacion defini-
dora indica la resolucion de la fraccion.

El disenio factorial fraccionado 2"~ se puede construir en dos pasos:

1. Se escribe el disefio 2"~? como si fuera un factorial completo en k — 2 factores, y de esta forma se
tienen los niveles de los primeros k — 2 factores.

2. Los niveles que corresponden a los factores de las dos tltimas columnas (factores k — 1 y k) se
obtienen multiplicando columnas previas de acuerdo con los generadores.

Fraccion 222 como los generadores / = ABD e | = ACE, y el tercer gene-
) ) ‘ i rador es el producto ABD x ACE = BCDE. Asi, la relacién
Supongamos que se tienen cinco factores y que sélo se cuenta definidora del disefio queda como / = ABD = ACE = BCDE. Al

CoN recursos para correr una cuarta parte del disefio factorial
2°, es decir, se quiere correr un disefio fraccionado 2°~% que se
construye mediante los dos pasos siguientes:

reescribir los generadores en la forma: / = ABD = D = AB e
I=ACE=E = AC, entonces con los productos ABy AC se ge-
neran los niveles de los factores Dy E, respectivamente. Ha-
ciendo los productos indicados se completa la tabla anterior

1. Se escribe el disefio factorial completo 22 para los tres prime- y se tiene el disefio factorial que se muestra en la tabla 8.5,
ros factores A, By C, dejando las columnas D'y E en blanco: que tiene resolucién Il puesto que en la relacion definidora
el generador mas pequefio tiene tres letras.
A| B | C|D]|E 1 Tabla 8.5 Disefio 2°72,
— — — I =ABD = ACE
+ — —
N R A| B | C|D|E
+ + - - - - + +
— — + + — — — —
+ | - | + -+ | = -+
-+ | + + 0+ | - |+ | -
+ |+ |+ - =+ |+ | -
+ | -+ | - |+
2. Los niveles para los factores D y E se obtienen al seleccionar - + + - -
de manera adecuada generadores. En este caso se proponen + + + + +

Estructura de alias

La estructura de alias se obtiene al multiplicar cada efecto por la relacion definidora dada por:

I=ABD = ACE = BCDE
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y se muestra en la tabla 8.6. Los grupos de efectos alias ahora tienen cuatro elementos. Cada efecto
principal cuenta con al menos una interaccién doble como su alias, que es lo que implica la resolucion
I11. No es posible construir una fraccion 2°~* con resolucion mayor que IIL.

I Tabla 8.6 Estructura de alias completa
del disefio 2,7

A+ BD + CE + ABCDE
B+ AD + ABCE + CDE
C+ABCD + AE + BDE
D+ AB+ ACDE + BCE
E+ ABDE+ AC+BCD
BC+ ACD + ABE + DE
BE + ADE + ABC + CD
u +ABD + ACE + BCDE

La estructura de alias completa incorpora hasta los efectos de interaccion del mas alto orden, aun-
que no sean de interés. Toda la informacion importante esta contenida en la estructura de alias redu-
cida, que involucra solo hasta las interacciones dobles (véase tabla 8.7). Cuando se alian efectos con la
misma jerarquia, como es el caso de BE + CE, debe decidirse, con base en el conocimiento del proceso,
a cual interaccion se atribuira el efecto observado en caso de que resulte significativo. Otro criterio es
fijarse cuales efectos principales resultaron significativos, ya que éstos tienen mas probabilidad de estar
activos también en sus interacciones (principio de herencia).

I Tabla 8.7 Estructura de alias
reducida

A+BD+ CE
B+ AD
C+AE
D+ AB
E+AC
BC + DE
BE + CE

Con los generadores I = ABD e I = ACE se obtiene el disefio 2°~* llamado fraccion principal, que
hemos presentado, pero tomando las otras combinaciones de signos en los generadores ((I = —ABD,
I=ACE),(I=ABD,I=-ACE) o (I =-ABD, I = -ACE)), se obtienen otros tres posibles disefios 2772 que
pertenecen a la misma familia, y todos con la misma resolucion. La decision por una fraccion en par-
ticular se puede hacer considerando los tratamientos que incluye cada fraccion y viendo si alguno de
éstos se prefiere 0 se quiere evitar, como por ejemplo el tratamiento (+, +, +, +, +,).

Disefio factorial fraccionado 2%

» Disefio factorial En general, un disefio factorial fraccionado 2" es una fraccion 1/2F del disefio factorial

fraccionado 27

Es una fraccion 1/2° del factorial completo
2. Se construye con base en p generado-

res iniciales.

completo 2", Para construir un disefio 27 se eligen p generadores iniciales, todos in-
teracciones del mas alto orden posible, de manera que todos sus productos también
sean interacciones de alto orden. Una vez elegidos los p generadores, el disetio se puede
construir en dos pasos, a saber: 1) Se escribe el disefio 2"P como si fuera el factorial
completo para k — p factores. 2) Para los ultimos p factores las columnas de signos se
obtienen multiplicando las columnas que indican los generadores.

La relacion definidora tiene tantos términos como productos se puedan hacer con los p generadores.
De la relacion definidora se obtiene la estructura de alias y la resolucion de la fraccion resultante.

En todo el procedimiento descrito, quiza lo mas dificil es encontrar los mejores generadores de
la fraccion que se desea utilizar. Por fortuna, existen tablas de disefios factoriales fraccionados que
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incluyen su estructura de alias, lo que permite al investigador elegir el disefio y saber con anticipacion
cudles serian los alias de los efectos potencialmente importantes. Esta seleccion adecuada del diserio
factorial fraccionado también se puede hacer con paquetes estadisticos, que proporcionan fracciones

con resolucion maxima.

Enlatabla 8.8 se proporcionan los generadores de algunos disefios factoriales fraccionados (k < 10),
que al menos tienen resolucion IV. También se da el grado de fraccionamiento, el ntmero de alias
que tiene cada efecto, el nimero de tratamientos y el numero de factores que se quieren estudiar. Los
diserios de resolucion I1I no incluidos en la tabla también son sumamente ttiles, en particular cuando
se tienen mas de ocho factores y resulta costoso correr el disefio de resolucion IV.

I Tabla 8.8 Factoriales fraccionados con resolucién /V, con méaximo 64 corridas

Numero de Numero de Alias de Grado de
factores Disefio | corridas cada efecto | fraccion Generadores

4 2 8 1 12 | D=+ABC

5 20! 16 1 12 | E=+ABCD

6 20 32 1 12 | F=+ABCDE

6 20 16 3 1/4 | E==+ABC
F=+BCD

7 20 64 1 12 | G=+ABCDEF

7 2 3 3 1/4 | F=+ABCD
G = +ABDE

7 2 16 7 1/8 | E=+ABC: F=+BCD
G=+ACD

8 Pl 64 3 1/4 | G=+ABCD
H = +ABEF

8 20 32 7 1/8 | F=+ABC: G = +ABD
H = +BCDE

8 20t 16 15 1/16 | E=+BCD; F = +ACD
G = +ABC: H = +ABD

9 20 64 7 1/8 | G=+ABCD; +H = +ACEF
J = +CDEF

9 I 32 15 1/16 | F = +BCDE: G = +ACDE
H = +ABDE; ] = +tABCE

10 P 64 15 1/16 | G = +BCDF; H = +tACDF
] = ABDE; K = +ABCE

10 2y 32 31 132 | F=+ABCD; G = +ABCE; H = +ABDE
] = +ACDE; K = +BCDE

Fraccion 2’73

Supongamos que se quieren estudiar k = 7 factores y solo se
tienen recursos para correr una octava parte del disefio 2’ com-
pleto, por lo que se decide utilizar un disefo factorial fracciona-
do 2773 En la tabla 8.8 se lee que los generadores £ = +ABC,
F=+BCDy G = +ACD son adecuados. Se pueden construir ocho
fracciones diferentes con estos generadores, dependiendo de
los signos que se toman. Por facilidad, construiremos la fraccién
principal, que es la que se obtiene con los tres generadores con
signo positivo.

En un primer paso se escribe el disefio 2772 = 2* como si
fuera un factorial completo: véanse las primeras cuatro colum-
nas de la tabla 8.9. En el segundo paso se calculan las columnas
faltantes E, Fy G con base en los generadores. El disefio de la
tabla 8.9 es el factorial fraccionado 2”2 deseado.

La estructura de alias completa del disefio se obtiene mul-
tiplicando cada efecto por la relacion definidora, que esta dada
por los generadores iniciales y todos sus posibles productos:
| = ABCE = ABFG = ACDG = ADEF = BCDF = BDEG = CEFG. Asi,
la estructura de alias completa se muestra en la tabla 8.10, en
la que cada efecto tiene siete alias. Esta estructura tiene poca o
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nula utilidad, salvo tener la idea de la situacion que se presenta
con los efectos. Para fines practicos basta conocer la estructura
de alias reducida que se muestra en la tabla 8.11.

De acuerdo con esta tabla, en este disefio habrfa que cuidar
que dos interacciones de interés especial para el experimentador
no aparezcan alias entre ellas. Esto se logra al asignar los facto-
res a las letras de las columnas (tabla 8.9), de manera que las
interacciones de interés aparezcan en grupos de alias diferentes.
Por ejemplo, supongamos que cuatro de los siete factores son:
temperatura, humedad, velocidad y dangulo, e interesa estimar
todas las interacciones dobles entre estos factores; ademas,
supongamos que de los otros tres factores sélo interesan los
efectos principales. Se asigna la letra A al factor temperatura,
B al factor humedad, C a velocidad y D a angulo, y con esto se

podran estimar las seis interacciones de interés. En contraparte,
si los primeros tres factores se asignan de igual manera pero el
factor dngulo se asigna a la columna E, se tendran varias interac-
ciones de interés alias entre ellas, como son: AB + CE, AC+ BEy
AE + BC. Hay que observar que un pequefio cambio en la asig-
nacion de los factores a las columnas del disefio, cambia radical-
mente la estructura de alias en cuanto a los efectos de interés.

Noétese que cuando todas las interacciones de dos factores
son igual de importantes, este disefio no hace un buen trabajo
y debe utilizarse otro con resolucién al menos de V. Pero si de
antemano se tienen identificadas solo algunas de las interaccio-
nes como las potencialmente importantes, se puede buscar la
manera de estudiarlas con una fraccion de resolucién IV (véase
el principio de herencia mas adelante en este capitulo).

I Tabla 8.9 Disefio 2’72, con generadores / = ABCE, | = BCDF e

I=ACDG
A B C D |E=ABC|F=ADE | G=ACD
+ - - - + - +
- + - - + + -
+ + - - - + +
- - + - + + +
+ - + - - + -
- + + - - - +
+ + + - + - -
- - - + - + +
+ - - + + + -
- + - + + - +
+ + - + - - -
- - + + + - -
+ - + + - - +
- + + + - + -
+ + + + + +

I Tabla 8.10 Estructura de alias completa del disefio 27;3

A+ BCE + BFG + CDG + DEF + ABCDF + ABDEG + ACEFG
B+ ACE + AFG + CDF + DEF + ABCDG + ABDEF + BCEFG
C+ ABE + ADG + BDF + EFG + ABCFG + ACDEF + BCDEG
D + ACG + AEF + BCF + BEG + ABCDE + ABDFG + CDEFG
E + ABC + ADF + BDG + CFG + ABEFG + ACDEG + BCDEF
F+ ABG + ADE + BCD + CEG + ABCEF + ACDFG + BDEFG
G+ ABF + ACD + BDE + CEF + ABCEG + ADEFG + BCDFG
AB+ CE+ FG + ACDF + ADEG + BCDG + BDEF + ABCEFG
AC + BE + DG + ABDF + AEFG + BCFG + CDEF + ABCDEG
AD + CG + EF + ABCF+ ABEG + BCDE + BDFG + ACDEFG
AE + BC + DF + ABDG + ACFG + BEFG + CDEG + ABCDEF
AF + BG + DE + ABCD + ACEG + BCEF + CDFG + ABDEFG
AG+ FG + CD + ABDE + ACEF + BCEG + DEFG + ABCDFG
BD + CF + EG + ABCG + ABEF + ACDE + ADFG + BCDEFG
ABD + ACF + AEG + BCG + BEF + CDE + DFG + ABCDEFG
U +ABCE + ABFG + ACDG + ADEF + BCEF + BDEF + CEFG




Experimento 2’~* ejemplo integrador

I Tabla 8.11 Estructura de alias reducida
para el disefio 2]

Los efectos principales: A, B, C, D, E, Fy G se
estiman hmpiamente, pero las interacciones
dobles se confunden entre ellas:

AB+ CE+ FG

AC+ BE + DG

AD + CG + EF

AE + BC + DF

AF + BG+ DE

AG+ BF +CD

BD + CF + EG

Estimacion de efectos y sumas de cuadrados

Los efectos y las sumas de cuadrados en los diserios factoriales fraccionados 2"~ se obtienen a partir
de los contrastes, de manera similar a como se hace con los factoriales completos 2", Se obtiene un
contraste para cada grupo de efectos alias y se pondera por una constante apropiada para estimar el
efecto correspondiente como una diferencia de medias. Asi, el efecto de un grupo de efectos alias X se
estima como:

Contraste X
Efecto X = —( on :— as_le )
2 p

y su correspondiente suma de cuadrados es:

5C, = (Contrffte X)

24P
la cual tiene un grado de libertad. Al calcular la suma de cuadrados totales (SCy) y la suma de cuadrados
del error (SCp), compuesta por efectos pequetios excluidos con base en el Pareto efectos y el grafico de
Daniel, se puede construir un ANOVA razonable. Cabe sefialar que para excluir un efecto del analisis
se deben excluir también todos sus alias.

Experimento 2’~*: ejemplo integrador

En una comparnia se compré un equipo de afilado, y después de una semana se dieron cuenta de que
el exceso de vibracion en el proceso era un problema muy serio. Un equipo de mejora decide tratar de
reducir la vibracion aplicando disefio de experimentos. Identifican siete factores, todos asociados con la
herramienta de afilado, que pueden tener algo que ver en la cantidad de vibracion: diametro, longitud,
tamano de grano del material, velocidad de alimentacion, revoluciones por minuto, estructura del material y
peso de la precarga. Se eligen dos niveles para cada factor, en los cuales llevar a cabo el experimento.
Como la puesta en marcha del robot y el tiempo de corrida tienen un alto costo, el equipo decide
utilizar un experimento de ocho corridas. Tanto los factores como los niveles utilizados en unidades
originales se muestran en la tabla 8.12.

Bajo el supuesto de que los efectos de interaccion se pueden considerar despreciables, se decide
correr un disefio altamente fraccionado (saturado) como lo es la fraccion 2;} 4 que se muestra en la tabla
8.14 junto con los resultados obtenidos. El disefio tiene resolucion III, lo cual implica que hay efectos
principales confundidos con interacciones dobles. La estructura de alias reducida se muestra en la tabla
8.13.
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1 Tabla 8.12 Factores y niveles utilizados: problema de vibracion

Factor Descripcion (unidades) Niveles (bajo, alto)

C: diam Diametro (pulgadas) 10,15

B: long Longitud (pulgadas) 1.0,2.0

A: grano Tamano de grano (/ pulgada) 80, 120

G: alim Velocidad de alimentacion 2.0,4.0
(pulg/min)

D: rpm Rpm ( x 1 000) 15,20

E: precar Peso de precarga (libras) 1.0,0.4

F: matest Estructura del material 1.0,4.0
(onzas)

1 Tabla 8.13 Estructura de alias del
disefio 277 (fraccion

principal)

A+BD+ CE+FG
B+AD+ CF+EG
C+AE+BF + DG
D+ AB+ CG + EF
E+AC+BG+ DF
F+AG+BC+DE
G+ AF+BE+CD

Tabla 8.14 Matriz de disefio y vibracién observada

Grano | Long. | Diam. | RPM | Precar | Matest | Alim. | Vibra

-1.0 -1.0 -1.0 1.0 1.0 1.0 -1.0 774
1.0 -1.0 -1.0 -1.0 -1.0 1.0 1.0 68.3
-1.0 1.0 -1.0 -1.0 1.0 -1.0 1.0 81.9
1.0 1.0 -1.0 1.0 -1.0 -1.0 -1.0 66.2
-1.0 -1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 1.0 42.1
1.0 -1.0 1.0 -1.0 1.0 -1.0 -1.0 78.3
-1.0 1.0 1.0 -1.0 -1.0 1.0 -1.0 39.0
1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 68.4

Analisis del experimento

El experimento tiene un total de siete grados de libertad, que se gastan en estimar solo los efectos prin-
cipales, y quedan cero grados de libertad para el error en el ANOVA. De aqui la necesidad de recurrir
al diagrama de Pareto y al grafico de Daniel como paso previo antes de intentar un analisis de varianza.

El diagrama de Pareto de efectos hace un trabajo excelente al detectar tres efectos importantes y
cuatro despreciables (véase figura 8.6). Esto se ve confirmado por el grafico de Daniel de la figura 8.7,
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[T T T T [T T T T [ T T T T [T T T T[T T T T[T T TT]
E: PRECAR
C: DIAM
A: GRANO
F: MATEST
D: RPM
B: LONG
G: ALIM

T T T T T T T T T T T I A A B |
0 4 8 12 16 20 24

Efecto

Figura 8.6 Pareto de efectos para el problema de vibracién.
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E: PRECAR
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20 — —
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Efectos estandarizados

Figura 8.7 Efectos en papel normal para el problema de vibracion.
que muestra cuatro efectos sobre la linea (que no afectan) y tres efectos separados de la linea, que co-
rresponden a las tres barras mas altas en el Pareto.

Con esta informacion se puede intentar un analisis de varianza, mandando el error a los cuatro
efectos alineados. El resultado se muestra en la tabla 8.15.

1 Tabla 8.15 Mejor andlisis de varianza

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado
variabilidad | cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: grano 208.08 208.08 12.58 0.0239
C: diam. 544.5 1 544.5 32.93 0.0046
E: precar 1021.52 1 1021.52 61.78 0.0014
Error 66.14 4 16.535
Total 1.840.24 7

El estadistico Rﬁj que mide el grado de explicacion de la variable de respuesta por el modelo es
93.71%. Aunque la suma de cuadrados del error tiene solo cuatro grados de libertad, en este caso pa-
rece que el cuadrado medio del error esta estimado de manera correcta y razonable.
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Interpretacion

El objetivo del estudio es encontrar una combinacion de los niveles de los factores que minimicen el
problema de la vibracion de la maquina de afilado. En la figura 8.8 se muestran los efectos que estan
activos, y para cada uno se localiza el valor mas bajo de la linea. De esta forma se aprecia que a mayor
tamano de precarga, mayor vibracion; a mas diametro menor vibracién y a mayor tamano de grano,
mas vibracién. Por lo tanto, el mejor tratamiento es: GRANO en su nivel bajo, DIAM en su nivel alto
y PRECAR en su nivel bajo; los niveles de los factores restantes se eligen con el criterio de economia o
productividad.

77

73

69

65

Vibracion

61

57

53

-1.0 1.0 -1.0 1.0 -1.0 1.0
GRANO DIAM PRECAR

Figura 8.8 Representacion de efectos activos para el problema de
vibracion.

Como solo hay tres factores activos, tiene sentido dibujar la grafica de cubo, que resume bien
el comportamiento de la vibracion predicha (véase figura 8.9). Se observa que la vibracion minima
(40.55) ocurre en la combinacion (A: GRANO™, C: DIAM*, E: PRECAR).

63.15 73.35
79.65
89.85
o
g 40.55
o 50.75
(a9
&
>/.05 67.25
GRANO

Figura 8.9 Grdéfica de cubo y vibraciéon predicha
en cada tratamiento.
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Tres principios de los efectos factoriales

En esta seccion enunciamos de manera explicita tres principios que se han aplicado en las secciones
previas, en particular en la generacion e interpretacion de los factoriales fraccionados con dos niveles.
Cabe aclarar que, al ser principios, no estan obligados a cumplirse en 100% de los casos. Sin embargo,
el analisis de cientos de disefios ha demostrado su gran utilidad ya que éstos se cumplen la gran ma-
yoria de las veces.

Principio de jerarquia

Efectos de orden bajo son mds probables de ser importantes o estar activos que efectos de orden alto. Efectos del
mismo orden son igualmente probables de estar activos.

En este principio se basa la teoria de los disenos factoriales fraccionados, en la cual se sacrifican
efectos de orden alto (interacciones triples, cuadruples, etc.) en aras de estudiar los efectos de orden
bajo (efectos principales en primer lugar, seguidos por interacciones dobles). Gracias a este principio
es posible estudiar muchos factores con relativamente pocas corridas experimentales y, por lo tanto,
con un minimo de recursos.

No confundir este principio con la importancia a priori que pudiera tener un efecto debido a la fisi-
ca del proceso que se estd investigando. Por ejemplo, con dos interacciones dobles que son alias puede
ocurrir que se considere a una de ellas mas importante que la otra por conocimiento del proceso, pero
por el principio de jerarquia ambas son igualmente relevantes.

Principio de escasez (sparsity)

Del total de efectos que se pueden estudiar con un experimento, se espera que solo una parte menor, entre 20
y 30%, de ellos estén activos.

Este principio, debido a Box y Meyer (1986), también conocido en general como principio de Pa-
reto, permite saber de antemano, antes de hacer el analisis, que s6lo un porcentaje menor de los efectos
estaran activos. Entonces solo falta identificar cuales son esos pocos efectos activos apoyandonos en el
diagrama de Pareto y en el grafico de Daniel o de efectos en papel normal. El principio de escasez es
particularmente ttil cuando se analizan experimentos factoriales fraccionados o factoriales sin réplicas,
en los cuales no hay grados de libertad suficientes para obtener un estimador del error, y se recurre
entonces a los efectos pequenios para construir con ellos un error aproximado (pseudoerror) y obtener
de esta manera el ANOVA.

Principio de herencia

Para que un efecto de interaccion esté activo, es necesario que al menos uno de los efectos principales de los
factores que lo conforman sea significativo.

Este principio ayuda a interpretar efectos de interaccion de la misma jerarquia que son alias,
tomando como la interaccion relevante aquella conformada por al menos un factor que resulto signi-
ficativo en su efecto simple. Por ejemplo, si se tienen los alias AB + CD y el efecto principal A es signi-
ficativo, entonces la interaccion importante es muy probablemente la AB; si el efecto C también fuera
significativo, mas o menos con la misma contundencia que A, puede ser que ambas interacciones sean
relevantes y entonces se trataria de desconfundirlas, corriendo alguna fraccion adicional; en este dltimo
caso, el principio de herencia no resuelve la situacion. Sin embargo, en la practica es frecuente que solo
alguno(s) de los factores involucrados en una de las interacciones que son alias sean importantes en su
efecto individual, y en ese caso el principio de herencia funciona bastante bien.

Topicos adicionales sobre factoriales fraccionados

Comentarios sobre la resolucion

En general, no es recomendable correr disefios de resolucion 111 a menos que se esté dispuesto a aceptar
que solo importan los efectos principales. En algunos procesos es arriesgado suponer de antemano que
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ninguna interaccion doble esta activa. Sin embargo, con frecuencia surgen situaciones en las que se
debe utilizar un disefio de resolucion III. Por ejemplo, cuando se tiene una gran cantidad de factores
a estudiar no queda otra alternativa si se quiere un numero razonable de corridas experimentales. O
aun con pocos factores, cuando cada corrida del proceso es demasiado cara, es necesario recurrir a una
fraccion de resolucion IIL.

En la practica se busca tener la maxima resolucion posible, con un ntimero razonable de corridas
experimentales y de gasto de recursos. Con una cantidad no muy grande de factores (5 <k < 15), exis-
ten fracciones de resolucion IV que no requieren mas de 32 corridas experimentales y proporcionan
informacion de todos los efectos principales y de algunas de las interacciones dobles.

Si el proceso es masivo y las corridas del mismo son baratas, se puede optar directamente por frac-
ciones de resolucion V; es en este tipo de procesos en los que es admisible que se incremente el ntimero
de corridas experimentales hasta 64 o mas.

Disenos fraccionados con aberracion minima

El hecho de que dos disenios factoriales fraccionados tengan la misma resolucion no significa que po-

sean la misma habilidad para estimar los efectos potencialmente importantes. Por ejemplo, considere-
. ~ 7-2 . .

mos los dos disefios 27, cuyas relaciones definidoras son:

d,: 1= DEFG = ABCDF = ABCEG

(8.3)
d,: 1= ABCF = ADEG = BCDEFG

Ambos disenios son de resolucion 1V, sin embargo, mientras que el disetio d, tiene tres pares de
interacciones dobles que son alias, el disefio d, tiene seis pares. Asi, aunque ambos disefios poseen la
misma resolucion, el primero permite estimar limpiamente mas interacciones de dos factores.

Patrén de longitud de palabra

El patron de longitud de palabra para un disefio factorial fraccionado 2" P esta dado por W= (A}, A,, ...,
Ay, donde A es el numero de palabras con i letras en la relacion definidora. Por ejemplo, para el disefio
d; el patron de longitud de palabra es W(d;) = (0, 0, 0, 1, 2, 0, 0); ya que no hay ninguna palabra con
uno, dos y tres letras, hay una con cuatro letras y dos con cinco.

Aberracion minima

Se dice que dyy, es la fraccion con aberracion minima si A,(dy,) < A,(d) para toda i, donde r es el ntimero
de letras de la palabra mas pequena en la relacion definidora de cada disefo.

Por ejemplo, los dos disetios 27?2 definidos por las relaciones definidoras de la ecuacion (8.3),

tienen patrones de longitud de palabra W(d,) = (0, 0, 0, 1,2, 0, 0) y W(d,) = (0, 0, 0, 2, 0, 1, 0), res-

pectivamente. Por lo tanto, el primero tiene menor aberracion que el segundo, ya que

A d) = 1 < A,(d,) = 2. Es decir, el diseno d, tiene una relacion definidora con cuatro

@) Minima aberracion

Criterio que permite escoger un disefio
2¥P entre las posibles fracciones con la
misma resolucion.

» Factorial fraccionado
saturado
Disefio que estudia los efectos principales

de k factores usando k + 1 corridas expe-
rimentales.

letras, mientras que el disefio d, tiene dos. Asi, el concepto de minima aberracion es un

L. .. . . . h— . .
criterio que casi siempre permite escoger el mejor diserio 2°7" entre las posibles fraccio-
nes con la misma resolucion.

Fracciones saturadas

Un disefio factorial fraccionado se llama saturado cuando el numero total de grados de
libertad del experimento es igual al numero de factores que se estudian. Esto es, todos
los grados de libertad disponibles se gastan en los efectos principales. Por lo tanto,
estos disetios tienen resolucion III, ya que los efectos principales se confunden con las
interacciones dobles.

Un ejemplo de disefio factorial fraccionado saturado lo constituye el disefio 2, *
que se utilizo en el ejemplo de la vibracion del proceso de afilado (véase tabla 8.14).
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Con este diserio solo se pueden estudiar los efectos principales, y es necesario suponer a priori
que las interacciones dobles no son importantes. Esto conlleva un riesgo que se puede correr cuando
de plano no se tienen los recursos necesarios para hacer mas de ocho pruebas. En general es mas re-
comendable experimentar aunque sea con resolucion I1I que no hacerlo.

Disenos de Plackett-Burman

Los disefios de Plackett-Burman son fracciones del diserio factorial 2*, donde el numero » Diseiios de Plackett-

de puntos de disefio N es multiplo de cuatro. Cuando N es potencia de dos, estos dise- Burman

fios son idénticos a los fraccionados 27 antes descritos. Asi, estos disefios representan

otra alternativa para fraccionar disefios factoriales completos 2°, que dan la posibilidad

de optimizar los recursos disponibles. ) donde el ndmero de puntos de disefio no
Para construir un diseno de Plackett-Burman para k factores, se selecciona un ren- | ocacariamente es potencia de dos, pero

glon o columna de niveles codificados =1 y 1, de manera que el nimero de positivos sea i mgltiplo de cuatro.

(k+1)/2 y el de negativos (k—1)/2. Este renglon es el primero del disefio. Los siguientes

k — 1 renglones o columnas se generan recorriendo cada vez un lugar el primer renglon (véase tabla

8.16). Por tultimo, el (k + 1)-ésimo renglon se forma sélo de numeros —1 (todos los factores en su nivel

bajo).

Este disefio representa otra alternativa
para fraccionar factoriales completos 2%,

Tabla 8.16 Diseno de Plackett-Burman con 12 corridas y hasta
k =11 factores

A B C D E F G H I J K
1 |-1 1 |-1 |-1 |-1 1 1 1 |-1 1
1 1 -1 1 |-1 |[-1 |[-1 1 1 1 |-1
-1 1 1 -1 1 /-1 |-1 |-1 1 1 1
1 -1 1 1 |-1 1 |-1 |-1 |-1 1 1
1 1 |-1 1 1 -1 1 |-1 |[-1 [-1 1
1 1 1 |-1 1 1 -1 1 /-1 |-1 |-1
-1 1 1 1 |-1 1 1 |-1 1 |-1 |-1
-1 |-1 1 1 1 |-1 1 1 -1 1 |-1

Disefo de Plackett-Burman con 12 corridas y hasta k = 11 factores

Si el primer renglon es (+1, -1, +1, -1, -1, =1, +1, +1, +1, -1, +1), el disefio de Plackett-Burman ge-
nerado a partir de éste se muestra en la tabla 8.16. Observe que los renglones del dos al 11 resultan al
desplazar a la derecha el primer renglon. Finalmente, en la combinacion 12 todos los factores se fijan
en su nivel bajo.

Cabe aclarar que no cualquier orden en los signos +, — del primer renglén da por resultado un
diserio adecuado (véase Box, Hunter y Hunter, 1988). En la tabla 8.17 se muestran los “primeros ren-

1 Tabla 8.17 Signos para el primer renglén de algunos disefios de Plackett-Burman

k=11,N=12 | +—+———+++—+
k=19, N=20 | +—++————+—+—++++——+
k=23, N=24 | +————F—+——++——++—+—-++++

k=35N=36 | ——4+——F+-+—F-————F——F++—+++++———+++-+
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glones” (o columnas) que se proponen para los disefios de Plackett-Burman mas utilizados. En ella, k
es el numero maximo de factores y N es el nimero de tratamientos de disenio. Aunque el arreglo es facil
de construir a partir de rotar los signos propuestos, resulta mas practico generarlo con un software.

Si el namero de factores a estudiar es menor que k, una vez construido el disefio de la forma en la
que se explico se seleccionan tantas columnas como factores. Por ejemplo, si con el disefio de la tabla
8.16 se quieren estudiar solo seis factores, entonces la matriz de disefio estara formada por las primeras
seis columnas.

Aclaracion de ambigiiedades con otra fraccion

En ocasiones los resultados de un disefio factorial altamente fraccionado son ambiguos, en el sentido de
que al momento del analisis surgen dudas sobre la interpretacion de efectos que son alias, por lo que
se hace necesario correr otra fraccion que aclare las ambigtiedades, separando de los grupos de alias
aquellos efectos que son de interés para el experimentador. La idea es combinar de manera adecuada la
informacion de ambas fracciones para separar los efectos deseados.

Estas ambigtiedades pueden ser el resultado de una mala planeacion del experimento. Por ejem-
plo, cuando el grupo de trabajo, aun a sabiendas de que la interaccion BC tiene muchas posibilidades
de afectar la variable de interés, decide correr un disefio de resolucion III en el que BC se confundira
con el efecto A. Aqui, la necesidad de correr una fraccion adicional se pudo evitar desde el principio,
seleccionando un disenio con menor grado de fraccionamiento que permitiera estimar por separado el
efecto BC. Sin embargo, lo tipico es que la ambigtiedad surja después de analizar la primera fraccion y
observar que los resultados obtenidos son interesantes; no obstante, se plantea la necesidad de correr
una fraccion adicional para tener una vision mas clara de lo que sucede con los efectos de interés.

La fraccion adicional debe elegirse cuidando que en realidad sirva para resolver las imprecisiones
heredadas de la primera fraccion. La clave es elegir otra fraccion que, al combinarse ambas estructuras
alias, aclare las dudas. Por ejemplo, si en la primera fraccion se confunde A con BC de la forma A + BC,
y se desea separarlos corriendo otra fraccion, esta tltima debera aliar los efectos en la forma A — BC, de
manera que al combinar estos grupos (sumando y dividiendo entre dos), resulta:

(A+BCO)+A-BO) _ 4
2

y restando:

(A+BO) - (A-BO)

=BC
2

con lo que Ay BC quedan limpiamente estimados. En resumen, dependiendo del tipo de confusion que
se quiera eliminar, convendra restar o sumar las estructuras alias y luego dividir entre dos.

Son varias las situaciones de interés que podrian presentarse en la practica. Aqui se presentan dos
de ellas. Para ilustrar los dos casos se utiliza el disefio factorial fraccionado 2”~* con generadores inicia-
les I = +ABD = +ACE = +BCF = +ABCG, el cual, en su fraccion principal, se muestra en la tabla 8.18. La
relacion definidora de este disefio tiene 15 palabras que resultan de considerar los cuatro generadores
iniciales y todos los posibles productos entre ellos. De aqui se desprende que cada efecto tiene 15 alias,
o lo que es igual, los grupos de efectos alias tienen 16 miembros.

Este diserio, construido con los signos positivos en los cuatro generadores, es una de las 16 posi-
bles fracciones que pueden construirse con las combinaciones de los signos de los cuatro generadores
iniciales. Suponga que las interacciones de tres o mas factores no son importantes, la estructura alias
se muestra en la tabla 8.19. Denotemos con I, a la suma estimada de los efectos alias que constituyen
el grupo al que pertenece el efecto principal A, es decir, I, = A + BD + CE + FG, donde la flecha -
significa “es estimador de”. En la tabla 8.19 se muestra esta notacion para cada grupo de efectos alias
obtenidos con la fraccion inicial.
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1 Tabla 8.18 Disefio factorial fraccionado 27~*

A | B C | D=AB | E=AC | F=BC | G=ABC Total
- - - + + + - def
+ - - - - + + afg
- + - - + - + beg
+ + - + - - - abd
- - + + - - + cdg
+ - + - + - - ace
- + + - - + - bef
+ + + + + + + abcdefg

I Tabla 8.19 Estructura alias
de la fraccion
original

Estimador - Efecto alias

I, > A+BD+CE+FG
Iy = B+AD+ CF+EG
lc > C+AE+BF + DG
I, D+AB+ CG+EF
I = E+AC+ BG+ DF
I
]

+ = F+AG+BC+DE
o= G+AF+BE+CD

CASO 1

Estimacion de un factor dominante y todas sus interacciones

Suponga que al correr el disefio factorial fraccionado dado en la tabla 8.18, se observa, a la hora del
analisis, que uno de los factores tiene un efecto fuerte y por el principio de herencia surge el interés
de investigar si interactia con los otros factores. Para ello se decide correr una fraccion adicional que
permita estimar, al combinarse con los resultados de la primera, el efecto principal de ese factor do-
minante y todas las interacciones dobles en las que participa. La fraccion adicional que se requiere, se
logra cambiando el signo a los generadores que involucran a este factor dominante. Por ejemplo, si el
factor dominante es A, se utilizan los generadores dados por:

I =-ABD =—-ACE =+ BCF = - ABCG

La nueva fraccion que se corre con estos generadores tiene la estructura de alias que se muestra
en la tabla 8.20, que es la misma estructura alias de la primera fraccion pero con algunos signos cam-
biados.

Al combinar ambas estructuras alias (tablas 8.19 y 8.20) se obtienen limpiamente todos los efectos
que involucran al factor dominante A, pero los demas factores siguen confundidos con interacciones
de dos factores. La nueva estructura de confusion se obtiene al sumar y restar las estructuras alias de las
dos fracciones. El resultado se muestra en la tabla 8.21.

De esta manera se logra separar el efecto principal del factor dominante A y todas las interacciones
en las que participa, pero el experimento total sigue siendo de resolucion III.

CASO 2

Estimacion de todos los efectos principales

Consideremos otra vez como primera fraccion la de la tabla 8.18, pero ahora, dados los resultados del
analisis y por el principio de jerarquia surge la inquietud de estimar limpiamente los efectos princi-
pales, para estar mas seguros de las conclusiones obtenidas.

251
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I Tabla 8.20 Estructura alias
de la segunda
fraccién, caso 1
Estimador -> Efecto alias
= A—-BD-CE-FG
5 = B—AD + CF+EG
o= C—AE+BF+ DG
> D-AB+ CG+EF
lp = E-AC+BG+DF
lp = F-AG+BC+ DE
le = G—-AF+BE+CD

l
l
l
l

I Tabla 8.21 Estructura alias combinada, caso 1

Estimador = Efecto alias Estimador = Efecto alias
Ji-1) > BD+CE+FG | (,+1,)—=A

) (5 —1y) = AD ) (s +1y) > B+ CF+ EG
Ve -1 = AE V(e +1.) = C+BF+DG
L y—1,) = AB ' (p+1,) » D+ CG+EF
L= 1) = AC ! (. +1,) » E+BG + DF
L le—1p) = AG ' (. +1,) = F+BC+DE
V(o —1o) = AF ' (.+1.) = G+BE+CD

Recordemos que de acuerdo con la jerarquia de los efectos, al utilizar la fraccion de la tabla 8.18,
el experimentador estaria atribuyendo el efecto observado al efecto principal e ignorando las interac-
ciones dobles. Sin embargo, siempre queda la inquietud de si el efecto observado en realidad se debe
al efecto principal y no a alguna interaccion doble del grupo de alias, y esto se puede aclarar corriendo
una fraccion adicional apropiada. La fraccion adecuada en este caso es aquella que tiene por generado-
res los mismos de la primera fraccion, pero con los signos de los generadores de tres letras cambiados.
Esto es, la fraccion adicional se genera con:

I =-ABD = -ACE = —BCF = +ABCG
que da lugar a la estructura alias de la tabla 8.22.

1 Tabla 8.22 Estructura alias
de la segunda
fraccion, caso 2
Estimador = Efecto alias
l,>A-BD-CE-FG
l; > B—AD—CF-EG
lc > C—AE-BF-DG
I, > D—AB—-CG-EF
lp=> E-AC-BG-DF
l
l

= F—AG-BC-DE
= G-AF-BE-CD

Si esta estructura alias se combina con la estructura alias de la primera fraccion dada en la tabla
8.19, se obtiene la nueva estructura de confusion dada en la tabla 8.23. Se observa que los efectos prin-
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cipales estan separados de las interacciones dobles, que era el objetivo que se perseguia. Notese que las
fracciones combinadas dan por resultado un disefio fraccionado de resolucion IV, al no quedar ningun
efecto principal confundido con alguna interaccion doble.

I Tabla 8.23 Estructura de alias combinada, caso 2

Estimador —> Efecto alias | Estimador - Efecto alias
S 1) = A S (ly—14) = BD+ CE+FG
Ls+1,) > B Yy —1y) = AD + CF + EG
Cle+l) = C Y (Ic—-1.) = AE+BF + DG
Sy +1y) =D ' (I, —1,) = AB+ CG + EF
Cu+1) > E (1, — 1) = AC+BG + DF
L+ 1) > F Yy — 1) = AG + BC + DE
Clo+10) =G V(o —1o) = AF+BE+CD

Uso de software

a »

Los disenos factoriales fraccionados en Statgraphics se construyen con la secuencia DDE —> Crear disefio
- Diseno nuevo = Cribado (Screening). Se declaran las variables de respuesta y los factores a estudiar, y
se elige del menu de disefios la fraccion deseada. Ahi mismo, el software reporta la resolucién que tendra
la fraccién elegida. En seguida se decide sobre el nimero de repeticiones al centro y se aleatoriza el expe-
rimento. Hasta aqui es lo mismo que crear un disefio factorial 25 completo. Sélo falta decidir de manera
especifica cudl de las diferentes fracciones posibles se quiere construir.

En el centro de la misma ventana y a la derecha de donde se deciden las repeticiones, aparece la
opciéon de Generators, en la cual se muestran los generadores iniciales de la fraccién. Se selecciona una
combinacion de los signos de los generadores para construir una de las 2° posibles fracciones, donde p es
el nimero de generadores. La combinacion que el software sugiere por omision es la que sélo tiene signos
positivos, conocida como fraccion principal.

Un aspecto importante para decidir la fracciéon a utilizar en un problema dado es el anélisis de la es-
tructura de alias (Alias structure) que genera automaticamente el software al construir una fraccion. Este
analisis permite al experimentador prever el tipo de estructura de confusion que tendra que interpretar
cuando analice los resultados del experimento. Entre las fracciones a elegir también aparecerd el disefio
Plackett-Burman.

Una vez realizadas las corridas experimentales y luego de registrar los resultados, se procede con el
analisis y con la misma secuencia hasta llegar a Design Analysis.

En Minitab se procede de manera similar, pero siguiendo las opciones: Stat = Doe —> Factorial = Crea-
te Factorial Design. Después se tienen dos opciones: 2-level factorial (default generators) y 2-level factorial
(specify generators). Con la primera opcion se generan las fracciones con los generadores estandar; con
la segunda serd necesario especificar los generadores deseados. En la pestana Display Available Designs
aparece una lista de posibles disefios junto con su resolucion.

Preguntas y ejercicios

l

1. ¢Qué es un disefo factorial fraccionado y cuando se recomienda aplicarlo?
2. ¢Por qué se dice que un disefio factorial completo con muchos factores (cinco o mas) genera un exceso de
informacién?
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3. Con el uso del concepto de resolucion de un disefio, explique qué se pierde al correr disefios factoriales frac-
cionados.
4. Considere un disefio factorial fraccionado 2°7".
a) ¢Cuantos factores se estudian?
b) En este disefo sélo se corren 16 de 32 posibles tratamientos, ¢ qué se pierde y qué se gana al correr
solo la mitad?
C) A partir de los 32 tratamientos posibles, ise puede seleccionar cualquiera hasta completar 16 o
cudl es el criterio de seleccion?
d) Elija I = ABCDE como generador y obtenga la matriz de disefio (los tratamientos que constituyen
este diseno).
e) ¢En qué orden deben correrse los 16 tratamientos del disefio?
5. Con respecto a un disefio factorial 2*:
a) Obtenga las dos posibles fracciones a la mitad para este disefo.
b) ¢Qué resolucién tienen estas fracciones y por qué?
c) ¢Con qué criterio se selecciona una de las dos fracciones?
d) Obtenga la estructura de alias para ambas fracciones.
6. Considere un disefio factorial fraccionado 2%7*.
a) ¢Cuantos factores se estudian y cuantas corridas del proceso implica?
b) ¢Cuantos generadores independientes tiene? ;Cuéntas palabras o generadores tiene la relacion
definidora?
c) ¢Cual es la resolucion del disefio? ; Qué implica esta resolucion?
7. ¢Cuando se dice que una fraccion factorial es saturada?
8. Construya un disefio factorial fraccionado 2;;°.
a) En términos practicos, ;qué significa que el disefio sea de resolucion I11?
b) Observe su estructura de alias completa. ; Cuantos alias tiene cada efecto?
) Describa una situacién en la que es pertinente utilizar este disefo.
9. Senale las principales caracteristicas de las fracciones tipo Plackett-Burman y cuando se recomienda apli-
carlas.
10. A continuacién se muestran los tratamientos y los resultados obtenidos en un disefo factorial 2°~".

(1) =700 de=2515
ae=1317 ad =2 507
be = 468 bd =2 247
ab =424 abde =2 232
ce = 580 cd =2 031
ac=2 247 acde=2 314
bc = 446 bcde = 2 262
abce = 468 abcd = 2 299

a) ¢Cudl es el generador de esta fraccién factorial?

b) ¢Cual es la resolucion de este disefo? ¢ Qué significa?

c) Obtenga un diagrama de Pareto y la grafica de Daniel para los efectos. ¢ Cudles efectos parecen ser
activos?

d) Obtenga el mejor ANOVA.

e) Genere la gréfica de los efectos activos en el mejor ANOVA, e interprételos con detalle.

f) Silo que se quiere es maximizar, ;cual es el mejor tratamiento?

11. Con respecto al problema anterior:

a) ¢Puede colapsar el disefio factorial fraccionado en un factorial completo? Argumente su respuesta.

b) Elimine los factores que menos impacto tuvieron, colapse el disefio 2°~" en un disefio 23. ; Cuéntas
réplicas tiene el disefio colapsado?

©) Analice con detalle el disefio colapsado y obtenga conclusiones.

d) ¢Las conclusiones obtenidas con el analisis del disefio fraccionado y el colapsado son las mismas?

12. Una organizacion de manufactura produce partes de plastico con moldeo por inyecciéon. Tipicamente, las
partes se encogen de manera excesiva, lo cual causa problemas en el ensamble posterior. Por medio de dise-
fio de experimentos se busca reducir el promedio de encogimiento de las partes y se espera reducir también
la variabilidad de corrida a corrida. Se identifican siete factores para el estudio. Cuatro de esos factores son
facilmente controlables: temperatura del molde (A), velocidad del tornillo (B), tiempo de permanencia (C) y
tamano de compuerta (D). Tres de las variables no son faciles de controlar durante la manufactura normal:
tiempo de ciclo (E), contenido de mezcla (F) y presion en el molde (G), pero durante el experimento se con-
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trolaran. Debido a potenciales efectos no lineales en la relacién entre el encogimiento y las variables de pro-
ceso, se deben considerar al menos tres niveles en cada factor. La alternativa que se considera es utilizar una
fraccién 2”73 con generadores / = ABCE, | = BCDF e | = ACDG, que es una octava parte del factorial completo
27. Se incluyen cuatro repeticiones al centro para detectar la posible presencia de curvatura. Los datos en
unidades de encogimiento x 10 se muestran a continuacion.

Orden Orden

estandar | aleatorio | A B C D E F G Y
1 8 -l - =-1=-1=-1-1- 6
2 16 + - - - + - + 10
3 18 - + - - + + - 32
4 17 + + - - - + + 60
5 3 - - + - + + + 4
6 5 + - + - - + - 15
7 10 — |+ |+ = = =11+ 26
2 + + + - + - - 60

9 9 - - - + - + + 8
10 15 + - - + + + - 12
11 12 - + - + + - + 34
12 6 + + - + - - - 60
13 13 — =+ |+ | -] -1 16
14 19 + -+ + | =|-=1H+ 5
15 11 - + + + - + - 37
16 1 + + + + + + + 52
17 20 0 0 0 0 0 0 0 25
18 4 0 0 0 0 0 0 0 29
19 14 0 0 0 0 0 0 0 24
20 7 0 0 0 0 0 0 0 27

a) ¢Cudl es la estructura de alias del diseno?

b) Encuentre el mejor ANOVA para estos datos. No olvide verificar la presencia de curvatura.

c) Proyecte el disefio en uno mas simple si hay factores que no afectan, y haga el anélisis.

d) Interprete con detalle los efectos activos y determine el mejor tratamiento para reducir el encogi-
miento promedio.

e) Determine el mejor tratamiento considerando que también interesa reducir la variabilidad.

13. En una empresa panificadora existen problemas con la simetria y el color del pan integral. Los responsables
del proceso sospechan que el problema se origina desde la fase de fermentacion, en la cual se combina
agua, harina, cierta cantidad de levadura, mas una serie de ingredientes como fosfato, sal, etc. Al final de
la fermentacién se obtiene lo que llaman “esponja liquida”, que debe cumplir una serie de paréametros de
calidad: una acidez total titulable (ATT) mayor que 6.0 y un pH mayor que 4.8. Deciden utilizar un disefo
factorial fraccionado 2°7% para investigar el efecto de seis factores en las variables ATT y pH. Los primeros
cinco factores se refieren a cierta cantidad que se agrega en la fermentacién: A: levadura (17, 19), B: sal (2.5,
3.7), C: fosfato (2.0, 3.6), D: sulfato (1.5, 2.2) y E: cloruro (0.89, 1.20); el sexto factor es F: temperatura inicial
del agua (22, 26). Los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla:
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St Mairiz de disero e
corrida

A B @ D IE] I ATT pH

9 - - - - - - 6.2 4.86

5 + - - - + - 5.6 4.86

6 - + - - + + 5.8 4.85

1 + + - - - + 5.8 4.99

14 - - + - + + 5.7 4.94

10 + - + - - + 6.4 | 4.74

13 - + + - - - 6.4 4.83

12 + + + - + - 6.6 4.85

11 - - - + - + 53 4.81

3 + - - + + + 6.6 4.81

15 - + - + + - 52 4.98

16 + + - + - - 55 | 4.98

8 - - + + + - 6.9 4.84

4 + - + + - - 7.1 4.85

2 - + + + - + 6.7 4.96

7 + + + + + + 6.9 4.84

a) Analice los datos con cuidado, sobre todo los correspondientes al pH. ¢ Qué observa de destacado?
¢A qué puede deberse eso?
b) ¢Cudl es la resolucién de este disefio y qué significa ésta? Escriba la estructura alias reducida.
) ¢Cuadles efectos explican el comportamiento de cada una de las respuestas? Encuentre el mejor
ANOVA para cada respuesta e interprete utilizando & = 0.05.
d) Determine las condiciones de operacién que maximizan simultdneamente a ambas respuestas.
¢Es posible dar una solucién simultanea al problema con los analisis individuales? Argumente su
respuesta.
e) Verifique los supuestos para cada variable de respuesta.
14. Considere un experimento 2°~' con / = ABCDE que fue utilizado para investigar los efectos de cinco factores
sobre el color de un producto quimico. Los factores son A = solvente/reactante, B = catalizador/reactante, C =
temperatura, D = pureza del reactante y £ = acidez del reactante. Los resultados obtenidos son los siguientes:

e=-.63 d=6.79
a=2.51 ade = 5.47
b=-2.68 bde = 3.45
abe = 1.66 abd = 5.68
c=2.06 cde =5.22
ace=1.22 acd =4.38
bce =-2.09 bcd =4.30
abc=1.93 abcde = 4.05

a) Calcule los efectos y grafiquelos en Pareto y en papel normal. ;Cuéles parecen significativos?
b) Obtenga el mejor andlisis de varianza. i Con cudles efectos se estd construyendo el error?
c) Represente graficamente cada efecto significativo e interprételo con detalle.
d) Determine el mejor tratamiento y la respuesta predicha por el modelo.
e) Haga el andlisis de residuos y comente los resultados.
f) Si hay algun factor que no tiene ningun efecto, colapse el disefio. ¢ Qué disefo result?
15. Con el proposito de investigar la precipitacion de carbonato de calcio en el interior de una fibra de madera, se
decide correr un disefio factorial fraccionado 2, > con los siguientes factores, niveles y variables de respuesta.



Niveles Variables de
Factores Bajo Alio respuesta
Tiempo de contacto con primera solu- 20 35 min.
cion
Consistencia de CaCl, 5 10% Cenizas Y; (%)
Tiempo de contacto con segunda solu- 20 35 min. Tension Y, (m)
cion
Agitacion 1000 |2 000 Blancuras Y5 (%)
rpm

Concentracion de CaCl, 40 150 g/L Opacidad Y, (%)
Tiempo de lavado 10 20 min.
Temperatura 30 40°C
Concentracion de Na,CO; 40 150 g/L

Los resultados obtenidos para los 32 tratamientos corridos se muestran a continuacion:

Preguntas y ejercicios

Tratamiento Y, Y, Y; Y, Tratamiento Y, Y, Y; Y,
h 737 | 648.1 | 81.97 | 8181 e 3.61 | 347.8 | 82.41 | 81.88
afgh 4.52 | 283.0 | 86.50 | 81.60 aefg 2222 | 179.1 | 88.75 | 79.60
bfg 2.17 | 534.2 | 83.50 | 80.49 befgh 1.30 | 436.4 | 85.40 | 79.10
ab 3.25 | 404.0 | 83.92 | 85.52 abeh 7.73 | 554.3 | 84.40 | 81.16
f 3.44 | 602.3 | 83.50 | 82.57 cefh 1.63 | 304.2 | 87.45 | 80.77
acg 11.99 | 348.8 | 87.95 | 80.00 acegh 2.11 | 876.6 | 85.75 | 82.40
begh 3.12 | 317.3 | 86.57 | 77.74 bceg 23.18 | 664.6 | 84.10 | 82.70
abcfh 0.97 | 666.7 | 86.47 | 78.5 abcef 0.79 | 401.4 | 89.00 | 81.97
dg 5.24 | 503.8 | 87.12 | 80.00 degh 2.54 | 427.0 | 85.30 | 79.68
adf 341 | 315.0 | 87.82 | 81.45 adefh 1.35 | 233.4 | 85.65 | 82.63
bdfh 4.72 | 560.1 | 87.15 | 78.14 bdef 28.24 | 721.1 | 83.60 | 82.33
abdgh 10.02 | 3229 | 82.73 | 78.15 abdeg 26.32 | 288.3 | 88.90 | 81.75
cdfgh 4.23 | 350.1 | 86.95 | 79.90 cdefg 224 | 271.3 | 88.20 | 79.20
acdh 4.28 | 377.8 | 86.25 | 79.32 acde 6.70 | 502.3 | 84.00 | 81.50
bed 12.15 | 638.4 | 82.48 | 79.22 bedeh 3.15 | 293.9 | 86.25 | 80.98
abcdfg 6.29 | 347.8 | 87.45 | 80.00 abcdefgh 0.31 | 362.6 | 88.62 | 79.60

a) Considere interacciones de dos factores, calcule los efectos y grafiquelos en Pareto y en papel
normal para la variable Y;. ,Cuéles parecen significativos?
b) Apoyandose en la estructura de alias, ¢alguna de las interacciones dobles, que al parecer son im-

portantes, estan confundidas?

0) En caso de que la pregunta anterior resulte afirmativa, ¢qué alternativas habria para aclarar la

ambigtiedad resultante de los efectos que estan confundidos? Argumente su respuesta.
d) Interprete con detalle los efectos que parecen ser importantes.
e) Intente obtener el mejor analisis de varianza.
f) Determine el mejor tratamiento si lo que se quiere es maximizar.

257



258

CAPITULO 8 Disefios factoriales fraccionados 2¢~*

g) Si claramente se aprecia que uno o mas factores no tiene ningtin efecto, colapse el diseno y repita
el andlisis anterior.
h) Repita los incisos anteriores para las otras variables de respuesta.

16. Ozzie Cadenza, doctor en estadistica, duefio y gerente de Ozzie's Bar and Grill, decidié estudiar los factores

que influyen en las ganancias en délares del bar (véase Box y Draper, 1987). En principio, él no sabfa cuales
factores eran importantes y cuéles no lo eran, pero preparé la siguiente lista de seis factores, que decidid
investigar por medio de un disefo factorial fraccionado. La cantidad de luz en el bar (A), el ofrecimiento de
papas y chip dip gratis (B), el volumen de la rockola (C), la presencia de la cliente favorita del bar (D), una
mujer joven de nombre Rapunzel Freeny. La sefiorita Freeny era el alma de la fiesta en el bar, continuamente
“cotorreaba” con los clientes, pasaba las papitas, etc., lo cual hizo pensar a Ozzie que ella tenia un efecto real
en la cantidad de ganancias del negocio, /a presencia de la banda musical Gypsy Band que fue contratada por
Ozzie para tocar un tiempo limitado, y el efecto del barman que estuviera en servicio (E), habia originalmente
tres cantineros: Tom, Dick y Harry, pero éste fue despedido para que cada factor en el experimento pudiera
tener dos niveles. Signos mas y menos fueron asignados a esos seis factores como sigue:

Nivel bajo (-) Nivel alto (+)
A. Las luces débiles Las luces altas
B. Sin papas gratis Con papas gratis
C. La rockola toca bajito La rockola toca ruidosamente

D. La senorita Freeny en su casa | La sefiorita Freeny esta en el bar

E. Los gypsies no estan Los gypsies estan

F. Tom es el barman Dick es el barman

Ozzie decidio realizar una corrida cada viernes en la noche durante la hora feliz (4:30 a 6:30 p.m.). El
pensé que debia utilizar un factorial fraccionado con tan pocos tratamientos como fuera posible, puesto que
no estaba seguro de en qué momento se podia marchar la banda Gypsy. Al final, decidié utilizar un miembro
de la familia del factorial 22,’3 con generadores independientes / = ABD = ACE = BCF; queria encontrar un
disefo de resolucion lll en el cual nunca ocurriera que la rockola tocara a todo volumen al mismo tiempo que
los gypsies, pero encontrd que este requerimiento era imposible.

a) ¢Por qué era imposible?

El insisti6, sin embargo, en que ninguno de los tratamientos que iba a correr tuviera los factores A, Cy E
simultdneamente en sus niveles altos. Esta restriccion era necesaria por la molesta tendencia de las luces a
fundirse si los gypsies se enfrascaban en su citara eléctrica al mismo tiempo que las luces estaban altas y la
rockola tocaba a todo volumen. Nétese que esta restriccion hizo imposible que se utilizara el miembro prin-
cipal de la familia de disefos.

b) ¢Cudles miembros de la familia dada de disefios permiten cumplir esta restriccién?

Ozzie establecio la relacion generadora / = ABD = —ACE = BCF. La matriz de disefio y la ganancia en dolares
se muestran en la siguiente tabla.

A B @© D = AB E=-AC F =BC Y
- - - + - + 265
+ - - - + + 155
- + - - - - 135
+ + - + + - 205
- - + + + - 195
+ - + - - - 205
- + + - + + 125
+ + + + - + 315

c) Suponiendo que las interacciones de tres o mas factores no son importantes, escriba los efectos a
estimar.
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d) Haga un anélisis detallado de los datos obtenidos.
e) ¢Cuadles son las conclusiones mas importantes?
f) Dada la estructura de alias, ¢qué dudas razonables podrian surgir sobre las conclusiones?

17. Con respecto al problema del ejercicio anterior, siendo parcial con la sefiorita Freeny, y alentado por los
resultados de la primera fraccion, Ozzie escogié una segunda fraccion, la cual darfa estimadores limpios del
efecto de la senorita Freeny y de todas sus interacciones.

a) Escriba la segunda fraccion que logra lo que desea Ozzie. Por cierto, los resultados de esta segunda
fracciéon, dados con las variables A, By C en orden estandar son: 135, 165, 285, 175, 205, 195,
295, 145.

b) Haga un analisis de los resultados obtenidos con la segunda fraccién y obtenga conclusiones.

¢) Combine los resultados de ambas fracciones y escriba los efectos estimados.

d) A la luz de esos resultados, ¢fue la selecciéon de la segunda fraccién una decision sabia?

e) Ofrezca una breve conjetura, la cual pueda explicar la presencia y direcciéon de las interacciones que
involucran a la senorita Freeny.

18. En la seccién “El concepto de resolucién” de este capitulo se mostrd que cualquiera de las dos fracciones a la
mitad (2°~") da los mismos resultados que el disefio completo original (2°) sobre el rendimiento de semicon-
ductores. Muestre, utilizando los datos de la tabla 8.4, que incluso analizando la cuarta parte del experimen-
to (una fraccion 27%) es posible llegar a las mismas conclusiones. ;En qué situacién no serfa posible llegar a
las mismas conclusiones con esta fraccion mas pequeina?

19. En relacion con los principios de los efectos factoriales, conteste:

a) Utilice los posibles efectos de un factorial fraccionado 2°72 para ilustrar situaciones en las que se
estarfan violando los principios de jerarquia, de escasez y de herencia. Esto es, iqué se debe obser-
var en los efectos para poder afirmar el no cumplimiento de dichos principios?

b) ¢Por qué el principio de herencia puede hacer atractivos a los disefios de resolucion IV?

20. Habia quejas de los clientes por el rompimiento del sustrato del disco compacto. Este sustrato, que es la base
del disco, se fabrica a base de policarbonato mediante un proceso de inyeccién, cuyo equipo tiene alrededor
de 70 parametros que se pueden controlar. Mediante lluvia de ideas se saca una primera lista de 30 factores
que pudieran estar influyendo en el rompimiento del sustrato, la cual se logra reducir con conocimiento del
proceso y mera especulacién hasta cinco factores. La variable de respuesta es la resistencia mecanica del
sustrato, que es una prueba destructiva en unidades de libra por pulgada cuadrada. Asi, los factores de prue-
ba y sus niveles en unidades originales (mm/s y mm) son: primera velocidad de inyeccién (30, 60), segunda
velocidad (90, 120), tercera velocidad (80, 130), cuarta velocidad (50, 90) y primera posicion de inyeccion
(24, 28). Los resultados obtenidos en un disefo factorial 2°~" se muestran a continuacion.

e =66 d=70
a=45 ade = 45
b=70 bde = 70
abe =70 abd =70
c=70 cde =17
ace =14 acd =70
bce =70 bcd = 50
abc =62 abcde = 25

a) ¢Qué otro diseno pudieron utilizar para no tener que reducir tanto el nimero de factores a contro-
lar en el experimento?

b) Obtenga las gréficas de Pareto y Daniel para los efectos.

) Excluya los efectos hasta encontrar un mejor ANOVA. Aplique el principio de escasez de efectos.

d) Interprete los efectos activos y determine el mejor tratamiento.

e) ¢Habra otro tratamiento casi tan bueno como el anterior? Argumente.

f) Inspeccione los datos del experimento y comente si observa algo especial.

9) Analice los residuos, ¢se cumple el supuesto de normalidad?

h) ¢Hay algun punto aberrante? Argumente, ;qué se puede hacer en ese caso?

21. Se hace un experimento con una catapulta con el objetivo de determinar cuéles factores afectan la distancia
a la que ésta lanza una pelota de pléstico (Y en cm). También interesa determinar las combinaciones de los
factores que logran lanzar la bola a 30, 60 y 90 pulgadas. Los factores a controlar en la catapulta son A: altu-
ra de la liga de hule, B: &ngulo de lanzamiento, C: nimero de ligas usadas, D: longitud del brazo y E: dngulo
donde para el brazo. Se decide correr en orden aleatorio los tratamientos de un disefio factorial fraccionado
2°~". Los datos se muestran a continuacion en el orden en el que fueron obtenidos.
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CAPITULO 8 Disefios factoriales fraccionados 2¢~*

Corrida A B C D E Y
1 -1 -1 -1 -1 1 28.0
2 0 0 1 0 0 99.0
3 1 1 1 1 1 126.5
4 1 -1 1 1 -1 126.5
5 -1 1 1 1 -1 45.0
6 1 -1 -1 -1 -1 35.0
7 -1 0 45.0
8 1 1 -1 -1 1 283
9 1 -1 -1 1 1 85.0

10 -1 1 -1 -1 -1 8.0
11 1 1 -1 1 -1 36.5
12 -1 -1 -1 1 -1 33.0
13 0 1 0 0 84.5
14 1 1 1 -1 -1 28.5
15 -1 -1 1 -1 -1 33.5
16 -1 1 1 -1 1 36.0
17 1 -1 1 -1 1 84.0
18 -1 1 -1 1 1 45.0
19 0 -1 0 0 37.5
20 -1 -1 1 1 1 106.0

Ademas, para verificar una posible curvatura de los efectos, se decide correr cuatro puntos o tratamientos al
centro del disefo (véase en la tabla los tratamientos que son cero), pero como el factor C sélo tiene 2 niveles
(una o dos ligas), el centro para este factor se corrié dos veces usando una liga y dos veces usando dos ligas,

como se observa en los datos del experimento.

a) Obtenga el diagrama de Pareto y el grafico de efectos en papel normal. ; Cudles efectos parecen

activos?

b) Excluya del andlisis algunos efectos hasta obtener el mejor ANOVA. ; Qué porcentaje de la variacion

total explica el modelo?

) Plantee y pruebe la hipotesis de curvatura (falta de ajuste).
d) Obtenga las gréficas de los efectos relevantes e interprételas. ¢ Cudl tratamiento maximiza la dis-

tancia?

e) Escriba la ecuacién de regresion asociada, ¢cudl es la distancia predicha en el mejor tratamiento?
f) Usando las gréficas de contornos, determine puntos o tratamientos en los cuales se predicen las
distancias de 30, 60 y 90 pulgadas. No olvide que el factor C es discreto.

g) Compruebe los tres supuestos del modelo.

22. En el embalaje de refrigeradores se utilizan piezas de poliestireno expandido (EPS), conocido coloquialmente
como hielo seco, para evitar dafos en los aparatos. Un problema que se tiene es que las piezas de EPS, en
particular las que soportan el peso de los refrigeradores, se rompen causando desperdicios y retrabajos. Se
decide correr un experimento en el proceso de inyecciéon que produce las piezas para aumentar su densidad y
con ello su resistencia a la carga. Los factores a controlar son: carga de vapor, tiempo de vacio, enfriamiento
y presion de llenado. La variable de respuesta es la densidad en libras por pie ctbico. Se corre un factorial
fraccionado 247" con resolucion IV y se obtienen los siguientes resultados, en los que cada medicion es el

promedio de cinco piezas.

Carga de vapor Tiempo de vacio | Enfriamiento | Presion de llenado | Densidad
-1 -1 -1 -1 4.7614
1 -1 -1 1 4.3625
-1 1 -1 1 4.3679
1 1 -1 -1 4.6823
-1 -1 1 1 4.3197
1 -1 1 -1 4.6260
-1 1 1 -1 4.3861
1 1 1 1 4.5887
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a) Obtenga el diagrama de Pareto de efectos y construya el mejor ANOVA.

b) ¢Cuéles efectos estan activos?

) ¢Hay algun factor dominante? En caso de haberlo, ;cémo se podrian aclarar todos sus efectos?

d) Verificar graficamente los supuestos de normalidad y varianza constante.

e) Cuando se corrié la fraccién complementaria quedé en evidencia que el efecto activo del grupo de
alias A + BCD era BCD y no A. i Cémo se interpretaria la interaccion triple? ; Cambiarfan en algo las
conclusiones anteriores si interpretaramos la interacciéon BCD?

23. Se corre un experimento de Plackett-Burman para estudiar el proceso de produccion de etanol a partir de
residuos de celulosa. Los factores a controlar son: (A) concentraciéon de sustrato, (B) concentracion de enzi-
ma, (C) tamano del inéculo, (D) temperatura de sacarificacion, (E) razén solido/liquido, (F) pH, (G) tiempo de
fermentacioén, (H) concentracion de suplemento nutritivo, (/) temperatura de fermentacion y (J) suplemento
de enzima. La variable de respuesta es etanol en gramos por cada 100 gramos de residuos de celulosa en

seco.
Corrida A B C D ] 7 G H I ] Etanol

1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 0.84
2 1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 10.5
3 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 9.00
4 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 5.25
5 1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 4.12
6 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 1 -1 4.37
7 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 9.00
8 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 1 1 9.00
9 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 4.81

10 -1 -1 -1 1 -1 1 1 -1 1 1 9.18

11 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 4.12

12 1 1 -1 1 1 1 -1 -1 -1 1 21.8

a) Haga la gréafica de Pareto y de efectos en papel normal. ; Cudles factores parecen significativos?

b) Observe que ocurre un hueco en la grafica de Daniel alrededor del origen. ;A qué cree que se
deba?

¢) Determine el mejor ANOVA, aunque no haya muchos grados de libertad para el error.

d) Determine el mejor tratamiento. Compare con el tratamiento que produce el maximo de etanol.
¢ Qué recomienda hacer?

e) Analice los residuos. Observe que casi no hay residuos cercanos al cero, siendo que es su valor
esperado. /Qué puede estar ocurriendo?
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Conceptos clave
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Disefio con arreglo inter-
no y externo

Disefo de parametros
Disefio robusto
Factor de ajuste
Factor de sefal
Funcion de pérdida

Introduccién al disefio robusto (Taguchi)

El disenio robusto tiene su origen en las ideas del ingeniero japonés Genichi Taguchi, quien
desarrollé su propia filosofia y métodos de ingenieria de la calidad desde la década de 1950.
Fue a partir del éxito de los japoneses en industrias tan importantes como la automotriz y la
electronica que Occidente comienza a fijarse en los métodos utilizados por ellos. De esta ma-
nera, los métodos de Taguchi y de otros autores japoneses se introducen en Estados Unidos
a partir de la década de 1980.

Taguchi hace varias contribuciones a la calidad, pero es en el disefio de experimentos
donde hace sus aportaciones mas importantes, con la introduccion de lo que él llama disefio
de parametros (Taguchi, 1987), que se convirtio en lo que ahora se conoce en Occidente como
disefo robusto.

En este capitulo describimos las principales ideas del disefio robusto y como se pueden
utilizar para la mejora y optimizacion de procesos.

Cabe senalar que la mayoria de las ideas y los métodos propuestos por Taguchi fueron
muy criticados por los expertos estadisticos de Occidente (por ejemplo, Nair, 1992 y Box,
1988); no obstante, terminaron por reconocer que Taguchi ha hecho una buena cantidad
de contribuciones a las buenas practicas experimentales que requiere la industria mundial.
La controversia generada por las ideas y métodos de Taguchi contribuyeron al avance que el
diserio de experimentos ha logrado en las tltimas tres décadas, tanto en su base teérica como

Razdn sefal/ruido
Ruido externo
Ruido interno

en aplicaciones a problemas concretos.

Filosofia Taguchi

Taguchi establece que la calidad de un producto debe ser medida en términos de abatir al mi-

@) Disefio de parametro
o disefo robusto

Es la determinacion de los niveles de los
parametros o factores de proceso, de tal
forma que cada caracteristica del produc-
to se desempefe con variacion minima
alrededor de su valor objetivo.

» Calidad segun Taguchi

Es la pérdida que un producto causa a la
sociedad desde que se envia al mercado.

» Parametro

Son los factores o variables del proceso.

nimo las pérdidas que ese producto causa a la sociedad, desde que inicia su fabricacion
hasta que concluye su ciclo de vida; estas pérdidas sociales se traducen en pérdidas
de la empresa en el mediano y largo plazos. Asimismo, se plantea el enfoque al cliente
(sociedad), en vez del enfoque al fabricante. Taguchi retoma el concepto del control de
calidad fuera de linea (off line QC), planteando que la inspeccion y el control del proceso
no son suficientes para alcanzar una calidad competitiva, y que los niveles elevados de
calidad s6lo pueden lograrse, en términos econdmicos, en las fases de diserio (producto
y proceso).

Decimos que un producto o proceso es robusto cuando su funcionamiento es con-
sistente al exponerse a las condiciones cambiantes del medio. El objetivo del diserio
robusto de parametros es, precisamente, lograr productos y procesos robustos. El con-
cepto pardametro se refiere a los parametros del sistema, es decir, son los factores o va-
riables del proceso. La metodologia Taguchi establece tres metas:

1. Disenos robustos (insensibles) ante el medio ambiente para productos y procesos.

2. Diseno y desarrollo de productos, de modo que sean robustos a la variacion de com-
ponentes.

3. Minimizacién de las variaciones con respecto a un valor objetivo.

Estas tres metas se concretan en tres etapas del desarrollo de un producto:

1. Diseno del sistema: el ingeniero utiliza principios cientificos y de ingenieria para determinar la con-
figuracion basica.

2. Diseno de parametros: se determinan los valores especificos para los parametros del sistema, mini-
mizando la variabilidad aportada por las variables de ruido.

3. Diseno de tolerancias: se determinan las mejores tolerancias para los parametros.

@) Funcion de pérdida

Cuantifica la pérdida social que un pro-
ducto causa cuando sus caracteristicas de
calidad se desvian de su valor ideal.

Un concepto y herramienta clave en el disefio de parametros es la funcion de pér-
dida, la cual establece una medida financiera del impacto negativo a la sociedad (con-
sumidor, productor, etc.) por el desempetio de un producto cuando se desvia de un
valor designado como meta u objetivo (¢ = target). Esto implica que la caracteristica de



El concepto de robustez
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Figura 9.1 Forma tipica de la funcion de pérdida de Taguchi.

calidad de un producto, y, debe estar cada vez mas cerca de su valor ideal, t, y todo lo que se desvie
del ideal es considerado como una pérdida para la sociedad. La funcion de pérdida de Taguchi (véase
figura 9.1) se define como:

L) = k(y -1

donde k es una constante que depende de tolerancias y de los costos de reparacion del producto.

De esta ecuacion se puede observar que a medida que la caracteristica de calidad, y, se aleja del
valor ideal t, la pérdida aumenta. Por ello, para reducir la pérdida, los esfuerzos de mejora deben estar
orientados a reducir la variabilidad de y en torno al valor ideal t. Esto contrasta con el pensamiento
tradicional que hace énfasis en cumplir con especificaciones.

El concepto de robustez

En un diseno experimental robusto existen factores de ruido (no controlables), consi- » Disefno robusto

derados de manera explicita o implicita, cuyo efecto se pretende minimizar de forma
indirecta (o sea, sin controlarlos directamente), mediante la eleccion de la combinacion
de niveles de los factores de proceso que si se pueden controlar. Dicho de otra manera,
en un experimento robusto se trata de lograr que el producto/proceso tenga el desem-  yopusto.
petio deseado sin que le afecten las fuentes de variacion no controladas, y para ello la

clave sera determinar la combinacion de niveles de los factores controlables. El signifi- » Robustez

cado de la palabra robusto es en el sentido de hacer el proceso o producto insensible o
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Experimento en el que se consideran fac-
tores de ruido, con respecto a los cuales
se quiere lograr un proceso o producto

resistente a factores de ruido que bajo las condiciones vigentes no se pueden controlar. s hacer un producto o proceso insensible

Veamos algunos ejemplos sobre el disefio de articulos de uso comun, en los que aparece
la necesidad de la robustez.

Consideremos una copiadora. Al momento de sacar copias, el usuario desea que la maquina fun-
cione bien sin importar el tipo de papel usado ni la humedad ambiental, por mencionar sélo dos facto-
res de ruido que el fabricante de las copiadoras no puede controlar. Si la maquina trabaja bien en esas
condiciones, es posible afirmar que es robusta al papel y a la humedad ambiental. Ademas, el usuario
también desea elegir entre una reduccion o un aumento en el tamano de la copia, asi como lo oscuro
de la tinta, y que la copia siempre salga con la calidad deseada.

Si pensamos en una tostadora de pan, al usuario le gustaria que fuera robusta a la marca de pan,
a la humedad ambiental, a la temperatura ambiental, a las variaciones en las dimensiones del pan, etc.
Se desea seleccionar el grado de tostado y observar que, efectivamente, el pan salga en la condicion
deseada, en toda su superficie y por ambos lados.

controlables.

o resistente a factores de ruido que no son
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En una fabrica de dulces se tenia el problema de que la plasticidad del caramelo era altamente
dependiente de la temperatura ambiental, de manera que cuando hacia mucho calor se escurria sobre
las manos del consumidor final. Entonces, el problema era formular un dulce robusto a la temperatura
ambiental. Se encontro, mediante un experimento robusto, una nueva formulacién de caramelo mas
resistente a los cambios de temperatura. El efecto de la temperatura ambiental sobre la plasticidad del
caramelo, antes y después de la mejora, se muestra en la figura 9.2.

Antes de la mejora
(més sensible a
la temperatura)

Después de la mejora
(menos sensible a
la temperatura)

Plasticidad

Valor nominal

| |
0 20 40

\

Temperatura ambiental (°C)

Figura 9.2 Efecto de la temperatura antes y después de la mejora
de un caramelo.

El disefio robusto se enfoca a la fabricacion de productos y procesos robustos, lo cual se logra
mejor durante la etapa en la que se concibe y disefia un nuevo producto; ademas, en esta etapa es po-
sible reducir el costo al incluir materiales mas econémicos que cumplan la funcion deseada. Tener un
proceso robusto significa que éste funcione bien aunque varien una serie de factores (de ruido) que no
se pueden controlar, como variables ambientales (temperatura, humedad, etc.), cansancio de los ope-
radores, cambios de turno y de lotes, variaciones no controlables en variables de proceso, acumulacion
de suciedad, etcétera.

Factores de control, de ruido y de seiial

Como se menciono en los capitulos previos, en un proceso existen basicamente dos tipos de factores:
controlables y no controlables (o de ruido). Por lo regular, los factores de estudio eran controlables. Sin
embargo, en disenio robusto es conveniente tener una clasificacion mas detallada del tipo de factores
controlables que pueden influir el proceso, en cuanto a su efecto sobre la media y la variabilidad de la
respuesta de interés. Se distinguen cuatro tipos de factores, a saber:

I. Afecta la media y la variabilidad.
II. Afecta solo la variabilidad.
III. Afecta solo la media.
IV. No afecta la media ni la variabilidad.

Cuando en el disefio clasico se afirma que un factor tiene efecto sobre la respuesta, por lo general
se quiere decir que el factor tiene efecto sobre la media de la caracteristica de calidad. En cambio, en el
disenio robusto se tiene mas presente que el efecto de un factor también puede ser sobre la variabilidad,
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o0 sobre la media y la variabilidad de manera simultanea. Estos cuatro casos se representan en la figura
9.3, donde la amplitud y localizacion de las curvas con respecto al eje y representan los efectos sobre
la variabilidad y sobre la media, respectivamente. El factor clase I afecta a la media y a la variabilidad, el
clase 11 s6lo a la variabilidad, el clase III afecta solo a la media y el clase IV no afecta a ninguna de las
dos (figura 9.3a), b), o) y d).

a) Clase | c) Clase Il

Factor de control Factor de control
b) Clase Il d) Clase IV
A
Y
! I
: i
|
! I
> 1 . >
A Az
Factor de ruido Factor de control

Figura 9.3 Clases de factores de control de acuerdo con su efecto sobre la media
y/o la variabilidad.

El factor clase I tiene una relacion curva con la variable de respuesta. Considerando dos niveles (A;
y Ay) de este factor, es claro de la grafica que una misma oscilacion o variacion del factor sobre cada
uno de estos niveles (representada por las curvas sobre ellos) tiene un efecto distinto sobre la variable
de respuesta. En el nivel A, la respuesta Y tendria una variabilidad menor que en el nivel A,, es decir,
en el nivel A, se tiene un comportamiento mas robusto del proceso a las posibles oscilaciones del factor.
Es claro que al mismo tiempo en A,, la media de la caracteristica es mayor que en A;.

El factor de control clase II se representa interactuando con un factor de ruido. Esta interaccion
tiene efecto principalmente en la variabilidad, ya que el factor de ruido no se controla y seguira varian-
do entre sus valores extremos Z; y Z,, de manera que en cualquiera de los niveles (A; y A,) la media
de la caracteristica es la misma. Lo mas relevante de esta interaccion es que en el nivel A, del factor de
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control se minimiza el efecto del factor de ruido sobre la variabilidad de Y. Entonces, se puede afirmar
que en el nivel A, el proceso es mas robusto al efecto del factor de ruido. Este tipo de relacion entre
un factor de control y un factor de ruido es la idea fundamental que permite hacer disefio robusto.
Si en un experimento dado los factores de control actuaran independientemente de los factores de
ruido, seria imposible hacer disefio robusto, ya que no existiria una combinacion de los primeros que
minimizara el efecto de los segundos.
El factor clase III afecta solo la media de la caracteristica de calidad. La variabilidad que pasaria a
la respuesta (Y) por la oscilacion de este factor es la misma en cualquier lugar de su rango. Este tipo
de factor es util para llevar la media a su valor nominal una vez elegidos los niveles de

» Factor de ajuste los factores clases 1 y II que minimizan la variabilidad, de aqui que al factor clase III se

Es el factor clase Ill que afecta sélo la me-
dia de la caracteristica de calidad.

» Factor senal

Factor de ajuste cuyo nivel de operacion
es seleccionado por el usuario.

» Ruido externo

le llame factor de ajuste. Esto es, con los factores clases Iy II es posible elegir las condi-
ciones mas robustas, reduciendo la variabilidad de la respuesta, pero la media se habra
movido de su valor deseable; con el factor clase III ésta se regresa a su valor nominal sin
afectar la variabilidad. Finalmente, el factor clase IV no tiene efecto ni en la media ni en la variabilidad
y de éste se elige su nivel mas econémico como el mejor.

En la medida que se conoce la relacion entre los factores controlables y no controlables con la va-
riable de respuesta, se esta en posicion de establecer mejores condiciones de operacion del proceso. En
el diserio robusto se trata de sacar ventaja principalmente de los factores de control clase II que interac-
tuan con factores de ruido: se trata de elegir el nivel del factor controlable que hace al proceso mas in-
sensible al ruido. Después, se busca ajustar la media al valor nominal con un factor de ajuste (clase IID).

Factor senal

Muchos productos estan disefiados para trabajar en diferentes niveles de desempeiio y de acuerdo con
los deseos del usuario o consumidor. En estos casos, el usuario puede elegir la senal (o valor promedio
de la respuesta) que desea en un momento dado del producto. Se llama factor senal al
dispositivo que permite cambiar el nivel de operacion de acuerdo con los deseos del
usuario. Por ejemplo, en una tostadora de pan, el factor senal es el mecanismo que
permite seleccionar el grado de tostado deseado; en el caso de una copiadora, un factor
senial es el mecanismo para elegir la oscuridad deseada de la impresion. En el caso del
limpiaparabrisas de automovil, el factor sefal son las diferentes velocidades que el conductor puede
elegir de acuerdo con el clima imperante.

En cualquier caso, se trata de lograr que el dispositivo proporcione la senial o tenga el desempeno
con la calidad que el usuario espera. Notese que el factor sefnial permite cambiar el valor de la media
de la caracteristica de calidad, y es deseable que la variabilidad en cada nivel de operacion sea minima.
Es decir, el producto debe ser robusto en cada nivel del factor senal. Por ejemplo, el factor de control
clase 11 de la figura 9.3, que solo afecta la media, podria hacer las veces de factor senial, puesto que
permitiria modificar el valor de la media sin que cambie la variabilidad de la respuesta.

Cabe aclarar que hay muchos productos que no cuentan con un dispositivo para que el usuario
elija cierto nivel de desempertio, y en ese caso no existe tal factor senal. Por ejemplo, si una aspiradora
solo cuenta con una velocidad, no tiene factor senal por este concepto. En el otro extremo, existen
productos que tienen mas de un factor senal que el usuario puede manipular de manera independien-
te. Por ejemplo, en el caso de la copiadora se tienen dos factores senal, puesto que el usuario puede
seleccionar la oscuridad de la impresion y el tamario de la misma, y en cualquier combinacion de ellas

espera un resultado de calidad.

Ambiente en el cual el proceso o producto Factores de rUidO

se desempefia, y carga de trabajo a que

se somete.

» Ruido interno

Variacion generada por el proceso de uni-

Los factores de ruido que actiian sobre el producto o sobre el proceso se clasifican
como: de ruido externo, ruido interno y de deterioro. El ruido externo se refiere al am-
biente en el cual el proceso (o producto) se desempena y a la carga de trabajo a que es
sometido. Por ejemplo, es ruido externo la humedad ambiental, el polvo o los errores

dad a unidad debido a su tecnologia y a la en la operacion del equipo. El ruido interno se refiere a la variacion generada por el pro-
diversidad de sus componentes. ceso de unidad a unidad producida, y que se debe a su propia naturaleza o tecnologias
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y la diversidad de sus componentes. El deterioro se refiere a efectos que aparecen poco » Deterioro

a poco con el tiempo por la degradacion paulatina del proceso y sus componentes, que
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pueden causar la aparicion de fallas en el proceso/producto. Por ejemplo, piezas o he-  Efectos que aparecen poco a poco con el

rramientas que se van gastando por el mismo uso.

En la figura 9.5 se muestran los diferentes tipos de factores que intervienen en el ~ pueden llegar a causar fallas.

diserio robusto. Lo nuevo en este diagrama en relacion con los del capitulo 1 es el factor
senal que se acaba de definir.

Tipos de estudios de robustez

Los estudios de robustez se clasifican utilizando como criterios al tipo de variable de respuesta y la
existencia o ausencia de factores de sefial. Una variable de respuesta puede ser de tres tipos:' entre
mas pequena mejor, entre mas grande mejor, o nominal es lo mejor. En cuanto al factor serial, se dice
que el estudio es estatico si no hay factor sefial y es dindmico en el otro caso.

Experimento robusto: ejemplo integrador

tiempo por la degradacion del proceso, y

Una de las caracteristicas importantes en el proceso de produc-
cion de un pigmento es su color. El problema que se tenia en
este proceso era el exceso de variacion del color del pigmento.
Un grupo de mejora decide utilizar disefio robusto para tratar de
hacer el proceso menos sensible al efecto de factores de ruido
dificiles de controlar durante la produccion. Se identificaron seis
factores de control y tres de ruido con dos niveles cada uno:
(1, 2), los cuales se muestran en la tabla 9.1. Se decide utilizar un
arreglo ortogonal L8 para los factores de control y un L4 para los

Se procede a calcular los estadisticos de interés en cada
combinacion de niveles de los factores de control (arreglo inter-
no). Los valores de la media, desviacion estandar y del estadisti-
co sefal/ruido nominal tipo Il se muestran en las tres Ultimas co-
lumnas de la figura 9.4. A continuacién explicamos de manera
detallada los conceptos nuevos que estan involucrados en este
ejemplo, como son: los arreglos ortogonales, los arreglos inter-
no y externo, y la razén senal/ruido, para asi entender el disefio
de la figura 9.4 y poder analizarlo.

factores de ruido, con lo que el disefio resultante tiene 32 corri-
das (pruebas) a nivel proceso. El disefio y los datos obtenidos se
muestran en la figura 9.4.

I Tabla 9.1 Factores de control y de ruido en la produccién de un pigmento

Factores de ruido
K: Calidad de la sal

L: Aspecto de la resina

Factores de control

A: Tiempo de carga de materiales
B: Tiempo de amasado

C: Exceso de sal M: Temperatura del agua para enfriar
D: Temperatura de amasado

E: Orden de introduccion de materiales
F: Velocidad de amasado

! Entre mds pequeiia mejor. Son variables o caracteristicas de calidad cuya tnica exigencia es que no excedan cierto valor maximo
tolerado o especificacion superior (ES), y entre mas pequeno sea su valor mejor. Por ejemplo: porcentaje de impurezas en una
sustancia o la cantidad de sustancias toxicas en un producto alimenticio.

Entre mds grande mejor. Son variables o caracteristicas de calidad a las que se les exige que sean mayores que un valor mini-
mo o que cierta especificacion inferior (EI), y entre mas grande sea el valor de la variable es mejor. Por ejemplo, la resistencia de
una pieza de plastico inyectado o la “blancura” de una tela de color blanco.

Valor nominal es el mejor. Variables que deben tener un valor especifico y que, por lo tanto, no deben ser menores que una
especificacion inferior (EI), pero tampoco mayores que una superior (ES). Ejemplos de este tipo de caracteristicas de calidad con
doble especificacion son el diametro interior de una tuerca y la longitud de una pieza para ensamble.
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S| 2 1 1 2 o
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g3 S 193| £33
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Factores controlables
A|B|C|D|E|F X S | =10 log;o(S»)
1 1 1 1 1 1 36 26 24 15 25.25 8.61 -18.71
1 1 1 2 2 2 32 62 24 32 37.50 16.76 -24.49
1 2 2 1 1 2 34 16 25 12 21.75 9.81 -19.83
1 2 2 2 2 1 10 30 26 32 24.50 9.98 -19.98
2 1 2 1 2 1 33 31 27 23 28.50 4.43 -12.93
2 1 2 2 1 2 34 48 26 39 36.75 9.21 -19.29
2 2 1 1 2 2 26 27 18 20 22.75 4.42 -12.92
2 2 1 2 1 1 28 40 21 32 30.25 7.93 -17.99
Figura 9.4 Disefo con arreglos interno y externo para hacer mas robusto el color del
pigmento.
Factores de ruido (2)
Factor y
senal Producto/
(M) Proceso Caracteristica
de calidad

» Arreglos ortogonales

Matrices de disefios factoriales comple-
tos, fraccionados o mixtos que tienen la
propiedad de ortogonalidad.

Arreglos ortogonales

Los arreglos ortogonales son disefios propuestos por Taguchi que, como su nombre lo
indica, tienen la propiedad de ortogonalidad,” misma que también poseen los dise-
nos factoriales clasicos. Estos arreglos son disetios factoriales completos, fraccionados
o mixtos, dependiendo del numero de factores a estudiar en un caso particular. Por
ejemplo, el arreglo ortogonal Lg (AO_Lg) tiene ocho corridas experimentales, y con él se
pueden estudiar desde dos hasta siete factores en dos niveles cada uno (figura 9.6). Si se estudian siete
factores equivale a un disefio factorial fraccionado 2;°, mientras que con dos factores seria un factorial
completo 2° con dos réplicas. Para menos de siete factores es necesario saber a cuales columnas del
arreglo deben asignarse los factores, para tener la estructura alias que permita estudiar lo mas claro
posible a esos factores. Por ejemplo, al estudiar cuatro factores con el arreglo Lg, éstos se deben asignar
alas columnas 1, 2, 4 y 7, para obtener la informacion con la calidad de la fraccion 247 con generador

11

Factores de control (X)

Figura 9.5 Diagrama de los diferentes tipos de factores en disefio robusto.

I = ABCD (capitulo 8).

2 . . I . . . . . . . 1s
Se dice que una matriz de disefio es ortogonal si sus columnas son linealmente independientes, lo cual se tiene si la multiplica-

cion de dos columnas cualesquiera es igual a cero.
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En el ejemplo 9.1 del color del pigmento, en la parte interior de la figura 9.4, se aplica un arreglo
interno Lgpara decidir qué combinacion de los seis factores controlables se correran. Las columnas se
asignaron a los factores en forma consecutiva y no en la forma que se recomienda, por lo que la fraccion

resultante quizd no tenga la maxima resolucion.

Mientras que el arreglo externo, que indica las combinaciones de los tres factores de ruido, se se-
lecciono de acuerdo con un arreglo L, (véase parte superior de las figuras 9.4 y 9.6), pero sustituyendo

el nivel “1” por el “2” y el “2” por el “1”, en el factor de ruido M.

Arreglo L, (fraccion 2>

Arreglo Ly (3*7%)

Arreglo Lg (fraccion 27=%)

Nuam. de | Num. de columna Num. de | Num. de columna Num. de Num. de columna
corrida 1 2 3 corrida 1 2 3 4 corrida 1 > 3 4 5 6 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 2 2 2 1 2 2 2 2 1 1 1 2 2 2 2
3 2 1 2 3 1 3 3 3 3 1 2 2 1 1 2 2
4 2 2 1 4 2 1 2 3 4 1 2 2 2 2 1 1
2 factores: columnas 1y 2. 5 2 2 3 1 5 2 1 2 1 2 1 2
3 factores: las tres columnas. 6 2 3 1 2 6 2 1 2 2 1 2 1
7 3 1 3 2 7 2 2 1 1 2 2 1
8 3 2 1 3 8 2 2 1 2 1 1 2
9 3 3 2 1 2 factores: columnas 1, 2.
2 factores: columnas 1, 2. 3 factores: columnnas 1, 2, 4.
3 factores: columnas 1, 2, 3. 4 factores: columnas 1, 2, 4, 7.
4 factores: columnas 1, 2, 3, 4. 5 factores: columnas 1, 2, 4, 7, 6.
6 factores: columnas 1, 2,4, 7, 6, 5.

Arreglo L, (Plackett-Burman para k = 11)

7 factores:

) Vs

las siete columnas.

Arreglo L (2 x 377

Num. de Num. de columna Num. de Num. de columna

corrida | 3 | 2 3| 4|5 |6 |7 [8]09][10]11 corrida | 1 | 2 [ 3|4 |5 |6 |78
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 1 1 2 2 2 2 2 2

3 1 1 2 2 2 1 1 1 2 2 2 3 1 1 3 3 3 3 3 3

4 1 2 1 2 2 1 2 2 1 1 2 4 1 2 1 1 2 2 3 3

5 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1 5 1 2 2 2 3 3 1 1

6 1 2 2 2 2 2 2 1 2 1 1 6 1 2 3 3 1 1 2 2

7 2 1 2 2 2 1 2 2 1 2 1 7 1 3 1 2 1 3 2 3

8 2 1 2 1 1 2 2 1 1 1 2 8 1 3 2 3 2 1 3 1

9 2 1 1 2 2 2 1 2 2 1 1 9 1 3 3 1 3 2 1 2

10 2 2 2 1 1 1 1 2 2 1 2 10 2 1 1 2 3 2 2 1

11 2 2 1 2 2 2 1 1 1 2 2 11 2 1 2 1 1 3 3 2

12 2 2 1 1 1 1 2 1 2 2 1 12 2 1 3 2 2 1 1 3

Se asignan los k factores a las primeras k columnas (4 < k < 11). 13 2022332
14 2 2 2 3 1 2 1 3

15 2 2 3 1 2 3 2 1

16 2 3 1 3 2 3 1 2

17 2 3 2 1 3 1 2 3

18 2 3 3 2 1 2 3 1

Figura 9.6 Arreglos ortogonales mas frecuentes.

1 factor con dos niveles se asignan a la columna 1.
Los factores con tres niveles se asignan a las colum-
nas restantes: 2, 3,4, 5,6, 7, 8.

(continua)
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Arreglo L, 277"

Num. de Num. de columna
corrida | 3 | > (3| 4|5 |6 |7 |89 10[11|12]13|14]15

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2
3 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2
4 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 1 1 1 1
5 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2
6 1 2 2 1 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1
7 1 2 2 2 2 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1
8 1 2 2 2 2 1 1 2 2 1 1 1 1 2 2
9 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2
10 2 1 2 1 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1
11 2 1 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1
12 2 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 1 2
13 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1
14 2 2 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2
15 2 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1 2 1 1 2
16 2 2 1 2 1 1 2 2 1 1 2 1 2 2 1

4 factores: columnas 1,2, 4, 8

5 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15

6 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14

7 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14, 13

8 factores: columnas 1, 2,4, 8, 15, 14, 13, 11

9 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14, 13, 11, 7

10 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14, 13,11, 7, 12

11 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14, 13,11, 7,12, 10

12 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14, 13,11, 7,12, 10,9

13 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14, 13,11,7,12,10,9, 6

14 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14, 13,11, 7,12,10,9,6,5

15 factores: columnas 1, 2, 4, 8, 15, 14, 13,11, 7,12, 10,9,6, 5,3

y Vs

Figura 9.6 Arreglos ortogonales més frecuentes (continuacion).

Con el arreglo ortogonal L4 se pueden estudiar desde cuatro hasta 15 factores (para menos de
cuatro factores es mejor utilizar un Lg). Cuando se estudian cuatro factores, éstos se deben asignar a las
columnas 1, 2, 4 y 8, para estimar de manera separada a las interacciones, y en este caso equivaldria
a un diseno factorial completo 2*. Si se estudian 15 factores, el arreglo ¢ equivaldria a una fraccion
257" Ocurre que, en la medida en la que se estudian mas factores, se tienen menos grados de libertad
para estudiar interacciones; sin embargo, Taguchi no hace énfasis en el estudio de las interacciones,
prefiere saturar lo mas posible los arreglos y analizar sé6lo los efectos principales de cada factor.

En la figura 9.6 se muestran seis de los arreglos ortogonales de uso mas frecuente, que son: L,
Lg, Ly5, Lig, Lo ¥ Lig, y en la parte inferior de cada uno de ellos se lista la manera de asignar los factores
a las columnas, lo cual es importante si no se van a ocupar todas, ya que una buena asignacién evita
confundir los efectos principales o incluso separar algunos efectos de interaccion. El subindice en la
notacion L; indica el numero de combinaciones de niveles que conforman el arreglo. Los arreglos Ly y
L,g permiten estudiar factores con tres niveles (1, 2, 3).

Notese que Taguchi acomoda las columnas de los arreglos ortogonales en un orden diferente al
orden de Yates que se estudio en los disefios factoriales. La primera columna de cada arreglo ortogonal
es aquella en la que los niveles aparecen lo mas agrupados posible, de manera que el factor correspon-
diente se cambia de nivel un nimero minimo de veces si el arreglo se corre en este orden. Taguchi
recomienda asignar a la primera columna aquel factor que sea mas dificil de manipular durante el
experimento; es decir, el factor al que sea dificil cambiarle su nivel de una prueba a otra. De lo anterior
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se concluye que Taguchi no enfatiza la necesidad de correr el experimento en orden aleatorio como se
recomienda en diseno clasico, sino mas bien presupone las complicaciones practicas que se han sena-
lado, y estructura el orden de las columnas conforme a esas dificultades.

Disefio con arreglo interno y externo
(disefio de parametros)

La condicion fundamental para que un disefio experimental sea de tipo robusto es que exista al menos
un factor de ruido para el cual se busca hacer que el proceso o producto sea insensible a su efecto, sin
pretender controlar dicho factor de ruido. Este seguira actuando como siempre en el proceso después
del experimento, pero se busca que su efecto sea menor. Un disefio experimental propuesto por Tagu-
chi para determinar condiciones de operacion robustas a uno o varios factores de ruido

es el disefio con arreglo interno y externo. Una vez identificados los factores de control » Disefio con arreglo

y los factores de ruido con los que se quiere experimentar, se construyen dos arreglos
ortogonales, uno para cada tipo de factores como se ilustra en la figura 9.4 para el ejem-

interno y externo
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plo del color del pigmento, donde se utiliza un arreglo interno Lg para determinar las ~ Sirve para determinar condiciones de
combinaciones de los seis factores de control (factorial fraccionado 257°) y un arreglo ~ operacion robustas a uno o varios facto-

L, para los factores de ruido. El disefio resultante tiene 32 corridas, y consiste en sobre-
poner ambos arreglos de manera que en cada combinacion de los factores controlables
se prueben todas las combinaciones de los factores de ruido (figura 9.4). Notese que
en cada combinacion de los factores controlables (arreglo interno) se estan “simulando”
distintos tipos de ruido que pueden ocurrir (arreglo externo). La mejor combinacion de los factores de
control es aquella en la que los ruidos tienen el menor efecto (causan minima variacion) y, al mismo
tiempo, la media del color se encuentra mas cerca del valor deseado.

En la figura 9.7 se muestra un disefio con el arreglo interno Lg (factorial fraccionado 2y con
arreglo externo L, (factorial fraccionado 3/79), cada uno de ellos con la cantidad maxima de factores.
Esto es, se tienen siete factores de control y cuatro de ruido. El disefio completo consta de 72 corridas
experimentales. Una desventaja del disefio con arreglo interno y externo es que requiere una cantidad

control.

Arreglo externo

z | 1 2 | 3| 3 1 2 2 | 3 1
()
o
e = | 1 2 | 3 2 3 1 3 1 2
g8l 1| 23| 1] 2]3]1]2]S3
<
=l 11t 2 2] 2]3]3]:3
Factores == o
controlables g % 'g
A|B|C|D|E|F|G Media | = © =
L A A A I O I O A I SR I 2% ° ° ° Y10 Y- S/R,
o LIl 2120202 yn |y ° ° ° Y29 Yo SR,
12211 2)2] » . . Vs S/R,
Elrl 222201 ]1] » . . V. S/R,
TSP 201212 1]2] - . . V5. | SR,
El2|1]2f2]1|2]1 Yo | S/Rs
20211221 V.. | SR,
21211121112 ya | ya ° ° ° Vg9 Ve S/Rg

Figura 9.7 Ejemplo de diseno con arreglo interno (Lg) y arreglo externo (L).

res de ruido. Consiste en probar todas las
combinaciones de los factores de ruido
en cada combinacion de los factores de
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grande de corridas experimentales, aun utilizando los arreglos ortogonales mas pequenios. De aqui que
algunos autores (Grize, 1995) propongan como alternativa (con menos corridas) utilizar disefios facto-
riales completos o fraccionados clasicos incorporando los factores de ruido como factores de control, y
cuidando que el disefio permita estudiar la posible interaccion entre unos y otros. Al interpretar dichas
interacciones se elige el nivel del factor de control en el cual el impacto negativo del factor de ruido sea
menor (véase ejercicio 26).

Razon senal/ruido

Para el analisis del disefio con arreglo interno y externo, Taguchi propone un estadisti-
» Razon senal/ruido co de desempenio, al cual llama cociente o razon senal/ruido (signal to noise ratio), que se
Estadistico que mide la robustez en cada calcula en cada combinacion de los factores controlables (figuras 9.4 y 9.7) y se analiza
combinacion de los factores de control.  COMo cualquier variable de respuesta. La combinacién mds robusta de los niveles de los
Siempre se busca maximizarlo. factores controlables es aquella que maximiza el estadistico razon sefial/ruido.
De acuerdo con el tipo de caracteristica de calidad, el estadistico razon senal/ruido
se define en la tabla 9.2.

1 Tabla 9.2 Razones senal/ruido para los diferentes tipos de variables
de respuesta

Tipo de caracteristica Razon senal/ruido (S/R)
Mientras mas pequena es mejor -10 log[%Z[L, Y}}
Mientras mas grande es mejor -10 log{igl‘l 1}

y?
Su valor nominal es lo mejor (tipo 1) 10 log(;J
Su valor nominal es lo mejor (tipo 11) -10 log (5%
Proporcion de defectuosos -10 log[rpm]

El hecho de que se saque logaritmo en los estadisticos tiene que ver con buscar que los efectos de
los factores controlables sean aditivos, es decir, que se minimice la posibilidad de efectos de interaccion
entre ellos. Se multiplican por 10 para trabajar en una escala mas grande y el signo que lo antecede
se escoge de manera que el problema siempre sea maximizar el valor del estadistico para obtener las
condiciones de operacion mas robustas.

En cuanto a los dos estadisticos para respuestas del tipo nominal, se recomienda el tipo I para
respuestas no negativas que van de cero a infinito, que tienen valor objetivo diferente de cero y que
la varianza es cero cuando la respuesta también es cero. Por su parte, el estadistico tipo 1l es para res-
puestas que pueden tomar tanto valores positivos como negativos, y donde el cero puede ser el valor
nominal. El estadistico tipo I también se recomienda cuando la media y la desviacion estandar tienen
una relacion lineal; y el estadistico tipo II cuando la media y la desviacion estandar son independientes
(Fowlkes y Creveling, 1995). Para verificar el tipo de relacion entre la media y la desviacion estandar
se realiza un diagrama de dispersion con los puntos (Y}, S, calculados en los renglones del arreglo
interno. Si los puntos caen en una banda horizontal a lo largo del eje X, entonces la media y la desvia-
cion estandar son independientes. Pero si los puntos muestran alguna relacion lineal, o de otro tipo,
entonces son dependientes.
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Los estadisticos senal/ruido son algunos de los aspectos del método propuesto por Taguchi que
mas polémica generaron (Box, 1988). Se llego a demostrar que tales estadisticos ofrecen resultados
suboptimos, ya que confunden el efecto sobre la media con el efecto en la variabilidad. Una alternativa
que se propuso es transformar los datos de manera que se logre un comportamiento independiente de
la media y la variabilidad, y luego analizarlas de manera separada para los datos transformados (Nair
y Pregibon, 1986). Otra alternativa mas directa y practica, que en muchos casos da buenos resultados,
es utilizar con cualquier tipo de respuesta continua el estadistico del caso nominal es lo mejor tipo II
(=10 log(S™).

Optimizacion en dos pasos

La estrategia de andlisis del experimento con arreglos interno y externo se resume en los dos pasos
siguientes:

1. Se determinan los factores controlables que tienen efecto sobre el estadistico razén senal/ruido
(S/R), que fue seleccionado de acuerdo con el tipo de caracteristica de calidad que se tiene (véase
tabla 9.2). Con los efectos activos se determinan las condiciones de operacion mas robustas, que
son aquellas que maximizan el valor de la respuesta S/R. Esto se hace mediante las graficas de efec-
tos, como se ilustrard mas adelante.

2. Serealiza el analisis para la media Y. Los factores que solo afectan a la media se utilizan como fac-
tores de ajuste para llevar a ésta a su valor objetivo. Si todos los factores que afectan a la media
también afectaran al estadistico S/R, seria necesario encontrar una solucion de compromiso, utili-
zando como factor de ajuste el de mas efecto en la media y con menos efecto en la dispersion o
variabilidad.

Ademas de los pasos anteriores, para cualquier respuesta continua es ttil realizar estos mismos
dos pasos con el estadistico general S/R = —10 log(S*), a fin de tener otra vision del analisis. Si los resul-
tados de este otro analisis llegaran a diferir de los resultados del estadistico recomendado por Taguchi,
se deben analizar con detenimiento las dos soluciones encontradas para finalmente determinar cual
es la mejor. Este segundo andlisis puede proteger al experimentador de una solucién subéptima que
algunas veces generan las sefiales/ruido originales (Logothetis y Wynn, 1994).

Analisis del experimento del color del pigmento decide utilizar el estadistico tipo Il. Asi, con los datos obtenidos
de la figura 9.4 se aplican los dos pasos para la optimizacién.

En el experimento de la figura 9.4 el color es una respuesta del
tipo nominal es el mejor, con valor objetivo de 23. Por ello se

1. Se analiza la variable S/R = —10 log(S®) y se obtienen los efectos y sus graficas, como se explico en
el capitulo 6. Las graficas de efectos principales se muestran en la figura 9.8. Se recomienda uti-
lizar el grafico de Daniel para detectar efectos activos, como se hace en el disefio clasico (labor que se
deja como ejercicio al lector). Aqui solo presentamos las graficas de efectos, y de ellas se observa que
los efectos A y D son los que mas afectan a la S/R. Es decir, los factores A y D influyen bastante sobre
la variacion del color del pigmento. De aqui que para maximizar la robustez se recomiende utilizar el
factor A en su nivel alto y el factor D en su nivel bajo; este tratamiento hara mas robusto al proceso
(menos sensible al efecto de los factores de ruido que se han estudiado). Notese que estos niveles
(A=2,D=1) corresponden al renglén 5 y 7 del arreglo interno de la figura 9.4, y es en estas combi-
naciones de niveles en las que se observa la menor variacion: S = 4.43 y S = 4.42, respectivamente.

2. Se procede al analisis de la media, y las graficas de efectos se muestran en la figura 9.9. Se observa
que los factores By D son los que tienen mas efecto sobre la media. El factor B tiene efecto sobre
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Figura 9.9 Gréfica de efectos para la media, ejemplo del pigmento.

la media, pero no tiene efecto sobre el estadistico S/R, de manera que puede utilizarse como factor
de ajuste para llevar a la media a su valor nominal. Por ejemplo, si el valor objetivo del color es 23,
conviene elegir el nivel alto del factor B. Por lo tanto, la solucién propuesta es:

(A=2,B=2,C=$D=1,E=$,F=9%)

Aunque solo se ha hecho énfasis en el uso de graficas de efectos principales en los pasos anteriores,
se debe hacer un analisis exhaustivo aplicando lo visto en capitulos anteriores, para lo cual es primor-
dial el uso de un software. Por ejemplo, en la tabla 9.3 se muestran los mejores ANOVA para la razon
S/Ry para la media. De donde se destaca que efectivamente los factores sefialados antes son significa-
tivos. Adems, los R? son altos.

De acuerdo con lo estudiado y con el ejemplo anterior, quedan claras las siguientes ventajas del
diseno robusto con respecto del clasico:

1. La introduccion de la idea de robustez. En el diseno clasico (capitulos 2 a 8) no se considera la posi-
bilidad de minimizar el efecto de un factor de ruido, sin tener que controlarlo directamente, lo cual
es la esencia del diserio robusto. Con el disefio robusto es posible formular un producto o proceso



1 Tabla 9.3 Mejor ANOVA para razén S/R y la media. Ejemplo
del pigmento

Y: Razén S/R: —10 log S°.

Suma Cuadrado
Fuente de C. GI medio | Razon F | Valor-p
A 49.4 1 49.4 16.6 0.0103
D 37.6 1 37.6 12.23 0.0173
Error 15.4 5 3.08
Total (corr.) | 102.4 7
R’ =84.98% R’ (ajus) = 78.97%
Y: Media.
Suma Cuadrado
Fuente de C. GI medio | Razon F | Valor-p
B 103.3 1 103.3 14.46 0.0126
D 118.2 1 118.2 16.54 0.0097
Error 35.7 5 7.15
Total (corr.) | 257.2 7
R*=86.11% R’ (ajus) = 80.56%

con las siguientes caracteristicas: que trabaje sobre el valor objetivo con la minima variacion, que
sea insensible a los cambios de las condiciones ambientales, que sea insensible a la variacion trans-
mitida por sus componentes y que al mismo tiempo tenga el menor costo de fabricacion.

. Su énfasis en buscar siempre minimizar la varianza, y al mismo tiempo llevar la media a su valor nomi-
nal. El disefio clasico centra su atencion en mejorar el desemperio de la media del proceso, muchas
veces ignorando el comportamiento de la varianza. En disefio robusto es tipico enfocar el analisis
al revés: primero se minimiza la varianza y después se lleva la media a su valor objetivo.

. Reconocer que es durante las etapas de disefio de un nuevo producto y en el disefio del proceso, cuando el
disefio de experimentos puede tener mayor impacto. De aqui el nombre alternativo de control de cali-
dad fuera de linea (off-line) para las técnicas de calidad que se aplican en la etapa de disefio y de-
sarrollo de nuevos productos y procesos. Es precisamente en la etapa de disefio del producto
cuando se pueden atacar las tres principales fuentes de variacion que afectan su desemperio futuro,
es decir, las variables ambientales, el deterioro del producto y las variaciones de manufactura. El
diserio clasico no enfatiza lo suficiente el hecho de que una vez disefiado un producto y su corres-
pondiente proceso, se reduce el margen de maniobra para optimizarlo, puesto que sélo queda por
atacar la variacion en manufactura.

. El disefio con arreglo interno y externo. Este disefio experimental, introducido por Taguchi, es un
mecanismo que permite introducir el efecto de los factores de ruido en cada combinacion de los
factores controlables. Por lo general, se supone que, al menos para fines experimentales, los facto-
res de ruido seran controlables, lo que permite manejarlos como parte del experimento.

Uso de software

a-»

Varios de los sistemas computacionales especializados en estadistica incluyen disefios Taguchi, los cuales
facilitan el trabajo de diseno y analisis. Por ejemplo, en Statgraphics, para acceder a estos disefios se sigue la
secuencia: DDE - Crear disefio = Disefio nuevo, ahi se elige Arreglos Interno/Externo, se sefala el nimero
de variables de respuesta, asi como el nimero de factores controlables y de ruido (noise) que se tienen en el

Uso de software
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10.
11.

12.
13.

15.
16.
17.

experimento. Después de ello aparece una lista de posibles arreglos internos y externos que se pueden em-
plear en tal experimento y que son seleccionados de acuerdo con lo que se dijo antes. Luego aparece una
opcién que permite asignar cada factor a las diferentes columnas de los arreglos que, como opcién, ofrecen
la recomendacién que se proporciona en la figura 9.6. Al final se genera una tabla con los tratamientos que
se correrdn en el experimento. Para el andlisis se debe elegir el tipo de razén S/R. En el caso de Minitab, la
secuencia de opciones para los disefos robustos es Stat = Doe —> Taguchi = Create Taguchi Design, donde
se podra indicar el nimero de factores para un arreglo ortogonal. En Designs también se encuentran los
arreglos Taguchi que se pueden emplear.

Preguntas y ejercicios

Algunas de las diferencias basicas entre los disefios experimentales clasico y robusto se dan en torno a los
diversos énfasis que cada uno hace con respecto a la media y a la varianza. Explique con detalle en qué con-
sisten estas diferencias.

Comente algunas caracteristicas de la funcién de pérdida de Taguchi y sus implicaciones.

¢El disefio robusto propone controlar los factores de ruido o qué sugiere al respecto? Dé ejemplos.

Con base en los ejemplos vistos en el presente capitulo, proporcione un par de ejemplos de productos que,
ante ciertas circunstancias, se desearfa que fueran robustos.

Senale las cuatro categorias de un factor controlable con respecto a su efecto sobre la media y la variabilidad.
Explique qué es un factor sefal y qué es un factor de ruido.

Los arreglos ortogonales son cierto tipo de disefios de experimentos, explique en qué consisten y proporcione
un par de ejemplos.

¢Para qué se recomienda emplear un arreglo L?

(En qué consiste un arreglo Lq y cuando se recomienda emplearlo?

Explique en qué consiste un disefo con arreglo interno y externo.

¢Con qué proposito la primera columna de un arreglo ortogonal tiene los niveles bastante agrupados y no
aleatorizados? ;Qué ventaja practica tiene esto?

¢ Qué es una razén o cociente sefal/ruido?

El andlisis de un disefio robusto con arreglo interno y externo se hace en dos pasos. Explique con detalle estos
pasos.

¢Qué se sugiere cuando hay conflictos entre la solucion del anélisis del estadistico S/R y el anélisis de la me-
dia?

¢ Cudles son los inconvenientes que pueden surgir del anélisis de los estadisticos S/R propuestos por Taguchi?
Diga al menos una desventaja que tiene el disefio con arreglo interno y externo.

¢Para hacer disefo robusto es estrictamente necesario utilizar un diseio con arreglo interno y externo? Ar-
gumente.

Se conduce un experimento para encontrar una manera econémica de ensamblar un conector elastico a un
tubo de nylon, con la fuerza de unién requerida. Se tienen dos objetivos basicos: por un lado, minimizar el
esfuerzo necesario para hacer el ensamble, y por el otro, maximizar la fuerza del ensamble realizado. Los
investigadores identificaron cuatro factores de control y tres de ruido, que ellos pensaban podian estar afec-
tando la fuerza del ensamble. Los factores y sus niveles fueron los siguientes:

Factores de control:

A. Interferencia (baja, media, alta).

B. Grosor de la pared (delgada, media, gruesa).

C. Profundidad de insercion (superficial, media, honda).
D. Porcentaje de adhesivo (bajo, medio, alto).

Factores de ruido:

M. Tiempo de acondicionamiento (24 h, 12 h).
N. Temperatura de acondicionamiento (72°F, 150°F).
0. Humedad relativa de acondicionamiento (25%, 75%).
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Como se aprecia, se decide probar cada factor controlable en tres niveles y variar cada factor de ruido en dos
niveles. Aunque no es posible controlar los factores de ruido durante la produccién, si hay manera de hacerlo
para fines experimentales. Se selecciond un arreglo ortogonal Ly para los factores de control y un arreglo Lg
para los factores de ruido. El disefio con arreglo interno y externo resultante, asi como los datos obtenidos,
se muestran en la figura 9.10. Estos datos representan la fuerza necesaria para desunir el ensamble, el cual

se busca maximizar.

s | 2 2 2 2 1 1 1 1
> | 2 2 1 1 2 2 1 1
7§ § 1 1 2 2 2 2 1 1
g ol 21|21 |2|1]2]1
g ol 1 2 1 2 2 1 2 1
E =
o |1 2 2 1 1 2 2 1 . &50; @O@\
wl2 1121 ]2]2]1]|& FF £
Factores
controlables
A|B|C|D X S
111 1]191200/19.6|19.6|19.9/169| 95 |15.6
122 2(219/242/198[19.7|19.6 194 |16.2|15.0
o | 1|3 |3]3]204|233]182226(156(19.1|167 163
£
S2[1[2]3|247|232]189|210]186 189|174 183
S 2] 2[3]1]253[275/21.4 256|251 (194|186 |19.7
Fl2(3|1]2247[225[196/|147|198 /200163162
<|3]1]3|2|216|246|186|168 236|184 191164
302 1]3[244(232[196/(17.8[16.8|15.1|15.6]142
303 12]11]286[226/[227(231[173/19.3|199]16.1

Figura 9.10 Diseno con arreglos interno y externo del ejercicio 18.

a) De acuerdo con las recomendaciones de la figura 9.4, en el arreglo externo (Lg) se eligieron los
renglones 1, 2 y 4 como los que definen los niveles de los factores M, Ny O, respectivamente,
para cada una de las ocho corridas. Tomando en cuenta esto, notese que cada combinacion de
los factores de control se prueba en todas las combinaciones de los factores de ruido. Limitese a
los renglones referidos antes y sefiale los niveles reales de estas combinaciones de los factores de
ruido.

b) De acuerdo con lo que hizo en el inciso anterior, compruebe que las ocho condiciones o combina-
ciones de los factores de ruido conforman un disefio 2°.

c) ¢Cual es la razén sefal/ruido adecuada para la fuerza del ensamble? Argumente.

d) Calcule la media, la desviacion estandar y la razén sefal/ruido en cada combinacién de los factores
de control.
e) Realice el andlisis de la razén sefal/ruido, grafique los efectos principales de los factores de control
y determine las condiciones de operaciéon mas robustas.
f) Haga el andlisis para la media, grafique los efectos de los factores controlados y determine las
mejores condiciones de operacion para el proceso de ensamble.
g) Obtenga el mejor ANOVA para los dos casos anteriores.
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19. En el proceso de fabricacién de muelles para automoviles, una variable de salida importante es la altura sin

carga, cuyo valor nominal es ocho pulgadas. Dicha altura se determina durante el tratamiento de calor en el
cual se forma la curvatura del muelle. El problema es determinar las condiciones de este tratamiento que den
por resultado la altura deseada. Se corre un experimento con cuatro factores de control y uno de ruido. Los
primeros son: (B) temperatura del horno, (C) tiempo de quemado, (D) tiempo de transferencia y (E) tiempo de
permanencia (tiempo en el cual se forma la curvatura en una pieza caliente). Los ingenieros también estaban
interesados en estudiar los efectos de interaccion BC, BD y CD. El factor de ruido es la temperatura del lubri-
cante (0), que es dificil de controlar durante la produccion. Los niveles utilizados en cada factor se muestran
en la siguiente tabla:

Niveles
Etiqueta Factor Bajo Alto
B Temperatura del horno (°F) 1840 1880
C Tiempo de quemado (seg.) 25 23
D Tiempo de transferencia (seg.) 12 10
E Tiempo de permanencia (seg.) 2 3
(0] Temperatura de lubricante (°F) | 130-150 150-170

Noétese que, debido a lo dificil que es controlar de manera puntual los niveles del factor de ruido, se utilizan
rangos de temperatura. Se emplea un arreglo ortogonal Lg para los factores controlables. Los datos obtenidos
se muestran en la tabla 9.4.

1 Tabla 9.4 Datos del ejercicio 19

Factor de ruido

B C BC D BD CD E (0 o°

_ — + - + + - 778 | 7.78 | 7.81 | 750 | 7.25 | 7.12
+ - - - - + + 815|818 | 788 | 788 | 7.88 | 7.44
_ + - - + - + 750 | 756 | 7.50 | 7.50 | 7.56 | 7.50
+ + + - - - - 759 | 756 | 7.75 | 7.63 | 7.75 | 7.56
_ - + + — - + 794 1800|788 | 732|744 | 744
+ - - + + - - 7.69 | 8.09 | 8.06 | 7.56 | 7.69 | 7.62
_ + - + - + - 756 | 7.62 | 744 | 7.18 | 7.18 | 7.25
+ + + + + + + 756 | 7.81 | 7.69 | 7.81 | 7.50 | 7.59

a) Analice la matriz de disefio para los factores de control y diga a qué disefo factorial fraccionado
corresponde.

b) ¢Qué resolucion tiene tal fraccién factorial? Escriba su estructura alias reducida.

) ¢Cual es el estadistico S/R mas apropiado al tipo de variable de respuesta que se tiene? Argumente.

d) Calcule el estadistico S/R tipo |, analice con detalle la respuesta S/R y determine el tratamiento mas
robusto.

e) ¢Tienen efecto sobre la razén sefal/ruido las interacciones que les interesaban a los ingenieros?

f) Analice la respuesta promedio Y.

g) Si hay algun factor que no afecto al cociente S/R, pero que si afecta la media, utilicelo como factor
de ajuste para acercar la media a su valor objetivo.

h) Repita el analisis utilizando el estadistico S/R = —10 log(S?) y comente las diferencias observadas.

20. En 1951 en la Ina Tile Company se tenia el problema de que el horno quemaba de forma dispareja debido

a una variacion de la temperatura en diferentes partes de éste, lo cual causaba defectos en las lozas que se
fabricaban. Una posibilidad de solucién (imposible en ese momento) era cambiar el horno por otro que no
tuviera ese problema. Otra posibilidad era reformular las lozas de manera que fueran robustas al funciona-
miento “disparejo” del horno. Esto Ultimo fue lo que se decidié hacer, utilizando los siguientes niveles de
prueba en siete factores de la formulacién de la loza:



21.

22.

23.
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Factor Nivel 1 Nivel 2
A: Aditivo de cal A =5% A, = 1% (actual)
B: Granularidad del aditivo B, = tosca (actual) B, = fina
C: Contenido de algamatolite | C, =43% C, =53% (actual)
D: Tipo de algamatolite D, = mezcla actual D, = mas barata
E: Cantidad de carga E, =1300kg E, = 1200 kg (actual)
F: Contenido de reciclado F, =0% F, = 4% (actual)
G: Contenido de feldespato G,=0% G, = 5% (actual)

Noétese que uno de los niveles de prueba para cada uno de los factores corresponde al nivel que se utilizaba
hasta ese momento. Se tomd una muestra de 100 lozas en cada uno de los ocho tratamientos y se obtuvo el
porcentaje de lozas defectuosas. Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Num. de % de lozas
corrida (A | B | C | D | E | F |G| defectuosas

1 1111 [1]1]1 16
2 1|11 ]22]2]2 17
3 1212 1]1|1]2 12
4 122 2]2]2]1

5 2012111222

6 201 (2 (21|11 68
7 202111221 42
8 2021|2112 26

a) ¢Por qué este experimento es un disefio robusto?
b) Analice con detalle los datos: efectos principales y efectos activos.
c) Obtenga la mejor formulacién de las lozas. Asigne el nivel mas econémico a los factores que no
tienen efecto sobre el porcentaje de defectuosos.
d) ¢Cudl es la proporcion de loza defectuosa esperada en el tratamiento elegido?
e) Estime la diferencia entre la proporciéon de loza esperada en el tratamiento anterior (actual) y el
tratamiento nuevo sugerido por el estudio.
Con respecto al ejemplo 9.2, haga un analisis mas exhaustivo: grafica de Pareto, gréfica de Daniel y obtenga
el mejor ANOVA. Con base en esto y en las graficas de efectos que ya se mostraron en el ejemplo, confirme
las conclusiones obtenidas.
Analice con detalle los datos experimentales del disefio robusto del ejemplo 14.4 (harina robusta) del capitulo
14y contraste las conclusiones principales gue obtenga con las que se consiguieron en el capitulo 14, cuando
este diseno se analizé con la técnica de parcelas divididas.
Este experimento de salén de clases consiste en disefiar un avion de papel que vuele la méxima distancia. Los
factores de control elegidos son:
A: Peso del avion, que depende del numero de hojas con las que se construye (1, 2 y 3).
B: Disefio del aeroplano. Se utilizaron tres maneras de hacer los dobleces.
C: El ancho del papel (4, 6 y 8 pulgadas).
D: La longitud del papel (6, 8 y 10 pulgadas).
Los factores de ruido fueron:
E: Altura de lanzamiento (sentado en el suelo o en una silla).
F: Angulo de lanzamiento (horizontal al suelo o aproximadamente 45 grados con respecto a la hori-
zontal).
G: Superficie del suelo (concreto y madera).
Una misma persona hizo los lanzamientos sin despegar el codo del cuerpo y con la maxima fuerza
posible. El disefio robusto empleado y los resultados obtenidos (distancia de vuelo en pulgadas) se
muestran en la siguiente tabla:
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Arreglo externo

El El E2 E2
Factores de control F1 F2 F1 F2

A B C D Gl G2 G2 Gl Media S S/N
1 1 1 1 49 44 12 38
1 2 2 2 o1 42 44 38
1 3 3 3 59 48 39 67
2 1 2 3 116 89 48 88
2 2 3 1 32 38 56 108
2 3 1 2 24 55 39 46
3 1 3 2 42 76 122 41
3 2 1 3 50 73 47 65
3 3 2 1 76 34 80 37

a) Especifique el disefio que se empled.

b) Complete la tabla calculando la media, la desviacién estandar y la sefal/ruido propuesta por Tagu-
chi para una variable de este tipo.

) Haga el anélisis de la sefial/ruido. ¢Hay algun efecto significativo?

d) Interprete las gréaficas de efectos y/o la tabla de medias. ¢ Cudl tratamiento es mejor?

e) Haga el andlisis de la media. Interprete las gréficas de efectos y la tabla de medias.

f) ¢Cual disefio de avion es el mas robusto y eficiente?

9) ¢Qué puede comentar con respecto a la variacién observada en este experimento?

24. En una empresa que elabora harinas preparadas para pasteles se quiere introducir una nueva mezcla en el
mercado. Interesa disefiar la mezcla de tal manera que sea robusta al hecho de que el cliente no se apegue
del todo a las instrucciones en la caja. En particular, preocupan las variables de ruido, temperatura (T) y
tiempo de horneado (). Los factores de disefo son la cantidad de harina (H), de azucar (A) y de huevo (E).
La variable de respuesta es una evaluacién subjetiva de los pasteles mediante un panel de jueces usando una
escala hedonica de uno a siete. El disefo robusto empleado y los resultados obtenidos se muestran en la
siguiente tabla.

Variables ambientales
Variables de diseno t 0 -1 1 -1 1 DresvacEn
H A g T 0 -1 -1 1 1 Media estandar S/N
0 0 0 6.7 | 34 | 54 | 4.1 3.8
-1 -1 -1 3.1 1.1 57 | 6.4 1.3
1 -1 -1 32 | 38 | 49 | 43 | 2.1
-1 1 -1 53 | 37 | 51|67 |29
1 1 -1 4.1 4.5 64 | 58 52
-1 -1 1 59 | 42 | 6.8 | 6.5 3.5
1 -1 1 6.9 | 50 | 6.0 | 59 | 57
-1 1 1 30 | 31 | 63 | 64 | 30
1 1 1 4.5 39 | 55 50 | 54

a) Especifique el disefio que se empled.

b) Complete la tabla considerando que la variable es del tipo mientras mas grande mejor.

o) Analice las sefales/ruido de Taguchi y —10log(5?). Comente las diferencias observadas entre los dos
analisis.

d) ¢Hay algun efecto significativo en los ANOVA?

e) Realice el andlisis de la media.

f) Determine la mejor formulacién de la harina preparada para pasteles considerando la media y las
sefales/ruido.
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25. Uno de los problemas en un proceso de inyeccién de piezas de plastico es el encogimiento. Se corre un ex-
perimento con arreglo interno y externo con el doble objetivo de minimizar el problema y lograr robustez en
el proceso. Los factores de control son tiempo de ciclo (A), temperatura del molde (B), grosor de la cavidad
(C), presion (D), velocidad de inyeccién (E), tiempo (F) y cantidad de gas (G). Los factores de ruido son %
de triturado (M), contenido de humedad (N) y temperatura ambiental (O). El disefio empleado y los datos
(porcentaje de encogimiento) se muestran en la siguiente tabla:

a) Especifique el disefio que se empled.

Arreglo de ruido

o] -1 1 1 -1

Arreglo de control N| -1 1 -1 1

A B C D E F G |[M| -1 -1 1 1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 23 | 20 2.2 2.4
-1 -1 -1 1 1 1 1 24 | 04 2.8 0.2
-1 1 1 -1 -1 1 1 04 | 32 0.5 2.7
-1 1 1 1 1 -1 -1 21 1 18 1.7 2.1
1 -1 1 -1 1 -1 1 3.1 ] 3.0 2.9 3.1
1 -1 1 1 -1 1 -1 20 | 43 1.1 3.0
1 1 -1 -1 1 1 -1 39 | 2.0 4.7 2.1
1 1 -1 1 -1 -1 1 21 1 18 1.8 1.9

b) Analice la razén sefial/ruido del tipo mientras mas pequena mejor.

c) Dibuje los efectos y obtenga las condiciones de operacién mas robustas.

d) Analice la razén sefial/ruido —10log(S?). Compare los resultados con los incisos previos.
e) ¢Cual de las dos sefiales/ruido hace un mejor trabajo en este caso? Argumente.
f) Haga el anélisis para la media. Obtenga el mejor ANOVA, interprete los efectos y determine el
mejor tratamiento para la media.

g) Determine las mejores condiciones de operacién del proceso considerando la sefal/ruido del inciso
d)y la media.
26. Considere el diseno de la siguiente tabla, con factores de control A, B, C, D, E, F, y factores de ruido m, n, o.
La variable de respuesta Y es del tipo mientras mas pequefa es mejor.

A|B|C|D|E|F|m 0 Y A |B|C|D|E m o Y

-l == =1+]+] - - [ 387 | + | = | = |+ |+ - - | 414
- == =1+ +] - + | 7.25 + - =+ |+ - + | 5.18
- === +]+ + 1636 | + | —| - |+ |+ + + | 443
- == -1+]+ - | 6.19 + - =+ |+ + - | 491
- =+ +|=-]-1]- - 1322 | + | = |+ |- - - - | 5.04
o e T i + 1355 | + |- |+ |-|- - + | 6.20
- =+ +]| -] - +129 | + | - |+ |- |- + + | 3.79
e = N N e - 139 | + |- |+ |—-| - + - | 573
-+ =]+ |-+ - - | 2.94 + + === - - | 2.97
-+ | =+ =]+ - + | 3.26 + + | - =] - - + | 1.01
-+ | =+ =]+ + | 337 | + |+ |- |—-|- + + | 1.55
-+ | =]+ -]+ - | 3.80 + + - -1- + - | 1.74
-+ |+ =]+ ] =] = - 1222 | + |+ |+ |+ |+ - - | 446
-+ |+ =]+ -1 - + | 3.43 + + |+ |+ |+ - + | 5.28
— |+ |+ =]+ ]| - + | 2.32 + + |+ |+ |+ + + | 4.57
-+ |+ =]+ - - | 3.60 + + |+ |+ |+ + - | 5.14
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CAPITULO 9

Introduccién al disefio robusto (Taguchi)

a) Reacomode los datos como un disefio con arreglo interno y externo.

b) Especifique el disefio que se estd empleando.

) Analice la sefal/ruido recomendada por Taguchi para este tipo de variable.

d) Analice la sefal/ruido —10log(S?). Compare los resultados con el inciso anterior.

e) Haga el analisis sobre la media.

f) Determine la mejor combinacion para los factores controlables considerando los anélisis de los
incisos d) y e).

27. Enrelacion con el ejercicio 26, se trata de generar un andlisis alternativo viendo el disefio empleado como un
factorial fraccionado.

a) Considerando la tabla original, a qué disefo factorial fraccionado corresponde el arreglo empleado.

b) Encuentre los generadores y la estructura de alias del disefio; especifique su resolucion.

) Para lograr robustez son importantes las interacciones entre factores de control y de ruido, ¢se
podran estimar éstas limpiamente?

d) ¢Hay alguna interaccion triple que se pueda estimar limpiamente?

e) Dibuje los efectos estimados en papel normal.

f) Determine el mejor ANOVA, considerando hasta interacciones triples de ser posible.

g) Determine el mejor tratamiento explotando las interacciones entre factores de control y de ruido
para lograr robustez.

h) Compare los resultados del inciso anterior con los del inciso f) del ejercicio anterior.

i) ¢Qué se puede hacer si dos analisis no coinciden en el mejor tratamiento que recomiendan?
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2\ Experimentacion: una estrategia para probar
conjeturas y generar aprendizaje

Al inicio del capitulo 1 senalamos que, en la industria e incluso en la investigacion, es una
practica comun hacer experimentos o pruebas con la idea de que al mover o hacer algunos
cambios sobre los materiales, métodos o condiciones de operacion de un proceso se puedan
detectar, resolver o minimizar los problemas de calidad. También comentamos que es comun
que estas pruebas o experimentos se hagan sobre la marcha, a prueba y error, con base en la
experiencia y la intuicion, en lugar de seguir un plan experimental adecuado que garantice
una buena respuesta a las interrogantes planteadas. De aqui que, mas que apostarle a la im-
provisacion y a la estrategia de prueba y error, el reto es mejorar la forma en la que se diseria
un experimento.

El éxito de un experimento radica en buena medida en la calidad de su planeacion. Por
ello, es importante contener las ansias y antes de hacer pruebas primero conceptualizar el problema o
situacion y decidir una adecuada estrategia experimental para abordarlo. En los ejemplos y ejercicios de
los capitulos anteriores, hay evidencia abundante del poder del disenio de experimentos; sin embargo,
para que este poder se traduzca en resultados es necesaria una buena planeacion.

El disenio de experimentos se puede aplicar a problemas o situaciones en las que se quiere inves-
tigar y/o probar conjeturas en las que se comparan dos o mas situaciones para las causas o factores
involucrados.

Conceptos clave

Ciclo de Deming
Factores
Modelo de primer orden

Nivel variable de un
factor

Variables de salida

Ejemplo10.1

En una industria electrénica hay un proceso llamado Soldado-
ra de ola, en el que se tienen problemas por excesos e insufi-
ciencias de la soldadura en tarjetas electrénicas. En el proceso
hay muchos factores controlados que pueden estar causando
el problema, por ejemplo: la temperatura del flux (sustancia
que provee de adherencia a la soldadura), la temperatura de
la soldadura, la altura de la ola, la velocidad del proceso, etc.
Naturalmente que aqui se podria aplicar disefio de experimen-
tos para encontrar las condiciones de estos factores controlados
gue minimicen el problema. Se podria empezar con un disefo
factorial (quiza fraccionado) para encontrar los factores que ma-
yor influencia tienen.

Sin embargo, en una situacion particular, mas que sospe-
char de tales factores controlados, los responsables del proceso
consideraban otra situacién. Tienen la conjetura de que la rejilla
por donde se expulsa el flux se tapa en algunos orificios con
relativa frecuencia, y esto puede deberse a una o mas de las si-
guientes causas: al desprendimiento de fibras de los guantes de

tela que utilizan los operarios para el acomodo de las tarjetas en
los pallets antes de que pasen a la soldadora; a la acumulacién
de residuos en los pallets que se desprenden cuando son bafa-
dos por el flux, y a utilizar demasiado tiempo el mismo flux (flux
sucio). Saben que si se tapa la rejilla se genera el problema, pero
no hay una forma facil de verificar que en realidad esto sucede,
por lo que es necesario investigar las situaciones que supuesta-
mente favorecen el bloqueo de la rejilla.

Nétese, en este Ultimo caso, que no se sospecha de facto-
res controlados, sino de situaciones muy particulares del proce-
s0. Lo mas “normal” en estos casos serfa tomar medidas para
atender esas supuestas causas y esperar a ver si eso disminuye
el problema; sin embargo, esto no es lo mas recomendable, ya
que en ocasiones puede causar incomodidades adicionales a los
operarios y mayores costos de operacién del proceso. Por ello,
lo ideal serfa verificar o confirmar las conjeturas antes de tomar
decisiones.

En este tipo de casos, donde las causas no son factores controlados, para aplicar el disefio de ex-
perimentos se debe idear una forma de contrastar la condicion de riesgo contra una de menor riesgo.
Por ejemplo, en este caso se decidio correr un disefio factorial 2* utilizando los siguientes factores y
niveles: tipo de guante usado por el operador (el usual de tela o de latex); estado del pallet (con ocho
horas de uso o recién lavado); frecuencia con la que se cepilla la rejilla del flux (no cepillarla durante
la corrida o cepillarla cada media hora), y estado del flux (flux con 24 horas de uso aproximadamente
o flux limpio). Cada corrida experimental consistio en soldar 50 tarjetas y contar el namero de insufi-
ciencias y/o excesos encontrados en ellas.
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Es dificil cambiar el factor de flux de una corrida a otra, ya que si se tiene flux limpio y en la
siguiente corrida toca flux sucio, habra que esperar 24 horas aproximadamente para que el flux esté
realmente sucio. Es decir, en la practica se tiene un problema de aleatorizacion para uno de los facto-
res. En estos casos se puede aplicar un disefio en parcelas divididas (véase capitulo 14), o apelar a las
ensefianzas de Taguchi (véase capitulo 9), y sacrificar parcialmente la aleatorizacion con tal de efectuar
el experimento. En el aspecto operativo esto se resolvio de la siguiente manera:

* Se gener6 de manera aleatoria una matriz de disefio para un disefio 2*. Esta matriz se muestra
en la primera parte de la tabla 10.1.

» Con el analisis de la tabla 10.1 se aprecia que la columna del factor C es la que estda menos
“aleatorizada”, es decir, es la que tiene mas rachas con signo igual de manera consecutiva. Por
ejemplo, hasta las primeras siete corridas sélo hay un signo +. Por esta razon se decidi¢ asignar
al estado el flux como el factor C, e iniciar el experimento con flux sucio. A la corrida 3 se le
cambi6 el orden y de esta forma las primeras seis corridas implican el factor flux en —1; adicio-
nalmente, la corrida 12 se intercambi6 por la 13 (véase tabla 10.1). Si bien es cierto que con
esto se sacrifica la aleatorizacion de uno de los factores que podria confundirse con los posibles
efectos temporales, es mejor que no estudiar tal factor. De hecho, los arreglos Taguchi de entra-
da presuponen que hay factores dificiles de aleatorizar, por lo que proponen una asignacion de
los factores de acuerdo con esta dificultad.

I Tabla 10.1 Matriz de disefo para el ejemplo 10.1

Orden original Orden modificado por factor C
Corrida | A | B C | D Corrida | A B C | D
1 1 |-1 |-1 |-1 1 -1 -1 | -1 | -1

9 -1 | -1 1 1 9 -1 | -1 1 1
10 1 1 1 1 10 1 1 1
11 -1 1| -1 1 11 -1 1 | -1 1
12 1| -1 1 1 13 1 1 -1 |-1
13 1 1 |-1 |-1 12 -1 1 1
14 -1 | -1 1 | -1 14 -1 | -1 1 [ -1
15 1| -1 1| -1 15 1 | -1 1 | -1
16 -1 1 1 1 16 -1 1 1 1

La idea del ejemplo anterior es ilustrar que, cuando se sospecha de diferentes causas para un pro-
blema, se puede idear una forma de contrastar o verificar cada una de esas causas, y cuando eso se logra,
con un solo estudio experimental es posible investigar todas las causas en forma conjunta. Ademas,
cuando hay problemas de aleatorizacion se pueden buscar soluciones intermedias, como la que se mos-
tro, para asi efectuar el disetio factorial. Un buen ejemplo de un disenio experimental en el que se ven
situaciones “dificiles” de estudiar, es el experimento que hizo Ozzie Cadenza en su bar (ejercicios 16 y
17 del capitulo 8). Asi, cuando hay conocimiento del disefio de experimentos, se conoce el proceso y se
aplica un poco de imaginacion, se puede disefiar un experimento para investigar diferentes conjeturas
sobre una situacion o problema.

La direccion del aprendizaje es entonces: conocimiento, conjeturas, imaginacion, experimenta-
cion, analisis y reflexion; y de forma repetida esto se convierte en aprendizaje. Para establecer conje-
turas no se trata de considerar en el experimento una lista arbitraria de factores o situaciones de los

287
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cuales no se sabe nada; en cambio, se debe analizar la informacion disponible sobre el proceso (datos
historicos, experimentos previos, manuales del proceso) para, en la medida de lo posible, hacer conje-
turas mas concretas de la relacion entre la variable de respuesta y los factores a investigar, ya que esto
permitira planear mejor el experimento que se necesita y asi ganar conocimiento sobre el proceso.

A menudo sucede que el primer disefio experimental da lugar a que se contintie experimentando
en cierta direccion, ya que se generan nuevos conocimientos e ideas. La experimentacion es un proceso
interactivo, como el aprendizaje. Este proceso interactivo se ilustra en las figuras 1.1y 1.2.

El disefio de experimentos
y el ciclo de Deming

) Muchas estrategias de optimizacion y de mejora continua, y en particular el disefio de
» Ciclo de Deming experimentos, siguen el llamado ciclo de Deming, que consiste en cuatro etapas: planear,

acer, verificar o estudiar y actuar, como se ilustran en la figura 10.1. A continuacion se
h tudiar y act lust la figura 10.1. A t

Estrategia que busca mejorar continua- . ) - .
g 9 l describe a detalle este ciclo en el contexto de un disefio de experimentos.

mente un proceso, mediante la aplicacion
repetida del ciclo: planear, hacer, verificar
y actuar.

1. Planear un cambio o una
prueba con el objetivo de
encontrar causas y
lograr mejoras.

4. Actuar de acuerdo con los
resultados: implementar el
cambio o, a partir del
conocimiento ganado,
iniciar otra vez el ciclo.

Ciclo de Deming

2. Hacer o llevar a
cabo el cambio o las

pruebas planeadas (de
preferencia a pequena
escala).

3. Estudiar los resultados.
¢ Qué se aprendio?
;Qué estuvo mal?

Figura 10.1 Ciclo de Deming y los experimentos.

1. Planear un experimento. Lo primero es identificar un problema o situacion importante que sea sus-
ceptible de analizarse con disefio de experimentos. La importancia del problema se puede cuanti-
ficar con base en la pérdida que causa a la compania. Una vez ubicado el problema se determinan
los factores controlables que pudieran tener alguna influencia sobre la caracteristica de calidad de
interés. Se disena el plan experimental mas adecuado a la situacion, con lo cual quedan especifica-
das las corridas del proceso que han de realizarse: cuales tratamientos y cuantas repeticiones de
cada uno.

2. Hacer las corridas experimentales. Se prueba el proceso en cada tratamiento especificado en la etapa
de planeacion. Las corridas se hacen en orden aleatorio y de acuerdo con el plan experimental
seleccionado.

3. Verificar o analizar los resultados. Consiste en analizar los datos con las técnicas adecuadas. Verificar
los supuestos y determinar el mejor tratamiento (o tratamiento ganador) para la variable de respues-
ta que es objeto de estudio.

4. Implementacion de los resultados. Hacer pruebas confirmatorias para tener una mejor representativi-
dad del desempenio del proceso en el nuevo tratamiento. Con base en lo aprendido es posible
planear otro experimento y repetir el ciclo de Deming. Cada vuelta al ciclo implica necesariamente
mejoras, ya que en el peor de los casos, cuando no se consigue la mejora, se ha logrado mas cono-
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cimiento del proceso. A continuacién veremos con mayor detalle el ciclo de Deming aplicado al
diseno de experimentos.

Etapas y actividades de la planeacion
y analisis de un experimento

En el capitulo 1 se presentaron en forma breve las etapas a cumplir en el disenio y analisis de experi-
mentos, aqui se detallan estas etapas sefialando algunas actividades especificas que se deben desarrollar.

Planeacion y disefio

1. Definir el problema o el objetivo. En este primer paso se debe hacer un esfuerzo especial por entender
el problema o el objetivo que se busca al experimentar, ya que aqui se sentaran las bases para que
el experimento sea exitoso. Por ello se recomienda desarrollar las siguientes actividades:

a) Asignar un titulo al estudio experimental que indique la intencion general del mismo.

b) Describir el problema o situacion destacando los argumentos de por qué es importante hacer el
estudio. Se recomienda utilizar cifras que indiquen la importancia de la situacion (defectos,
quejas, oportunidades, etcétera).

¢) Especificar la manera en la que se mediria el éxito del proyecto experimental. De preferencia
definir uno o varios indicadores que ayuden a ello.

d) Comentar qué se hace actualmente para atenuar el problema o si se cuenta con experiencias de
experimentos anteriores.

¢) Definir el objetivo que se persigue al realizar el experimento, en el que quede claro el resultado
deseado.

2. Hacer un esquema del estudio donde se senale el problema planteado. Destacar las variables de salida
(respuestas), las variables de operacion (parametros) del proceso y las principales entradas (materia-
les, sustancias, etcétera).

3. Determinar los factores que deben investigarse, de acuerdo con su posible impacto en el » Factores
problema. Para seleccionar de manera adecuada los factores (o causas) a investigar
se recomienda desarrollar las siguientes actividades:

Son las causas o variables a estudiar en un
experimento, debido a su posible impacto

) ] ] ) ] ) en la variable de respuesta de interés.
a) Hacer una lista de todas las posibles causas o variables independientes involu-

cradas en el problema. Se recomienda que en la etapa inicial de una investigacion experimental
se consideren las causas sobre las que se tiene una seguridad razonable de que deben ser inves-
tigadas por su probable impacto en el problema o situacion.

b) Para cada una de las causas principales del punto anterior (que llamaremos factores), senialar
como se corroborarian, con una prueba experimental, que efectivamente son una causa y/o
solucion importante. Utilice la imaginacion, el conocimiento y la experiencia.

¢) Decidir sobre los factores a estudiar. La recomendacion es incluir en el experimento a cada fac-
tor que pueda tener una influencia importante en la respuesta. Cuando de entrada son muchos
los factores (mas de 10), algunos se podran descartar con un analisis del historial del proceso,
usando toda la informacion disponible y los conocimientos técnicos del proceso. Si después de
esto el numero de factores atn es grande, en primera instancia se puede correr un diseo facto-
rial fraccionado saturado que permita detectar con un minimo de pruebas aquellos factores que
parecen tener mayor influencia en la respuesta (véase capitulo 8). En una segunda etapa expe-
rimental se pueden realizar experimentos mas informativos sobre los factores que resultan im-
portantes.

d) Elegir los niveles de prueba para cada factor. Para probar el impacto de un factor en general
bastan dos niveles, salvo que por su naturaleza incluya tres o mas niveles. También es impor-
tante la separacion que se elija entre un nivel y otro en un factor dado. Los niveles muy juntos



290 CAPITULO 10  Planeacién de un experimento

» Nivel variable de un
factor

Cuando no se puede fijar el nivel de un
factor en un valor especifico, se define

no sirven para detectar el efecto de ese factor, mientras que niveles muy separados pueden
causar problemas en la operacion del proceso. Se debe recurrir al conocimiento de la fisica del
proceso, de tal forma que los niveles representen opciones de busqueda sobre en qué nivel se
debe operar el proceso.

En ocasiones, las costumbres en la operacion del proceso limitan en un rango muy estrecho
los posibles niveles de un factor. Sobre esto, es importante tener espiritu de investigador, asi
como cierto nivel de “incredulidad” sobre tales costumbres, para tratar de seleccionar niveles de
prueba que realmente sean diferentes. En un experimento se buscan soluciones y también ge-
nerar conocimiento.

Hay situaciones en las que es dificil fijar en forma mas o menos exacta el nivel de
un factor, tanto durante el experimento como en condiciones reales; entonces, en este
caso quizas el nivel de un factor sea un rango de variacion, cuyo centro es el nivel “teori-
co” de tal factor, pero en este caso se debe tener cuidado de que los rangos en los que se
moveria el factor en cada nivel no se traslapen. De esta forma, hay que asegurarse de
que para cada factor se logre tener por lo menos dos condiciones de prueba realmente
diferentes.

dicho nivel como un pequefio rango de

operacion.

» Variables de salida

Caracteristica de calidad o desempefio

Si el factor no es numeérico, se deben seleccionar por lo menos dos situaciones re-
presentativas de tal factor. Por ejemplo, si el factor es experiencia de la mano de obra,
entonces se deben seleccionar como niveles de tal factor a dos operadores con experiencia muy
diferente. Pero si el factor es la influencia de una operacion previa en el material, entonces un
nivel de dicho factor puede ser “hacer la operacion” y el otro “omitir tal operacion”. En ocasio-
nes serd necesario utilizar mas de dos niveles debido a una fuerte sospecha de curvatura. Tam-
bién puede ocurrir que, por su naturaleza, el factor tenga un numero finito (digamos cuatro) de
niveles, en cuyo caso es de interés para el experimentador probarlos todos en el estudio.
Cuando no se sabe cudles niveles utilizar en un factor, es recomendable realizar corridas
preliminares' del proceso, moviendo sélo ese factor y con esta informacion seleccionar los ni-
veles a utilizar en el experimento.

4. Elegir la(s) variable(s) de respuesta que serda(n) medida(s) en cada punto del disefio y ve-
rificar que se miden de manera confiable. Estas variables son el objetivo del experi-
mento, ya que son las variables de salida o criticos de la calidad que se quieren co-
rregir o impactar. Para elegir estas variables se realizan las siguientes actividades:

que se quiere mejorar con el experimento.

a) Haga una lista de las variables de salida o caracteristicas de calidad del producto en
las que se espera que se reflejen los cambios en los factores controlados que se estu-
diaran.

b) De la lista anterior, seleccione una o varias, tomando en cuenta la facilidad con la que se pueden

9)

medir el mayor impacto que tendrian sobre ellas los factores a estudiar y que reflejen mejor la
magnitud del problema. Es importante considerar como variables de respuesta, ademas de las
que estan relacionadas con el problema, aquellas que pueden resultar afectadas por los cambios
en los factores, aunque actualmente no sean un problema. Por ejemplo, si el tiempo de produc-
cioén no es problema, pero con alguno de los factores éste podria afectarse, entonces seria bueno
medirlo en las pruebas experimentales.

Para las variables de respuestas seleccionadas, es preciso asegurarse de que se pueden medir de
manera confiable. En otras palabras, revisar la forma en la que se mediria cada variable de res-
puesta y ver si el proceso de medicion es confiable (equipos, gente, métodos). Por ejemplo, si
es una variable que ordinariamente se mide, entonces es necesario investigar si ya existe un

" Se eligen dos niveles del factor y se realizan un par de corridas del proceso en cada nivel, manteniendo fijos todos los factores
restantes. Si los resultados promedio en cada nivel quedan separados (una distancia de al menos 1.5 sigmas del proceso), es que
ya se encontraron dos niveles adecuados para el factor. Pero si la distancia es menor, se abren un poco mas los niveles y se vuel-
ven a obtener datos, y asi hasta separar las medias a la distancia requerida. Si el factor tiene poco o nulo efecto, sera practicamen-
te imposible encontrar dos niveles que satisfagan la condicion, en cuyo caso se eligen los niveles mas abiertos. No se debe omitir
este factor, puesto que su efecto importante se puede manifestar al interactuar con los demas factores en el experimento.
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estudio R&R que respalde el proceso de medicion (Gutiérrez Pulido y De la Vara, 2009). De no
ser asi, habra que pensar en realizar uno.

5. Seleccionar el disefio experimental adecuado a los factores que se tienen y al objetivo del experimento.
Aqui se debe elegir el conjunto de pruebas que se van a correr, y esto resulta de la cantidad de
factores y niveles seleccionados; también considerar el costo y tiempo necesarios. Por ello, es pre-
ciso desarrollar las siguientes actividades:

a) Con base en los factores y niveles seleccionados determinar si es factible aplicar un diserio fac-
torial. Es decir, verificar si es posible correr en el proceso cualquier combinacion de niveles de
factores o si hay situaciones como las siguientes:

»  Por alguna razon se dificulta la aleatorizacion de un factor, ya sea porque cambiar de un
nivel a otro es tardado, dificil o costoso. En este caso se pueden buscar soluciones similares
a las que se presentaron en el factor flux del ejemplo 10.1, o si el factor no se considera muy
decisivo, quiza se pueda estudiar como bloque.

»  Algunos tratamientos son dificiles o imposibles de correr, como la combinacion con los
niveles altos de todos los factores. En este caso, si se tienen muchos factores, entonces el
disefio que se aplicara probablemente sea un factorial fraccionado vy, por lo tanto, se
seleccionaria la fraccion que no tiene esos tratamientos dificiles de correr. En caso de que
no se llegue a un factorial fraccionado, habra que reconsiderar la seleccion de niveles para
el factor que impide en mayor medida correr el o los tratamientos problema.

b) A partir de lo anterior y pensando en las variables de respuesta que se van a medir, es necesario
decidir en qué consistiria cada prueba; por ejemplo, si se estd experimentando con un proceso
masivo y rapido, sera importante determinar el tamario de prueba que defina cuanto tiempo se
va a dejar operando el proceso en cada condicion experimental. En estos casos, cuando la va-
riable de respuesta es un conteo, en la ecuacion 6.13 de la seccion “Experimento 2’ ejemplo
integrador” del capitulo 6 se da una férmula para determinar el tamano de la prueba en funcion
de la magnitud del problema, y en los ejercicios 9, 14 y 17 del capitulo 6 se muestran casos en
los que se determin¢ el tamatio de la prueba. Por otro lado, cuando se tienen procesos rapidos
y masivos, pero la variable de respuesta es de tipo continuo, generalmente se procesan varios
productos (de cinco a 20) en cada condicion experimental, y se miden todos o una muestra de
los productos. Sin embargo, en lugar de analizar los datos individuales se analiza su media y su
desviacion estandar; véase el ejercicio 11 del capitulo 6 para mayores detalles al respecto.

¢) Proponer un primer disefio que tome en cuenta el numero total de corridas, costos, tiempos,

etcétera.

Investigar si hay algun factor de ruido o bloque que podria estar actuando durante el experi-

mento, por ejemplo, si el material de prueba que se utilizaria es suficientemente homogéneo o

hay diferencia de lote a lote, en cuyo caso sera necesario bloquear el efecto de lote. Si se tiene

en mente correr un disefio factorial 2" en bloques, entonces se debe decidir qué corridas deben
ejecutarse en cada bloque (se sugiere revisar el capitulo 6 y/o apoyarse en el software adecuado).

e) Decidir el disefio especifico que se correra incluyendo el orden (aleatorio) en el que se efectua-
ran las pruebas. Es preciso verificar que: con el disefio elegido se puede cumplir el objetivo, es
posible superar de manera adecuada las situaciones o restricciones practicas y el disefio se pue-
de correr con un costo y tiempo razonables. Para el numero de réplicas, se deben seguir las re-
comendaciones que se han dado para cada disefio en particular, véase por ejemplo la seccion “El
tamario de la muestra” del capitulo 3, y para el disefio 2* consulte la tabla 6.12 del capitulo 6.

d

=

Recuerde que cuando solo interesan los efectos lineales o principales de los factores, es sufi-
ciente un disetio factorial fraccionado de resolucion III, que ademas es el mas econémico. Si tam-
bién interesan algunas o todas las interacciones entre ellos, sera necesario utilizar un disefio facto-
rial fraccionado de resoluciones IV o V. Pero si se esperan efectos de curvatura pura de algunos o
todos los factores, entonces se debera incluir un punto al centro del disefio para detectar la presen-
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cia de curvatura, y si son pocos factores, se espera que el disefio seleccionado de una vez permita
estudiar los efectos de curvatura pura.

Un aspecto critico a la hora de seleccionar un experimento son los costos que implicara llevar-
lo a cabo, ya que se deben considerar todos los recursos que se gastaran en el experimento, entre
los que se encuentran: material, energfa, tiempo hombre y tiempo maquina. Debe buscarse que el
gasto de recursos sea lo menor posible, al mismo tiempo que se cumplen los objetivos del
experimento con la precision deseada.

. Planear y organizar el trabajo experimental. A partir del diseio seleccionado, organizar y planear con

detalle el trabajo experimental. Algunos detalles a contemplar son los siguientes:

a) Disefiar una hoja de trabajo en la que se especifique de manera clara cada prueba, el orden en
el que sera corrida y la forma en la que se mediran los resultados o se colectaran los datos de la
prueba.

b) Definir a los responsables del proyecto, a las personas que van a efectuar los experimentos, asi
como las instrucciones generales que habra que darles.

¢) Detallar instrucciones especificas que se seguiran en ciertas pruebas experimentales. Por ejem-
plo, si se experimenta con factores lentos, como la temperatura en un proceso, antes de correr
el experimento o de empezar a registrar los resultados del proceso, sera necesario esperar a que
las condiciones con las que se quiere que opere el proceso efectivamente se logren.

d) Completar todos los detalles de logistica, como dias, hora, materiales que se utilizaran y maqui-
nas donde se haran las pruebas.

e) Prever algunas posibles contingencias que podrian ocurrir durante el experimento, asi como las
acciones a realizar en caso de que ocurrieran.

f) Siel costo no es muy elevado, hacer una prueba de ensayo con cualquier tratamiento, en el cual
participen todos aquellos que estan planeando el experimento, con miras a afinar imprevistos y
detallar mas las instrucciones.

. Realizar el experimento. Aplicar el plan previsto en la etapa previa, y en caso de algtin imprevisto no

contemplado, reportarlo a los responsables para que se decida qué hacer.

Analisis e interpretacion

8. Hacer un andlisis detallado de los resultados experimentales. Antes de aplicar cualquier analisis, se

debe echar un vistazo a los datos para verificar que no hay errores obvios en su registro, asi como
detectar a simple vista las principales tendencias. A lo largo de los capitulos hemos hecho énfasis
en los pasos a seguir para analizar cada uno de los disenos de experimentos presentados. El anali-
sis estadistico y el analisis de varianza dependen del disefio empleado. Se recomienda apoyarse en
graficas y pruebas analiticas.

. Interpretar resultados. Una vez que se ha depurado el modelo, y se tiene el mejor ANOVA, es preci-

so analizar con detalle lo que ha pasado en el experimento; para ello se contemplan los siguientes
aspectos:

a) Ver los factores y efectos que influyeron de manera significativa en las diferentes variables de
respuesta, y también senalar los factores que no tuvieron un impacto considerable. Contrastar
esto con las conjeturas previas y sefialar lo mas importante.

b) Interpretar con detalle los efectos mas significativos para cada variable de respuesta; considerar,
por ejemplo, la manera en la que la variable de respuesta responde a los cambios en los diferen-
tes factores. Es preciso hacer énfasis en las interacciones, y estudiar como estos efectos ayudan
a conocer mejor el proceso y a corroborar o desechar conjeturas, desde la optica de la fisica del
proceso.

¢) Encontrar el tratamiento ganador, es decir, en qué condiciones se propone operar el proceso.
Considerar las diferentes variables de respuesta y también los aspectos econémicos. Si el expe-
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rimento tuvo varias respuestas de igual importancia y en todas se tiene un modelo estadistico
que las describe, entonces sera necesario aplicar una estrategia de optimizacién multirrespuesta
(véase capitulo 13).

d) Verificar los supuestos del modelo, que por lo general son normalidad, varianza constante e inde-
pendencia de los residuos. Si los supuestos se violan gravemente, ver en qué sentido afectan a las
conclusiones. Si éstas resultan muy afectadas, entonces ver por qué los supuestos no se cum-
plen y actuar en consecuencia. Por ejemplo, si el problema es la falta de varianza constante, pero
el tratamiento ganador se ubica entre los que tienen menor varianza, entonces no hay mayor
problema. Si esta entre los que tienen mayor varianza, entonces habra que transformar los datos
y rehacer el andlisis (véase seccion “Transformaciones para estabilizar varianza” del capitulo 5).

) Determinar cudl es la respuesta esperada en el mejor tratamiento.

10. Hacer corridas confirmatorias del proceso en el mejor tratamiento. Emplear suficientes repeticiones
para que se tenga una buena estimacion de lo logrado.

Conclusiones

11. Cerrar y concluir el proyecto adecuadamente. Para ello se recomienda realizar las siguientes activi-
dades:

a) Decidir qué medidas implementar para generalizar el resultado del estudio y garantizar que las
mejoras se mantengan. Quiza sea conveniente aplicar las mismas medidas en procesos simila-
res, modificar procesos, procedimientos e instrucciones de trabajo y establecer medidas de
control (véase Gutiérrez Pulido y De la Vara, 2009).

b) Hacer un resumen de los principales resultados logrados desde el punto de vista técnico.

¢) Hacer una evaluacion de los logros obtenidos con el proyecto.

d) Disefiar una presentacion para la difusion del proyecto. Esto ayuda a reforzar el trabajo y a re-
conocer los logros.

Control de factores de bloque y de ruido

Hemos hecho énfasis en que cuando se planea un experimento es preciso contemplar todos los aspec-
tos que podrian influir en el resultado, asi como las fuentes de variacion o factores que, aun cuando no
sean de interés estudiar, se piensa que si pueden influir en la variable de respuesta. Recordar que hay
tres maneras de controlar el efecto de este tipo de factores, que consisten en:

1. Estudiarlo o bloquearlo activamente durante el experimento. En este caso, por lo general se asignan
varios niveles al factor de bloque y en cada nivel (o bloque) se prueban todos o algunos de los
tratamientos en orden aleatorio. A la hora del andlisis se puede obtener una medida del efecto del
factor de bloque.

El control directo de un factor de bloque como un factor mas es otra posibilidad. Sin embargo,
no es economicamente factible ni vale la pena estudiar de esta forma todos los factores de bloque
posibles. En la practica solo se estudian aquellos factores de bloque que pueden influir en la com-
paracion y es economicamente factible fijarlos en diferentes niveles. Por ejemplo, se suelen estu-
diar en forma directa factores de bloque como: operadores, tipos de producto, lotes, turnos, tipos
de material, etc. Los disefios factoriales que se analizaron en los capitulos anteriores pueden correr-
se en bloques (véase capitulo 6). El apoyo de un software es imprescindible.

2. Mantener fijo su nivel en el valor usual durante todo el estudio. Si el factor de bloque son los opera-
dores de las maquinas que se quieren comparar, la estrategia equivaldria a utilizar el mismo ope-
rador. En este caso, se tendria la limitante de que los resultados son validos s6lo para ese operador,
y no se eliminaria del todo el efecto del operador porque éste puede tener su maquina preferida.

Otro ejemplo de esta estrategia es mantener fijo, durante el experimento, algan parametro del
proceso porque se considera que no vale la pena estudiar su efecto. El hecho de mantenerlo fijo
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implica verificar que en realidad se mantiene fijo durante el estudio; no basta decir que lo esta
porque la palanca de control no se mueve. Es decir, se requiere vigilancia especial (no la de diario)
para comprobar que en realidad se mantiene fijo.

3. Para nulificar en lo posible el efecto indeseable de factores de ruido, como es el caso de las variables am-
bientales, se aplica el principio de aleatorizacion. Este principio hace que el posible efecto de este
factor se reparta “equitativamente” en todos los tratamientos. Al nulificar un factor de ruido de esta
marnera, no es posible medir su posible efecto, pero éste es el ultimo y unico recurso cuando es
muy costoso mantenerlo fijo o considerar varios niveles en dicho factor.

Un ejemplo de factores de ruido que suelen controlarse mediante la aleatorizacion de las prue-
bas son las variables ambientales, como temperatura, humedad, presion, etc. También se controlan
de este modo variables como: cansancio de los operadores, calentamiento del equipo y en general
todas las variables que no podemos evitar que se muevan solas con el transcurso del tiempo.

Qué sigue después del primer experimento

Muchas veces, aunque el experimento se haya planeado y realizado bien, éste no es definitivo ni con-
cluyente en el sentido de que siempre quedan cuestiones pendientes, surgen nuevas preguntas o hipo-
tesis acerca del problema. Incluso, pueden surgir dudas sobre lo adecuado de las acciones efectuadas.
El camino a seguir después del primer experimento se basa en el tipo de disefio empleado y en los
resultados obtenidos en este primer estudio.

Puede ocurrir que al comienzo de la investigacion se tienen demasiados factores, y entonces
es dificil pensar que el primer experimento pueda ser definitivo. La estrategia inicial en este caso es
correr un disenio altamente fraccionado o saturado (que permita estudiar solo los efectos principales e
ignore las interacciones) para detectar los pocos factores que tienen mayor influencia, y posteriormente
plantear un segundo experimento mas completo con éstos.

Incluso cuando se tiene una cantidad moderada de factores, digamos de cinco a ocho, y como cada
corrida es costosa, se quiere evitar un exceso de pruebas. La estrategia recomendada es correr inicial-
mente un disetio factorial fraccionado de resolucion Il o IV, y después, si hubiera necesidad de aclarar
la confusion de los efectos, se corre otra fraccion adicional para eliminar dichas ambiguedades. Otro
ejemplo de esta situacion es cuando se tienen pocos factores (pensemos en tres) y se decide correr ini-
cialmente solo una réplica del experimento, pero a la hora del analisis se encuentra que algunos de los
efectos quedan intermedios y no es facil decidir si considerarlos significativos o no. Para definir esta si-
tuacion se decide correr una réplica adicional para dar mas potencia al experimento y tener mas grados
de libertad para el error. Asi, las ocho corridas adicionales solo se llevan a cabo cuando son necesarias.

En ocasiones, la necesidad de volver a experimentar se debe a una planeacion inadecuada del pri-
mer experimento. Un error frecuente es dedicar poco tiempo a la etapa de planeacion. Por ejemplo, un
error critico y muy comun es seleccionar de manera inadecuada el ancho entre los niveles de los factores,
que solo se corrige corriendo otra vez el experimento o una parte de éste. Otro error es no haber incluido o
no controlar adecuadamente un factor que tiene un efecto potencialmente importante. Es necesario aprender
de este tipo de errores y diseniar un nuevo experimento de una mejor manera.

En la figura 10.2 se representan las alternativas tipicas a seguir después de un primer experimento.
Para fines de la representacion de las diferentes acciones, se utilizan tres factores, pero debe entenderse
que varias de estas acciones tienen mayor utilidad con una cantidad moderada de factores (5 <k < 8).
A continuacion se describen cada una de estas posibles acciones:

a) Agregar otra fraccion en un disefio factorial 277 Esto se hace para eliminar algunas dudas o ambigiie-
dades que surgen al interpretar efectos alias en disefios de resolucion 11T y IV. Recordemos del ca-
pitulo 8 que dos efectos alias son inseparables, al menos que se obtenga una fraccion adicional que,
al combinarse con la primera, permita separar los efectos.

b) Reescalar. Esta accion se aplica cuando no se tomo el espaciamiento adecuado entre los niveles en
uno o varios de los factores controlados en el experimento y, por lo tanto, no se pudo detectar el
efecto de esos factores. Corregir esta falla en la planeacion implica volver a correr al menos la mitad
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Figura 10.2 Posibles acciones después del primer experimento.
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del experimento, y a veces por completo, cuando no se logran reproducir las condiciones de ope-
racion iniciales.

~—

¢) Quitar y agregar factores. En un segundo experimento se quita un factor cuando se ha comprobado

que no afecta de ningin modo a la respuesta, y se puede agregar otro que no se habia considerado
por alguna razon pero que ahora interesa estudiar su efecto. Es recomendable que, desde el primer
experimento, no se deje ningun factor controlable fuera del estudio si éste tiene posibilidades de
afectar ya sea solo o interactuando. La accion de colapsar es una manera elegante de eliminar del
andlisis de un experimento un factor que no afecta (véase capitulo 6).

Repetir. Se recomienda replicar o repetir el experimento, al menos parcialmente, cuando hubo
efectos para los cuales no se pudo ser concluyente, en el sentido de que no quedo claro si afectan
o no. En el ANOVA, estos efectos se distinguen porque sus valores-p son mayores que 0.05 pero a
la vez pequertios, por ejemplo, son menores que 0.1. El Pareto de efectos para las barras correspon-
dientes a tales efectos tienen longitud intermedia, y entonces surge la pregunta: ;falta potencia a la
prueba? Una manera de aclarar esta duda es correr mas repeticiones o réplicas (una mas) del expe-

rimento. Las repeticiones auténticas permiten tener un mejor estimador del error y mejorar sensi-
blemente el analisis de varianza.

d

=
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e) Moverse de lugar. Esta accion y la siguiente conforman la estrategia experimental llamada metodolo-

gia de superficie de respuesta, la cual se presenta en el capitulo 12. Ambas tienen que ver con el in-
terés, por parte del experimentador, de llegar a las condiciones optimas de operacion del proceso,
donde no basta con obtener un mejor tratamiento o tratamiento elegido en el primer experimento,
sino que se buscan mejores maneras de operar el proceso. Del primer experimento, mediante el
modelo de regresion ajustado, se pueden sacar conclusiones acerca de hacia qué direccion mover
los niveles de cada factor en aras de un mejor desemperio de la variable de interés. Esta estrategia
generalmente se trabaja con pocos factores (no mas de cuatro), corriendo en el primer
experimento los puntos necesarios para ajustar un modelo de primer orden.

f) Aumentar. Cuando se busca optimizar un proceso, y en el primer experimento se
detect6 curvatura pura y/o la superficie de respuesta no es descrita adecuadamente por
un modelo de primer orden, entonces sera necesario aumentar el experimento. Para ello,
se seleccionan en forma adecuada puntos adicionales y se corren, a fin de estudiar no

ci6n geométrica es un plano o hiperplano.  S6l0 efectos principales e interacciones dobles, sino también los efectos cuadraticos

puros. La caracteristica fundamental del disefio aumentado es que tiene al menos tres
niveles en cada factor para estudiar ese tipo de efectos. El disefio aumentado que se dibuja en la
figura 10.2 se llama disefio de composicion central o disefio central compuesto (capitulo 12).

Qué hacer cuando ningun efecto
es significativo

Cuando en un estudio experimental ninguno o casi ninguno de los factores estudiados fue significativo,
se debe sacar provecho de lo realizado y tratar de entender por qué ningun efecto fue significativo, a
pesar de que las conjeturas sefialaban que si. Esto se refleja en un R* bajo o muy bajo, o en que en el
ANOVA casi ningtn efecto resulto significativo. Algunas de las razones, no excluyentes unas de las
otras, por las que podria pasar lo anterior son:

1. El proceso opera con una alta variacion, de tal forma que el cuadrado medio del error es grande y,

en consecuencia, practicamente ningan factor resulté activo (recordemos que para que un efecto
sea activo necesita que su cuadrado medio sea por los menos unas tres o cuatro veces mas grande
que el cuadrado medio del error). En ese caso se debe tratar de revalorar la situacion y ver qué
fuentes de variacion que se fueron al error pudieron actuar durante el experimento. En caso de
encontrar algunas, es preciso ver la posibilidad de considerarlas en un segundo experimento, ya
sea manteniéndolas fijas, bloqueandolas, como factor o con algin tipo de apareamiento (véase
ejemplo de la seccion “Poblaciones pareadas” del capitulo 2).

Los niveles asignados a los factores fueron muy estrechos, de forma que la diferencia entre lo que
pasa en un nivel y otro es practicamente imperceptible por la variable de respuesta. En este caso
habra que reescalar y volver a correr el experimento. En teoria, cuando los factores si influyen y se
eligen bien sus niveles, la dispersion de la variable de respuesta durante el experimento debe ser
mayor que la variacion durante la operacion normal del proceso. Una forma de verificar si los ni-
veles fueron lo suficientemente amplios, consiste en comparar la variacion observada en los datos
0 experimentos contra la variacion normal que se tiene en el proceso, y si la primera no es eviden-
temente mas grande, entonces eso puede ser un indicio de que los niveles no fueron elegidos en
forma adecuada.

Los factores estudiados no son los principales responsables de la variacion de la variable de res-
puesta; por lo tanto, hay otras situaciones o factores no considerados que son los que en realidad
tienen influencia sobre la respuesta. En este caso, eso puede ser un aprendizaje importante, ya que
ayudara a enfocar la solucion desde otra perspectiva.

Se observo poca variacion en la variable de respuesta. Esto ocurre cuando las pruebas realizadas
no lograron “mover” mas de lo usual a la variable de respuesta, y eso puede ocurrir por cualquie-
ra de las dos situaciones anteriores, o porque el tamao de la prueba fue insuficiente para detec-
tar los cambios de interés. Esto tltimo ocurre sobre todo cuando la variable de respuesta implica
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algun tipo de conteo, por ejemplo, el porcentaje de articulos defectuosos en cada corrida, y ese
porcentaje normalmente es pequeiio, asi que sera necesario producir en cada prueba muchas pie-
zas para que se pueda observar algan articulo defectuoso. En la ecuacion (6.13) del capitulo 6 se
da una féormula para determinar el tamarno de la prueba en funcion de la magnitud del problema,
y en los ejercicios 9, 14 y 17 del mismo capitulo se muestran casos en los que se determiné el ta-
mario de prueba. Por lo tanto, si el tamanio de prueba no fue suficiente, entonces habra que volver
a correr el experimento para agregar mayor informacion a la ya disponible.

A manera de resumen de la presente seccion, el experimentador siempre debe tener presente el

hecho de que todo experimento genera informacion y aprendizaje, lo cual sera util para reorientar la
busqueda, para no cometer los mismos errores en un siguiente estudio experimental o para afinar las
conjeturas que se tienen sobre el problema. En este sentido, se debe tener mucha precaucion de que
si no se obtuvo la respuesta buscada, no se confirmé la conjetura que se tenia o si el R* en el analisis
de varianza fue pequerio, entonces no se debe cometer el error de desechar el experimento y valorarlo
como un fracaso. Por el contrario, es preciso analizar qué paso, asi como reflexionar e investigar cuales
de las cuatro posibilidades anteriores pudieron ocurrir en el experimento. En otras palabras, en un
estudio experimental siempre se debe tener presente el ciclo de Deming, ademas de sacar enseflanzas y
conclusiones para usarlas en un nuevo ciclo.

11.
12.

Preguntas y ejercicios

i

Explique cudles son las principales actividades a realizar en la etapa de planeacién de un estudio experimen-
tal.

Apoyandose en las ideas del ejemplo 10.1 y el paso 5 de la seccién “Etapas y actividades de la planeacion”
de este capitulo, describa lo que se debe hacer cuando en un estudio factorial hay complicaciones para alea-
torizar completamente el orden de las corridas debido a las limitaciones que impone un factor.

Sien un estudio factorial existe un factor que se desea estudiar, pero es muy dificil mantenerlo fijo en un nivel
determinado, mas bien esta variando alrededor del nivel que se fija. ; Qué se recomienda hacer en estos casos
para estudiar tal factor?

Describa el ciclo de Deming en el contexto de un estudio experimental.

Una vez que en un experimento factorial se detect6 el mejor tratamiento y se proponen las condiciones de
operacion futura del proceso, se recomienda hacer corridas y pruebas confirmatorias. ¢ En qué consisten éstas
y por qué es necesario realizarlas?

Si en un estudio factorial se concluye que sélo tres de los cinco factores estudiados impactan de alguna
manera la variable de respuesta, y los otros dos no influyen en ésta, ;cémo se deben elegir los niveles de los
factores que no son significativos?

llustre para un factor en particular qué significa que sus niveles estén demasiado estrechos y explique por qué
esto representa un problema en un estudio experimental.

En todo estudio factorial participan los factores y la o las variables de respuesta. ;En estos casos quién es
medio y quién es el fin Gltimo? Explique su respuesta.

¢Qué se recomienda hacer con un factor o fuente de variacién, que aunque no interesa estudiar, se piensa
que si influye en la variable de respuesta?

Si en un estudio factorial al principio se tienen muchos factores, mas de cinco, qué tipo de disefo se reco-
mienda aplicar?

En el caso de la pregunta anterior, ;qué se recomienda hacer en un segundo experimento?

Cuando en un estudio factorial ninguno o casi ningtn factor fue significativo y/o el R? es bajo, ¢seré& un indi-
cativo de que el experimento fue un fracaso? Argumente ampliamente.

¢Cuadles son las principales razones por las que en un estudio factorial ninguno o casi ningtin factor fue sig-
nificativo y/o el R? es bajo?

297






Capitulo 1 1

Analisis de regresion

Sumario Objetivos de aprendizaje
1. Regresion lineal simple e Entender el papel del andlisis de regresién dentro de los
2. Pruebas de hipotesis en la regresion lineal simple disefios experimentales.
3. Calidad del ajuste en regresion lineal simple e Aplicar las pruebas de hipdtesis en la regresion lineal y
4. Estimacion y prediccion por intervalo en regresion simple evaluar la calidad de un modelo.
5. Regresion lineal multiple e Diferenciar entre regresion lineal simple y multiple, y apli-
6. Pruebas de hipotesis en regresion lineal multiple car cada una al caso apropiado.
7. Intervalos de confianza y prediccion en regresion multiple e Utilizar de manera correcta un modelo de regresion para
8. Regresion polinomial y otros modelos de regresién simple propdsitos de estimacion y prediccion.
9. Uso de software

10. Preguntasy ejercicios MAPA CONCEPTUAL

Estimacion de
parametros

Pruebas de hipdtesis

Regresion lineal
simple

Calidad del modelo

Coeficientes
de calidad de ajuste

Estimacion y
prediccion

Regresion polinomial
y otros modelos de
regresion simple

Analisis de

regresion

Estimacion de
parémetros

Pruebas de hipdtesis

Regresion lineal
multiple

Calidad del modelo

Seleccion de variables

Intervalos de
confianza y prediccion




A

Conceptos clave

Andlisis de regresion

Coeficiente de correla-
cion

Coeficiente de correla-
cién multiple

Coeficiente de determi-
nacion R

Error estandar de esti-
macion

Media del error absoluto

Método de minimos
cuadrados

Prueba de Durbin-
Watson

Prueba de falta de ajuste
Residuos

Suma de cuadrados del
error

300 CAPITULO 11 Anélisis de regresién

El andlisis de regresion tiene como objetivo modelar en forma matematica el comportamiento
de una variable de respuesta en funcion de una o mas variables independientes (factores).
Por ejemplo, suponga que el rendimiento de un proceso quimico esta relacionado con la tem-
peratura de operacion. Si mediante un modelo matematico es posible describir tal relacion,
entonces este modelo puede usarse para propositos de prediccion, optimizacion o control.

Para estimar los pardametros de un modelo de regresion son necesarios los datos, los cuales
pueden obtenerse de experimentos planeados, de observaciones de fenémenos no controla-
dos o de registros historicos.

Regresion lineal simple

Sean dos variables X y Y, suponga que se quiere explicar el comportamiento de Y con base
en los valores que toma X. Para esto, se mide el valor de Y sobre un conjunto de n valores de
X, con lo que se obtienen n parejas de puntos (xi, y1), (X2, ¥2), ..., (X5, ¥,). AY se le llama la
variable dependiente o la variable de respuesta y a X se le conoce como la variable independiente
o la variable regresora. La variable X no necesariamente es aleatoria, ya que en muchas ocasio-
nes el investigador fija sus valores; en cambio, Y si es una variable aleatoria. Una manera de
estudiar el comportamiento de Y con respecto a X es mediante un modelo de regresion que
consiste en ajustar un modelo matematico de la forma:

Y=f(X)

a las n parejas de puntos. Con ello, se puede ver si dado un valor de la variable independiente
X es posible predecir el valor promedio de Y.

Suponga que las variables X y Y estan relacionadas linealmente y que para cada valor de
X, la variable dependiente, Y, es una variable aleatoria. Es decir, que cada observacion de Y
puede ser descrita por el modelo:

» Andlisis de regresion

Yzﬂo +ﬂ1X+8 (].]..].)
Explica en forma matematica el compor-
tamiento de una variable de respuesta en
funcién de una o mas variables indepen-

dientes.

donde & es un error aleatorio con media cero y varianza 6%, B, y B, son los parametros
del modelo, los cuales son constantes que es necesario estimar. También suponga que
los errores aleatorios no estan correlacionados. La ecuacion (11.1) es conocida como
el modelo de regresion lineal simple. Bajo el supuesto de que este modelo es adecuado y como el valor
esperado del error es cero, E(¢) = 0, se puede ver que el valor esperado de la variable Y, para cada valor
de X, esta dado por la linea recta:

EY|X) =p, + p:X (11.2)
para tener bien especificada la ecuacion que relaciona las dos variables sera necesario estimar los dos
parametros, que tienen los siguientes significados: 8, es el punto en el cual la linea recta intercepta o
cruza el eje y, y 5, es la pendiente de la linea, es decir, la cantidad en la que se incrementa o disminuye
la variable Y por cada unidad que se incrementa X.

En un laboratorio se quiere investigar la forma en la que se rela-
ciona la cantidad de fibra (madera) en la pulpa con la resistencia

del producto (papel). Los datos obtenidos en un estudio experi-
mental se muestran en la tabla 11.1.



1 Tabla 11.1 Datos de resistencia del

papel, ejemplo 11.1

Porcentaje de fibra | Resistencia

4

6

8
10
12
14
16
18
20
22
24
26
28
30

134
145
142
149
144
160
156
157
168
166
167
171
174
183
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Es claro que la variable de respuesta o variable dependiente es la resistencia, por eso se denota con
Y. Para tener una idea de la relacion que existe entre X y Y, los 14 pares de datos son graficados en el dia-
grama de dispersion de la figura 11.1. Se observa que entre X y Y existe una correlacion lineal positiva,
ya que conforme aumenta X también se incrementa Y, por lo que es razonable suponer que un modelo
de regresion lineal explique la relacion entre X y Y. Asi, podemos expresar cada observacion de Y como:

Yi=Bo+PBixi+ & (11.3)

190 [T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T T T [T T T T[T T T 1] N
C *
180 N -
- * X
170 — * ]
© C * .
) — —
c [ —
g 1e0f- *  x .
g - * .
150 * * =
C * ]
140 :— _:
C * ]
130~ T T T T T T M A T O MO A O

0 5 10 15 20 25 30

Porcentaje de fibra
Figura 11.1 Diagrama de dispersién para los datos de resistencia del papel.
coni=1,2,...,n(n=14). Para estimar f, y 8, ajustamos la recta que explique de mejor manera el com-

portamiento de los datos en el diagrama de dispersion de la figura 11.1. En otras palabras, debemos

encontrar la recta que pasa lo mas cerca posible de todos los puntos. Un procedimiento

para ajustar mejor la recta y, por lo tanto, para estimar 8,y f3,, es mediante el método de » Método de minimos
minimos cuadrados, el cual consiste en lo siguiente: si de la ecuacion (11.3) despejamos  cuadrados

los errores, los elevamos al cuadrado y los sumamos, obtenemos lo siguiente:

n

s=Y(e)=3 (v

i=1

—[Bo +ﬁ1xi])z

Procedimiento para estimar los parame-
tros de un modelo de regresiéon que mi-
(11.4) nimiza los errores de ajuste del modelo.
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De esta forma, se quieren encontrar los valores de B, y #; que minimizan la suma de los errores
cuadrados. Es decir, se busca ajustar la recta de manera que la suma de las distancias en forma vertical
de los puntos a la recta se minimice, como se ilustra en la figura 11.2.

190 T
180
170

160

Resistencia

150

140

130

Porcentaje de fibra

Figura 11.2 Minimizar la distancia vertical de los puntos a la recta.

El procedimiento matematico para minimizar los errores de la ecuacion (11.4) y asi encontrar los
: o . A as .
estimadores de minimos cuadrados de f3, y B, consiste en derivar a S con respecto a 8, 35 y derivar
también a S con respecto a 8, aa_g’ con lo que se obtiene:

_aS p— ; . — .
aﬂo - E Z(yl [ﬂ0+ﬁlxll)
S _ N e (v v
aﬂl - gl, le (_yl [ﬁ0+ﬁlx1])

Al igualar a cero las dos ecuaciones y resolverlas en forma simultanea con respecto a las dos incog-
nitas (8, y 1), se obtiene la solucion tnica:

Pr=" (11.5)
Bo :y_/}ly (11.6)
donde
C — — C (Ziyl: Xi)(zin: )
Sy =2, (x =Xy, =M=, xy, ——— =T . L (11.7)
i=1 i=1
n _ n Zln: Xl 2
Se=2, (=X’ =) x —% (11.8)
=1 i=1
X,y son las medias muestrales de las dos variables, es decir:
= Py
n
y= 5Ly

n
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De esta forma, para obtener la recta ajustada es necesario aplicar las formulas anteriores, lo cual es
muy sencillo, como se muestra en la tabla 11.2 para los datos de la resistencia de la pulpa:

I Tabla 11.2 Procedimiento para realizar los calculos para la regresiéon simple

Sy =39150~
Sy =4956—

ﬁ:

(238)(2216)
14

(238)°

1478.0
910.0

=1478.0

=910.0

=1.6242

B, =158.286—(1.6242)(17) =130.67

Xi Yi xf Y? XiYi

4 134 16 17 956 536

6 145 36 21025 870

8 142 64 20 164 1136
10 149 100 22201 1 490
12 144 144 20 736 1728
14 160 196 25 600 2240
16 156 256 24 336 2 496
18 157 324 24 649 2826
20 168 400 28224 3360
22 166 484 27 556 3652
24 167 576 27 889 4008
26 171 676 27241 4 446
28 174 784 30276 4872
30 183 900 33 489 5490

S x, =238 Sy,=2216 Sx/=4956 | 2y =353342 | Zxy=39150
x=17 y =158.286

Por lo tanto, la linea recta que mejor explica la relacion entre porcentaje de fibra y resistencia del

papel esta dada por:

Y=130.67 + 1.6242X

(11.9)

En la figura 11.2 se muestra el ajuste de esta linea. De esta manera, por cada punto porcentual de
incremento en el porcentaje de fibra, se espera un incremento de la resistencia de 1.6242, en promedio
en el papel correspondiente. La ecuacion (11.9) sirve para estimar la resistencia promedio esperada
para cualquier porcentaje de fibra utilizada, claro que esa estimacion sera mas precisa en la medida que
X esté dentro del intervalo de los valores con los que se hizo la estimacion. Por ejemplo, para cada x;,
con el que se experimento, se puede estimar el y, con base en el modelo; la diferencia

entre lo observado y lo estimado o predicho es una estimacion del error ¢;. Tal estima-
cion recibe el nombre de residuo, e;, donde:

& =Yi—Yi

» Residuos

Es la diferencia entre lo observado y lo es-
timado o predicho. Sirven para analizar el
error de ajuste de un modelo.

En la tabla 11.3 se muestran los residuos y predichos para el ejemplo 11.1. Mas ade-
lante veremos que estos residuos son de gran utilidad para verificar la calidad del ajuste

del modelo.



304 CAPITULO 11 Anélisis de regresion

I Tabla 11.3 Valores ajustados, y, y resi-
duos, e;, para el ejemplo 11.1

Xi Yi b/ &=Yi—¥
4 134 137.2 -3.2
6 145 140.4 4.6
8 142 143.7 -1.7

10 149 146.9 2.1

12 144 150.2 -6.2

14 160 153.4 6.6

16 156 156.7 -0.7

18 157 159.9 -2.9

20 168 163.2 4.8

22 166 166.4 -0.4

24 167 169.7 2.7

26 171 172.9 -1.9

28 174 176.2 2.2

30 183 179.4 3.6

Un aspecto que es importante resaltar es que los estimadores 3, y B, son variables aleatorias, ya
que dependen de los valores observados, y;. De esta manera, es posible evaluar el valor esperado y la
varianza de los estimadores. Al respecto, es facil demostrar los siguientes resultados:

E(Bl)zE(?y )=ﬂ1 (11.10)
E(B)=E(y—BiX)=fo (11.11)
. S 0.2
V(B)=V| 2 |=2—
(B [5] 5. (11.12)
. — 5= 2 1 )_Cz
V()=V(H-pxX)=0 [;+5—} (11.13)

~ De estamanera, § y 8, son estimadores insesgados de los correspondientes parametros. Ademas,
Bo v 1 como variables aleatorias no son independientes entre si, y su covarianza esta dada por:

—0’%

Cov(By, 1) = < (11.14)

pe

Dadas las expresiones para las varianzas de 3, y f|, se aprecia que para estimarlas es necesario

2 _ . 2 . < )
calcular 0~ que, como senialamos en la expresion (11.1), o° es la varianza del error aleatorio, €. Asi que
es natural utilizar los residuos para hacer tal estimacion. Para ello, la suma de cuadrados

» Suma de cuadrados de los residuos o suma de cuadrados del error esta dada por:
del error

- - R - A 2 (11.15)
Es la suma de los residuos al cuadrado, SC ZZGZ :2 (yi—=¥) :2 (}’i =[Bo +ﬂixi])

y se utiliza para estimar la varianza del i=1 i=1 i=1

error de ajuste de un modelo. - (Sy )
=Sy =hiSy =5, -

XX
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donde:

n _ n (2:1: yi>2
Sy=2, =y =) yi——— (11.16)
i=1

i=1 n

A partir de la ecuacion (11.15) se obtiene que el valor esperado de la suma de cuadrado del error
esta dado por:

E(SC)=(n-2)0” (11.17)

Por lo tanto, un estimador insesgado de o esta dado por:
., _SC

52 =2tk

n—2

=CMg (11.18)

. .. . ~2 . . .
Como se aprecia en la expresion anterior, 0 ~ recibe el nombre de cuadrado medio del error; y la raiz
cuadrada de éste, es decir, 0 =,/CM;, se conoce como error estandar de estimacion.

Pruebas de hipotesis en la regresion
lineal simple

En cualquier analisis de regresion no basta hacer los calculos que se explicaron antes, sino que es
necesario evaluar qué tan bien el modelo (la linea recta) explica la relacion entre X y Y. Una primera
forma de hacer esto es probar una serie de hipotesis (véase capitulo 2) sobre los parametros del mo-
delo. Para ello es necesario suponer una distribucion de probabilidad para el término de error, ¢;. Es
usual suponer normalidad: ¢; se distribuye en forma normal, independiente, con media cero y varianza
o’ (g, ~ NID(0, 0?)).

Por lo general, la hipotesis de mayor interés plantea que la pendiente es significativamente diferen-
te de cero. Esto se logra al probar la siguiente hipotesis:

Hy: B,=0

(11.19)
Hy p,#0

Para encontrar el estadistico de prueba para esta hipotesis, es facil ver que B, sigue una distribu-
cion normal, y dado que la media y varianza de 3, estan dadas por las ecuaciones (11.10) y (11.12),
respectivamente. Entonces una estimacion de V(8,) esta dada por:

R ~2
V(ﬁl)zg—z% (11.20)

XX
_La cantidad V() es la desviacion estandar del estimador y recibe el nombre de error estandar
de f3,. Si la hipotesis nula es verdadera el siguiente estadistico:

L (11.21)

o= JOM. /S,

tiene una distribucion t de Student con n — 2 grados de libertad. En el capitulo 2 vimos tres maneras
diferentes de rechazar una hipoétesis con base en un estadistico de prueba. Al aplicar uno de estos crite-
rios, se rechaza H, si el valor absoluto de este estadistico es mayor que el correspondiente valor critico
obtenido de tablas, es decir, se rechaza H, si:

|to| >ta2,n-2) (11.22)
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En caso contrario no se rechaza H,. No rechazar que 8, = 0, en el caso del modelo de regresion
lineal simple implica que no existe una relacion lineal significativa entre X y Y; lo que en el caso de
que haya relacion, la misma esta muy lejos de ser lineal, o de plano que no existe relacion entre estas
variables. En ocasiones, en lugar de probar que 8, = 0, puede ser de interés probar que es igual a cierta
constante (H, : B, = ¢), en ese caso en el numerador del estadistico de la expresion (11.21) se resta c,
es decir, el estadistico queda de la siguiente manera t, = (8, — ¢)/yJCMg /S, , y el criterio de rechazo es
el mismo.

Si la comparacion de la significancia observada (p-value o valor-p) se utiliza como criterio de recha-
zo contra la significancia predefinida (@), entonces se rechaza H, si valor-p < a.

Por otro lado, con respecto del parametro f§, suele ser de interés probar la siguiente hipotesis:

Hy B =0

Hy: By#0 (11.23)

Para encontrar el estadistico de prueba para esta hipotesis, es facil ver que f3; sigue una distribu-
cion normal, y dado que la media y varianza de f3, estan dadas por las ecuaciones (11.11) y (11.13),
respectivamente, entonces, una estimacion de V() esta dada por:

R 2
V(ﬁo):a{lﬂ_}
n S

XX

=2
n

(11.24)

XX

Si la hipétesis nula es verdadera, el siguiente estadistico:
to = # (11.25)
\JCM; [% + g—]

tiene una distribucion t-Student con n — 2 grados de libertad, por lo que H, se rechaza si:

lto]> teara n-2 (11.26)

o si se utiliza el criterio de la significancia observada se rechaza Hy si valor-p < a. No rechazar que f,=0
simplemente significa que el punto de corte de la linea recta pasa por el origen, es decir, pasa por (0, 0).
En ocasiones, en lugar de probar que 8, = 0, puede ser de interés probar que es igual a cierta constante
(Hy : Bo=0); en ese caso, en el numerador del estadistico de la expresion (11.25) se resta ¢, es decir, el

estadistico queda de la siguiente manera: t, = (8, —c)/ [CME[%+%] y el criterio de rechazo es el mis-
mo.

La estimacion de los parametros del modelo y las pruebas de hipotesis sobre los mismos se sinte-
tizan en la tabla 11.4.

1 Tabla 11.4 Andlisis de regresion para el modelo Y =, + 3:X

Parametro | Estimacion | Error estaindar Estadistico Valor-p
Po=3-Px E] | e | vt
I i0 =y- 143 - r(T >
ntercepc1on 0 =Y 1% CME |: n + S :| CME [% + %J ’
~ A_sS B
Pendiente Bi=== JCME /S, OMLS Pr (T >|to])
E/xx
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Estimacion por intervalo para los parametros
de la regresion lineal simple

Con las pruebas de hipétesis que hemos descrito antes, y dada la relacion entre prueba de hipétesis
y estimacion por intervalo (véase capitulo 2), se genera de manera directa la estimacion por interva-
lo para los parametros del modo de regresion. Especificamente, el intervalo de confianza al 100
(1 —a)%, para f3; esta dado por:

By F e nonJCME /S (11.27)

Mientras que el intervalo de confianza al 100(1 — )%, para 3, esta dado por:

. 1 2
n XX

Analisis de varianza del modelo de regresion

Otro enfoque para analizar la significancia del modelo es descomponer la variabilidad observada, y a
partir de ello probar hipdtesis. Efectivamente, la variabilidad total observada en la variable de respuesta
puede medirse a través de S,,, que esta dada por la ecuacion (11.16), pero también se puede descom-
poner de la siguiente manera:

Sy=2, =7=2, G-+, (=) (11.29)
i=1 i=1 i=1

El primer componente de S,, se denota por SCr = X (§; — ¥)” y mide la variabilidad explicada por
la recta de regresion (modelo de regresion), y se le conoce como la suma de cuadrado de regresion. Mien-
tras que, como vimos en la ecuacion (11.15), el segundo componente de S, corresponde a la suma de
cuadrados del error, SC, =X | (y, — ¥;), y mide la variabilidad no explicada por la recta de regresion
(modelo de regresion). De esta manera, la ecuacion (11.29) toma la siguiente forma:

Syy = SCR + SCE (1130)

Los grados de libertad para S, son n— 1, SCy tiene un grado de libertad y SC; tiene n — 2. Al dividir
las sumas de cuadrados entre sus grados de libertad, obtenemos los cuadrados medios: CMg = SCi/
(n—2) y CMg=SCg/1. Ademas de la ecuacion (11.30) y de la expresion (11.15) se obtiene que la for-
mula para calcular SC;, esta dada por:

SCh=B:S, (11.31)

Todo lo anterior podemos utilizarlo para generar otra forma de probar la hipotesis sobre la signi-
ficancia de la regresion:

Hy: 1= 0 11.32
Hy B #0 (11.32)
ya que si H, es verdadera, entonces el siguiente estadistico:
/1 M
y= e/l CMe (11.33)

CSCi/(n-2) CM;

tiene una distribucién F con 1 y n — 2 grados de libertad en el numerador y denominador, respecti-
vamente. Por lo tanto, se rechaza Hy : 8, = 0, si el estadistico de prueba es mayor que el valor critico
correspondiente, es decir, se rechaza Hy si Fy > F, 1 ,_2).
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Esta forma de probar la significancia de la regresion, en el caso de la regresion lineal simple, es
equivalente a la que se establecio a través del estadistico de la expresion (11.21), ya que al elevar éste

al cuadrado obtenemos:

th=

Esto se debe a que, en general, el

BiS..

— ﬁlsxy — CMR =F
- 0
CM,

CM, CM,

(11.34)

cuadrado de una variable aleatoria t-Student con k grados de

libertad tiene una distribucion Fy 4. El andlisis de varianza para probar la significancia del modelo

de regresion se resume en la tabla 11.5.

I Tabla 11.5 Andlisis de varianza para el modelo de regresién simple

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado

variacion cuadrados libertad medio F, Valor-p
Regresion SCr= Bl Sy 1 CMy CMy/CMg Pr(F > Fy)
Error o residual | SC; =S, —ﬁl Sy n-2 CMg
Total Syy n-1

Ejemplo11.2

Al hacer el andlisis de regresion y el analisis de varianza para el
modelo que se ajustd a los datos del ejemplo 11.1 (resistencia
del papel), se obtienen las tablas 11.6 y 11.7. Veamos los deta-
lles. Se lleg6 a que 3 = 130.675 y 3, = 1.62418. Ademas, de la
tabla 11.2 se pueden obtener las siguientes expresiones:

Los errores estandar:
WV(Bo) = CM{1+)_(—2}= 15.03[i+ﬂ}=2.418
n Sy 14 910.0

V(B =JCM, /S, =+/(15.03)/(910.0) =0.12852

n n 2 2
S, zzy/? _M =353 342_m =2580.9 Asi, los estadisticos para f3, y para 3, estan dados, respec-
i=1 n 14 tivamente, por:
SCe =5, - 1S,y =2580.9-(1.62418)(1478) =180.36 /}0 _ 130.675 Cehoss
de aquf: \/CME[%‘*%J 2418
= 5Ce 18036 _ 15 o3 B _162418 ., oo
n-2 12 JCM; /s, 0.12852
I Tabla 11.6 Andlisis de regresién para el ejemplo 11.2
Parametro | Estimacion | Error estandar | Estadistico | Valor-p
Intercepcion 130.675 241779 54.0472 0.0000
Pendiente 1.62418 0.128504 12.6391 0.0000
1 Tabla 11.7 Andlisis de varianza para el ejemplo 11.2
Fuente Suma de Grados de | Cuadrado
de variacion cuadrados libertad medio F, Valor-p
Regresion 2 400.5 1 2 400.5 159.71 0.0000
Error o residuo 180.32 12 15.0271
Total 2 580.86 13




Con esto completamos la tabla 11.6, en la que se muestra el
andlisis de regresion para la recta de regresién que relaciona
el porcentaje de fibra con la resistencia del papel. Como los valo-
res p son menores que 0.05, entonces se rechazan las hipotesis
nulas para ambos pardmetros, por lo que se concluye que tanto
Bo como f3; son significativamente diferentes de cero. Esto tam-
bién se concluye a través del método del valor critico, ya que, de
acuerdo con las tablas del apéndice, el valor critico de la distri-
bucién t de Student es: ¢ 02512 = 2.179; y ambos estadisticos de
la tabla 11.6 son mayores que este valor critico.

Calidad del ajuste en regresion lineal simple 309

SCq = B:S,, =(1.62418)(1478)=2 400.5
£ _CMs _24005
CM;  15.03

=159.71

En la tabla 11.7 se observa que el modelo de regresion
es significativo, ya que el valor-p es menor que 0.05. Esta mis-
ma conclusién se obtiene si se procede con el método del valor
critico, ya que de las tablas del apéndice se obtiene que F, >
Foos,1,12=4.75.

Practicamente ya tenemos todos los célculos para comple-
tar el analisis de varianza de la tabla 11.7, sélo restaria:

Calidad del ajuste en regresion
lineal simple

En la seccion anterior estudiamos pruebas de hipotesis para verificar que hay una relacion significativa
entre X y Y; sin embargo, no hemos visto si tal relacion permite hacer estimaciones con una precision
aceptable. Por ejemplo, es de interés saber qué tanta de la variabilidad presente en Y fue explicada por
el modelo, ademas si se cumplen los supuestos de los residuos.

Coeficiente de determinacion R?

Un primer criterio para evaluar la calidad del ajuste es observar la forma en la que el modelo se ajusto
a los datos. En el caso de la regresion lineal simple, esto se distingue al observar si los
puntos tienden a ajustarse razonablemente bien a la linea recta (véase figura 11.2). Otro

criterio mas cuantitativo es el que proporciona el coeficiente de determinacion, que en » Coeficiente de
el contexto de disefio de experimentos explicamos en el capitulo 6, y que ahoraen el  determinacion R?

contexto de regresion esta definido por:

Mide la proporcion de la variabilidad en

R = Variabilidad explicada por el modelo
Variabilidad total

_SCy

¥y

Es claro que 0 < R* < 1. En general R’ se interpreta como la proporcion de la variabilidad en los
datos (Y), que es explicada por el modelo. En el caso del ejemplo 11.1, a partir de la tabla 11.7 tenemos:
R*=(2 400.5)/(2 580.86) = 0.930. Por lo tanto, podemos decir que 93% de la variacion observada en la
resistencia del papel es explicada por el modelo (linea recta), lo cual nos dice que la calidad del ajuste
es satisfactorio, y que, por ello, la relacion entre X y Y es descrita adecuadamente por una linea recta.

Coeficiente de determinacion ajustado, R

Este coeficiente se calcula de la siguiente manera:

RZ‘ — CMtolal _CME
N CMLQLal

donde el cuadrado medio total, CM,,, se obtiene al dividir la suma de cuadrados total, S,,, entre sus
. . . s 2 B

grados de libertad. Cuando hay muchos términos en un modelo, el estadistico R;; se prefiere en lugar

de R?, puesto que este ultimo es enganoso al incrementarse en forma artificial con cada término que se

agrega al modelo, aunque sea un término que no contribuya en nada a la explicacion de la respuesta.

los datos (Y) que es explicada por el mo-
(11.35) delo de regresion.
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@ Coeficiente de
correlacion

Mide la intensidad de la relacion lineal

entre dos variables.

@) Error estandar
estimacion

Estima la desviacion estandar del error e
indica la magnitud del error de estimacion

de un modelo.

@) Media del error

absoluto (mea)

Andlisis de regresion

. 2 . . . .
En cambio, el R;; incluso baja de valor cuando el término que se agrega no aporta nada. Se cumple que

0< Rij < R* < 1.0. En general, para fines de prediccion se recomienda un coeficiente de determinacion
ajustado, sea mayor que 0.7.

Para el modelo del ejemplo 11.1, de acuerdo con la tabla 11.7, el coeficiente de determinacion
ajustado esta dado por:

_l@ 580.86)/(13)]—[(180.32)/12]
(2580.86)/(13)

2
Ry

=0.92431

Coeficiente de correlacion

Es bien conocido que el coeficiente de correlacion, r, mide la intensidad de la relacion
lineal entre dos variables X y Y. Si se tiene n pares de datos de la forma (x;, y;), entonces
este coeficiente se obtiene de la siguiente manera:

A
Sy

Se puede ver que —1 < r < 1;si res proximo a —1, entonces tendremos una relacion lineal negativa
fuerte, y si r es proximo a cero, entonces diremos que no hay correlacion lineal, y finalmente si r es
proximo a 1, entonces tendremos una relacion lineal positiva fuerte. Para interpretar valores interme-
dios del valor de r, depende de aplicaciones especificas. Sin embargo, para muestras moderadamente
grandes, mas de 20 por ejemplo, valores de r de menos de 0.5 en valor absoluto indican por lo general
poca correlacion,; valores de r cercanos o superiores a 0.85 indican una correlacion lineal fuerte; mien-
tras que superiores a 0.9 implican correlaciones muy fuertes. Por ejemplo, para los datos del ejemplo
11.1, el coeficiente de correlacion es r=(1478)/,/(910)(2580.9) =0.96442 , lo cual habla de una
correlacion lineal positiva muy fuerte.

Es importante notar que solo en el caso particular del modelo de la linea recta de regresion existe
una relacion directa entre r y R’, ya que:

r=

RZ

Error estandar de estimacion

de Una medicion sobre la calidad del ajuste de un modelo lo da el error estandar de esti-
macion, que es una estimacion de la desviacion estandar del error, 0. En el caso de la
regresion lineal simple, esta dado por:

Syy _ﬁlsxy

(11.36)

Es claro que a medida que el modelo ajuste mejor, la SC;; sera menor y, en consecuencia, el error
estandar de estimacion también serd menor. En los datos del ejemplo 11.1, 6 =+/15.0271 =3.8765 .

Media del error absoluto (mea)

Otra forma de medir la calidad del ajuste es a través de la media del valor absoluto de
los residuos, es decir:

Es la media del valor absoluto de los resi-
duos, y sirve para ver cuanto falla en pro- b3 |e-|
. . .y 1= 1
medio el modelo al hacer la estimacion de meaq =——— (11.37)

la variable de respuesta.

n

es claro que mientras mejor sea el ajuste, los residuos seran mas pequenos y, en con-
secuencia, también la mea tenderd a ser mas pequena. La mea se puede ver como una
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medicion para ver cuanto falla en promedio el modelo al hacer la estimacion de la variable de respuesta.
En los datos del ejemplo 11.1, de acuerdo con la tabla 11.3:

e [3.2]+[4.6]+[-1.7|+...+3.6] _ 43157 = 3.0079

14

Analisis grafico de residuos

Como complemento a lo que se ha discutido hasta aqui, un anlisis adecuado de los residuos propor-
ciona informacion adicional sobre la calidad del ajuste del modelo de regresion y de esa manera es posi-
ble verificar si el modelo es adecuado. Las graficas que suelen hacerse para completar el diagnostico del
modelo consisten en: graficar los residuos en papel de probabilidad normal, graficar los residuos contra
los predichos, los residuos contra cada variable regresora y contra alguna otra variable importante que
no haya sido incluida en el modelo.

Por ejemplo, para los residuos del ejemplo 11.1 que se muestran en la tabla 11.3, se construye la
grafica de probabilidad normal que se muestra en la figura 11.3. En ésta se aprecia que el supuesto de
normalidad sobre los errores se cumple razonablemente bien, ya que los puntos en esta grafica tienden
a ajustarse a la linea recta.

99.9 — —

95— _— _

wof- / ]

Porcentaje acumulado
Ul
o
I
|

0.1+ —

Residuos

Figura 11.3 Gréfica de probabilidad normal para los residuos del ejemplo 11.1.

A partir de la tabla 11.3 es facil obtener la grafica de residuos contra predichos (e; vs. y;) que se
muestra en la figura 11.4. Si el modelo es adecuado se espera que en esta grafica los puntos no sigan
ningtn patrén y que, por lo tanto, estén distribuidos mas o menos aleatoriamente a lo largo y ancho de
la grafica. Cuando esto ocurre significa que el modelo se ajusta de igual manera a lo largo de los valores
de Y. Por el contrario, si se aprecia algtin patron habra que ver cudl es el tipo de patron que se observa
en la grafica y diagnosticar cudl es la falla que registra el modelo.

En particular, la figura 11.4 no muestra ninguna anomalia, lo cual es una evidencia mas a favor del
modelo de regresion simple para el ejemplo 11.1.

En la figura 11.5 se muestra la grafica de los residuos contra los valores de X, para el ejemplo 11.1.
Esa grafica se interpreta de igual manera que la anterior, y en ella tampoco se observa alguna situacion
anormal.

Lo comentado en el capitulo 3 sobre las graficas de residuos y su interpretacion también aplica a
los residuos de un modelo de regresion, por lo que remitimos al lector a tal capitulo si desea una dis-
cusion e interpretacion mas detallada de las graficas anteriores.
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Figura 11.4 Gréfica de residuos contra estimados o predichos, y;, para
el ejemplo 11.1.
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Figura 11.5 Grafica de residuos contra x;, para el ejemplo 11.1.

Verificacion del supuesto de independencia

Uno de los supuestos importantes sobre los residuos es que éstos son independientes. Para verificar
tal suposicion se suelen graficar los residuos contra el orden en el que se obtuvieron los datos. La su-
posicion se cumple si los puntos en esta grafica no siguen ningun patron bien definido, como alguna
tendencia [véase, por ejemplo, la figura 3.5f) del capitulo 3].

Prueba de Durbin-Watson

Esta prueba permite diagnosticar la presencia de correlacion (autocorrelacion) entre los residuos con-
secutivos (ordenados en el tiempo), que es una posible manifestacion de la falta de independencia. La
autocorrelacion se presenta en experimentos en los cuales cada medicion tiene alguna contaminacion de la
medicion inmediata anterior, lo cual contradice el supuesto de independencia. Sea p el parametro que

‘f» Prueba de Durbin-
Watson

Diagnostica la presencia de correlacion
entre los residuos consecutivos, que es
una posible manifestacion de la falta de
independencia.

representa la correlacion entre residuos consecutivos (Corr (e, e,_) =p; t=2,3,...,n). La
hipétesis en la prueba de Durbin-Watson es:
Hy: p=0

H,: p>0 (11.38)

donde la alternativa se toma en el sentido mayor (>) porque la autocorrelacion positiva
es la mas frecuente en la practica. En la grafica de residuos contra el tiempo se observa
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autocorrelacion positiva cuando los puntos caen encadenados (como en la figura 3.5f). Por el contra-
rio, cuando los puntos se van alternando de negativos a positivos la autocorrelacion es negativa. El
estadistico de Durbin-Watson es:
(e —e )
d== ~ i 12 (11.39)
21=l (ei )

dondelose;,i=1, 2, ..., n, son los residuos ordenados en el tiempo. La decision sobre la hipotesis dada
en (11.38) consiste en la siguiente regla:

Sid<d; Se rechaza H,
Sid>d, No se rechaza H, (11.40)
Sid, =d<d;, Sin decision

donde d; y dy; son cotas que se leen en tablas dadas en el apéndice. Para entrar a las tablas se requiere
el numero de residuos n, el nivel de significancia prefijado a y el numero de variables explicativas o
regresoras en el modelo, p.

En caso de interesar la hipotesis de autocorrelacion negativa (H, : p < 0) se utiliza el estadistico
d’ =4 —d, donde d se calcula con la ecuacion (11.39). En caso de interesar la hipotesis bilateral con
alternativa H, : p # 0, se combinan las dos pruebas unilaterales de tamano a de manera que la prueba
bilateral tenga el tamario deseado 2a.

La prueba de Durbin-Watson tiene el inconveniente de detectar sélo la estructura de correlacion
de residuos consecutivos. No detecta correlaciones entre residuos no consecutivos en el tiempo que
también violan el supuesto de independencia. Este tipo de correlacion ocurre en un experimento cuan-
do la contaminacion de una medicion a otra no se refleja de inmediato, sino que actda con retardo.

Prueba de falta de ajuste

Aunque con las pruebas que hemos visto hasta aqui suele ser suficiente para evaluar la
calidad del ajuste del modelo, cuando por al menos un valor X hay varias observaciones

de Y, es posible desarrollar una prueba adicional, que se conoce como prueba de falta » Prueba de falta de

de ajuste. Esta es util cuando se quiere verificar si el orden del modelo es correcto, por  ajuste
ejemplo, cuando se suponga un efecto lineal y en realidad hay una curvatura (véase
capitulo 12). La hipodtesis que se va a probar con esta prueba es:

H,: El modelo se ajusta de manera adecuada a los datos
H,: El modelo no se ajusta en forma satisfactoria

Cuando un modelo no se ajusta bien a los datos, los residuos estaran influidos no sélo por los
errores experimentales o error aleatorio, sino también por el error por falta de ajuste. La idea de esta
prueba es separar estos dos tipos de errores, por ello la suma de cuadrados del error se divide en dos
componentes:

SCg=SCgp + SCrs
donde SCgp es la suma de cuadrados atribuibles a un error experimental “puro” y SCg, es la suma de
cuadrados atribuible a la falta de ajuste del modelo. Para estimar SCr, sera necesario que, para al menos
un valor x;, haya varias observaciones de Y. Supongamos que las n observaciones se pueden arreglar de
la siguiente manera:

Y11, Y12+ Y1,  SON las ny observaciones repetidas para x;; y sea v, la media de éstas.

Y215 Y22, Yo, SON las n, observaciones repetidas para x;; y sea v, lamedia de éstas.

Ymls Ym2r-» Ymn, SON las n, observaciones repetidas para x,,; y sea ¥, la media de éstas.
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Verifica la calidad del ajuste del modelo,
en particular ayuda a evaluar si el orden
del modelo es el correcto.
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Se tienen en total m niveles distintos de X, y ademés se cumple que ;- n, = n. Es claro que la dife-
rencia entre los valores de Y dentro de cada nivel x; se debe a un error experimental no atribuible; por
ello, la suma del cuadrado del error puro se estima de la siguiente manera:

Y (5,-3.)
j=1

z )’5 _Z ni(yi)z
j=1

i=1

M=

SCep =

i=1

1

i=1

En total, esta suma de cuadrados tiene £—, (n,— 1) =n—-m grados de libertad. La suma de cuadra-
dos por falta de ajuste se obtiene con:

SCps=SCy = SCpp

la cual tiene m — 2 grados de libertad. Con esto, el estadistico para probar la falta de ajuste esta dado
por:

_ SCe/(m=2) _ CMy,
SCep/(n—m)  CMpp

0

Bajo H, este estadistico tiene una distribucion F con (m — 2) y (n — m) grados de libertad en el
numerador y denominador, respectivamente. Por lo tanto, se rechaza Hy si Fy > F, ,,_5 ,_n; 0 en forma
equivalente, si valor-p = P(F > Fy) < a.

El resultado de esta hipotesis debe compararse con el resto de los criterios sobre calidad de los
modelos vistos antes. Si estan orientados en el mismo sentido, entonces la prueba de falta de ajuste sera
un elemento adicional a favor o en contra del modelo.

Los buenos modelos son aquellos que cumplen mas criterios de calidad del ajuste. Siempre existiran
circunstancias en las que, al no cumplirse alguno de los criterios, desde el punto de vista practico no
necesariamente haran inviable el modelo. Por ejemplo, si la normalidad en los residuos no se cumple,
se sabe que esa suposicion no es tan fuerte, es decir, que la metodologia es mas o menos robusta a la
falta de normalidad. Otro aspecto a tomar en cuenta es que bajo calidad similar en el ajuste de dos
modelos, siempre se debera preferir el mas sencillo.

Estimacion y prediccion por intervalo
en regresion simple

Una de las aplicaciones mas importantes en un analisis de regresion es hacer estimaciones de la res-
puesta media para un valor dado x,. En el caso particular de la regresion lineal simple, sabemos que un
estimador puntual de la respuesta media lo da la recta de regresion:

E(y|xo)=3o = Bo+Bixa

Ademas de esto, en ocasiones es de interés obtener una estimacion por intervalo para E(y | xo).
Para ello, como:

n

v<yo>=02[l+_(%‘@2}

XX

al sustituir o por su estimador CMg, y como 3, hereda la distribucién normal de f3, y 3, entonces un
intervalo de confianza al 100(1 — )% para la respuesta media en x, esta dado por:
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. 1 -X) R 1 -x)
Yo _t(a/2,n—2)\/CME|:_+(XOS—X>i| < E(J/|Xo) < Yo+, n-2) \/CME {—‘FM} (11.41)
n n

XX XX

A este intervalo se le conoce como intervalo para la recta de regresion. Notese que su amplitud
depende del CM; y de la distancia entre x, y X. La amplitud es minima cuando x, = X y se incrementa
conforme |x,—X| se hace mas grande.

Para ilustrar lo anterior, considérese el modelo ajustado a los datos del ejemplo 11.1, y obténgase
el intervalo de confianza para la respuesta media en x, = 12 (porcentaje de fibra).

El estimador puntual esta dado por y=130.67 + (1.6242)(12) =150.16; y un intervalo de confian-
za al 95% para la respuesta media en ese punto es:

172
150.16£2.179 15_0271[L+M}
14 910

150.16+2.6564
De aqui que el intervalo de confianza para la respuesta media en x, = 12 esta dado por:
147.5 < E(y|xo = 12) < 152.82
La primera banda de confianza en torno a la recta de regresion de la figura 11.6 indica el calculo

del intervalo de confianza de la expresion (11.41) para los valores x,, con los que se ajusto la recta de
regresion. Notese como se va abriendo esta banda debido a que se incrementa |x, —Xx|.
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Figura 11.6 Recta de regresion con intervalo de confianza y de prediccién para
observaciones futuras para el ejemplo 11.1.

Prediccion de observaciones futuras

Una de las aplicaciones mas ttiles de un modelo de regresion es predecir o pronosticar nuevas o futuras
observaciones de Y. Una estimacion puntual de la observacion futura de y, en el punto x, esta dada por:

o= Bo+Bixo (11.42)
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Para predecir por intervalo, en este caso, dado que la nueva observacion es independiente de las
observaciones utilizadas para ajustar el modelo de regresion, el intervalo para la recta de regresion dado
por la expresion (11.41) no es apropiado. Por ello, sea y, la observacion futura en x, y sea j, dado por
la ecuacion (11.42) el estimador puntual para y,; de aqui definimos el error de esta estimacion como:

€0=Yo=Yo
esta variable, ¢, se distribuye de manera normal con media cero y varianza:

V(eg)=V(yo—30)=V(yo)+V(¥o)

—\2
n Sk

_=)\2
:gz|:1+l+u:|
n S

XX

Dada esta varianza para el error de prediccion, y estimando o con el CMp, entonces el intervalo de
prediccion al 100(1 — )% con respecto a la observacion futura en x, esta dado por:

~ 1 (Xo—y)z ~ 1 (Xo—y)z (11 43)
Yo ~liar, n=2) 4| CME| 1+ —+———|< y0 < Yo+t n-2), | CMg| 1 +—+—— :

n xx n XX

También este intervalo de prediccion se amplia a medida que aumenta |x, — X |. Al comparar las
expresiones (11.41y 11.43), se aprecia que el intervalo para la prediccion siempre es mas amplio que el
intervalo de confianza en x, Esto se debe a que, como ya lo vimos, el intervalo de prediccion depende
tanto del error del modelo ajustado como del error asociado a las observaciones futuras (o).

Para ilustrar la aplicacion de la prediccion por intervalo, supongamos que deseamos predecir por
intervalo cual es la resistencia esperada en un nuevo experimento cuando se afiada x, = 12% de fibra.
Con la ecuacion (11.43) se obtiene que el intervalo de prediccion es:

2
150.16—-2.179,/15.0271 1+i+ﬂ
14 910

2
<y <150.16+2.179,/15.0271 1+L+M
14 910

que al simplificar queda como 141.31 < y, < 159.01.

La segunda banda en torno a la recta de regresion de la figura 11.6 indica el calculo del intervalo
de prediccion dado por la expresion (11.43). Notese como se va abriendo esta banda debido a que se
incrementa |xo—X|.

De igual forma y siguiendo el mismo razonamiento, es posible encontrar un intervalo de predic-
cion del 100(1 — a)% para la media de k observaciones futuras en X = x,. Sea y, la media de k obser-
vaciones futuras en X = x,, entonces el intervalo de prediccion del 100(1 — )% para y, esta dado por:

R 1 1 (xo-%)
Yo ~tan, n—Z)\/CME |:£+_+o—}

n S

o 1 1 (x—-%)°
S yO S yO +t(a/2, n—-2) CME|:_+_+O—i|
k n S



Regresion lineal maltiple

Riesgos de la regresion

Un primer riesgo del analisis de regresion es que, a partir de un modelo significativo, siempre se con-
cluya de manera directa una relacion causa-efecto entre X y Y. En ocasiones, esta conclusion puede ser
falsa, ya que al estar relacionadas dos variables no necesariamente implica que hay una relacion causa-
efecto. Estrictamente hablando, lo tnico que indica que un analisis de regresion es significativo es que
existe la relacion que respalda el modelo, y el usuario es quien debe investigar si tal relacion es de tipo
causa-efecto. Esto puede ser mas o menos dificil dependiendo del origen de los datos. Recordemos que
al inicio de este capitulo se dijo que los datos para hacer un analisis de regresion pueden originarse
de experimentos planeados, de observaciones de fendmenos no controlados o de registros histéricos.

En cualquier interpretacion de las razones de una relacion significativa se debe recurrir al cono-
cimiento del proceso. Ademas, se debe tomar en cuenta que algunas de las razones por las que las
variables X y Y aparecen relacionadas de manera significativa son:

+ Xinfluye sobre Y.

* Yinfluye sobre X.

* Xy Yinteractiian entre si, una tercera variable Z influye sobre ambas y es la causante de tal re-
lacion.

e Xy Yactuan en forma similar debido al azar.

» Xy Yaparecen relacionadas debido a que la muestra no es representativa.

Otro riesgo es hacer extrapolaciones indiscriminadas con base en el modelo. Para no incurrir en
esto cuando se quieran predecir nuevas observaciones o estimar la respuesta media en algin punto x,,
se debe tener cuidado en cuanto a extrapolar mas alla de la region que contienen las observaciones
originales. Es probable que un modelo que ajusta bien en la region de los datos originales ya no ajus-
tara bien fuera de esa region. Esto se debe a que quiza muy fuera de la region de los datos originales
empiecen a actuar otros fenomenos no considerados en el modelo original. Este riesgo es mas grande
en el andlisis de regresion multiple, ya que se trabaja con regiones multidimensionales.

Regresion lineal multiple

En muchas situaciones practicas existen varias variables independientes que se cree que influyen o
estan relacionadas con una variable de respuesta Y, y por lo tanto, sera necesario tomar en cuenta si
se quiere predecir o entender mejor el comportamiento de Y. Por ejemplo, para explicar o predecir el
consumo de electricidad en una casa habitacion tal vez sea necesario considerar el tipo de residencia,
el namero de personas que la habitan, la temperatura promedio de la zona, etcétera.

Sea X|, X,, ..., X, variables independientes o regresoras, y sea Y una variable de respuesta, entonces
el modelo de regresion lineal miiltiple con k variables independientes es el polinomio de primer orden:

Y=80+4 X+, X, + -+ B X +e (11.44)

donde los B; son los parametros del modelo que se conocen como coeficientes de regresion y ¢ es el error
aleatorio, con media cero, E(e) =0y V(e) = 0’ Sien la ecuacion (11.44) k = 1, estamos en el caso de
regresion lineal simple y el modelo es una linea recta; si k = 2, tal ecuacion representa un plano. En
general, la ecuacion (11.44) representa un hiperplano en el espacio de k dimensiones generado por las
variables {Xj}.

El término lineal del modelo de regresion se emplea debido a que la ecuacion (11.44) es funcion
lineal de los pardametros desconocidos S, f1, ..., B La interpretacion de éstos es muy similar a lo ya
explicado para el caso de regresion lineal simple: B, es la ordenada al origen y 8; mide el cambio es-
perado en Y por cambio unitario en X; cuando el resto de las variables regresoras se mantienen fijas o
constantes.

Es frecuente que en la practica se requieran modelos de mayor orden para explicar el comporta-
miento de Y en funcion de las variables regresoras. Por ejemplo, supongamos que se tienen dos varia-
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bles independientes y que se sospecha que la relacion entre Yy algunas de las variables independientes
es cuadratica, por ello quiza se requiera un polinomio de segundo orden como modelo de regresion:

Y=B0+pX+5, X, + B X1 X, +ﬂ11X12 +ﬁ22X§ te (11.45)

Este también es un modelo de regresion lineal multiple, ya que la ecuacion (11.45) es una funcion
lineal de los pardametros desconocidos o, B1, ..., B,. Pero, ademas, si definimos X5 = X, X,, 5=,
Xy =X1, By =P, X5 =X3 yB5 =P, entonces la ecuacion (11.45) puede escribirse as:

Y=80+8 X +5,X + B3 X5+ B, X, + 5 X5 +¢

la cual tiene la misma forma que el modelo general de regresion lineal multiple de la expresion (11.44).
Con lo visto antes, estamos en posibilidades de abordar el problema de estimacion de los parametros
del modelo de regresion multiple, que sera aplicable a una amplia gama de modelos que pueden redu-
cirse a la forma general de la expresion (11.44).

Para estimar los parametros de la regresion lineal multiple se necesita contar con n datos (n > k),
que tienen la estructura descrita en la tabla 11.8. En ésta se aprecia que para cada combinacion de va-
lores de las variables regresoras, (xy;, ..., X;), se observa un valor de la variable dependiente, y;.

1 Tabla 11.8 Estructura de los datos para
la regresién lineal multiple

Y X, X, X
N X1 X1 Xp1
Y2 X12 X2 X2
Yn Yin Xon Xkn

En términos de los datos, el modelo de regresion lineal multiple puede escribirse de la siguiente
manera:

Vi =BotBixy+Boxg +o+ Prxy +E (11.46)

k
=B+, Bixi+e, i=12,..n

Jj=1

Al despejar los errores, elevarlos al cuadrado y sumarlos, obtenemos la siguiente funcion:
2

n n k
S:Z 612:2 yl_ﬂo_z ﬂjxﬁ (11.47)
i=1 i=1 =1

esta funcion depende de los parametros 3;. Los estimadores de minimos cuadrados para f3; se obtienen
al minimizar los errores, es decir, minimizando S. Esto se logra si derivamos a S con respecto a cada
pardmetro f3,, aa—l;, (j=0,1,2,...,k), las k + 1 ecuaciones resultantes se igualan a cero. La solucion de
las k + 1 ecuaciones simultdneas son los estimadores de minimos cuadrados, f3.

llustrar el procedimiento de estimacion por minimos cuadrados es mas sencillo si se utiliza no-
tacion matricial. En términos de los datos, ecuacion (11.46), el modelo puede escribirse en notacion
matricial como:

y=Xb+¢



Regresion lineal multiple

donde:
N I oxn X v X Bo &
| ) _ X1 X e X2 _ B | &
y=|". | X=[. . . : B=". | vy e&=|.
yn 1 X1 Xop cee Xpp ﬁk &y

Queremos encontrar el vector de los estimadores de minimos cuadrados, 8, que minimice:

S=Y el=ee=(y-Xp)(y-Xp)

i=1
=yy-BXy-yXp+BXXp
=yy 28Xy +pX'Xp
La ultima igualdad se debe a que #'X'y es una matriz (1 x 1), o un escalar, y por lo tanto, su trans-

puesta (8'X'y)’" =y'XB es el mismo escalar. De aqui que los estimadores de minimos cuadrados deban
satisfacer la siguiente expresion

&) =2Xy+2X’XB=0

aﬁB

esto implica que:
X'Xf=X'y (11.48)

Para resolver esta ecuacion en términos de 3, se multiplica por ambos lados de la ecuacion (11.48)
por la matriz inversa de X'X, y se obtiene que el estimador de minimos cuadrados de § es:

B=X'X)"'X'y (11.49)

por lo tanto, el modelo ajustado esta dado por:

y=Xp (11.50)

_Ademas, se puede demostrar que 3 es un estimador insesgado, E() =8, y la matriz de covarianza
de Bes:

Cov (B) =0*(X'X)"

Para hacer inferencias sobre 8 o, en general sobre el modelo, es necesario encontrar una forma de
estimar . A partir de la ecuacion (11.50) es claro que el vector de residuos esta dado por e =y — y=
y — Xf. De aqui que la suma de cuadrados del error esté dada por:

SCg :z": el =¢e

i=1
=(y=XB)(y-XP)=y'y—2BXy +BX'Xp (11.51)

De acuerdo con la ecuacion (11.48): X'X 8 = X'y, entonces esta tltima ecuacion toma la siguiente
forma:

SCr=y'y-pBXy (11.52)
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320 CAPITULO 11 Anélisis de regresién

La suma de cuadrados del error dada por esta tltima expresion tiene n —k — 1 grados de libertad,
donde k + 1 es igual al nimero de parametros estimados en el modelo. Entonces, el cuadrado medio del

error es.
SCs

CM; =
P n—k-1

Se puede demostrar que el valor esperado de CM; es o>, por lo que es natural que el estimador de
o esté dado por:

6* =CM, (11.53)

La raiz cuadrada del CM; se conoce como error estandar de estimacion del modelo.

En Ramirez et al. (2001) se presenta un experimento secuen-  produccion de este colorante en funcién de la concentraciéon de
cial para optimizar la produccién de un colorante natural. En la  carbono (X;) y temperatura (X;). En la tabla 11.9 se muestran
etapa final se delimitd una zona de experimentaciéon en la que  los niveles de X; y X, con los que se experimento, asi como la
se sospecha que se encuentran las condiciones 6ptimas para la  produccién observada en cada una de las condiciones.

1 Tabla 11.9 Datos para el ejemplo 11.3

X,: Carbono | X,: Temperatura | Y: Produccion

9 17 5707
13 17 5940

9 25 3015
13 25 2673

8.17 21 5804
13.8 21 6 700
11 15.34 5310
11 26.66 725
11 21 7521
11 21 7 642
11 21 7 500
11 21 7 545

A continuacion ajustaremos un modelo de segundo orden:
- 2 2
Vi = Bo+Brxu + By + BroxiXy + frixi + foaxdi e

De aqui que si expresamos esto en forma matricial, y = Xf + ¢, toma la siguiente forma (solo se
muestra parcialmente):

2 2
1 x; x, x50 X1 X

5707] [1 9 17 153 81 289 20 “
&
5040| [1 13 17 221 169 289 ﬁl :
&
3015|=(1 9 25 225 81 625| "% |+
. . . . . . . ﬁlz &4
ﬂll :

7543 [1 11 21 231 121 141
LBn] Lén]



Pruebas de hipétesis en regresién lineal maltiple

A partir de aqui se obtiene ﬁ = (X'X)"'X'y, que al hacer los calculos obtenemos el siguiente modelo
ajustado:

Y =-75732.84+4 438.69X, +5 957.79X, —17.9688X, X, —181.316 X —146.404 X’

En la tabla 11.10 se presentan las observaciones, los valores predichos y los residuos de este mo-
delo. En la figura 11.7 se muestran graficas de estos residuos para diagnosticar la calidad de ajuste del
modelo. La interpretacion de estas graficas es similar a lo explicado para la regresion lineal simple. En
la figura 11.7a) se muestra la grafica de probabilidad normal para los residuos, en ésta se aprecia que
la normalidad se cumple de manera satisfactoria.

1 Tabla 11.10 Valores observados pre-
dichos y residuos para el

ejemplo 11.3

JYj b &=y —
5707 5751.1 -44.1
5940 6328.2 -388.2
3015 29279 87.1
2673 29299 -256.9
5 804 5896.7 -92.7
6 700 6 306.2 393.8
5310 5066.7 243.3

725 667.3 57.7
7521 7552.0 -31.0
7642 7552.0 90.0
7 500 7552.0 -52.0
7545 7552.0 -7.0

La figura 11.7h) corresponde a la grafica de residuos contra predichos, donde se observa una
ligera tendencia en forma de embudo que podria indicar un mayor error de ajuste para valores gran-
des de la variable de respuesta; pero, al observar con detenimiento la distribucion de los puntos se
aprecia que la apariencia referida basicamente se debe a dos puntos (los residuos 2 y 6). Por ello, de
acuerdo con los resultados de esta grafica podemos considerar que el supuesto de varianza constante
se cumple aceptablemente.

En la figura 11.7¢) se muestran los residuales contra los niveles de temperatura y no se nota nin-
gun patron fuerte. En la figura 11.7d) se aprecia la grafica de residuales contra los valores de carbono,
y en ésta se observa una ligera tendencia de embudo, pero no demasiado fuerte; por ello, de acuerdo
con este criterio podemos considerar que el modelo es aceptable.

Pruebas de hipotesis en regresion
lineal multiple

Las hipotesis sobre los parametros del modelo son equivalentes a las realizadas para regresion lineal
simple, pero ahora son més necesarias porque en regresion multiple tenemos mas parametros en el
modelo y es necesario evaluar su verdadera contribucion a la explicacion de la respuesta. También
requerimos de la suposicion de que los errores se distribuyen en forma normal, independientes, con
media cero y varianza o? (&; ~ NID(0, 0?)). Una consecuencia de esta suposicion es que las observa-
ciones y; son: NID(f, + Z?z 18X o).

J
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Figura 11.7 Gréficas de residuos para el ejemplo 11.3, a) probabilidad normal, b) residuales contra predichos, c) residuales contra los

niveles de temperatura, d) residuales contra los niveles de carbono.

Analisis de varianza

La hipotesis global mas importante sobre un modelo de regresion multiple consiste en ver si la regre-
sion es significativa. Esto se logra probando la siguiente hipotesis:

Hypr=p,=... =0

Hyp;#0  paraalmenosunj=1,2,.. k

Aceptar H, significa que ningtn término o variable en el modelo tiene una contribucion signifi-
cativa al explicar la variable de respuesta, Y. Mientras que rechazar H, implica que por lo menos un
término en el modelo contribuye de manera significativa a explicar Y. En forma similar a lo hecho en
regresion lineal simple, aqui también se descompone la suma total de cuadrados en la suma de cuadra-
dos de regresion y en la suma de cuadrados del error:

S,y =SCy +5C; (11.54)



Pruebas de hipétesis en regresién lineal maltiple

Si Hy : B;= 0 es verdadera, entonces SCp/o* tiene una distribucion xi donde el nume-
ro de grados de libertad, k, es igual al ntmero de términos en el modelo de regresion. Ademas,
SCi/0* ~ i1, y SCr y SCy son independientes. Luego, es natural que el estadistico de prueba para
la significancia del modelo de regresion lineal multiple esté dado por:

_ SCp/k My
SCe/(n=k=1) CMg
que bajo H, tiene una distribucion F, ,_;,_). Asi, se rechaza Hy si Fy > F(, 1, ,_i_1) O también si valor-p
=P(F>Fy)<a.
Para completar el procedimiento anterior necesitamos una forma explicita para calcular SCy. En la
ecuacion (11.52) vimos que una formula para calcular la suma de cuadrado del error es:

0 (11.55)

SCr =yy—BXYy (11.56)
Ademads, como la suma total de cuadrados, S,,, estd dada por:
C (L )’i)z (L }’1)2
S, = oE Tl oyl
» Zl, y =y
La SC; puede expresarse como:

o E )| | e, @iy
SCf[Y%%}{ﬂXy—lTy}

=S, —SCy
Asi, hemos obtenido una forma explicita para la suma de cuadrados de la regresion:
. oy )
SCR=ﬁ’X’y——( CRi (11.57)
n

El procedimiento de analisis de varianza para el modelo de regresion lineal multiple se sintetiza
enlatabla 11.11.

I Tabla 11.11 ANOVA para la significancia del modelo de regresion lineal multiple

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado
variacion cuadrados libertad medio F, Valor-p
R ;A N A (Zin:l _yi)z
egresion SCr =Xy ———— k CMy CMy/CM; | Pr(F>F,)
n
Error o residuo | SCr=yy— B’X'y n-k-1 CMg
E?L ) 2
Total Sy =Yy- Ea ) n-1
n

Coeficiente de determinacion

El que un modelo sea significativo no necesariamente implica que sea bueno en términos de que expli-
que un buen porcentaje de variacion de los datos. Por ello es importante tener mediciones adicionales
de la calidad del ajuste del modelo, como las graficas de residuales y el coeficiente de determinacion.
Con la informacion del analisis de varianza de la tabla 11.11 es muy sencillo calcular el coeficiente de
determinacion, R%, y el coeficiente de determinacion ajustado, Rjj:
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324 CAPITULO 11 Anélisis de regresion

R2=5Ce _q_SC
SJ/)’ S)’y
R = Sy/n=D-CMg _ CM g —CMg
“ Sy /(n=1) CM,
1o Mg
CMlolal

Ambos coeficientes se interpretan de forma similar al caso de regresion lineal simple, es decir,
como el porcentaje de variabilidad de los datos que explica el modelo. Se cumple que 0 < Rij <R'<1;
en general, para hablar de un modelo que tiene un ajuste satisfactorio es necesario que ambos coeficien-
tes tengan valores superiores a 0.7. Cuando en el modelo hay términos que no contribuyen de manera
significativa a éste, el Ri. tiende a ser menor que el R*. Por lo tanto, es deseable depurar el modelo y para
ello las pruebas de hipotesis para los coeficientes del modelo son de mucha utilidad.

@) Coeficiente de Coeficiente de correlacion multiple

correlacion multiple ‘
P Es la raiz cuadrada del coeficiente de determinacion R*:

Es la raiz cuadrada del coeficiente de de-
terminacion R y mide la intensidad de la R =+/R?
relacion entre la variable dependiente y

las variables o términos en el modelo. y es una medida de la intensidad de la relacion entre la variable dependiente, Y, y el

conjunto de variables o términos en el modelo (X;, X, ..., X}).

Error estandar de estimacion y media
del error absoluto

Al igual que en regresion lineal simple, el error estandar de estimacion y la media del error absoluto
proporcionan dos medidas del error de ajuste de un modelo, éstas tienen una interpretacion similar a
la que se dio para el caso de regresion lineal simple (véanse ecuaciones 11.36 y 11.37). En cuanto al
calculo en el caso multiple, la mea = (X7 |@i |)/n y el error estandar de estimacion, 6 =+/SC/(n—k—1).

Pruebas sobre coeficientes individuales del modelo

Un aspecto clave en un andlisis de regresion multiple es valorar qué tanto contribuye cada término a
la explicacion de la variable de respuesta, para de esa forma eliminar los que tienen una contribucion
poco importante o quiza pensar en agregar otras variables no consideradas. Las hipotesis para probar la
significancia de cualquier coeficiente individual, 3;, se especifica de la siguiente manera:

Ho: ;=0 (11.58)
Hy B #0 j=0,12 ...k '

De acuerdo con la seccion anterior, el estimador de minimos cuadrados 8 es un vector aleatorio,
cuya distribucion es normal con media 8 y matriz de covarianza o*(X'X)™". De aqui que la distribucion
de los coeficientes de regresion f; sea:

Bj ~N(B;, 02Cj+l,j+l)

donde Cj.1,j+1 es el elemento de la diagonal de la matriz xX'x)" correspondiente al parametro ,3} De
aqui, y dado que 07 se estimo con el CM; (ecuacion 11.53), entonces el estadistico de prueba para
examinar la hipotesis de la expresion (11.58) esta dado por:



t0=

P
\,CMEC_)‘+1,_;'+1

Pruebas de hipétesis en regresién lineal maltiple

(11.59)

donde se rechaza Hy si [to]> t(g/5, 41y » © €0 forma equivalente si valor-p = P(T >|t,|) <a. En la tabla
11.12 se muestra un resumen del analisis sobre el modelo de regresion basado en la prueba antes des-

crita.

1 Tabla 11.12  Andlisis de regresion para el modelo Y=o + 1 X; + -+ + B X,

Parametro | Estimacion | Error estaindar | Estadistico Valor-p
Intercepcion ﬁo JCMCyy JC{j“—EC” Pr(T > |t,])
5 ﬁl
B B JEMCs, JCM.C,, Pr(T > | to | )
- B
ﬁk ﬂk \[CMECk+1,k+1 ,CMEC?HI,}H-I PT(T > | to | )
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Ejemplo11.4

Aplicamos las pruebas y calculos descritos en esta seccién a los
datos del ejemplo 11.3; en la tabla 11.13 se muestran los re-
sultados obtenidos para el andlisis del modelo de regresion.
Recordemos que se ajustdé un modelo de segundo orden:
Y = =75732.8 + 4 438.69X, + 5 957.79X, — 17.9688X,X, —
181.316 XZ1 - 146.404 Xi. A partir de esta tabla vemos que el
Unico término que no es significativo, de acuerdo con la prueba
t, es la interaccion XX, y los términos que tienen una mayor

contribucion a la respuesta son X, y X5. En el analisis de va-
rianza se aprecia que el modelo de regresién es significativo, y
de acuerdo con los coeficientes de determinacion, R* y Rij, el
modelo explica bien la variabilidad presente en los datos. Tam-
bién se aprecia el error estadndar de estimacion, 0, y la media del
error absoluto, que dada la escala de medicion de la variable de

respuesta, éstos tienen una magnitud relativamente pequefia.

1 Tabla 11.13 Andlisis para el modelo de regresion lineal multiple ajustado a los datos del ejemplo 11.3

Parametro Estimacion Error estandar Estadistico Valor-p
Constante -75732.8 6313.95 -11.9945 0.0000
X,: Carbono 4 438.69 708.101 6.2684 0.0008
X,: Temperatura 5957.79 347.095 17.1647 0.0000
XX, -17.9688 17.3848 -1.03359 0.3412
le -181.316 27.488 -6.5962 0.0006
Xi -146.404 6.87186 -21.3049 0.0000

Andlisis de varianza
Fuente de Grados de Cuadrado
variacion | Suma de cuadrados libertad medio F, Valor-p
Modelo 5.51626 X (10) 5 1.10325 X (10)" 142.59 0.0000
residual 464 228.0 6 77 371.3
Total (corr)) | 5.56268 X (10)' 11

R*=0.992
R; =0.985

Error estandar de estimacion = 278.157
Media del error absoluto = 145.324
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Seleccion de variables en regresion lineal multiple

El procedimiento descrito para probar la significancia de un coeficiente individual en el modelo no es
completamente decisivo, debido a que en ocasiones los estimadores 3 no son independientes entre
si, como se puede apreciar en los elementos fuera de la diagonal de la matriz (X'X)™. Esto hace que
un coeficiente 8, aparente ser significativo porque su estimador esta correlacionado con el estimador,
B, de otro coeficiente que si tiene una contribucion significativa.

A pesar de lo anterior, la prueba t sobre la significancia de los términos del modelo, combinada con
los coeficientes de determinacion y el error cuadratico medio, V.CM; , puede ser de utilidad para tener
un modelo depurado en el cual la mayoria de los términos realmente ayuden a explicar la variable de
respuesta. Un procedimiento con apoyo de un software estadistico seria el siguiente:

e En una tabla en la que se muestre la prueba t para todos los términos se elige el que tuvo menor
contribucion (esto se aprecia en el valor mas pequeno en términos absolutos de su correspondien-
te estadistico de prueba, ty). Este término se quita del modelo, se ajusta un nuevo modelo y se
comparan los cambios en R*, Ri}. y VCM; para los dos modelos. Si los cambios son menores, es
decir, siVCM; y R® practicamente quedan igual, y quizas el Ri; sube un poco, entonces ese primer
término se puede eliminar definitivamente del modelo.

e Al modelo ajustado, sin el término eliminado en el primer paso, se le aplica el paso anterior. Este

proceso continua hasta que sélo queden en el modelo términos significativos.

La aplicacion del procedimiento anterior ayuda a depurar el modelo aunque puede dejar términos
que en realidad no contribuyan en forma importante al ajuste del modelo. Ademads, es viable si se tiene
un modelo con pocos términos; pero, si se tiene un modelo con muchos términos es necesario recurrir
a un procedimiento mas robusto que proporcione mayor garantia para construir modelos que sélo
tengan términos significativos.

Estas técnicas se conocen como técnicas de seleccion de variables por pasos. Por ejemplo, la técnica
hacia delante (forward) en el primer paso compara todos los posibles modelos de una sola variable y se
queda con el modelo que logra una mejor explicacion. La variable o término que corresponde a este
primer mejor modelo se convierte en parte del modelo final. En el segundo paso se inicia con el modelo
del paso anterior y se le agrega el segundo término que mejor ayude a mejorar el ajuste del modelo.
Este proceso continua hasta que llega el momento en el que agregar otro término no mejora de manera
significativa el modelo.

Otra técnica de seleccion de variables se conoce como hacia atrds (backward) y tiene un proceso
inverso al descrito antes: inicia con un modelo que incluye todos los términos y paso a paso le va
quitando las variables que menos contribuyen al ajuste. La forma de agregar o quitar variables se basa
en pruebas F y no en la prueba t. Obviamente estas técnicas de seleccion de variables tienen una alta
demanda de calculo. La mayoria de las aplicaciones de software estadistico incluye estas técnicas de
seleccion de variables.

En resumen, si se cuenta con un modelo con muchos términos y se quiere tener un modelo de-
purado que incluya solo términos que realmente ayuden a explicar la variable de respuesta, entonces
se recomienda aplicar una técnica de seleccion de variables como la descrita antes, apoyandose desde
luego en un software estadistico. Pero, si se tiene un modelo con pocos términos, entonces es posible
aplicar una técnica de seleccion de variables, o bien, recurrir al procedimiento basado en la prueba t
sobre los coeficientes individuales que se describio antes.

Intervalos de confianza y prediccion
en regresion multiple

Al igual que en regresion lineal simple, es posible construir intervalos de confianza y prediccion en
regresion lineal multiple. Por ejemplo, a partir de la tabla 11.12 es claro que un estimador por intervalo
de cada coeficiente en lo individual esta dado por:



Regresion polinomial y otros modelos de regresién simple

B =t nt-1)y CMEC 11 11 <B; < B; g2, nt-1)\| CMEC 11, 111

También es posible obtener un intervalo de confianza con respecto a la respuesta media en un
punto particular, digamos x4, X9, - .. Xjo. Si definimos el vector:

’
xo=[1 x19 x50 *+* Xio]
entonces la respuesta media estimada en este punto es:
~ 7 >
Yo =xof
Se trata de un estimador insesgado cuya varianza es:
- 2 -1
V(yo)=0"x5(X'X)"x,

Por lo tanto, un intervalo de confianza del 100(1 — @)% de confianza para la respuesta media en el
punto x,0, Xa9, .. Xpo esta dado por:

}A’O - t((x/z, n—k-1)\ C]VIEXE)(X’XY1 Xp < E(Yo) < }A’o +t(a/2, n—k—l)\l CNIEX(,)(X,XY1 X0 (1 1.60)

Una de las aplicaciones mas frecuentes del analisis de regresion es predecir observaciones futuras
con base en el modelo de regresion lineal multiple. Si deseamos predecir un valor futuro de la variable
de respuesta, y,, en un nivel particular de las variables regresoras, digamos X9, Xa0, .., Xpo. Si X} =
(1, X105 X20, ---» Xpo), €NtONCEs una estimacion puntual de la observacion futura y, en el nivel referido
esta dada por:

Vo= xof3

En forma similar al caso de regresion lineal simple se puede demostrar que el intervalo de predic-
cion al 100(1 — a)% para y, es:

Fo=iarn vy OMe (1+X0XX)™ X0 ) < ¥ < Fo i oo [CM: (1430 XX x0) - (11.61)

Como ya se dijo, al estimar por intervalo la respuesta media con la ecuacion (11.60) o predecir una
nueva observacion con la ecuacion (11.60) se debe tener cuidado de hacer extrapolaciones fuera de la
region de las observaciones con las que se ajusto el modelo. Fuera de la region, los aspectos fisicos o
sociales que estan atras de todo modelo de regresion pueden empezar a actuar de otra forma.

Regresion polinomial y otros modelos
de regresion simple

Existen otros modelos de regresion que solo incluyen una variable independiente y que se aplican
cuando se espera o se observa que la relacion entre Xy Y no es modelada por una linea recta. Un con-
junto de estos modelos son aquellos que pueden ser linealizados mediante la transformacion ya sea
de X, de Y o de ambas. Algunos de estos modelos se muestran en la tabla 11.14, junto con las trans-
formaciones que los convertirfan en lineal. Se han utilizado otros modelos, muchos de ellos son com-
binaciones o variantes de las transformaciones mostradas en esta tabla. Notese que en todos los casos
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el modelo resultante, después de la transformacion, es la ecuacion de una linea recta. Por lo tanto, la
estrategia para ajustar estos modelos consiste en, primero, hacer la transformacion de los datos, sea X,
Y o ambas, y con los datos transformados se ajusta una linea recta con el procedimiento que se explico
en la primera seccion de este capitulo.

I Tabla 11.14 Algunos modelos que son susceptibles de linealizarse con transformacion de X, Y o ambas

Transformacion | Transformacion Modelo lineal

Nombre Modelo enY en X transformado
Exponencial Y = eforh® Y' =1In(Y) Ninguna Y =P+ X
X Logaritmico Y=24,+B nX) Ninguna X'=InX) Y=p,+pX
Multiplicativo Y = Box Y =In(Y) X'=InX) Y =P+ fiX’
Inverso de Y Y=(By+pX)7" v = % Ninguna Y =B+ X
Inverso de X Y=8,+ B Ninguna X =x Y=po+pX

X X

Y cuadratica y=./ Bo+ . X Y =Y Ninguna V' =B, +piX
X cuadratica Y=+ p.X Ninguna X=X V=80 +p.X

En Valbuena et al. (2006) se presentan los resultados de una
investigacion en el area de la piscicultura, donde evaluaron los
efectos del peso corporal sobre el consumo de oxigeno en el

pez yamu (Brycon amazonicus). Para ello se alojaron peces de  en seguida.
Numero de peces 5 5 5 5 5
X: Peso, g 100 200 400 800 1 600
Y: Consumo promedio de oxigeno (mg/kg/h) | 288.5 237 208.6 | 114.7 | 124.6
290 F 7 300F ' ]
260 .
g . ] 2 250} ]
g 230 | . %”
8 200 [ - 3§ 200 1
o : o
E 10| ] &
2 i ] 2 150} 1
S 140 [ y S
110 | , , . 100 & ]
0 800 1200 1600 100 500 900 1300 1700
Peso Peso

diferente peso corporal en un respirbmetro de 172 litros de ca-
pacidad y se registré el consumo de oxigeno cada cinco minutos
durante dos a cuatro horas. Los datos obtenidos se muestran

Figura 11.8 Diagrama de dispersion y modelo logaritmico ajustado, ejemplo 11.5.

Una primera aproximacion para analizar la relacion entre el peso y el consumo de oxigeno es hacer
el diagrama de dispersion de la figura 11.8, de donde en general se ve que a mayor peso de los peces,



Regresion polinomial y otros modelos de regresién simple

menor es el consumo de oxigeno. Esto queda en evidencia con el coeficiente de correlacion lineal,
r=-0.84, que indica una relacion inversa fuerte. Sin embargo, al observar con detalle el diagrama se
puede apreciar que la relacion no es lineal, y mas bien se trata de una curva logaritmica cuya pendiente
del consumo va disminuyendo conforme se aumenta el peso. En otras palabras, al no tener una relacion
claramente lineal, es importante explorar algunos de los modelos de la tabla 11.14. Como punto inicial
se propone el modelo X logaritmico, que tiene la siguiente expresion:

Y=0,+p8 In(X)

Para estimar los parametros de este modelo se genera una nueva variable independiente X' = In(X),
donde In es la funcion logaritmo natural. A los datos resultantes (X', Y) se les aplica el procedimiento
descrito en la primera seccion de este trabajo, con lo cual se obtiene que el modelo ajustado esta dado
por:

Y =583.74 — 64.94In(X)

En la figura 11.8 se muestra graficamente el ajuste de este modelo, que a simple vista se aprecia que des-
cribe mejor el comportamiento de los datos que una linea recta. Esto se valida con los estadisticos de la
tabla 11.15, en la que se muestra que los dos parametros del modelo son significativamente diferentes de
cero (su valor-p es menor que 0.05); ademas, el modelo globalmente es significativo (valor-p = 0.0104
< 0.05). El coeficiente de determinacion R*= 91.7% indica que el 91.7% de la variacion del consumo
en el oxigeno es explicada por el modelo, lo que habla de una calidad de ajuste satisfactorio. Un analisis
de los residuales muestra que el dato correspondiente a X = 800 esta considerablemente por deba-
jo de lo que se esperaria con el modelo ajustado. Aun asi se tiene un modelo con una calidad aceptable.

1 Tabla 11.15 Analisis para el modelo X-logaritmico ajustado a los datos del ejemplo 11.4

Parametro Estimado Error estandar | Estadistico T Valor-p
Intercepto 583.74 68.52 8.52 0.0034
Pendiente -64.94 11.29 -5.75 0.0104

Analisis de varianza

Suma de Grados de Cuadrado
Fuente cuadrados libertad medio Razon-F Valor-p
Modelo 20259.0 1 20259.0 33.10 0.0104
Residuo 1835.95 3 611.98
Total (Corr.) 22 094.9 4

R’=91.7%, Rz(ajs) =88.9%, error estandar de est. = 24.74.

Otra alternativa cuando la relacion entre X y Y es no lineal, es considerar un modelo polinomial,
donde ademss de la parte lineal de X se agregue término de segundo (X?), tercer (X°) o incluso de
mayor grado. Por ejemplo, supongamos que al analizar la relacion entre X y Y se observa una relacion
parabolica, por lo que sera de interés ajustar un modelo de la forma siguiente:

Y =8 +pX+p.X+e
Para ajustar un modelo de este tipo a un conjunto de parejas de puntos (x;, y;) y asi estimar los tres

. . 2 . .
pardmetros, simplemente a X~ se le toma como una segunda variable X, y se procede como se explico
en la seccion anterior dedicada a la regresion multiple.
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Ejemplo11.6

Modelo cuadratico

En una empresa del drea electrénica se investiga la relacion en-
tre la altura de la pasta y el porcentaje de defectos. Los datos se
muestran en la tabla 11.16. En la figura 11.9 se muestra el dia-
grama de dispersion para estos datos, donde se ve claramente
gue estas variables no tienen una relacién lineal, como también
lo dice el coeficiente de correlacién lineal, r=-0.08. Més bien el
patrén de relacion es del tipo parabdlico, por lo que es natural
ajustar un modelo polinomial de segundo grado, cuya ecuacion
estad dada por:

Y =402.68 — 114.64X + 8.21X%

En la figura 11.9 se muestra este modelo ajustado a los datos, y
se ve que el mismo describe razonablemente el comportamien-

to de los datos. Esto se verifica con los estadisticos de la tabla

11.17, en la que se ve que los tres pardmetros del modelo son
significativamente diferentes de cero, puesto que el correspon-
diente valor-p es menor que 0.05. Ademds, el modelo global-
mente es significativo (valor-p = 0.0000) y el R? = 89.76%; es
decir, el 89.76% de la variacion en el porcentaje de defectos es
explicada por el modelo, lo cual reafirma que se tiene un buen
ajuste. En la gréfica se ve que la altura de pasta que minimiza los
defectos es alrededor de 7.0, y a medida que se desvia de esa
altura se incrementa el porcentaje de defectos. Se podria estar
tentado a buscar un polinomio de un grado adin mayor para me-
jorar el ajuste, sin embargo, lo que se puede ganar en calidad de
ajuste muy probablemente se pierda en simplicidad del modelo,
por lo que en este caso es mejor quedarse con el polinomio de
segundo grado como modelo. El anélisis de residuos muestra un
cumplimiento satisfactorio de los supuestos.

1 Tabla 11.16 Datos para el ejemplo 11.6

Altura, X Defectos, Y Altura, X Defectos, Y
6.0 9.5 7.2 1.3
6.1 9.1 7.6 6.2
6.3 7.5 7.8 8.3
6.2 7.3 8.0 9.7
6.7 3.6 7.2 2.9
6.8 3.9 7.1 2.2
7.0 1.1 6.4 5.1
7.1 0.9 7.8 8.0
7.3 2.5 6.4 4.5
74 438 7.5 5.9
wETT ] -
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S 6 . 1 3 1
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Figura 11.9 Diagrama de dispersion y modelo cuadréatico ajustado, ejemplo 11.6.
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1 Tabla 11.17
Parametro Estimado Error estandar Estadistico T Valor-P
Constante 402.68 32.5559 12.3689 0.0000
X -114.64 9.39904 -12.197 0.0000
X’ 8.20664 0.674555 12.166 0.0000
Analisis de varianza
Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio Razon-F Valor-p
Modelo 143.138 2 71.5691 74.53 0.0000
Residual 16.3239 17 0.960232
Total (Corr.) 159.462 19

R*=89.76%, Rz(ajs) =88.56%, error estandar de est. = 0.98, error abs. medio = 0.757.

a@ >

La mayoria de los sistemas computacionales especializados en estadistica incluyen procedimientos para
realizar andlisis de regresion tanto simple como multiple, y por lo general incluyen técnicas de selecciéon
de variables. Por ejemplo, en Statgraphics todas estas herramientas se incluyen en Relacionar, donde se
incluye Un factor, que con contempla Regresion simple (tanto lineal como los otros modelos) y Regresion

Uso de software

polinomial. Ademas en Varios factores esta incluida la Region mdultiple.
En Minitab se accede a varios procedimientos de regresiéon con la secuencia: Stat = Regression.

Ill Uso de Excel
-l

En el caso de Excel, en Datos, seleccionar la opcion de Anélisis de datos (asegurarse de que este com-

plemento esta cargado) y luego la opcién Regresion.

En seguida se solicitard el rango de celdas donde se encuentran los datos para la variable
dependiente —Rango Y de entrada— y para la(s) variable(s) regresora(s) —Rango X de entrada—.
En caso de que se tenga mas de una variable, o incluso un modelo con interacciones o términos
cuadraticos, entonces hay que darle todo el rango donde se encuentran los datos correspondientes
a la matriz X (véase ejemplo 11.3). Después habra que activar las casillas segun las caracteristicas

del andlisis que se desee. Por ejemplo, el Nivel de confianza deseado; mientras que Constante igual

a cero es una casilla que se activa para que la linea de regresiéon pase por el origen, es decir, si se

quiere que el modelo no incluya el pardmetro

i

Preguntas y ejercicios

1. ¢Cudl es el proposito general del analisis de regresion?
2. En el andlisis de regresion intervienen dos tipos de variables: las independientes y las dependientes. Explique
con sus palabras y a través de ejemplos las caracteristicas de estos dos tipos de variables.
3. Considere el modelo de regresion lineal simple, y;= 8o + B1X; + €5, coni=1, 2,..., n, y suponiendo que para
estimar los pardmetros se utilizaron un total de 10 observaciones, es decir, n = 10, conteste las siguientes

preguntas:

331
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a) Suponga una buena relacién lineal entre las variables X'y Y; construya un diagrama de dispersiéon
hipotético que refleje esta relacion.

b) Sobre el diagrama de dispersion anterior, ajuste a “ojo” la mejor linea recta que describa la relacion
observada.

c) Sobre la gréafica anterior, indique qué distancias (errores) son los que se minimizan para estimar los
parametros.

d) Explique el significado de los dos parametros del modelo (3, y 1)

e) Escriba las expresiones que estiman a los dos pardmetros del modelo.

f) ¢Cuales son las suposiciones que se hacen sobre los errores (g;)?

4. Considere el modelo de regresion lineal simple, y; = 8o + B1X; + €, y conteste:

a) Formule las hipotesis que se hacen sobre los pardmetros del modelo y explique la consecuencia de
aceptar o rechazar cada una de éstas.

b) Anote en forma detallada el estadistico de prueba, t,, para cada una de las hipotesis y dé una
explicacion de por qué sirven para probar las hipotesis. Es decir, determine cuando estos estadis-
ticos tienen valores pequefios o grandes, y la decisién que se tomaria con respecto a su hipétesis
correspondiente.

c) Con respecto al analisis de varianza para el modelo, escriba y explique la hipétesis correspondiente.
Ademads, anote con detalle el estadistico de prueba, Fy, y dé una justificacion de por qué tal esta-
distico sirve para probar tal hipotesis.

5. Con respecto a los intervalos de confianza para la recta y los intervalos de prediccién, sefiale cémo se obtie-
nen y para qué se aplica cada uno de ellos.

6. En una etapa inicial del procesamiento mecanico de piezas de acero, se sabe que una herramienta sufre un
deterioro gradual que se refleja en cierto diametro de las piezas manufacturadas. Para predecir el tiempo de
vida util de la herramienta se tomaron datos de horas de uso y el didmetro promedio de cinco piezas produ-
cidas al final de la jornada. Los datos obtenidos para una herramienta se muestran a continuacion:

Horas de uso Diametro (mm)
16 26.2
32 25.7
48 26.0
64 27.7
80 283
96 29.5

112 30.1
128 31.8
144 31.4
160 334
176 33.6
192 32.7
208 35.0
224 36.1
240 357
256 36.2
272 36.8
288 39.1
304 38.7
320 39.2

a) En este problema jcudl variable se considera independiente y cual dependiente?

b) Mediante un diagrama de dispersion analice la relacion entre estas dos variables. ;Qué tipo de
relacién observa y cuales son algunos hechos especiales?

) Haga un analisis de regresion (ajuste una linea recta a estos datos, aplique pruebas de hipétesis y
verifique residuos).

d) ¢(La calidad del ajuste es satisfactoria? Argumente.

e) Siel didmetro maximo tolerado es de 45, jcuantas horas de uso estima que tiene esa herramienta?

f) Senale el valor de la pendiente de la recta e interprételo en términos practicos.

g) Obtenga el error estandar de estimacion y comente qué relacion tiene éste con la calidad del ajuste.



Preguntas y ejercicios

7. Enun proceso de extraccion se estudia la relacion entre tiempo de extraccion y rendimiento. Los datos obte-
nidos se muestran en la siguiente tabla.

Tiempo Rendimiento

(minutos) (%)
10 64
15 81.7
20 76.2
8 68.5
12 66.6
13 77.9
15 82.2
12 74.2
14 70
20 76
19 83.2
18 85.3

a) En este problema, ¢cudl variable se considera independiente y cual dependiente?

b) Mediante un diagrama de dispersion analice la relacion entre estas dos variables. ;Qué tipo de
relacién observa y cuales son algunos hechos especiales?

€) Haga un analisis de regresion (ajuste una linea recta a estos datos, aplique pruebas de hipétesis y

verifique residuos).

d) ¢La calidad del ajuste es satisfactoria? Argumente.

e) Destaque el valor de la pendiente de la recta e interprételo en términos practicos.
f) Estime el rendimiento promedio que se espera a un tiempo de extraccién de 25 minutos y obtenga

un intervalo de confianza para esta estimacion.

8. En cierta empresa es usual pagar horas extra para cumplir con los tiempos de entrega. En este centro produc-
tivo un grupo de mejora de calidad trata de reducir la proporcién de piezas malas, para ello deciden investigar

la relacion entre la cantidad de horas extra, X, y el porcentaje de articulos defectuosos, Y. En la siguiente tabla

se muestran los datos obtenidos.

Defectos

Semana Horas extra %
1 340 5
2 95 3
3 210 6
4 809 15
5 80 4
6 438 10
7 107 4
8 180 6
9 100 3
10 550 13
11 220 7
12 50 3
13 193 6
14 290 8
15 340 2
16 115 4
17 362 10
18 300 9
19 75 2
20 93 2
21 320 10
22 154 7
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334 CAPITULO 11  Anélisis de regresion

a) De estas variables ;cuél se puede suponer independiente y cual dependiente?

b) Obtenga el diagrama de dispersién para estas variables. ; Qué relacion observa?

) Haga un anélisis de regresion (ajuste una linea recta a estos datos, aplique pruebas de hipdtesis y
verifique residuos).

d) ¢La calidad del ajuste es satisfactoria?

e) El que dos variables estén relacionadas no necesariamente implica que haya una relacién causa-
efecto. Sin embargo, a pesar de esto, (puede concluir con seguridad que cuando se trabaja tiempo
extra se incrementa el porcentaje de defectuosos, porque ocurren factores como calentamiento
de equipo, cansancio de obreros, etc., y todo esto causa mayores problemas en la calidad de las
piezas?

9. En una empresa del drea electrénica se desea investigar la relacion entre los resultados de las pruebas de
eficiencia en el proceso (yield de pruebas) y la cantidad de piezas defectuosas al final del proceso que tiene
varias etapas. Los datos obtenidos son los siguientes.

Eficiencia, X | Piezas defectuosas | Eficiencia, X | Piezas defectuosas
89.1 2116 89.8 2984
92.0 1531 91.5 1380
90.1 2717 91.0 2 545
89.5 2 004 01.8 1611
88.5 3477 86.7 4 814
87.9 3860 89.9 1827
91.7 1957 90.3 3071
01.8 1 594 88.0 4015
91.5 2 059 91.1 1975
88.9 2 880 90.8 2352

a) ¢Queé tipo de relacion existe entre estas variables? Apodyese en diagrama de dispersion y coeficiente
de correlacion.
b) Ajuste un modelo de regresion a los datos e interprete.
c) Verifique los supuestos del modelo.
10. En un proceso de manufactura se utiliza una herramienta de corte y se quiere investigar la relacién entre la
velocidad de corte (metros por minuto) y el tiempo de vida (horas) de la herramienta. Los datos obtenidos
para esta investigacion se muestran a continuacion:

Velocidad Vida
20 8.7
20 9.5
25 8.5
25 7.7
25 8.4
30 8.0
30 53
30 7.3
35 7.8
35 5.7
35 6.1
40 4.3
40 4.2

a) Mediante un diagrama de dispersion analice la relacién entre estas dos variables. ;Qué tipo de
relacién observa?

b) Haga un andlisis de regresion (ajuste una linea recta a estos datos, aplique pruebas de hipétesis y
verifique residuos).

0) ¢La calidad del ajuste es satisfactoria? Argumente.

d) Si normalmente la herramienta se opera a una velocidad de 30 metros por minuto, estime el tiem-
po medio de vida tanto de manera puntual como por intervalo.



e) Sefale el valor de la pendiente de la recta e interprételo en términos practicos.
f) Obtenga el error estandar de estimacién y comente qué relacién tiene con la calidad del ajuste.

Preguntas y ejercicios

11. A partir de la siguiente tabla de datos realice los célculos necesarios y complete una tabla similar ala 11.2.

Xi Yi XiYi x? }’§
0 4
1 3
2 6
3 9
4 9
5 11
6 12
7 14
S x= = S xy= X = Syi=

a) Realice los célculos indicados en la tabla.

b) Con base en lo anterior, construya la tabla de andlisis de regresion para la recta de regresion (tabla

11.4) y el andlisis de varianza (tabla 11.5).
c) A partir de lo anterior obtenga conclusiones.
d) Obtenga el coeficiente de determinacién y valore la calidad del ajuste.
12. Como parte del analisis del problema de ausentismo, se decide investigar la relacién entre edad del empleado
y dias que falté a laborar en el afio. Los datos del dltimo afio se muestran en la siguiente tabla:

Empleado Edad Faltas Empleado Edad Faltas
1 29 6 21 25 7
2 33 5 22 38 3
3 40 0 23 22 0
4 23 8 24 30 4
5 31 6 25 24 7
6 20 9 26 39 10
7 30 5 27 35 5
8 38 6 28 20 1
9 23 8 29 32 5
10 25 6 30 25 5
11 26 7 31 36 5
12 30 5 32 30 5
13 42 2 33 20 10
14 34 5 34 38 4
15 31 6 35 39 4
16 18 11 36 34 4
17 33 6 37 35 6
18 33 4 38 27 7
19 33 5 39 40 3
20 32 5 40 31 6

a) En este problema, ¢cudl variable se puede ver como independiente y cual como dependiente?
b) Mediante un diagrama de dispersién analice la relacion entre estas dos variables.

) ¢Qué tipo de relacién observa y cuéles son algunos hechos especiales?
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336 CAPITULO 11  Anélisis de regresion

d) Haga un analisis de regresion (ajuste una linea recta a estos datos, aplique pruebas de hipétesis y
verifique residuales).
e) ¢La calidad del ajuste es satisfactoria? Argumente.
f) ¢Cual es el error estdndar de estimacion?
13. Elimine los cuatro datos que le parezcan mas atipicos en el problema anterior y repita los incisos d), e) y f).
¢;Los resultados obtenidos son diferentes?
14. En una empresa del area electrénica se desea investigar la relacion entre la cantidad de flux (ml/min) y la
cantidad de cortos en las tarjetas. El resto de las variables del proceso (soldadora de ola) se mantuvieron
constantes, entre ellas el tiempo que opero el proceso en cada condicion. Los datos obtenidos se muestran

a continuacion.

Flux (ml/min) 10 |12 | 14 | 16 | 18 | 20 | 22 | 24 | 26 | 28 | 30 | 32 | 34 | 36
Numero de cortos | 6 5 4 5 4 4 2 3 2 2 1 0 0 1

a) ¢Qué tipo de relacién existe entre estas variables? Apdyese en diagrama de dispersion y coeficiente
de correlacion.
b) Ajuste un modelo de regresion a los datos e interprete.
o) Verifique los supuestos del modelo.
15. Para investigar la relacion entre la presion de las escobillas y la altura de la pasta en la impresién de tarjetas
electrénicas, se imprimieron 10 tarjetas con diferentes presiones. Los datos obtenidos se muestran a conti-

nuacion.

Presion (kg) 8 9 10 | 11 | 12 ] 13 14| 15| 16 | 17
Altura (milésimas |\, | 155 | 115|113 [ 100 80 | 80 | 79 | 81 | 80
de pulgada)

a) ¢Qué tipo de relacién existe entre estas variables? Apdyese en diagrama de dispersion y coeficiente
de correlacion.

b) Ajuste un modelo de regresion a los datos e interprete.

o) Verifique los supuestos del modelo.

d) Considerando que la altura ideal de la pasta es ocho, de acuerdo con el modelo, ;cuél es la presion
que deben tener las escobillas?

Preguntas y ejercicios de regresion lineal multiple

16. ¢Por qué se requiere la regresion lineal multiple?

17. Considere un modelo de regresién lineal multiple con cuatro variables: y; = o + B1xi; + BoXo; + -+ + BaXs
+¢,;i=1,2,...,n,ysuponga que para estimar los pardmetros se utilizaron un total de 12 observaciones, es
decir, n = 12. Conteste las siguientes preguntas:

a) Expligue en forma esquematica el procedimiento matematico para estimar los parametros que
minimizan los errores por minimos cuadrados.

b) Denote el modelo en forma matricial: y = X + ¢, exprese con precision todas las matrices involu-
cradas en el modelo.

) Proporcione la expresién matricial para los estimadores de minimos cuadrados.

d) Especifique la hipétesis de significancia del modelo y lo que significa aceptar o rechazar esta hipo-
tesis.

e) Dé la expresion del estadistico de prueba, Fy, para la hipdtesis anterior, asi como una explicacion
racional de por qué funciona como estadistico de prueba, es decir, vea cudndo este estadistico
tiene valores grandes o pequefios, y lo que eso significa en términos de calidad de ajuste.

f) Formule las hipotesis sobre los parametros individuales del modelo y comente qué significa aceptar
o rechazar cada una de éstas.

g) Proporcione la expresion para el estadistico de prueba para el caso anterior y comente por qué
estos estadisticos funcionan como criterio de aceptaciéon o rechazo.

18. En una empresa dedicada a anodizar articulos de aluminio (baterias de cocina), el anodizado se logra con
una solucién hecha a base de acidos (sulfurico, citrico, bérico) y dicromato de aluminio. En este proceso se
controla el pH de la solucién, la temperatura, la corriente y el tiempo de permanencia. Debido al poco grosor



Preguntas y ejercicios

del anodizado, han aumentado las quejas por la escasa resistencia y durabilidad del producto. Para resolver
este problema se decide estudiar, mediante un experimento, la relacion del pH 'y la temperatura con el grosor
del anodizado. Los datos se muestran en la siguiente tabla:

pH Temperatura Espesor
1.2 -8 9
1.8 -8 14
1.2 8 10
1.8 8 19
1.2 -8 8
1.8 -8 12
1.2 8 11
1.8 8 20
1.5 0 14
15 0 13

a) ¢Cudles son las variables independientes y cual la dependiente? Argumente.
b) Ajuste un modelo del tipo Y=, + :X; + ,X, + € y anote la ecuaciéon del modelo ajustado.
) A partir del modelo ajustado, ¢cudl es el espesor estimado cuando se utiliza un pH =2 y una tem-
peratura de 10 grados?
d) ¢El modelo es adecuado? Argumente con base en gréaficas de residuos, pruebas de hipdtesis y
coeficientes de determinacion.
e) ¢Cree que valdria la pena pensar en anadir otro término al modelo para mejorar el ajuste? Argu-
mente.
19. Repita el problema anterior, pero ahora ajustando el modelo Y =, + :X; + 8, + 1, X1 X, + €.
20. Ajuste a los datos del ejemplo 11.3 un modelo que no incluya el término X;X,; es decir, ajuste el modelo
Y = Bo+BiXi+ B2 Xo+ BriXE + B22X3 +¢. Haga un andlisis completo y compare la calidad del ajuste con lo que
se realizé en el ejemplo 11.4.
21. Considere los datos que aparecen en la siguiente tabla:

Yy X1 X2

6 10 3

9 12 11

8 12 4

3 4 1

10 12 11
4 6 1

5 8 7

2 2 4

11 18 8
9 10

10 17 8
2 2 5

a) Ajuste el siguiente modelo Y = 8, + :X; + B,X, + ¢, es decir, encuentre los estimadores de minimos
cuadrados para estos coeficientes de regresion.
b) A partir del modelo ajustado, estime la respuesta media cuando x; =8 y x, = 7; ;este valor es dife-
rente al observado en las mismas condiciones? De ser asf, ;por qué ocurre esto?
¢) Haga la estimacién por intervalo para la respuesta media en el punto anterior.
d) Construya un intervalo de prediccion para una observacion futura teniendo x; =8y x, = 7.
e) Explique las diferencias entre los dos intervalos anteriores.
f) ¢Las estimaciones anteriores son adecuadas? Argumente con base en la calidad de ajuste del mo-
delo.
22. Se realizd un experimento para estudiar el sabor del queso panela en funciéon de la cantidad del cuajo y la
sal. La variable de respuesta observada es el sabor promedio reportado por un grupo de cinco panelistas
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gue probaron todos los quesos y los calificaron con una escala hedénica. Los datos obtenidos se muestran a

continuacion:

Sal Cuajo Sabor
6 0.3 5.67
5.5 0.387 7.44
4.5 0.387 7.33
4 0.3 6.33
4.5 0.213 7.11
55 0.213 7.22
5 0.3 6.33
5 0.3 6.66

a) Ajuste el modelo Y =B, + X+ B,X; +¢.

b) ¢El modelo explica la variacién observada en el sabor? Argumente con base en la significancia del
modelo, los residuales y el coeficiente de determinacion.

) Ajuste un modelo que incluya términos cuadréaticos y analice con detalle la calidad del ajuste.

d) Compare el error estandar de estimacion (\/CME) y los coeficientes de determinacion (R? y R;) para

ambos modelos.

e) ¢Cual modelo prefiere para explicar el sabor?

23. En el drea de desarrollo de una empresa se pretende obtener un nuevo polimero de bajo peso molecular (Y7);
de lograrse esto, se obtendra un polimero que funcione como dispersante en la industria de la cerdmica. De
acuerdo con los conocimientos técnicos que se tienen, se considera que los factores criticos son X;: persul-

fato de sodio (NaPS), X;: 4cido hipofosforoso (H3PO,) y X3: isopropanol (IPA). Para encontrar las condiciones
Optimas se realizd un experimento y se obtuvieron los siguientes datos (los valores de los factores estan
codificados). Ademas de Y; se midio la viscosidad (Y5).

Xy X X3 Y, Y,
0 0 0 8392 | 1075
-1 -1 0 9895 | 2325
1 -1 0 9204 | 1575
-1 1 0 7882 690
1 1 0 7105 420
-1 0 -1 8939 | 1188
1 0 -1 8 548 930
0 0 0 8598 920
-1 0 1 9152 | 1275
1 0 1 8992 860
0 -1 -1 10504 | 5600
0 1 -1 7462 540
0 -1 1 9368 | 1225
0 1 1 7772 620
0 0 0 8 440 1015

a) Ajuste el modelo Y, =B+ X1+ B,X; + f3X5+¢ para la variable Y;.

b) ¢El modelo explica la variacion observada en Y;? Argumente, con base en la significancia del mo-
delo, los residuales y los coeficientes de determinacion.

©) AjusteelmodeloY; = Bo+ B1X; + B2Xo + B3X3 +B12XiXa + B13XiXa + BoaXo Xz + BriXi + foa X5 + X3
+¢, y analice con detalle la calidad del ajuste (hipotesis sobre coeficientes individuales, gréficas de

residuos).
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d) Compare el error estandar de estimacion (,/CME) y los coeficientes de determinacion (R? y R;)
para ambos modelos.
e) Con base en lo anterior, proponga un modelo que considere que sélo tiene términos significativos.
Ajustelo y haga un analisis completo sobre éste.
f) Para el modelo final al que llegé en el punto anterior, interprete con detalle el significado de cada
uno de los coeficientes estimados en funcién de su aporte para la variable de respuesta Y;.
24. Realice el ejercicio anterior pero ahora para la otra variable, Y,. Destaque similitudes y diferencias.
25. Se tiene un proceso de extrusion para producir harina instantdnea de amaranto. Una de las variables que
interesa minimizar es el indice de solubilidad en agua (ISA) y los factores que se controlan son: temperatura
(X;), porcentaje de humedad (X,) y velocidad de tornillo (X5). Con las variables independientes codificadas,
los datos obtenidos mediante un disefio de experimentos Box-Behnken se muestran a continuacion:

X1 X X3 ISA
-1 -1 0 15.87
1 -1 0 12.70
-1 1 0 14.80
1 1 0 13.53
-1 0 -1 15.10
1 0 -1 12.47
-1 0 1 11.37
1 0 1 10.27
0 -1 -1 15.33
0 1 -1 15.53
0 -1 1 15.17
0 1 1 14.17
0 0 0 13.85
0 0 0 13.93
0 0 0 13.77

a) Ajuste un modelo de regresion lineal multiple que incluya las tres variables independientes, interac-
ciones y términos cuadraticos.

b) Haga un analisis detallado sobre el modelo ajustado (hipdtesis sobre los coeficientes individuales,
gréficas de residuos y coeficientes de determinacion).

c) Estime la respuestaenx; =1, x, =0, x3=-1.

d) Haga una estimacion por intervalo para la respuesta media en el punto anterior y también una
prediccion por intervalo para una nueva observacion.

e) ¢El modelo es adecuado? Si usted cree que un modelo mas simple podria lograr resultados simila-
res en cuanto a la calidad de ajuste, haga las exploraciones necesarias y proponga un modelo final.

f) Compare su modelo final con el modelo mas general que ajusté al principio en términos de los
coeficientes de determinacion y del error estandar de estimacién. ; Qué aprecia?

Preguntas y ejercicios de regresion polinomial
y otros modelos de regresion simple

26. Sobre modelos de regresiéon simple (no lineal).
a) Anote la ecuacion de tres modelos de regresion simple que se usan para describir la relacion entre
Xy Y, cuando ésta es no lineal.
b) Para los modelos anteriores, anote la o las transformaciones que los hacen lineales.
c) ¢Cuando se aplica cada uno de los modelos sefalados antes?
27. Escriba las ecuaciones de los modelos polinomiales de segundo y tercer grados, y comente cuando se aplica
cada uno de ellos.
28. Enuna industria se desea investigar como influye la temperatura (°C) en la presion del vapor de B-trimetilbo-
ro. Los datos obtenidos para tal propésito se muestran en la siguiente tabla.
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Temperatura Presion
13 2.9
19.5 5.1
45.7 30.5
56.1 51.4
64.4 74.5
71.4 100.2
80.5 143.7
85.7 176.9
22.5 8.5
27.2 10.3
31.8 14.6

a) Construya un diagrama de dispersién e interprételo.
b) Ajuste una linea recta y observe la calidad de ajuste.
) Senale el valor de la pendiente de la recta e interprételo en términos practicos.
d) Observe la grafica de residuales contra predichos, ¢nota algo relevante?
e) (Estd satisfecho con el modelo ajustado? Argumente.
f) ¢Hay algun otro modelo que puede funcionar mejor? Explore modelos alternativos y ajuste el que
considere mejor. Expligue los resultados.
29. Enuna fébrica de pintura se quiere reducir el tiempo de secado del barniz. Los siguientes datos corresponden
al tiempo de secado del barniz (en horas) y a la cantidad de aditivo con el que se intenta lograr tal reduccion.

Cantidad de aditivo | Tiempo de secado
14
11
10

8

7.5

9
10
11
13
12
15

O O N & U »~ W N = O

—
=)

a) Mediante un diagrama de dispersién investigue la relacion entre el tiempo de secado y la cantidad
de aditivo.
b) Con base en la relacién, ;qué cantidad de aditivo recomendaria para reducir el tiempo de secado?
c) Obtenga el coeficiente de correlacion entre ambas variables e interprételo.
d) Al parecer, el coeficiente de correlacion lineal es muy bajo, ¢esto significa que el tiempo de secado
no esta relacionado con la cantidad de aditivo?
e) ¢Usted cree que sea correcto ajustar una linea recta?
f) Proponga el modelo que crea adecuado, ajustelo y haga un andlisis de regresion completo para tal
modelo.
30. Ashton et al. (2007) midieron la longitud de caparazén (en mm) de 18 tortugas hembras de Florida (Go-
pherus polyphemus), y con el uso de rayos X contaron el niumero de huevos dentro de cada tortuga. Los
datos obtenidos se muestran en seguida.
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Longitud de | Numero de | Longitud de | Numero de
caparazon huevos caparazon huevos
284 3 309 9
290 2 310 10
290 7 311 13
290 7 317 7
208 11 317 9
299 12 320 6
302 10 323 13
306 8 334 2
306 8 334 8

a) Mediante un diagrama de dispersion investigue la relacién entre las dos variables. Comente.
b) Obtenga el coeficiente de correlacién entre ambas variables e interprételo.
o) Al parecer, el coeficiente de correlacion lineal es muy bajo, ¢ esto significa que las dos variables no

estan relacionadas?

d) Ajuste una linea recta y sefiale si este modelo explica satisfactoriamente la relacion entre las dos

variables.

e) Explore algunos modelos (polinomiales o como los de la tabla 11.14), elija el que considera mejor

e interprételo con detalles.

f) Haga un analisis de residuos para el modelo elegido y ajustado antes.

Investigar y experimentar

31. Buscar por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, un articulo de una revista cientifica o
tecnoldgica donde se reporte el resultado de una investigacién en el que se haga un analisis de regresion.
Anotar la referencia completa, es decir: autor(es), afio, titulo del trabajo y nombre de la revista; ademas,
hacer una sintesis de lo que trata el articulo, detallar el tipo de relacién que tienen las variables analizadas, el

32.

modelo y las principales conclusiones.

Con el proposito de investigar la relacion entre la estatura y el peso en las personas, asi como la relaciéon de
la talla de padres e hijos, desarrolle un trabajo de investigacién. Para ello considere a por lo menos 20 estu-
diantes, e investigue su estatura y peso, en kilogramos y metros, respectivamente. Ademas, encargar a esos
estudiantes que averiglen el peso y la estatura de sus progenitores (padres). Con los datos obtenidos haga

lo siguiente.

a) Investigue la relacion entre la estatura (X) y el peso de los estudiantes (Y). Hacer un diagrama de
dispersién, calcular el coeficiente de correlacion lineal y ajustar un modelo de regresiéon. Obtener

conclusiones.

b) Repita lo anterior pero para el caso de los datos de los progenitores de los estudiantes.

c) Tome la estatura del estudiante como variable dependiente, y como independiente las cuatro va-
riables que resultan del peso y estatura de los progenitores. De acuerdo con esto haga un andlisis
de regresion multiple e interprete con detalle los resultados obtenidos.

d) Repita el inciso anterior pero ahora utilice como variable dependiente el peso de los estudiantes.

e) Calcule el indice de masa corporal (IMC) tanto para estudiantes como para progenitores, que resul-
ta de dividir el peso entre la estatura al cuadrado: IMC = Y/(X)?, y analizar la relacion entre el IMC
de hijos y padres. Tome como variable independiente los datos de los padres y como dependiente
la de los hijos. Comente ampliamente los resultados obtenidos.

f) Haga un reporte (presentacién) de todo el trabajo hecho.






Capitulo 12

Optimizacion de procesos
con metodologia de
superficie de respuesta

Sumario

Objetivos de aprendizaje

1. Introduccién a la metodologia de superficie de respuesta e Explicar el concepto de optimizacién y su relacién con la

2. Técnicas de optimizacion

3. Disefios de superficie de respuesta
4. Uso de software

5. Preguntas y ejercicios

Superficie

de respuesta

superficie de respuesta.

e Aplicar la metodologia de superficie de respuesta y sus
respectivos disefios y modelos.

e Describir las técnicas de optimizacion y aplicarlas adecua-
damente.

MAPA CONCEPTUAL

Concepto

Escalamiento
ascendente

Optimizacion

Analisis candnico

Analisis de cordillera

Primer
/ orden
Disefios
y modelos
\ Segundo
orden




344 CAPITULO 12  Optimizacién de procesos con metodologia de superficie de respuesta

AN

Conceptos clave

Analisis canonico
Analisis de cordillera

Busqueda de primer
orden

Busqueda de segundo
orden

Cordillera estacionaria
Cresta ascendente
Cribado

Disefo de composicion
central

Disefio de primer orden
Disefio en MSR

Disefio ortogonal
Disefio rotable

Disefio simplex

Disefios de Box-Behnken

Disefos de segundo
orden

Disefos de superficie de

respuesta

Escalamiento
ascendente

Mejor tratamiento

Metodologia de la
superficie de
respuesta

Modelo en MSR
Optimizacion

Punto estacionario
Punto dptimo

Regién de operabilidad
Region experimental

» Metodologia de la
superficie de respuesta

Introduccion a la metodologia
de superficie de respuesta

Como se explico en el capitulo anterior, algunas veces hay experimentos con los que no se
obtienen las respuestas buscadas, o el nivel de mejoras logrado no es suficiente, por lo que es
necesario experimentar de manera secuencial hasta encontrar el nivel de mejoras deseado. En
este caso, después de una primera etapa experimental quiza sea necesario desplazar la region
experimental (moverse de lugar) en una direccion adecuada, o bien, explorar en forma mas
detallada la region experimental inicial (véase figura 12.1). La forma de realizar ambas cosas
son parte de la llamada metodologia de superficie de respuesta’ (MSR).

Disefio inicial: Estudiar curvatura

cribar factores *
o > * | > ¢
©
e}
8 .
o
< )
> @@Q

A2
Temperatura
* >

Moverse de lugar

Velocidad

Temperatura
Figura 12.1 Las acciones basicas en metodologia de superficie de respuesta (MSR).
La MSR es la estrategia experimental y de analisis que permite resolver el problema de

encontrar las condiciones de operacion éptimas de un proceso, es decir, aquellas que dan por
resultado “valores 6ptimos” de una o varias caracteristicas de calidad del producto.

Regidn experimental y region de operabilidad

La region experimental es el espacio delimitado por los rangos de experimentacion uti-
lizados con cada factor. La region de operabilidad esta definida por el conjunto de con-

Estrategia experimental y de modelacion ~ diciones donde el equipo o proceso puede ser operado. Es dificil delimitar con certeza
que permite encontrar condiciones de ope- el tamano de la region de operabilidad, ya que aun cuando se conozca (por especi-

racién 6ptima de un proceso.

ficaciones del equipo) el rango en el que se puede colocar cada factor individual, es

! Los origenes de la MSR como tal se remiten al trabajo de Box y Wilson (1951), pero fue en los tltimos 20 afios que, debido en
parte a las computadoras, esta metodologia ha tenido un desarrollo considerable tanto en aspectos tedricos como en aplicaciones.
Este desarrollo se refleja en varias publicaciones sobre el tema, entre las que destacan Myers y Montgomery (1995), Box y Draper
(1987), Khuri y Cornell (1987) y Cornell (2002).
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necesario determinar esos limites considerando varios factores de manera simultanea.
Por ejemplo, es posible que la temperatura se pueda correr en su nivel mas alto de
operabilidad, siempre y cuando los factores velocidad y fuerza se mantengan bajos. La
region de operabilidad considera todas las combinaciones posibles de los niveles de los
factores en los que el proceso puede operarse y ésta siempre es igual o mas grande que
la region experimental. Para mayor sencillez se consideran regiones de forma regular,
como en la figura 12.2.

_/

]

S

L T
1) [P
: / /
[N

- )
Region (’}O
experimental °
Factor A

Figura 12.2 Ejemplo de regiones de operabilidad (cubo
mayor) y experimental.

» Regi6n experimental

Espacio delimitado por los niveles de los
factores estudiados.

» Region de operabilidad

Conjunto de condiciones donde el equipo
0 proceso puede ser operado.

En la MSR es importante tener presente esta vision de las regiones de operabilidad y experimental,
ya que, en principio, el punto 6ptimo que interesa encontrar pudiera localizarse en cualquier lugar de
la region de operabilidad, dentro o fuera de la region experimental inicial. En procesos ya establecidos
y muy estudiados, es de esperarse que dicho punto 6ptimo se encuentre “no muy lejos” de las condi-
ciones de operacion usuales, posiblemente dentro de la region experimental inicial. En cambio, cuando
el proceso es nuevo o cuando se estd escalando o redisenando, es mas probable que el punto de interés
se ubique fuera de la primera region experimental propuesta para el experimento inicial, y en ese caso

primero sera necesario acercarse a dicho punto para luego “atraparlo”.

Mejor tratamiento y punto optimo

Hasta el capitulo anterior y como conclusion de los experimentos, se encontré el mejor
tratamiento o mejor combinacion de niveles de los factores estudiados, y muchas veces éste
resulta ser uno de los que se corrieron en el experimento. En particular, en disefios fac-
toriales completos el mejor tratamiento es el “tratamiento ganador”, desde el punto de
vista estadistico, de entre todos los que se probaron en el estudio. En cambio, el punto
optimo implica que es la mejor combinacion posible en toda la region de operabilidad.
Asi, determinar el punto optimo plantea un reto mas fuerte para el experimentador y
requiere de una estrategia mas completa, que incluye la posibilidad de realizar varios
experimentos en forma secuencial y el uso de otras técnicas de analisis.

En la figura 12.3 se muestra la diferencia entre punto 6ptimo y mejor tratamiento.
Las curvas de nivel o isolineas (véase capitulo 6) en esta figura representan el “verdadero

@  Mejor tratamiento

Mejor combinacion de niveles de los fac-
tores al considerar sélo los niveles utiliza-
dos en el estudio experimental.

» Punto 6ptimo

Mejor combinacion de valores de los fac-
tores estudiados al considerar toda la re-
gion de operabilidad.

comportamiento” de la respuesta y, como se puede observar, tiene un punto 6ptimo localizado en el
centro de la elipse mas pequena, que por cierto esta fuera de la region experimental inicial. La super-
ficie representada en la figura se puede imaginar como una montana y la region experimental se ubica
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Region de operabilidad

Factor X, (factor B)

Regiz’zﬁ,
experimental

X

} Factor X, (factor A) |
Figura 12.3 Mejor tratamiento y punto dptimo, regién experimental

y region de operabilidad.

a un costado de la cima; cada curva de nivel representa puntos sobre la montana que tienen la misma
altura. El problema es encontrar la combinacion (xq1, Xg;) que da por resultado el rendimiento optimo

del proceso.
Por otra parte, el mejor tratamiento o “tratamiento ganador” representado en la figura 12.3 es la
combinacion de niveles (x; = =1, x, = 1), que resultaria de analizar el experimento 2* con punto al

centro de la region experimental. Es razonable que el tratamiento ganador sea el punto experimental
mas cercano al verdadero punto optimo, sobre todo si el experimento inicial tiene una buena region
experimental. En el caso de la figura, para atrapar el 6ptimo es preciso desplazarse de la region actual
en la mejor direccion y correr al menos otro disefio experimental que abarque al punto en cuestion y
permita estudiar la curvatura de la cima. En la practica, la realidad del proceso no se conoce, por lo
tanto no se sabe donde esta el punto optimo y sélo se dispone de la informacion obtenida en la region
experimental para inferir hacia donde se debe continuar explorando. En la figura 12.3 se supone cono-
cida la realidad del proceso con el fin de ilustrar los conceptos, en especial la diferencia entre el mejor
tratamiento y el punto 6ptimo.

En algunos procesos ocurrira que el tratamiento ganador resulta ser casi tan bueno como el
punto 6ptimo y habria que considerar si vale la pena realizar el esfuerzo de atrapar el 6ptimo. Por
ejemplo, si el tratamiento ganador proporciona un rendimiento de 97%, ;vale la pena realizar el
esfuerzo experimental y de analisis para encontrar el punto 6ptimo de operacion sélo por el 3%
restante? La respuesta a esta pregunta depende, entre otras cosas, de cudnta ganancia en términos
economicos representa 3%, y de si el proceso tiene la capacidad de dar 100% de rendimiento.

Elementos de la MSR

Experimento apropiado basado en el co- ) o )
nocimiento actual acerca de la posible L@ metodologia de superficie de respuesta implica tres aspectos: disefio, modelo y técnica

ubicacién del punto éptimo y el modelo  de optimizacidn. El disefio y el modelo se piensan al mismo tiempo, y dependen del tipo

de regresion que se quiere ajustar.

de comportamiento que se espera en la respuesta. De manera especifica, el modelo pue-
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de ser de primero o segundo orden (plano o con curvatura); por ello, el tipo de diseno
utilizado y el modelo se clasifican, segun sea el caso, como de primero o segundo orden.

El aspecto disefio implica que para optimizar un proceso se debe aplicar el disefio de
experimentos, en particular aquellos que sirven para ajustar un modelo de regresion lineal
multiple (véase capitulo 11). Mas adelante se presentan algunos de estos disenios, conoci-
dos genéricamente como disefios para superficie de respuesta.

El aspecto del modelo utiliza el andlisis de regresion lineal muiltiple, junto con sus
elementos basicos que son: parametros del modelo, modelo ajustado, significancia del
modelo, prueba de falta de ajuste, residuos, predichos, intervalos de confianza para pre-
dichos y coeficiente de determinacion.

Por ultimo, el aspecto de optimizacion esta formado por algunas técnicas matemati-
cas que sirven para que, dado un modelo ajustado, explorarlo a fin de obtener informa-
cion sobre el punto 6ptimo. Conviene recordar técnicas como: derivadas de funciones,

» Modelo en MSR

Es la ecuacion matematica que relaciona
la variable de respuesta con los factores
estudiados en el disefio. Por lo general es
un modelo de regresion multiple.

@) oOptimizacion
Técnica matematica que sirve para extraer

la informacion sobre el punto optimo que
tiene el modelo ajustado.

multiplicadores de Lagrange, operaciones con matrices, valores y vectores propios y sistemas de ecua-

ciones simultaneas.

En la figura 12.4 se presenta un esquema de la metodologia de superficie de respuesta, donde se

distinguen tres etapas en la btusqueda del punto 6ptimo, que son: cribado, busqueda I o
de primer orden y busqueda II o de segundo orden. A continuacion se describe brevemente
cada una de estas etapas, mas adelante se ven con detalle.

1. Cribado. La optimizacion de un proceso se inicia con esta etapa cuando tiene mu-

chos factores (mas de seis u ocho) que posiblemente influyen en la variable de
interés.
Por ejemplo, pensemos en una maquina que se puede manipular en 10 parametros
diferentes y que no se tiene una idea clara de como influye cada uno de ellos; en
primer lugar es preciso correr un experimento para identificar los pocos factores
que tienen mayor influencia.

2. Busqueda I o de primer orden. Esta etapa se aplica cuando se tienen pocos factores

(k = 5), y se sabe que éstos influyen en la variable de respuesta.
En esta etapa se corre un disefio de primer orden que permita caracterizar en forma
preliminar el tipo de superficie de respuesta y detectar la presencia de curvatura.
Por lo general se utiliza un disefio factorial completo o fraccionado con repeticiones
al centro.

3. Busqueda II o de segundo orden. En el momento en el que se detecta la presencia de
curvatura, o bien, que la superficie es mas complicada que un hiperplano, se corre
o0 se completa un disefio de segundo orden para caracterizar mejor la superficie y
modelar la curvatura. Con el modelo ajustado se determinan las condiciones opti-
mas de operacion del proceso (véase figura 12.5).

Si la superficie no tiene curvatura y es descrita de manera adecuada por el modelo
de primer orden, entonces este modelo se utiliza para moverse experimentando en la

» Cribado

Etapa inicial de la optimizacion de un
proceso en la que se tienen muchos fac-
tores que pueden influir en la variable de
interés.

» Busqueda de primer
orden

Etapa de MSR en la que se utiliza un dise-
fio-modelo de primer orden para caracte-
rizar de manera preliminar la superficie y
detectar curvatura.

» Busqueda de segundo
orden

Etapa de MSR en la que se utiliza un dise-
fio-modelo de segundo orden con el que
se caracteriza adecuadamente la superfi-
cie de respuesta, incluyendo la curvatura.

mejor direccion hasta detectar un cambio de tendencia (véase figura 12.5). En este caso se aplica de
nuevo la busqueda I. Pero si hay curvatura o la superficie es mas complicada, se pasa a la busqueda II.

La metodologia de superficie de respuesta se representa en la figura 12.5, en la cual se supone ya
rebasada la etapa de cribado y se presentan solo las etapas de busquedas de primero y segundo ¢rdenes
(I'y ID), considerando dos variables de proceso. La realidad del proceso esta representada por las curvas
de nivel, y el punto 6ptimo deseado se encuentra en el centro de la superficie mas pequeria, marcado
con una cruz. En la practica no se conoce a priori donde se ubica el punto 6ptimo debido a que la reali-

dad se desconoce, no obstante, la MSR es buena estrategia para llegar a éste.”

Imaginese los tres disenios como ventanas por las que se observa la realidad desconocida del proce-
so; el modelo ajustado sobre cada diserio representa un aproximado a esa realidad. En el primer disefio

* Aunque baja, existe la posibilidad de que la MSR lleve a un optimo local, por lo que el experimentador debe estar consciente

de ello y tener idea del potencial del proceso.
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Figura 12.4 Esquema de los elementos de la MSR en su contexto amplio.

se esta lejos del punto optimo, y el comportamiento de la superficie se modela bien con un plano y
no se detecta curvatura. Con este primer modelo se encuentran puntos en la direccién de maximo
ascenso para probarlos en el proceso, y se experimenta en ellos hasta que el proceso no sigue la ten-

dencia marcada por el plano. El ultimo punto en el que el proceso mantuvo la tendencia es el centro
del diseno 2.
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Figura 12.5 Vision grafica de la metodologia de superficie de respuesta.

En el disefio 2 vuelve a ser suficiente un modelo de primer orden para modelar el comportamiento
de la respuesta. Se determina la direccion 6ptima de movimiento, se experimenta en esa direccion hasta
detectar que ya no conviene seguirla. Asimismo, se cambia de rumbo sin experimentar, al observar de
donde se partio; se determinan puntos para probar el proceso en esta nueva direccion hasta detectar
un cambio en la tendencia. Entonces, se plantea un tercer disefio, cuyo punto al centro ahora si detecta
la presencia de curvatura. Se aumenta el disefio, en este caso a un 3°y se estima el modelo de segundo
orden. Puesto que el punto 6ptimo se encuentra dentro de la region experimental puede atraparse

determinando sus coordenadas.

Modelos

Como se explico antes, las superficies de respuesta se caracterizan ajustando un modelo a los datos
experimentales. Los modelos que se utilizan en MSR son bésicamente polinomios. De esta manera, si
se tienen k factores, el modelo de primer orden esta dado por:

R
Y=B,+, Bixi+e (12.1)
i=1
y el modelo de segundo orden es:
k k k&
Y:ﬂo"'z ﬂlxi+2 ﬁiixlz-‘rzz Byxix;+e (12.2)
i=1 i=1 i=l<j=1

La forma de estimar los parametros de estos modelos y su interpretacion se puede consultar en el
capitulo 11.

En la figura 12.6 se muestran las graficas para los modelos dados por las ecuaciones 12.1y 12.2, en
los que se consideran dos variables de proceso x; v x,, asi como diferentes valores de los parametros. La
figura 12.6a) representa un modelo de primer orden y se observa que su superficie es un plano. En las
figuras 12.6b), c) y d) se representan varios modelos de segundo orden. La forma especifica que toma la
superficie depende de los signos y magnitudes de los coeficientes en el modelo. En las figuras se repre-
sentan las tres formas basicas, que son: b) superficie de maximo (montana), ¢) superficie con minimo

(valle) y d) superficie con punto silla (minimax).
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Figura 12.6 Superficies de respuesta: a) descrita por un modelo de primer orden; b), ©) y
d) descritas por modelos de segundo orden.

Para mas de dos factores las superficies de respuesta no se pueden graficar completas de una sola
vez porque se encuentran en cuatro dimensiones o mas, pero se preserva la misma idea. Esto es, para
k > 2 el modelo de primer orden representa un hiperplano y el de segundo orden constituye un hipere-
lipsoide o hiperboloide. Sin embargo, para k = 3 factores es posible graficar la superficie haciendo las tres
graficas con dos factores cada vez, manteniendo el tercero constante.

Modelos jerarquicos

Un modelo de superficie de respuesta es jerarquico si contiene todos los términos mas sim-
ples que componen los términos de mayor orden que estdn en el modelo. Por ejemplo, el modelo
Y= BO +le1 +ﬁ12x1x2 +[§1le no es jerarquico, puesto que no esté el término f,x,, pero si contiene
la interaccion B),x,x,; para convertirlo en un modelo jerarquico habria que incluir el término ﬁ 12X, 0
eliminar el término de interaccion B, x,x,.

En superficie de respuesta se prefieren los modelos jerarquicos, ya que tienen un comportamiento
mas estable y suave que facilita la exploracion de las superficies que representan. Esto implica que
la eliminacion de efectos o términos del modelo debe ser menos estricta que en analisis de varianza,
cuando el objetivo es encontrar un tratamiento ganador, ademas de permitir que algunos términos no
significativos permanezcan en el modelo para lograr la jerarquia.

Técnicas de optimizacion

Una vez que se tiene el modelo debidamente ajustado y validado, se procede a explorar la superficie
descrita por el modelo para encontrar la combinacion de niveles en los factores que dan por resultado



Técnicas de optimizacion

un valor optimo de la respuesta, o bien, para determinar la direccién éptima de movimiento en la que
se debe experimentar en el futuro. Si el modelo no explica un minimo de 70% del comportamiento
de la respuesta, en términos del R,le, no se recomienda utilizarlo para fines de optimizacion porque su
calidad de prediccion es mala. En adelante supondremos niveles codificados para los factores (-1, +1),
lo cual facilita las interpretaciones y los calculos. Por lo que siempre que se encuentren las condiciones
optimas o la direccion de experimentacion futura, primero se hara en condiciones codificadas y des-
pués eso se debe traducir a condiciones o niveles reales. Aunque el uso de un software puede evitar el
uso de codigos.

La técnica de optimizacion a utilizar depende del tipo de modelo ajustado y existen basicamente
tres métodos, que son:

1. Escalamiento ascendente (o descendente)
2. Analisis canonico

3. Analisis de cordillera

El escalamiento ascendente es para el modelo de primer orden y las otras dos técnicas son para el
modelo de segundo orden. A continuacion se describen cada uno de estos métodos.

Escalamiento ascendente (descendente)

Cuando la variable de respuesta de interés es del tipo: mientras mas grande es mejor, se

busca encontrar las condiciones que maximicen esa variable, entonces se tiene un esca- » Escalamiento

lamiento ascendente; pero si lo que interesa es minimizar porque se tiene una variable del ~ ascendente
tipo: mientras mas pequena mejor, se trata de escalamiento descendente.

De aqui en adelante, diremos simplemente escalamiento ascendente, en lugar de
“escalamiento ascendente (descendente)”, puesto que el escalamiento descendente se
convierte en ascendente al cambiar los signos de los términos del modelo ajustado.

Técnica que sirve para determinar puntos
(tratamientos) por experimentar que es-
tan ubicados sobre la direccion de ascen-
so maximo a partir del centro del disefio

Cuando la respuesta es del tipo: el valor nominal es lo mejor, el problema es localizar  jpicial.
la curva de nivel especifica que tenga la altura o valor requerido de la variable de res-
puesta.

La técnica de optimizacion de escalamiento se aplica cuando, de acuerdo con el analisis de la region
de experimentacion inicial, se cree que se estd lejos de la condicion 6ptima, por lo que sera necesario
determinar una direccion en la cual experimentar fuera de la region inicial.

Asi, a partir del conocimiento que ya se tiene del problema es preciso seleccionar los niveles de
los factores para determinar la region de exploracion. A continuacion se corre un disefio de primer
orden (tipicamente un disefio 2 completo o fraccionado con puntos al centro) para explorar la region
experimental determinada antes. Se analizan con detalle los resultados y se ajusta un modelo de primer
orden con niveles codificados. Si éste explica satisfactoriamente la variabilidad observada, es necesario
continuar como se indica mas adelante; de lo contrario, investigar a qué se debe la falta de ajuste: ;mu-
cha variabilidad?, ;curvatura?, ;region mas complicada?, y proceder en consecuencia. Con el siguiente

ejemplo vamos a ilustrar la metodologia.

Consideremos el problema de disenar un helicoptero de papel  la etapa de cribado (véase figura 12.4), en la cual, con un dise-
gue se mantenga en el aire el mayor tiempo posible (véase Box  fio factorial fraccionado, se busca determinar los pocos factores
y Liu, 1999). La manera de construir un helicéptero con una  que en realidad influyen sobre el tiempo de vuelo. Los factores
hoja de papel tamano carta (11 x 8.5 pulgadas) se ilustra en el con sus correspondientes niveles considerados en este experi-
diagrama de la figura 12.7. Son muchos los factores que pueden ~ mento se enlistan a continuacion:

influir en el tiempo de vuelo, por lo que se decide comenzar por
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Una vez que se doblan y se pliegan las partes laterales del cuer-

Factor ! +1 po, el factor E se refiere a que el cuerpo se dobla hacia la parte
A: Tipo de papel regular bond superior.
B: Longitud de alas 3.00 pulg. 4.75 pulg.

C: Longitud del cuerpo | 3.00 pulg. 4.75 pulg.
D: Ancho del cuerpo 1.25 pulg. 2.00 pulg.

E: Cuerpo doblado no st
F: Cuerpo con adhe- no st

sivo
G: Clip al cuerpo no st
H: Alas con adhesivo no st
2 pulg.

B: Longitud

de alas \D

0.8 pulg. I
R Y

H H C: Longitud
| ' del cuerpo
E D: Ancho '
1 del cuerpo , Muestra del
; i y helicoptero
[ ——

Figura 12.7 Construccion de un helicoptero de papel y sus factores,
Con - doblary cortar.

Notese que hay factores con los que se decidio no experimentar, como son el ancho de las alas
(se ha fijado en 2 pulg.) y el ancho del cuerpo medio (se fija en 0.8 pulg.). La variable de respuesta es
el tiempo de vuelo en centésimas de segundo de cada helicoptero al dejarlo caer desde el techo (2.70
metros). Se utiliza un disefio factorial fraccionado 27, *. De esta manera se elaboran 16 helicopteros y
cada uno se lanza cuatro veces para estimar mejor el tiempo en el aire. Los tratamientos y los promedios
de los cuatro tiempos de vuelo se muestran en la tabla 12.1. Se cuida que cada corrida sea en igualdad de
circunstancias para evitar sesgos (los lanza la misma persona, lo trata de hacer de la misma manera,
etc.). Aplicando lo visto en el capitulo 8 se hace un analisis de los datos y se obtiene el mejor analisis de
varianza de la tabla 12.1. Como se aprecia, s6lo afectan estadisticamente los factores continuos B, Cy D
listados antes, ademas del factor categorico G (clip). El modelo de regresion ajustado considerando solo
los factores continuos, en niveles codificados (-1, +1), resulta ser:

Y=223 +28x, — 13x5 — 8x,
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I Tabla 12.1 Resultados de helicopteros construidos y analisis de varianza

Tratamiento A B C D E F G H y
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 236
2 1 -1 -1 -1 -1 1 1 1 185
3 -1 1 -1 -1 1 -1 1 1 259
4 1 1 -1 -1 1 1 -1 -1 318
5 -1 -1 1 -1 1 1 1 -1 180
6 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1 195
7 -1 1 1 -1 -1 1 -1 1 246
8 1 1 1 -1 -1 -1 1 -1 229
9 -1 -1 -1 1 1 1 -1 1 196
10 1 -1 -1 1 1 -1 1 -1 203
11 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 230
12 1 1 -1 1 -1 -1 -1 1 261
13 -1 -1 1 1 -1 -1 1 1 168
14 1 -1 1 1 -1 1 -1 -1 197
15 -1 1 1 1 1 -1 -1 -1 220
16 1 1 1 1 1 1 1 1 241

Anélisis de varianza para tiempo de vuelo promedio

Fuente de | Sumade | Gradosde | Cuadrado
variabilidad | cuadrados | libertad medio F, Valor-p
B 12 321.0 1 12 321.0 36.87 0.0001
C 2 809.0 1 2 809.0 8.41 0.0145
D 1 089.0 1 1 089.0 3.26 0.0984
G 1892.3 1 1892.3 5.66 0.0365
Error 36758 11 334.2
Total 21787.0 15
R =83.1%, Ry, = 77.0%

Aqui, Bes x,, C es x5y D corresponde a x,. E1 R* en la tabla 12.1 indica que se tiene un modelo que
explica de manera satisfactoria la variacion en Y, puesto que ambos coeficientes de determinacion son
mayores que 70 por ciento.

Con el modelo ajustado y depurado se determina la direccion 6ptima de movimiento a partir del
centro del disefio. Durante esta etapa los factores que no influyeron se mantienen en sus niveles mas
econémicos. La magnitud de F, en el ANOVA indica qué factor fue mas importante, y los signos de los
coeficientes indican si el nivel del factor correspondiente se debe incrementar o disminuir para llevar a
un mejor valor a Y.

Para obtener la trayectoria es necesario decidir una longitud de paso en unidades codificadas y
reales. Se recomienda utilizar un paso de movimiento unitario (en unidades codificadas) en el factor con
mayor influencia, con lo que se asegura que los pasos en los factores restantes seran de menor amplitud
y proporcionales a sus coeficientes.

Un paso unitario equivale a moverse en el factor correspondiente a intervalos de un medio de su
rango de prueba en unidades originales. Una longitud de paso mayor se considera agresiva y puede tener
riesgos, mientras que una longitud de paso menor se considera una forma conservadora de proceder,
que algunos casos que se estan experimentando a nivel proceso puede ser una buena opcion (véase
ejemplo 12.4).

353
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En el caso concreto del modelo para el helicoptero, la direccion optima es “por cada 28 unidades
que se incrementen al factor x,, deben reducirse 13 unidades al factor x5 y disminuirse en ocho al fac-
tor x,”. Como el factor de mayor influencia es x,, entonces, de acuerdo con los niveles utilizados en el
diserio, se tiene que una unidad codificada en el factor x, equivale a (4.75 — 3.00)/2 = 0.875 pulgadas,
que es la mitad del rango experimental utilizado. Es decir, el paso codificado para el factor x; es Ax, = 1
y en unidades originales es AZ, = 0.875 pulgadas. Los pasos en unidades codificadas para los factores
restantes, en este caso X3 y x4, se determinan dividiendo sus coeficientes en el modelo entre el coeficiente
del factor base x, y multiplicando por el paso Ax, = 1. Al realizar los calculos se tiene que:

Ax3=-13/28 =-0.46
Ax,=-8/28 =-0.28

ambas son unidades codificadas. Mediante la regla de tres se encuentran los pasos en unidades origina-
les para estos dos factores. Para el factor x3, si una unidad codificada para este factor equivale a 0.875
pulgadas, entonces 0.46 unidades codificadas equivalen a 0.875 x 0.46/1 = 0.40 pulgadas. De manera
similar, para el factor x,, si una unidad codificada equivale a (2 — 1.25)/2 = 0.375 pulgadas, entonces
0.28 unidades codificadas equivalen a 0.375 x 0.28/1 = 0.10 pulgadas. En resumen, encontramos los
siguientes pasos: Ax, =1, Axzy = —0.46, Ax, = —0.28, lo cual en unidades originales (pulgadas) equivale
aAZ,=0.875,AZ;=-0.40 y AZ, = -0.10.

Con la informacion generada hasta este momento se procede a construir la tabla 12.2 de escala-
miento ascendente, que debe contener al menos cuatro puntos sobre la direccion optima, a partir del
centro del disenio y expresados en unidades codificadas y originales. Los valores codificados y reales
del paso 1 se obtienen al sumar la longitud de paso al centro del disetio, y asi se suman tantos pasos
como puntos se necesiten. Notese que al sumar un paso negativo en realidad se esta restando, por eso
los niveles de los factores x; y x4 van decreciendo.

A continuacion, de acuerdo con la tabla de escalamiento se hacen las corridas del proceso sobre la
direccion optima, que en este problema significa diseniar los helicopteros. Igual que antes, se decidio
que el tamano de prueba fuera de cuatro lanzamientos en cada condicion debido a que se tiene un
proceso rapido; con los cuatro lanzamientos se obtuvo un tiempo promedio de vuelo en cada condi-
cion. Notese que repetir un lanzamiento es volver a medir y no es una réplica, ya que ésta implicaria
hacer un helicoptero con las mismas dimensiones tedricas. Los valores encontrados en las corridas de
la tabla 12.2 fueron: 236 en el centro, 311 en el paso 1, 356 en el paso 2 y 321 en el paso 3. En ese
momento se detecta un cambio en la tendencia ascendente del tiempo promedio de vuelo; del paso 2
al paso 3 el tiempo observado fue menor. Si graficamos el nimero de paso contra el tiempo de vuelo se
obtiene la figura 12.8. Cuando en esta grafica se detecta claramente que Y ha dejado de incrementarse,
entonces ya no debe seguirse la direccion de busqueda dada por la tabla de escalamiento. En el caso del
helicoptero, en el tercer paso claramente no se incremento el tiempo de vuelo, por lo que ya no deben
hacerse los helicopteros del paso 4 y 5.

I Tabla 12.2 Escalamiento ascendente para el tiempo de vuelo

Codigos Niveles reales
X5 X3 Xy Z, Zs Z, Y
Centro 0 0 0 3.875 3.875 1.625
Longitud de paso 1 -0.46 | -0.28 0.875 —0.40 -0.10
Paso 1 1 -0.46 -0.28 4.75 3.475 1.525 -
Paso 2 2 -0.92 -0.56 5.625 3.075 1.425 -
Paso 3 3 -1.38 -0.84 6.500 2.675 1.325 -
Paso 4 4 -1.84 | -1.12 7.375 2.275 1.225 -
Paso 5 5 -2.30 -1.40 8.250 1.875 1.125 -

Notese que con apenas 19 pruebas se consiguio identificar los factores criticos y tener un heli-
coptero que vuela durante 356 centésimas de segundo, que es el doble del peor de los helicopteros de
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Figura 12.8 Grafica de nimero de paso contra el
tiempo de vuelo para el helicoptero.

la tabla 12.1. Ahora, lo que sigue es determinar el centro de la nueva region experimental y volver a
aplicar la metodologia.

De acuerdo con lo anterior, el punto del paso 2 fue el dltimo en el que se mantuvo la tendencia
ascendente del tiempo de vuelo, por lo tanto, éste puede ser el centro de una nueva region de expe-
rimentacion. Como ahora se tienen solo tres factores es recomendable utilizar un disefio que permita
destacar la presencia de efectos de curvatura pura, por ejemplo, un factorial 2” + centro.

Con los datos obtenidos se ajusta un modelo de primer orden y se estima la curvatura. Si ya se esta
cerca del 6ptimo, entonces la curvatura sera significativa y/o el modelo de primer orden no describira
de manera satisfactoria la region que se explora. En ese caso sera necesario completar un disenio de
segundo orden que permita ajustar un modelo de segundo orden para, con base en éste, encontrar las
condiciones de los tres factores de la tabla 12.2 que maximizan el tiempo de vuelo de los helicopteros
de papel.

Mas adelante, en el ejemplo 12.4, se vuelve a aplicar la técnica de escalamiento ascendente.

Analisis canonico

Se aplica un diserio de segundo orden cuando se quiere explorar con mas amplitud una
region experimental y/o cuando se espera que el punto dptimo ya esté cerca (probable-

mente dentro de la region experimental). El andlisis canonico es una de las técnicas para » Analisis canénico

analizar el modelo de segundo orden y consiste en los siguientes pasos:

355

Técnica empleada para caracterizar la

superficie de segundo orden: las coor-

1. A partir del conocimiento que ya se tiene del problema, seleccionar los niveles de

denadas del punto estacionario, el tipo

los factores para determinar la region de experimentacion. de punto y la orientacién de la superficie.

2. Correr un diserio de segundo orden (un disefio de composicion central, por ejem-
plo) para explorar la region experimental determinada antes.

3. Ajustar un modelo de segundo orden con niveles codificados. Si éste explica bien
la variabilidad observada, continuar al siguiente paso; de lo contrario, investigar por qué la falta de
ajuste (;mucha variabilidad?, ;region mas complicada?) y proceder en consecuencia.

4. Encontrar las coordenadas del punto estacionario.

5. Expresar el modelo ajustado en su forma canénica. El analisis canonico consiste en reescribir el
modelo ajustado de segundo orden en su forma candnica, es decir, se expresa en términos de nuevas
variables llamadas variables canodnicas, las cuales son transformaciones de las variables codificadas.
La ventaja es que la ecuacion canonica proporciona informacion a simple vista sobre el tipo de
superficie que se esta observando y sobre su forma.

6. Evidenciar la relacion entre las variables canonicas y las variables codificadas.

En la practica, si se cuenta con un software adecuado no necesariamente se siguen los ultimos dos
pasos del analisis canonico. La mejor estrategia sera encontrar, primero, los coeficientes de la ecuacion
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canonica que indican el tipo de superficie observada y solo si ésta es del tipo que interesa (por ejemplo
maximo), entonces se procede a localizar las coordenadas del punto estacionario. Si la superficie en-
contrada no es del tipo deseado, se sigue el analisis de cordillera descrito en la siguiente subseccion. Sin
embargo, primero veamos como determinar el punto estacionario, dado que interviene en el término
independiente de la ecuacion canénica.

Determinacion del punto estacionario (candidato a 6ptimo)

» Punto estacionario El punto estacionario es el punto (xyo, Xz, ..., Xxo) en el espacio de factores, sobre el

Es el punto en el espacio de factores, so-
bre el cual el plano tangente a la super-
ficie tiene pendiente igual a cero y es un
candidato a éptimo.

cual el plano tangente a la superficie tiene pendiente igual a cero. Por ejemplo, si la
superficie tiene un maximo, el punto estacionario es justo el punto donde se ubica ese
maximo. De aqui que el punto estacionario sea un candidato natural a punto éptimo,
que resulta “electo” solo cuando es del tipo que interesa y se encuentra dentro de la
region experimental. Podria pasar que aunque se esté buscando un méximo, el punto
estacionario sea un minimo o punto silla, en cuyo caso evidentemente no se trataria del
optimo buscado.

Suponga que ya se realizaron los tres primeros pasos de un analisis canénico y que, por lo tanto,
ya se tiene ajustado un modelo de segundo orden:

k k ko k
Y= Bo +2ﬁixi +Zﬂiixiz +2 z ﬁijxixj
i=1 i=1 i=l<j=1
para el cual se quiere encontrar su punto estacionario (donde la derivada es igual a cero). El punto se
localiza derivando al modelo con respecto a cada variable x;, igualando a cero y resolviendo en forma
simultanea todas las ecuaciones. Todo esto se facilita si el modelo se reescribe en notacion matricial
como:

Y =B, +xb+ ¥Bx (12.3)
donde x" = (x, X3,..., X;) es cualquier punto en la region de operabilidad del proceso, en unidades co-

dificadas; el vector b son los coeficientes de la parte lineal (efectos principales) del modelo y la matriz
B son los coeficientes de las interacciones y de los términos cuadraticos puros. Esto es:

ﬁl ﬁll 1312/2 ﬁ13/2 ﬂlk/z
ﬁZ ﬁlz/z ﬁZZ ﬁ23/2 ﬁZk/z

b= B} ; B= ﬁ13/2 ﬁn/z 333 /;Sk/z (12.4)

B Bu/2 Bu/2 Pxn/2 - P
Derivando el modelo dado por (12.3) con respecto al vector x e igualando a cero, se obtiene:

£:b+2Bx:O
0x

Resolviendo para x se llega a que el punto estacionario estd dado por:

-B'b
Xo = >

(12.5)

donde B es la inversa de la matriz B.

Ejemplo12.2

Un problema que se tenfa en el proceso de fabricacién de ca-  rior de la cdmara, que se hacen visibles en las fotografias, lo que
maras de un solo uso es la adherencia de fibras a la pared inte-  es evidente una falla de calidad de la cdmara. El problema se
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abordé atacando las fuentes de contaminacion y buscando op-  es visible. Por ello fue necesario preparar previamente las cama-
timizar la operacién de un equipo de limpieza de las cdmaras,  ras con cierto nivel de contaminacion similar al observado en el
que es una especie de aspiradora. Para medir la eficiencia del ~ proceso: se sembraron 16 fibras en el interior de cada cdmara a
equipo de limpieza es necesario saber qué tan bien elimina las  un nivel de adherencia realista.

fibras, el problema es que la cantidad de fibras es variable y no

El equipo de limpieza tiene tres factores de control: presion de aire (x,), tiempo de aplicacion (x,)
y presion de vacio, pero por limitaciones para manipular la presion de vacio, ésta se tuvo que descar-
tar del estudio fijandola en su nivel alto, por considerar que éste favorece la eliminacion de las fibras.
Para estudiar los otros dos factores se utilizé un diseio factorial 2* con dos repeticiones al centro y
replicado tres veces. Los datos se muestran en la tabla 12.3 y representan el nimero de fibras que per-
manecen en el interior de la camara después de aplicar el tratamiento. Las unidades de presion son psi
y segundos la del tiempo.

I Tabla 12.3 Experimento en cdmaras de un solo uso

Unidades codificadas Unidades originales
A x, B: x, Presion (psi) | Tiempo (seg) Rep 1 Rep 2 Rep 3

-1 -1 10 1 3 4 4

1 -1 30 1 2 4 3

-1 1 10 3 7 8 8

1 1 30 3 7 7 6

0 20 2 2 2 1

0 20 2 1 1 2

En la tabla 12.4 se muestra el analisis de varianza, donde se detecta una fuerte presencia de efectos
de curvatura pura, al resultar significativa la prueba de falta de ajuste (lack of fit test, véase capitulo 11).
Esto implica que alguno o ambos términos cuadraticos puros influyen fuertemente sobre Y.

1 Tabla 12.4 ANOVA para datos de la tabla 12.3

Fuente de Sumade | Grados de | Cuadrado
variabilidad | cuadrados libertad medio F, Valor-p
A: Presion 2.08 1 2.08 4.92 0.0449
B: Tiempo 44.08 1 44.08 104.20 0.0000
Falta de ajuste 56.33 2 28.17 66.58 0.0000
Error puro 5.50 13 0.42
Total 108.00 17

Para investigar los efectos cuadraticos puros xi y xi se decide aumentar el experimento inicial para
convertirlo en un disefio de composicion central con puntos axiales en las caras (@ = 1, véase siguiente
seccion). Los datos originales y los obtenidos en los puntos estrella o axiales en cada una de las tres
réplicas se muestran en la tabla 12.5. Se decide realizar una corrida adicional al centro en cada réplica.
El ANOVA se muestra en la tabla 12.6; se esta considerando un efecto de bloque debido a que los trata-
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mientos de los puntos axiales fueron corridos en otro momento. La interaccion no resulta significativa,
por lo que se eliminan. El modelo final esta dado por:

Y =2.08—-0.83x, +1.5x, +1.78x{ +1.78x3 (12.6)

1 Tabla 12.5 Disefio central compuesto para el numero de fibras

Presion Tiempo Rep. 1 Rep. 2 Rep. 3
-1 -1 3 4 4
1 -1 2 4 3
-1 1 7 8 8
1 7 7 6
-1 0 6 7 6
1 4 2 3
0 -1 4 3 5
0 1 6 5 5
0 0 2 2 1
0 0 1 1 2
0 0 3 2 0

I Tabla 12.6 Anélisis de varianza para datos de tabla 12.5

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado

variabilidad | cuadrados libertad medio F, Valor-p
X1 12.5 1 12.5 10.61 0.0031
X 40.5 1 40.5 34.37 0.0000
X% 29.7 1 29.7 25.19 0.0000
X1*%; 0.083 1 0.083 0.07 0.7924
X% 20.7 1 29.7 25.19 0.0000
Bloque 9.5 1 9.5 8.08 0.0086
Error 30.6 26 1.178

Total 158.97 32
R’ =80.7%, R’ =77.12%

El R} igual a 77.1 es satisfactorio. Las graficas de superficie y de contornos del modelo ajustado se
presentan en la figura 12.9. En ésta se observa que la superficie de respuesta tiene un minimo dentro
de la region experimental, y era precisamente un minimo lo que se buscaba puesto que la respuesta Y
son las fibras que permanecen en el interior de la camara después de aplicar el tratamiento. Utilizando
una regla sobre la grafica de contornos, es posible obtener las coordenadas en unidades codificadas del
punto optimo dadas por x' = (xq, X39) = (0.22, —0.41). Estas coordenadas del punto estacionario se
pueden decodificar utilizando la relacion:

_ x(Zy—=Z)+(Zy+2Z,)

z, .
5 (12.7)
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a) Gréfica de superficie b) Gréfica de contornos
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Figura 12.9 Gréficas de superficie y de contornos para modelo de (12.6).

con cada una de las variables, donde Z;; y Z; son los niveles alto (+1) y bajo (1) en unidades originales,
dados en la tabla 12.3. Asi, Z,;; = 30, Z,;, = 10, Z,; = 3 y Z,; = 1. Aplicando la relacion (12.7) primero
al factor presion (x)), se obtiene:

_0.22(30-10)+(30+10)

z
10 >

=222 libras/pulg”

que es la coordenada del punto 6ptimo de la presion expresada en unidades de proceso. De manera
similar, para el factor tiempo (x,) se llega a que:
-0.413-D+(3+1)

Zyo = S =1.59 segundos

es el tiempo 6ptimo. Esta es la solucion gréfica en la cual se aprovecha el hecho de que se estudiaron
solo dos factores. Normalmente aqui acabaria el analisis puesto que se ha encontrado el 6ptimo desea-
do. Pero en seguida vemos algunos detalles matematicos que son ttiles para situaciones de optimiza-
cion mas complicadas.

Tipos de superficie y ecuacion candnica

En algunos problemas de optimizacion, en especial con diversas variables, el tipo de superficie de res-
puesta no es tan claro. Por ello se utiliza la ecuacion cancnica, que es otra forma de escribir el modelo de
segundo orden dado por (12.3) y (12.6). La forma candnica del modelo de segundo orden esta dada por:

Y =Y+ Awi +A,w3 +L+-+ A wp (12.8)

donde Y, es el valor predicho por el modelo sobre el punto estacionario; las ; son nuevas variables inde-
pendientes entre si, transformadas de las x;(i= 1, 2,..., k), que se llaman variables canénicas. En términos
geométricos la ecuacion canodnica es una rotacion de los ejes coordenados del modelo original, seguida
de una traslacion de los mismos (figura 12.10) a un nuevo origen. El origen de los nuevos ejes se coloca
sobre el punto estacionario, y los ejes de las variables w; estan orientados en el sentido de la cordillera de
la superficie: w, corre en la direccion de la cordillera mas abrupta, o sea, con declive maximo; w, va en
direccion perpendicular al eje de la primera variable explicando la siguiente direccion mas abrupta; w-
explica la tercera direccion en importancia, y asi sucesivamente hasta w;,.

359
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Figura 12.10 Significado gréfico de la ecuaciéon canénica para dos factores.

Los coeficientes 4 de la ecuacion canonica, que mas adelante veremos como obtenerlos, son los va-
lores propios o caracteristicos de la matriz B definida en (12.4) y sus signos determinan el tipo de punto
estacionario que se encontré de acuerdo con la siguiente regla:

1. Si A, es positivo para toda i, es un MINIMO.
2. Si A, es negativo para toda i, es un MAXIMO.
3. Si hay ambos signos es un PUNTO SILLA.

Los tipos de superficie que pueden resultar se representan en la figura 12.11 para k = 2 factores.
Ademas de superficies con mdximo, minimo o punto silla, aparecen otros dos casos que se derivan de

@) Cresta ascendente

Es cuando se tiene un maximo, pero éste
cae fuera de la region experimental.

» Cordillera estacionaria

Superficie que tiene una infinidad de ma-
ximos 0 minimos, representados por una
curva de nivel lineal.

éstos y que dependen de las magnitudes de los coeficientes A;: la cresta ascendente (des-
cendente) ocurre cuando se tiene un maximo (o minimo), pero el punto estacionario cae
fuera de la region experimental y lo que se observa entonces en la figura es un “costado
de la montana”. Cabe hacer notar que la forma de cresta ascendente también puede
aparecer (aunque es mas improbable) cuando la region experimental se ubica justo
sobre una de las cuatro familias de parabolas que componen el punto silla. La cordillera
estacionaria es un caso limite, ya sea del maximo o minimo o del punto silla, y ocurre
cuando uno de los valores propios se aproxima a cero.

Asi, para saber qué tipo de superficie se tiene es necesario obtener los valores pro-
pios de la matriz B, también conocidos como valores caracteristicos o eigenvalores, y
cumplen con la relacion:

Bm, = A,;m,

donde m;, es un vector propio asociado al valor propio 4;. Para obtener los valores propios se resuelve
el polinomio en términos de 4, que resulta de resolver la ecuacion determinante:

[B-1|=0

donde I es la matriz identidad de dimension k. Se recomienda apoyarse en un sistema computacional
para obtener los valores propios.



Técnicas de optimizacion 361

Maximo o minimo Punto silla
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Figura 12.11 Ejemplos de los tipos de superficie de respuesta.

Para obtener la solucién analitica del problema de las fibras en
camaras de un solo uso se utiliza el andlisis canénico. Del mode-
lo de la ecuacion 12.6 se tiene que

cuya solucién es A, = 1.78 y A, = 1.78. Como ambos valores pro-
pios son positivos, el punto estacionario es un minimo, y al ser
de la misma magnitud la superficie representa un valle redondo

_0.83 178 0 (véase figura 12.9). Dado que la superficie resulta ser del tipo

b{ 150 }; B=[ 0 1 78] deseado, se procede a determinar el punto estacionario, el cual
‘ ‘ esta dado por:

Los valores y vectores propios de la matriz B se obtienen de

resolver la ecuacién P(1) dada por: 0562 0 ](_0'83

B8'b _( 0 0562 1_50] [0.23]
Xp = = =

17 i 2 2 -0.42
Pu)ZlB_M)l:‘[ o8 138}’1{0 ?J‘:

1782 0 y como se esperaba, es practicamente idéntico al obtenido de
‘[ 178-1 manera gréfica. Ademas, este punto se ubica dentro de la re-
’ gion experimental, por lo tanto, es un punto éptimo.

o

]‘:(1.78—/1)2 =0

o

De regreso a la direccion de pérdida minima

En algunos problemas de optimizacion, al implementar el punto 6ptimo en el proceso sucede que, por
limitaciones, éste no puede fijarse en estas condiciones de operacion, por lo que surge la necesidad
de encontrar el siguiente mejor punto donde si es posible correr el proceso. Este punto se ubica en la
direccion de minima pérdida, dada por la variable canénica que tiene el menor coeficiente A en valor ab-
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soluto. Esto se puede resolver en forma matematica o grafica. En el ultimo caso, se explora con detalle la
superficie de respuesta y, con base en esto y en el conocimiento del proceso mismo, se propone un pun-
to alternativo donde se pronostique que el proceso tendra un rendimiento satisfactorio y sera factible.

Analisis de cordillera

Muchas veces, el punto estacionario no es del tipo que se requiere (véase la figura 12.11), y en esos
casos la opcion es encontrar el “mejor punto posible” dentro de la region experimental. Este punto se
ubica sobre la cordillera 6ptima a partir del centro del diseno, y es aquel que predice

» Analisis de cordillera la mejor respuesta sobre la region. Esta busqueda se hace precisamente con el llamado

Técnica que se emplea para determinar
el mejor punto dentro de la region expe-

rimental.

andlisis de cordillera, que consiste en calcular el maximo o minimo de la superficie de
respuesta sobre esferas concéntricas al centro del disefio, empezando por una esfera
de radio casi cero y posteriormente se abre la exploracion incrementando el radio de
la siguiente esfera. Asi se continua hasta llegar a la primera esfera que cubre los puntos
experimentales. El mejor punto posible es aquel sobre el que se predice el 6ptimo desempenio de la
variable de respuesta. Con frecuencia, este punto se ubica en la esfera de radio mas grande. En el caso
de k = 2 factores, no son esferas sino circunferencias como en las de la figura 12.12. Noétese que en esta
figura se van alcanzando mejores puntos y se va escalando la superficie. Asimismo, en cada paso se
corrige el rumbo debido a la curvatura de la superficie.

N

Mejor punto
posible “dentro”

de la regién \

~_

Figura 12.12 Representacion grafica del anélisis de cordillera.

Ahora, brevemente veamos en forma matematica el analisis de cordillera. Consideremos el modelo
ajustado de segundo orden escrito en su forma matricial:

Y =B, +x’b+x'Bx

donde b y B se construyen como en (12.4). Sea la esfera centrada en el origen con radio R;, cuyos pun-
tos sobre ella cumplen la restriccion:

xl=xx=R (12.9)

El problema del analisis de cordillera es encontrar el punto sobre la esfera, donde la respuesta pre-
dicha por el modelo es maxima (o minima). Para ello se plantea la funcion objetivo dada por:

F= Bo +x’b+xBx—-A(xx —R,)
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donde A es multiplicador de Lagrange. Al derivar esta tltima relacion con respecto al vector x e igualar
a cero, se obtiene:

ﬁ=b+2B—2/1x=O
ax

y de aqui se llega al sistema de ecuaciones:

b
(B—/ll)xz; (12.10)

El punto (x1, x,..., x3,) Optimo sobre una esfera particular se encuentra al sustituir un valor para 4,
que no sea un valor propio de la matriz B en esta ultima relacion, y se resuelve el sistema de ecuaciones
resultante.

En general es mejor recurrir a un software para hacer el analisis de cordillera. Por ejemplo, en
Statgraphics, una vez que el modelo ha sido ajustado y depurado, se elige la opcion de Optimizacion y
ahi, haciendo clic con el boton derecho del mouse, se puede indicar si se quiere minimizar, maximizar
o elegir un valor objetivo. También se le especifica el rango de valores de los factores en los que se
quiere la optimizacion.

A continuacion presentamos un ejemplo en el que se aplica tanto la técnica de escalamiento ascen-
dente como el andlisis canonico.

En Hao et al. (2006) se aplica la MSR para evaluar el efecto de los  cellulase. Para determinar los componentes que podrian ser im-
componentes del medio de cultivo en la produccion de cellulase  portantes en la produccién se utilizé un disefo factorial fraccio-
(celulosa hidrolizada) mediante una mutacién del hongo Tricho-  nado 2°7% con cuatro puntos al centro, teniendo los siguientes
derma reesei \WX-112, asf como para buscar la optimizacién del ~ factores y niveles:

medio de cultivo y lograr altos rendimientos en la produccién de

Simbolo Niveles (en g/L)

Componente Real Codigo -1 0 1
Salvado de trigo Z X, 20 30 40
Avicel Z X, 15 25 35
Harina de soja (soya) Z3 X3 10 20 30
KH,PO, Z, X, 2 4 6
Extracto de levadura Zs X5 5 10 15
Harina de maiz Zs Xs 2 5 8

En la tabla 12.7 se muestran los tratamientos corridos y los resultados obtenidos. La variable de
respuesta fue la actividad enzimatica (Filter paper activity, FPA) medida en unidades internacionales. Al
ajustar un modelo de primer orden a estos datos se obtiene el ANOVA de la tabla 12.8. Se aprecia que
los tinicos componentes que tuvieron una influencia significativa sobre Y fueron x, y x3. Los coeficien-
tes de determinacion (R?) son satisfactoriamente altos. Ademas, si consideramos s6lo estos factores no
hay evidencia de curvatura.

El modelo ajustado con solo términos significativos esta dado por:

Y =7.515 + 0.82x, + 0.37x; (12.11)

La superficie de respuesta en curvas de nivel para este modelo se muestra en la figura 12.13a). De
acuerdo con lo que se ha explicado, resulta apropiado determinar la trayectoria de maximo ascenso
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I Tabla 12.7 Disefio 257y resultados para el ejemplo 12.4

Tratamiento X; X, X5 X, X5 X6 Y
1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 6.0
2 1 -1 -1 -1 1 -1 6.1
3 -1 1 -1 -1 1 1 7.8
4 1 1 -1 -1 -1 1 8.4
5 -1 -1 1 -1 1 1 7.2
6 1 -1 1 -1 -1 1 7.4
7 -1 1 1 -1 -1 -1 9.0
8 1 1 1 -1 1 -1 7.9
9 -1 -1 -1 1 -1 1 6.5
10 1 -1 -1 1 1 1 6.9
11 -1 1 -1 1 1 -1 8.6
12 1 1 -1 1 -1 -1 7.5
13 -1 -1 1 1 1 -1 7.8
14 1 -1 1 1 -1 -1 6.3
15 -1 1 1 1 -1 1 9.0
16 1 1 1 1 1 1 9.1
17 0 0 0 0 0 0 7.3
18 0 0 0 0 0 0 7.1
19 0 0 0 0 0 0 7.2
20 0 0 0 0 0 0 7.2
I Tabla 12.8 Andlisis de varianza para disefo de tabla 12.7
Fuente de Suma de | Grados de | Cuadrado
variabilidad | cuadrados | libertad medio F, Valor-p
X1 0.3306 1 0.3306 1.57 0.2326
X, 10.726 1 10.726 50.86 0.0000
X3 2.176 1 2.176 10.32 0.0068
Xy 0.2256 1 0.2256 1.07 0.3198
X5 0.1056 1 0.1056 0.50 0.4916
X 0.6006 1 0.6006 2.85 0.1153
Error 2.742 13 0.2109
Total 16.906 19

R?=83.8%, Ri,;=763%

para optimizar el medio de cultivo. Para ello, con respecto a los factores que no influyeron de forma
significativa, se decidio dejar fijos a X;, X, y Xsen su nivel intermedio, y como X5 resultaba ser un com-
ponente caro, se decidié excluirlo del medio de cultivo en los siguientes experimentos. La trayectoria
de maximo crecimiento para Y esta definida por el modelo (12.11), el cual indica que por cada 0.82
unidades de incremento de X, se deberan aumentar 0.37 unidades a X, esto en unidades codificadas.

Para determinar la longitud de paso en la trayectoria se utilizoé X,, puesto que fue el factor mas
importante (véase Fy en la tabla 12.8). Asimismo, se decidié que Z, se incrementard en 2.5 g/L cada vez
(en unidades reales). Notese que es una longitud de paso conservador, porque inicialmente ese factor
tenia niveles dados por 25+ 10. Para determinar el incremento en unidades codificadas que implica un

incremento en Z, de 2.5, se aplica la siguiente formula:

VX, =

vz,

2.5

2.5

(Zy—-2)2 (35-15)2

—=0.25
10
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donde Z;; y Z; son los niveles alto (+1) y bajo (1) en unidades originales. Asi, en unidades codificadas
X, se incrementara 0.25 cada vez. El incremento del otro factor se obtiene con los coeficientes del mo-
delo (12.11) de la siguiente manera:
VX, :EVXZ =0.45x0.25=0.11
0.82

que en unidades reales equivale a:
VZ,=VX,(Zy,—2,)/2=0.11(30-10)/2=1.1
Con esta informacion se obtiene la trayectoria (los tratamientos a correr). En la tabla 12.9 se mues-

tra esta trayectoria junto con los resultados obtenidos experimentalmente. Ahi se aprecia que, después
de la corrida seis, se empieza a dar un cambio en la trayectoria, al empezar a descender Y.

I Tabla 12.9 Trayectoria de maximo ascenso y resultados obtenidos

Corrida X5 X5 z, Zy Y
Long. de paso 0.25 0.11 2.5 1.1

1 (Origen) 0.0 0.0 25.0 20.0 7.2
2 0.25 0.11 27.5 21.1 7.8
3 0.5 0.22 30.0 222 8.6
4 0.75 0.33 325 233 9.2
5 1.0 0.44 35.0 244 10.2
6 1.25 0.55 37.5 255 10.6
7 1.5 0.66 40.0 26.6 10.3
8 1.75 0.77 425 27.7 9.4
9 2.0 0.88 45.0 28.8 8.6

Por lo anterior, los niveles usados en la corrida seis de la tabla 12.9 seran el centro de la nueva
region experimental (véase figura 12.13), la cual se explora con un disefio 2* con cinco puntos al cen-
tro. Los niveles (-1, +1) en unidades reales para los dos factores son determinados de acuerdo con Z,:
37.5+5.5y Z3: 25.5+5. El disefio y los resultados se muestran en la parte indicada en la tabla 12.10.
Al ajustar a estos datos un modelo de primer orden con interaccion, resulta que el modelo no describe
de manera satisfactoria los resultados experimentales. La razon de ello es que hay una fuerte curvatura,
como queda claro con la prueba de falta de ajuste del ANOVA de la parte superior de la tabla 12.10.
Por ello, es necesario extender el disenio original a un disefio de segundo orden. En la tabla 12.10 se
agregaron los llamados puntos axiales, para junto con el disefio original formar un disefio rotable de
composicion central (véase seccion siguiente), y también se muestran los resultados obtenidos. Para
encontrar los niveles reales a los que corresponde el codigo X;= 1.41 (0 —1.41), se aplico la ecuacion
(12.7):

_x(Zy—Z))+(Zy+2Z,)
l 2

Al ajustar un modelo de segundo orden a todos los datos de la tabla 12.10, se obtiene el ANOVA
de la parte baja de la tabla 12.11, en el que se aprecia que este modelo describe adecuadamente la

superficie. Eliminando el término X,X; que es no significativo, se obtiene que el modelo ajustado esta
dado por:

z (12.7)

Y =10.46-0.62X, —0.56X; —1.53X2 —1.755X3

365
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b) Segunda region experimental
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Figura 12.13 Superficies de respuesta para el problema de optimizacion del ejemplo 12.4.

1 Tabla 12.10 Disefio y resultados para la segunda regién experimental, ejemplo 12.4

Tratamientos X, X3 Z, Z5 Y

-1 -1 32 20.5 7.9

1 -1 43 20.5 7.1

-1 1 32 30.5 6.4

1 1 43 30.5 6.5

Disefio 2° con puntos centrales 0 0 37.5 25.5 10.6

0 0 375 255 10.6

0 0 37.5 255 10.4

0 0 375 255 10.5

0 0 375 255 10.2

-1.41 0 29.7 255 9.1

+ puntos axiales 1.41 0 45.2 255 6.1
0 -1.41 375 18.5 8

0 1.41 375 323 6.3
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1 Tabla 12.11 Anélisis de varianza para el modelo de primer y segundo 6rdenes

ANOVA modelo de primer orden

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado

variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
X 0.1225 1 0.1225 4.37 0.1046
X5 1.1025 1 1.103 39.37 0.0033
X,X5 0.2025 1 0.2025 7.23 0.0547
Falta de ajuste 26.990 1 26.989 963.9 0.0000
Error puro 0.112 4 0.028
Total 28.529 8
R*=5.0% R =0.0%

Anova modelo de segundo orden

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado

variabilidad cuadrados libertad Medio F, Valor-p
X5 3.054 1 3.054 10.62 0.0139
X3 2.536 1 2.536 8.82 0.0208
X5X, 16.284 1 16.284 56.65 0.0001
X5X5 0.2025 1 0.2025 0.70 0.4290
XX, 21.426 1 21.426 74.53 0.0001
Error 2.012 7 0.2875
Total 41.211 12
R’ = 95.1% Ry, = 91.6%

La superficie de respuesta en contornos para este modelo se muestra en la figura 12.13b), donde
se aprecia claramente que se tiene un maximo cerca de la zona central de la region experimental. El
optimo esta en el punto (X5, X3) = (=0.202, -0.161), donde se predice un nivel de Yigual a 10.6. Para
encontrar a qué condiciones reales corresponde este punto se aplica la ecuacion (12.7) y se obtiene
que (Z,, Z3) = (36.4, 24.7). Para verificar lo adecuado de este punto se realizaron tres corridas confir-
matorias en este punto y los valores de Y fueron 10.5, 10.7 y 10.6. De esta manera, si se considera que
en el centro de la region experimental inicial los valores promedio de Y fueron 7.2 (véase tabla 12.7),
y en el optimo se alcanzan valores de 10.6, entonces se logré incrementar 47% el rendimiento con la
aplicacion de la metodologia, ademas se elimin6 un componente caro (el Xs). En la figura 12.13 se
aprecia graficamente todo el proceso.

Disenos de superficie de respuesta

Los disenos de superficie de respuesta se clasifican con base en el grado del modelo que » Disefos de superficie
se pretende utilizar. Estos disefios proporcionan los tratamientos a correr para generar (e respuesta
datos que permitan ajustar un modelo que describa una variable de respuesta en una

region experimental. Algunas propiedades deseables en los disefios para la MSR son: Disefios experimentales utlizados cuando

el objetivo es ajustar un modelo para des-
1. Que genere una distribucion satisfactoria de los puntos experimentales sobre la cribir una superficie de respuesta.
region experimental. Los disefios mas utilizados son puntos distribuidos de manera uniforme so-
bre la region experimental, o cuando menos tienen alguna simetria con respecto al centro de ésta.
2. El disefio debe requerir un ntmero minimo de corridas experimentales, ya que en cada prueba
realizada se gastan recursos que siempre son escasos.
3. El disefio debe permitir que otros disefios de orden mayor se construyan a partir de él. Esto per-
mite que, cuando el comportamiento de la respuesta resulta ser mas complicado de lo que se
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pensaba (por ejemplo, se detecta curvatura), se agregan puntos adicionales al disefio para tratar de
explicar ese comportamiento.

4. El experimento debe permitir la deteccion de la falta de ajuste, para lo cual se requieren repeticio-
nes al menos en el centro del disefio.

5. El disefio debe proporcionar un estimador puro de la varianza del error, lo cual se logra con repe-
ticiones al menos en el punto central.

Otras dos propiedades deseables en los disefios para superficie de respuesta son la ortogonalidad y
la rotabilidad. Estas propiedades aumentan la eficiencia de los disenios que las poseen, en el sentido de
que facilitan la interpretacion de los parametros estimados en el modelo y de la superficie de respuesta.

Ortogonalidad y rotabilidad

» Disefio ortogonal Se considera que un disefo es ortogonal cuando los coeficientes estimados en el modelo

Cuando las columnas de la matriz de dise-
fio son independientes entre si, hace que
los coeficientes del modelo ajustado no
estén correlacionados.

ajustado no estan correlacionados entre si, lo cual hace que el efecto de cada término,
representado por el pardametro correspondiente, se estime de manera mas precisa. Un
experimento es ortogonal si en la matriz de disefio todos los vectores columna son inde-
pendientes entre si. Es facil verificar que en un disefio factorial completo 2" las colum-
nas de su matriz de disefio son independientes: multiplique dos columnas cualesquiera,
término a término usando la notacion —1 y +1, y el resultado es cero.

» Disefo rotable Un disefio se llama rotable si la varianza de Y(x) sélo depende de la distancia del

Es aquel en el que la varianza de la res-
puesta estimada sobre un punto depende
de la distancia de éste al centro del disefio

punto x al centro del disefio y no de la direccion en la que se encuentra. Es decir, si
pensamos en la variable var[Y(x)] como otra respuesta, su grafica de contornos tiene
la forma de circulos concéntricos alrededor del centro del disenio. La rotabilidad del

y no de la direccion en la que se encuen-  disenio asegura que la calidad de la prediccion, medida por var[Y(x)], sea invariante

tra.

a cualquier rotacion del disefio alrededor del centro del mismo; de aqui se deriva el
nombre de esta propiedad.
La importancia practica de la rotabilidad en el problema de encontrar un punto 6ptimo es por-
que asegura que, con independencia de la direccion en la que se explore a partir del centro del dise-
1o, la calidad de prediccion se comporta de igual manera.

Relacion modelo-diseno

Existe una relacion directa entre el tipo de modelo que se pretende ajustar y el tipo de disefio que se
debe correr. No se debe exigir a un disenio experimental mas informacion de la que puede dar. Por
ejemplo, si se corre un factorial completo 2¥, s6lo se podran estimar e incluir en el modelo los efectos
pgincipales e interacciones dobles; asimismo, no es posible estimar términos cuadraticos puros (como
x?). Sial disenio factorial se le agregan repeticiones al centro (2° + centro), en el modelo se puede incluir
solo uno de los términos cuadraticos puros, cualquiera de ellos, ya que son alias. Las repeticiones al
centro no son suficientes para investigar cual o cuales de los términos cuadraticos estan activos, pero
si permiten detectar la presencia de curvatura. Si el disefio se aumenta con puntos estrella o axiales,
es posible estudiar de manera separada los efectos cuadraticos puros e incluirlos a todos en el modelo
ajustado, si fuera necesario (véase figura 12.14).

Disefos de primer orden

Suponga que se desea utilizar el modelo de primer orden dado por la ecuacion (12.3)
para estudiar el comportamiento de cierta caracteristica de calidad, que se supone de-

» Disefio de primer orden pende de k factores de proceso. En principio, al proponer un disefio de primer orden se

Disefio para ajustar modelos en los que
solo son importantes los efectos princi-
pales y no existen efectos de interaccion.

supone que solo son importantes los efectos principales. Estrictamente hablando, para
estimar los k + 1 parametros del modelo de primer orden se requiere un minimo de
k + 1 puntos experimentales.

Un criterio de seleccion del disefio de primer orden es que la varianza de la res-
puesta predicha (var[Y(x))]) en el punto x" = (x, X,,..., X;) sea minima. Este criterio es
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DISENO MODELO ASOCIADO

Y=Bo+Bixi+Box, + Brxix, + €

(primer orden)

Y =L+ [1x + Paxo + 12X % + curvatura + €

ﬂHX? Oﬁzz)é

| | Y:ﬁo‘*ﬁw)ﬂ+ﬁ2X2+ﬂw2X1X2+ﬁHX12+ﬁ22X§+g

| | (segundo orden)

Figura 12.14 Relacion modelo-disefo.

importante porque cuando se busca determinar la direccion 6ptima de movimiento a partir de los pre-
dichos por el modelo, éstos tienen mayor precision, lo cual se traduce en mayor certeza de la direccion
seleccionada. Los disenos que satisfacen este criterio son los que tienen la propiedad de ortogonalidad.
Entre los mas utilizados estan los siguientes:

Disefios factoriales 2*

Disefios factoriales fraccionados 2" 7
Diseno de Plackett-Burman

Diseno simplex

Rl

Todos estos disenos, excepto el simplex, emplean dos niveles en cada factor, lo cual tiene que
ver con el hecho de que solo interesa detectar el efecto principal de cada factor. Sin embargo, una vez
superada la etapa de cribado es importante aumentar estos arreglos con repeticiones al centro a fin de
detectar la presencia de curvatura o falta de ajuste del modelo; las repeticiones al centro también pro-
porcionan mas grados de libertad para el error aleatorio. Los disefios 1 a 3 se explicaron
en los capitulos previos. )

El disefio simplex para k factores se representa por medio de una figura de forma » Disefo simplex
regular dibujada en un espacio de dimension k — 1, y se caracteriza por el hecho de
que el angulo 0, formado por cualquier par de vértices con el origen, es tal que cos(6)
= —1/k. Asi, para k = 2 factores, los tratamientos del disefio simplex corresponden a los
vértices de un triangulo equilatero (véase figura 12.15); para k = 3 son los vértices de
un tetraedro (figura 12.15). Las matrices de disefio en unidades codificadas para estos
dos casos también se muestran en la figura. Observe que algunos factores se prueban en dos niveles y
Otros en tres.

En el capitulo 15 se emplea una variante especial de disenios simples para estudiar experimentos
con mezclas.

Arreglo que se utiliza cuando se tienen mu-
chos factores como en la etapa de cribado,
o bien, cuando se quiere minimizar el cos-
to de la experimentacion.
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Figura 12.15 Disefos simplex, para k = 2 y 3 factores.

» Disefios de segundo
orden

Permiten estudiar efectos lineales, de in-
teraccion, y efectos cuadraticos o de cur-
vatura pura.

Disefos de sequndo orden

Se llaman disefios de segundo orden aquellos que permiten ajustar un modelo de segun-
do orden para asi estudiar, ademas de los efectos lineales y de interaccion, los efectos
cuadréticos o de curvatura pura. Por consiguiente, estos disefios se emplean cuando
se quiere explorar una region que se espera sea mas compleja o cuando se cree que el
punto 6ptimo ya se encuentra dentro de la region experimental. El modelo de segundo
orden esta dado por:

k k ko k
Y=4, +Z ﬁixi+z ﬁiixiz +ZZ ﬁ@;‘xixj"'g
i=1 i=1

i=l<j=1

tiene p = (k + 1)(k + 2)/2 términos, por lo tanto se requiere al menos esa cantidad de puntos de disefio.
El disenio debe tener al menos tres niveles en cada factor para estimar la curvatura de la superficie en
la direccion de cada factor. Es deseable que estos disefios sean ortogonales, pero a veces no es facil que
cumplan esta propiedad y se admite alguna dependencia entre las columnas de los contrastes. Los mas
utilizados tienen la propiedad de ser rotables.

A continuacion se presentan las matrices de disefio, la geometria y propiedades de los disefios de
segundo orden mas recomendados como: el disefio de Box-Benhken y el disefio central compuesto o
de composicion central. Debemos decir que los disefios 3* presentados en el capitulo 7 también sirven
para ajustar un modelo de segundo orden, pero no son los mas recomendados porque requieren mas
corridas experimentales.

» Disefios de Box-
Behnken

Disefios de segundo orden para tres 0 mas
factores. No incluye como tratamientos a
los vértices de la region experimental.

Disefno de Box-Behnken

Este disefio se aplica cuando se tienen tres o mas factores, y suelen ser eficientes en cuan-
to al nimero de corridas. Es un diseno rotable o casi rotable que se distingue porque no
incluye como tratamientos a los vértices de la region experimental. En la tabla 12.12 se
muestran los 15 tratamientos del disefio Box-Behnken para tres factores.

Su representacion geométrica se muestra en la figura 12.16. Notese que los puntos

de este diseno se ubican en medio de las aristas del cubo centrado en el origen y, como se habia senalado,
no incluye los tratamientos de los vértices, como el (1, 1, 1) y el (-1, =1, 1) que en algunas situaciones
experimentales resultan extremosos y no se pueden correr. Esto hace que los tratamientos de un disefio



1 Tabla 12.12 Matriz del disefio de Box-Behnken para tres factores
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Tratamiento X1 X X3 Tratamiento X1 X X3
1 -1 -1 0 9 -1 0 -1
2 1 -1 0 10 1 0 -1
3 -1 1 0 11 -1 0 1
4 1 1 0 12 1 0 1
5 0 -1 -1 13 0 0 0
6 0 1 -1 14 0 0 0
7 0 -1 1 15 0 0 0
8 0 1 1

A
2

/ ©,0,0) X

Figura 12.16 Representacion del disefio de Box-
Behnken para tres factores.

Box-Behnken sean menos extremos que los del factorial completo 3°. En cualquier tratamiento del dise-
fio de Box-Behnken, al menos uno de los factores se fija en la mitad de su rango de prueba. Lo anterior

también ocurre con este disefio para mas factores.

Disefio de composicién central

El disenio de composicion central (DCC) es el mas utilizado en la etapa de busqueda de
segundo orden debido a su gran flexibilidad: se puede construir a partir de un disefio
factorial completo 2" o fraccionado 2"7 agregando puntos sobre los ejes y al centro
(véanse ejemplos 12.3 y 12.4), ademas de otras propiedades deseables. Este diserio se
compone de tres tipos de puntos:

1. Una réplica de un diseno factorial en dos niveles, completo o fraccionado. A esta
parte del DCC se le llama porcion factorial.
2. ny puntos o repeticiones al centro del disetio, con ny = 1.

@) Diseiio de composicion
central

Se emplea en la etapa de busqueda de se-
gundo orden. Se puede construir a partir
de un disefio factorial 2* agregando pun-
tos sobre los ejes y al centro del disefo.

3. Dos puntos sobre cada eje a una distancia a del origen. Estos puntos se llaman porcion axial. La
manera en la que se ensamblan y el DCC resultante se muestran en figura 12.17, para los casos de

dos y tres factores.
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puntos al centro + puntos axiales + porcion factorial = disefio de composicion central

/

/

put

Figura 12.17 Representaciéon y construccion de los DCC para k = 2 y 3 factores.

Con k factores el nimero total de corridas experimentales es N = 2° + 2k + n,. El nimero de corri-
das al centro y la distancia de los puntos axiales (a) deben escogerse de manera adecuada, dependiendo
de las propiedades que se quieren en el DCC. Si se quiere que el disefio sea rotable, se toma « igual a:

o= (F)1/4

donde F es el numero de puntos en la parte factorial. Si se desea que el DCC sea ortogonal, se toma «
igual a:
12
_[(FxN)*—F
2

donde N es el total de corridas experimentales. Si se desea que el DCC sea ortogonal y rotable, se deben
cumplir las relaciones:

a=M®" vy ng=4'F +4-F
Las repeticiones al centro también se pueden escoger de manera que el disefio sea rotable y de
precision uniforme. Un disefio es de precision uniforme si var[Y(x)] en el centro del disetio (radio
r=0) esigual a la varianza en la esfera de radio r = 1. Esta propiedad proporciona aproximadamente un

valor constante de la var[Y(x)] dentro de la esfera unitaria (de radio uno). La eleccion para rotabilidad
y precision uniforme, o cercanamente uniforme, es:

a=F" y ng=As VF +2)—F -2k
donde el valor de la constante 4, dado el numero de factores k, se obtiene de la siguiente tabla:

k 2 3 4 5 6 7 8
Ay 0.7844 0.8385 0.8704 0.8918 0.9070 0.9184 0.9274
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Disefo de composicion central con centros en las caras

En este diseno los puntos axiales se localizan en el centro de las caras, es decir, & = 1. Esta variante resul-
. L. .. . ~ k . .

ta particularmente ttil cuando ya se corrio el diserio 2" y se quiere completar un DCC, pero se complica

correr los tratamientos con niveles mas alla de los valores —1 y +1 debido a restricciones del proceso.

Disefo central compuesto pequefio

Draper y Lin (1990) proponen un disefio central compuesto cuya parte factorial se construye a partir
de un factorial fraccionado que tiene resolucion menor que V, las corridas axiales y al centro se deter-
minan como el DCC. En cuanto al nimero de corridas, este disefio es sin duda una de las opciones
mas economicas que se pueden tener para ajustar el modelo de segundo orden (véase tabla 12.12). Los
tratamientos se pueden generar con un software; por ejemplo, Statgraphics incluye este disefio como
opcion. La desventaja de este diseio es que algunos efectos de interés pueden ser alias.

¢ Cual diseno de sequndo orden utilizar?

Existen varios criterios que se pueden tomar en cuenta para seleccionar un disefio de segundo orden,
entre los que destacan:

1. Que tenga un numero minimo de tratamientos y que permita estimar todos los pardametros del
modelo de segundo orden completo (tabla 12.13).

2. Que sea flexible, en el sentido de que se pueda construir a partir de disefios de primer orden.

3. Que tenga buenas propiedades como ortogonalidad, rotabilidad y/o precision uniforme, las cuales
tienen que ver con la calidad de estimacion con el modelo.

1 Tabla 12.13 NuUmero de puntos en los disefios de segundo orden

Numero de corridas
Numero de | Numero de Factorial Central
factores parametros | completo 3" compuesto | Box-Behnken | Draper y Lin
2 6 9 13-16 _ _
3 10 27 17-23 15 12
4 15 81 27-36 27 18
5 21 243 29-36 46 24
6 28 729 47-59 54 30

En cuanto a economia, el disefio 3" no compite con los de Box-Behnken y DCC, excepto cuando
se tienen dos factores. El diserio central compuesto es el mas flexible y se puede construir de manera
que cumpla alguna o varias propiedades deseables. El diserio de Box-Behnken es una buena alternativa
porque tiene un numero competitivo de tratamientos, ademas de que por su construccion los puntos
de prueba no son extremosos, en el sentido de que cualquiera de ellos siempre tiene al menos uno de
los factores en su nivel intermedio.

La flexibilidad del disefio central compuesto es en el sentido de que se puede construir a partir de
aumentar disefios mas simples. Esta propiedad es de suma importancia porque permite optimizar el
gasto de los recursos experimentales, es decir, si ya se corri6 un factorial completo y con punto central,
y se detecto la presencia de curvatura, ahora se corren los puntos axiales para completar el diseno. No
hay necesidad de comenzar de cero, sino que se aprovechan las corridas que ya se han hecho. Aqui es
clave, al hacer las corridas adicionales, poder reproducir fielmente las condiciones ambientales que se
tenian antes, y en cualquier caso se debe vigilar que no aparezca algtin efecto de bloque imprevisto. Por
lo anterior, se prefiere el diserio central compuesto, seguido del Box-Behnken y en tltima instancia el
factorial 3*.

Los disefios de Draper y Lin son disefios centrales compuestos con un nimero minimo de corridas
experimentales. En la tabla 12.13 se reporta el nimero minimo de corridas que se tienen al considerar

373
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dos repeticiones al centro. Estos disenios son ttiles en una situacion en la que, desde el primer disenio,
se quieren correr los puntos necesarios para ajustar el modelo de segundo orden de manera econémica,
debido a lo caro de las corridas experimentales, y se esta dispuesto a asumir el riesgo de que algunos
efectos potencialmente importantes sean alias.

10.
11.
12.
13.

Uso de software

a »

Los disefios de superficie de respuesta se construyen en Statgraphics con la secuencia DDE = Crear disefio
- Diseno nuevo—> Superficie de respuesta. Se declaran los factores y las respuestas, se elige un disefio del
menu tipicamente un central compuesto (2° + Star) o uno de Box-Behnken. Si el problema es agregar los
puntos axiales a un diseno factorial con repeticiones al centro, se usa la secuencia: DDE - Crear disefio =
Aumentar disefio existente.

En Statgraphics, una vez seleccionado un modelo de regresién de segundo orden que describe ade-
cuadamente el comportamiento de la respuesta (Y), la optimizacién de ésta se lleva a cabo en la opcion
tabular de Optimizacién. Una vez ahi, con las opciones de panel (botén derecho del ratén) se elige el tipo
de optimizacion deseada: maximo, minimo o un valor objetivo.

En caso de no existir un éptimo natural o que se pida un valor objetivo, el software reporta el mejor
punto posible sobre la cordillera 6ptima dentro de la regién experimental. En general, esta solucion es el
punto mas cercano al centro de la region experimental que predice el valor deseado de la respuesta. Sin
embargo, debe tenerse presente que ésta es sélo una de muchas soluciones posibles. Usando gréficas
de contornos es posible encontrar soluciones alternativas que resultan mas econémicas de operar en el
proceso.

En el caso de los disefios de primer orden, para aplicar escalamiento ascendente, éstos se eligen en la
opcioén cribado. Una vez ajustado y depurado el modelo, en las opciones tabulares se incluye la opcién de
MAaximo ascenso.

En Minitab, la secuencia para los disefios de segundo orden es: Stat = DOE - Response = Surface.
Una vez que el modelo esté ajustado y depurado, es posible ver la superficie de respuesta y encontrar el
optimo, seleccionando después de la secuencia anterior las opciones Contour = Surface plots = Response
optimizer.

Preguntas y ejercicios

=

¢Cuando se recomienda aplicar la metodologia de superficie de respuesta?
Utilice dos factores y explique con detalle la diferencia entre la region de operabilidad de un proceso y la
region de experimentacion. ¢Es posible que la segunda sea mas grande que la primera?
¢Cuadl es la diferencia entre el tratamiento ganador y el tratamiento 6ptimo?

La metodologia de superficie de respuesta implica tres aspectos clave: disefio, modelo y técnica de optimi-
zacion. Explique brevemente el significado de cada uno.
En la MSR se distinguen tres etapas en la busqueda del punto éptimo, que son: cribado, busqueda | o de
primer orden 'y busqueda Il o de segundo orden. Describa cada una de estas etapas.
Explique qué son los modelos: de primer orden, de segundo orden y jerarquicos.
¢Cuando un disefo es ortogonal y cuando es rotable? También explique por qué son importantes estas pro-
piedades en los disefos.
Explique cuando es conveniente aplicar los disefios de primer orden y cuales son los principales tipos de dise-
flos de primer orden.
¢Cuando es conveniente aplicar los disefios de segundo orden y cudles son los principales disefios de este
tipo?

¢Por qué el diseno y el modelo se deben pensar al mismo tiempo? ;Qué quiere decir esto?
¢Cudl es la ventaja del disefio de composicion central con respecto a los demas disefos de segundo orden?
Describa una virtud que tiene el diseio de Box-Behnken.

¢Por qué es recomendable trabajar el analisis en unidades codificadas en lugar de las unidades originales?



14.

15.
16.
17.
18.

19.
20.

21.

Preguntas y ejercicios

Una de las técnicas de optimizacion es el escalamiento ascendente. ;Cuando se recomienda aplicarlo y en
qué consiste?
¢En qué consiste el anélisis canénico y cuando se aplica?
En un analisis candnico, ¢cuales son los diferentes tipos de superficies que se pueden obtener?
¢ Qué procede si se busca un minimo y la superficie tiene maximo? ¢Y si es un punto silla?
¢ENn qué situacion se necesita regresar en la direccion de minima pérdida? ; Cémo se determina dicha direc-
cion?
¢En qué consiste el anélisis de cordillera y cuando se aplica?
Considere el problema de disefiar un helicoptero de papel presentado en el ejemplo 12.1. En la etapa de cri-
bado se corrié un experimento 2?‘/’4 para estudiar ocho factores. Cada uno de los 16 helicopteros disefados
se lanza cuatro veces y el tiempo de vuelo se mide en centésimas de segundo.
a) Dado que lo que se pretende es encontrar las dimensiones del helicéptero que maximicen el tiem-
po de vuelo, ;es adecuado el disefio que se emplea? ;Qué se puede lograr con este disefio?
b) Como se observa, cada corrida consistié en hacer un helicoptero de acuerdo con las dimensiones
que sefala cada tratamiento, y lanzarlo cuatro veces. ;Por qué los cuatro lanzamientos no se
pueden considerar cuatro réplicas del tratamiento? ;Por qué fue necesario lanzarlo cuatro veces y
registrar el promedio?
¢) Analice de nuevo los datos y determine el mejor modelo de regresion que explica el tiempo de
vuelo.
d) Utilice en el factor de mayor influencia un paso de Ax; = 0.8 en unidades codificadas y determine
cinco puntos experimentales sobre la direccién éptima a partir del centro de la regién experimental.
e) ¢Qué tendria que hacer con los puntos encontrados en el inciso anterior?
A continuacion se muestran los datos obtenidos con un disefio factorial 2° con cuatro repeticiones al centro:

(1H=1123 d=3348 e=4093 de =4 190
a=1786 ad =3 055 ae=4517 ade =4 413
b=1786 bd =2 509 be =4 755 bde = 4 264
ab =2 359 abd =2 917 abe =4 316 abde =4 100
c=982 cd=4328 ce =7 066 cde = 6 935 (0,0,0,0
ac=1458 acd = 3 969 ace =5 871 acde = 6 467 (0,0,0,0
bc=1451 bed =2 932 bce = 5477 bede = 5 306 (0,0,0,0,0)=4653
abc=2180 | abcd=4167 | abce=5774 | abcde =5 960 (0,0,0,0

a) Ajuste un modelo de primer orden y compruebe que es adecuado.

b) (El modelo presenta falta de ajuste?

) Si el modelo de primer orden es adecuado, encuentre la direcciéon de maximo ascenso.

d) Determine las coordenadas de cuatro puntos en esta direccion, expresados en unidades codifica-
das. Use un paso unitario de movimiento en la variable de mayor influencia.

22. En una empresa dedicada a anodizar articulos de aluminio (baterias de cocina), el anodizado se logra en

una solucion a base de acidos (sulfurico, citrico, bérico) y dicromato de aluminio. Debido al poco grosor del
anodizado, han aumentado las quejas por la escasa resistencia y durabilidad del producto. Para resolver este
problema se decide estudiar mediante un experimento la relacion del pH y la temperatura con el grosor del
anodizado. Los datos se muestran en la siguiente tabla:

pH Temperatura Espesor
1.2 -8 9
1.8 -8 14
1.2 8 10
1.8 8 19
1.2 -8 8
1.8 -8 12
1.2 8 11
1.8 8 20
1.5 0 14
15 0 13
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376 CAPITULO 12  Optimizacién de procesos con metodologia de superficie de respuesta

a) ¢Como se llama el disefo empleado?
b) ¢Qué se gana con las repeticiones al centro?
©) Encuentre el mejor modelo que describe el comportamiento del espesor.
d) Con el modelo anterior liste cinco puntos en la direccién de maximo ascenso, utilice un paso de 0.3
en el factor de mayor influencia.
f) Explique qué se hace después con los puntos encontrados.
23. Los siguientes datos fueron colectados por un ingeniero quimico. La respuesta Y es el tiempo de filtracion, x;
es la temperatura y x, es la presion.

X1 X, Y
-1 -1 54
-1 1 45
1 -1 32
1 1 47
-1.414 0 50
1.414 0 53
0 -1.414 47
0 1.414 51
0 0 41
0 0 39
0 0 44
0 0 42
0 0 40

a) Represente graficamente el disefio y diga ¢qué disefio es y qué propiedades tiene?

b) Ajuste un modelo de segundo orden y compruebe que es adecuado.

c) ¢Qué tipo de superficie describe este modelo?

d) ¢Cual es el mejor punto posible de operacién?

24. Se tiene un proceso de extrusion para producir harina instantdnea de amaranto. Una de las variables que

interesa minimizar es el indice de solubilidad en agua (ISA) y los factores que se controlan son: temperatura
(X)), porcentaje de humedad (X;) y velocidad de tornillo (X3). Los datos obtenidos para la solubilidad sobre un
disefio de Box-Behnken se muestran a continuacion:

ISA

15.87
12.70
14.80
13.53
15.10
12.47
11.37
10.27
15.33
15.53
15.17
14.17
13.85
13.93
13.77
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a) Represente graficamente el disefio empleado y sefiale su nombre y cuédndo se recomienda aplicar-
lo.

b) Ajuste un modelo de segundo orden a estos datos y verifique su calidad.

) ¢Qué tipo de superficie describe el modelo?

d) Haga un analisis de cordillera para determinar el mejor punto posible dentro de la regién experi-
mental.



Preguntas y ejercicios

25. En Ramirez et al. (2001), después de aplicar experimentacion secuencial se encontré una zona de experimen-
tacion donde se sospecha que se encuentran las condiciones 6ptimas para la producciéon de un colorante
natural en funcion de la concentracién de carbono y temperatura. El diseio empleado y las producciones
encontradas se muestran a continuacion:

Con. carbono | Temperatura °C Produccion

9 17 5707
13 17 5 940

9 25 3015
13 25 2673

8.17 21 5 804
13.8 21 6 700
11 15.34 5310
11 26.66 725
11 21 7521
11 21 7 642
11 21 7 500
11 21 7545

a) Represente graficamente en el plano el disefio empleado, utilice condiciones reales.
b) ¢Cuél es el nombre del disefio?
c) Ajuste un modelo de segundo orden y depurelo.

d) ¢El modelo describe adecuadamente la variacién observada? Argumente su respuesta.

e) Obtenga la grafica de la superficie de respuesta y la grafica de contornos.

f) Encuentre las condiciones que maximizan la produccién del colorante.
26. Se busca encontrar los niveles de tiempo (W) y temperatura (W,) que maximizan el rendimiento de un pro-
ceso. Las condiciones actuales son W; = 75 minutos y W, = 130°C. Para explorar la superficie de respuesta

en torno a estos valores se corre el siguiente disefo experimental:

Condiciones reales Condiciones codificadas

w, W, X, X, Y
70 127.5 -1 -1 54.3
80 127.5 1 -1 60.3
70 132.5 -1 1 64.6
80 132.5 1 1 68.0
75 130.0 0 0 60.3
75 130.0 0 0 64.3
75 130.0 0 0 62.3

a) ¢Cudl es el diseno empleado? ;Es adecuado para hacer una exploracién inicial?

b) Ajuste el modelo de primer orden, ¢es adecuado (curvatura, R%)? Explique.

¢) Anote la ecuaciéon del modelo con el que se encuentra la trayectoria de maximo ascenso.
d) Con base en la trayectoria de maximo crecimiento, proponga en qué niveles de W,y W, recomen-

darfa experimentar.

Siguiendo la trayectoria de maximo crecimiento, el Ultimo punto con el que se obtuvo una res-
puesta alta fue W, = 90 y W, = 145, por lo que en torno a éste se corrié el siguiente disefio:

Condiciones reales Condiciones codificadas
W, W, X, X, Y
80 140 -1 -1 78.8
100 140 1 -1 84.5
80 150 -1 1 01.2
100 150 1 1 77.4
90 145 0 0 89.7
90 145 0 0 86.8
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378 CAPITULO 12  Optimizacién de procesos con metodologia de superficie de respuesta

e) Represente en el mismo plano, en condiciones reales, las dos zonas de experimentacion (los dos
disefios) que se han explorado hasta ahora.

f) A los datos del segundo disefio ajusteles un modelo de primer orden y vea si éste describe adecua-
damente la superficie de respuesta.
Dado que en el inciso anterior parece que el modelo de primer orden no describe la superficie, se
decide agregar seis tratamientos para completar un disefio de composicion central y de esta mane-
ra explorar ampliamente la region experimental para entender lo que pasa. Las corridas agregadas
y sus resultados se muestran a continuacion:

Condiciones reales Condiciones codificadas
W, W, X, X, Y
76 145 -1.41 0 83.3
104 145 141 0 81.2
90 138 0 -1.41 81.2
90 152 0 141 79.5
90 145 0 0 87.0
90 145 0 0 86.0

g) Represente graficamente las corridas agregadas a la segunda region experimental y verifique que
efectivamente se completé un disefio de composicion central.
h) Ajuste un modelo de segundo orden a los datos del disefio de composiciéon central, ;este modelo
describe la superficie? Argumente su respuesta.
i) Obtenga la gréafica de superficie de respuesta y de contornos para el modelo de segundo orden.
J) Verifique supuestos para el modelo de segundo orden.
k) Encuentre las condiciones que maximizan el rendimiento.
/) Explique en forma breve, con sus palabras, qué se hizo en las diferentes etapas para finalmente
encontrar la condicion éptima.
27. Para estudiar la elaboracion de hojuelas de soya por extrusion, Aguilera y Kosikowski (1976) utilizaron un
disefio de Box-Behnken con tres factores y tres niveles en cada factor, tal como se muestran en la siguiente

tabla:
Niveles
Factores -1 0 1
1. Temperatura (°C) 120 145 170
2. Contenido de humedad (%) 25 35 45
3. Velocidad de tornillo (rpm) 800 900 1 000

El disefio experimental escrito en unidades codificadas y la respuesta observada en cada punto se listan en la
siguiente tabla:

X X5 X3 Y
-1 -1 0 3.7
1 -1 0 2.0
-1 1 0 33.4
1 1 0 4.4
-1 0 -1 10.0
-1 0 1 6.0
1 0 -1 4.5
1 0 1 3.3
0 -1 -1 3.9
0 -1 1 3.7
0 1 -1 31.0
0 1 1 21.0
0 0 0 3.5
0 0 0 4.5
0 0 0 6.4




Preguntas y ejercicios

a) Ajuste un modelo de segundo orden a estos datos.

b) Verifique que el modelo sea adecuado. (Es util para fines de prediccion?

¢) Encuentre la ecuaciéon canonica.

d) ¢Qué tipo de superficie describe el modelo?

e) Suponga que interesa minimizar la respuesta, ¢es el tipo de superficie deseada? Si no es asf, ;qué
se debe hacer?

f) De ser necesario, haga el andlisis de cordillera para determinar el mejor punto posible dentro de la
regiéon experimental.

28. En un proceso de soldado de aluminio habfa problemas con la fuerza de unién de la soldadura. El inconve-

niente ocurrfa al soldar el poste a un tablero electrénico. Se decide abordar el problema mediante el disefio de
experimentos, utilizando como variable de respuesta la fuerza de arrastre (la fuerza necesaria para despegar
la soldadura después de transcurrido un tiempo). Los factores de control que pueden influir en la fuerza de
arrastre son tiempo (T), potencia (P) y fuerza (F). Las condiciones de operacién antes del experimento eran:

Factor Nivel Unidades
Tiempo 6 mseg
Potencia 5 Watts

Fuerza 850 g

Se trata de encontrar las condiciones de operacion que maximizan la fuerza de arrastre. Por lo tanto, se
decide utilizar, en primera instancia, el disefio factorial completo con dos repeticiones al centro (2° + cen-
tro) y dos réplicas. Los resultados acomodados en el orden aleatorio utilizado en cada réplica se muestran a
continuacion:

F Tiempo Potencia Fuerza Fza. de arrastre
0 0 0 5 43 750 1981, 1645
-1 1 -1 3 5.6 700 1506, 1157
1 -1 -1 7 3.0 700 1308, 913
1 1 1 7 5.6 800 1682,1049
1 -1 1 7 3.0 800 908, 1 094
-1 1 1 3 5.6 80 1633,1428
1 1 -1 7 5.6 700 1059, 1407
-1 -1 1 3 3.0 800 875, 967
0 0 5 43 750 1792,1948
-1 -1 -1 3 3.0 700 750, 666

a) ¢Qué utilidad tienen los puntos al centro?

b) Haga el anélisis de estos datos. Verifique mediante la prueba de falta de ajuste (lack of fit test) la
presencia de curvatura.
Al detectar la presencia de curvatura, el equipo de mejora decide aumentar el disefio para con-
vertirlo en un disefio ortogonal de composicion central. No se elige el rotable porque recomienda
abrir los niveles de los factores mas lejos de lo que permite el equipo. Los resultados observados
sobre los puntos axiales, listados en orden aleatorio, se muestran a continuacion:

T P F Tiempo Potencia Fuerza Fza. de arrastre
-1.28 0 0 2.44 4.3 750 1404, 1322
0| -1.28 0 4.0 2.64 750 740, 756
1.28 0 0 7.56 4.3 750 1656,1512
0 0| -1.28 4.0 4.3 686 1482, 1485
0 1.28 0 4.0 5.96 750 1659, 1458
0 0 1.28 4.0 43 814 1517,1176

c) Con estos datos complete el disefio ortogonal de composicion central. Analice visualmente los
datos, ¢qué observa de destacado?
d) Ajuste un modelo de segundo orden completo.
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31.

e) Caracterice la superficie descrita por el modelo. ¢ Qué tipo de superficie es?
f) Determine las condiciones de operacién que maximizan la fuerza de arrastre.

g) Verifique residuos, ¢hay alguna anormalidad?
29. Se realiza el siguiente experimento para estudiar el sabor del queso panela en funcién de la cantidad de
cuajo y sal. La variable de respuesta observada es el promedio reportado por un grupo de cinco jueces que
probaron todos los quesos y los calificaron usando una escala hedénica.

Sal Cuajo Sabor
6 0.3 5.67
5.5 0.387 7.44
4.5 0.387 7.33
4 0.3 6.33
4.5 0.213 7.11
5.5 0.213 7.22
5 0.3 6.33
5 03 6.66

a) Ajuste un modelo de segundo orden a estos datos. ;Qué porcentaje de la variacién observada

explica el modelo?

b) Escriba el modelo de segundo orden. Dibuje la superficie de respuesta y la gréfica de contornos.
¢) Encuentre la combinacién de sal y cuajo que dan el mejor sabor.
30. En el drea de desarrollo de una empresa se pretende obtener un nuevo polimero de bajo peso molecular; de
lograrse esto, se obtendré un polimero que funcione como dispersante en la industria ceramica. De acuerdo
con los conocimientos técnicos que se tienen, se considera que los factores criticos son: persulfato de sodio
(NaPS), acido hipofosforoso (HsPO,) y el isopropanol (IPA). Para encontrar las condiciones 6ptimas de estos
tres factores, se corrié el diseno de superficie de respuesta (Box-Behnken):

Tratamiento | NaPS H,;PO, IPA Peso mol. | Viscosidad
1 0 0 0 8392 1075
2 -1 -1 0 9 895 2 325
3 1 -1 0 9 204 1575
4 -1 1 0 7 882 690
5 1 1 0 7105 420
6 -1 0 -1 8939 1188
7 1 0 -1 8 548 930
8 0 0 0 8 598 920
9 -1 0 1 9152 1275

10 1 0 1 8992 860
11 0 -1 -1 10 504 5 600
12 0 1 -1 7462 540
13 0 -1 1 9 368 1225
14 0 1 1 7772 620
15 0 0 0 8 440 1015

a) Represente en un cubo los puntos del disefo empleado.

b) Realice un anélisis estadistico completo para la variable peso molecular. Obtenga: los factores méas
importantes, un modelo depurado, la calidad del modelo y la verificacion de supuestos.

c) ¢Cuales son las condiciones que minimizan el peso molecular?

Apoyese en gréficas de contornos y en andlisis de cordillera.
d) Haga lo que se pidié en el inciso b), pero ahora para la variable viscosidad.

e) Encuentre una condicién que de manera simultdnea minimice ambas respuestas. Hagalo gréafica-

mente.

Los datos que se presentan en la siguiente tabla fueron recopilados en un experimento para optimizar el
crecimiento de cristales en funcién de tres variables x;, x,, X5. Se buscan valores altos de Y (rendimiento en

gramos).



32.

33.

34.

X1 X X3 Y
-1 -1 -1 66
1 -1 -1 70
-1 1 -1 78
1 1 -1 60
-1 -1 1 80
1 -1 1 70
-1 1 1 100
1 1 1 75
0 0 -1.68 100
0 0 1.68 80
0 -1.68 0 68
0 1.68 0 63
0 0 -1.68 65
0 0 1.68 82
0 0 0 113
0 0 0 100
0 0 0 118
0 0 0 88
0 0 0 100
0 0 0 85

a) ¢Qué diseno se empled?

b) Ajuste un modelo de segundo orden y determine los componentes significativos y mas importan-

tes.

c) (El modelo describe adecuadamente la superficie? Argumente.

d) Considere las dos variables independientes mas importantes en el modelo y obtenga la superficie
de respuesta y de contornos en funcién de éstas.
e) ¢Con la superficie que encontré en el inciso anterior se puede hacer algun tipo de inferencia?

Argumente.

f) Verifigue los supuestos para el modelo. ; Observa algo relevante?
) Observe las respuestas obtenidas en los puntos centrales del disefio. (Esto le ayuda a explicar lo

que ocurrio? Argumente.

h) ¢A qué cree que se debe el mal ajuste del modelo?

Supongamos el modelo ajustado dado por:

Y =10.46—0.57x;+0.18X, +0.45x; —0.67x% +0.56x% —0.27x2 —0.67x,X, +1.18 ;X5 +0.23X, X5

a) Encuentre el punto estacionario y diga de qué tipo es.
b) Si se obtiene un punto silla, realice un analisis de cordillera.
Considere el modelo ajustado de segundo orden dado por:

Y =8.25+0.0396x, +0.1884x, —0.4313x% —0.3563x2 +0.3X,X,

a) Dibuje la superficie descrita por el modelo.
b) ¢Qué tipo de superficie es?
) Localice las coordenadas del punto estacionario.

d) Encuentre un punto sobre la direccién de minima pérdida a partir del punto estacionario.

Preguntas y ejercicios

Determine la trayectoria de ascenso maximo dada por el modelo Y'= 60 + 1.5x; + 2x5. Encuentre cinco puntos
sobre ella, utilice un paso unitario en la variable de mayor influencia.
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35. En una empresa farmacéutica se quiere optimizar el proceso de manufactura de un comprimido oral. Para
ello, en la formulacion del granulado (mezcla de materias primas) se utilizaron tres cantidades (niveles) del
material aglutinante (X1) y la maquina que hace el comprimido o tableta se trabajé con tres niveles de fuerza
de compresién (X2). En cada tratamiento del disefo resultante, un factorial 3 x 3, se procesaron 12 tabletas.
La variable de respuesta es el tiempo de disolucion de los comprimidos. El disefio y los datos obtenidos se
muestran en seguida:
24 o Y, disolucion(tiempo: mm.ss) 4, 02, dhsar
(mg) | (kN) ’ po: ’ media estandar
65 10 35 (3335|133 |34 |35 |33 |35 |35 |33 ]| 34] 35 3.4 0.148
67.5 10 |181168|16.7|18.1|182|181|16.7|183| 182|183 |16.7|183 17.7 0912
70 10 |158|158|158| 160|159 |16.0|16.0|159| 158|158 |16.0| 159 15.9 0.064
65 12 1108 |10.7|12.0|10.7 | 10.7 | 10.7 | 12.1 | 10.7 | 10.7 | 12.1 | 12.0 | 10.7 112 0.064
67.5 12 | 31.7 1331|332 (332(31.8|33.0|33.1|31.7|31.7|33.1|31.7|317 32.4 0.955
70 12 1420421420421 (421 |42.1|40.8|42.0|42.1|42.1|420|42.1 42.0 0.021
65 15 48 | 47 | 60 | 47 | 47 | 47 | 6.1 | 47 | 47 | 6.1 | 6.0 | 4.7 52 0.064
67.5 15 | 247 |1248|24.7|248|248|248|24.7 248|247 |248 248|246 24.7 0.064
70 15 [21.8(21.8|21.8|22.0{21.9(22.0|22.0(21.9|21.8(21.8|22.0/|219 219 0.064

a) Notese que en cada tratamiento se calculd la media y la desviacion estandar. Explique por qué las
12 tabletas procesadas en cada tratamiento no se deben considerar como 12 réplicas.

b) Para la media ajuste un modelo de segundo orden y dé una primera idea de lo obtenido (efectos
mas importantes, calidad del ajuste, etc.).

¢) Depure el modelo anterior, obtenga los graficos mas importantes e interprete (efectos principales,
interacciones y superficie de respuesta).

d) Dado que se quiere lograr tiempos de disolucion mayores que 36 y menores que 42 minutos, ¢ cual
es la condicién éptima del proceso que se debe proponer?

e) Explore si hay alguna relacién entre la media y la desviacion estandar de los resultados experimen-
tales. Comente lo que observe.

f) Ahora ajuste un modelo de segundo orden para la desviacién estandar y comente los aspectos méas
relevantes.

Investigar y experimentar

36.

37.

Investigue por medio de Internet, por ejemplo en scholar.google.com, un articulo de alguna revista cientifica
o tecnolégica donde se optimice un proceso mediante la aplicacién de la metodologia de superficie de res-
puesta. Anotar los datos de la referencia: autor(es), ano, titulo del articulo y nombre de la revista. Ademas,
en forma breve senale el objetivo del trabajo, el disefio empleado, los andlisis hechos y las conclusiones méas

relevantes.

En relacion con el ejemplo 12.1, sobre el disefio de un helicéptero de papel, plantee un proyecto en equipo

para encontrar condiciones que optimicen el tiempo de vuelo. Para ello haga lo siguiente:

a) Explore la influencia de los ocho factores sobre el tiempo de vuelo, pero ahora restrinja un poco los
niveles de los factores continuos: B (3 y 4 pulgadas), C (3 y 4 pulgadas), D (1 y 1.5 pulgadas). Asi
consiga el material necesario para construir los 16 helicopteros del disefio 25 de la tabla 12.1, con
los nuevos niveles. Construya los helicépteros y lancelos cinco veces de una forma similar a lo hecho
en el ejemplo 12.1. Con los cinco tiempos de vuelo para cada caso, calcule la media y la desviacion
estdndar para cada tratamiento.

b) Realice un analisis de los datos experimentales, considerando la media como la variable de respues-
ta. Comente los hechos mas relevantes.

) Repita el proceso anterior pero ahora para la desviacion estandar.

d) ¢Por qué en este experimento no se pueden correr puntos centrales?

e) Utilizando sélo los factores continuos que resultaron significativos para la media, obtenga una
trayectoria de maximo ascenso utilizando una longitud de paso igual a 0.5 de la unidad codificada
del factor con mayor influencia.



f) Construya uno a uno los helicopteros de la trayectoria obtenida antes, lancelos igual que antes y
siga la trayectoria hasta que se empiece a registrar un descenso.

g) En el tltimo punto que se registré la mejor respuesta en el inciso anterior, centre una nueva region
experimental y explérela con el disefo factorial con puntos al centro apropiado. Analice los datos
obtenidos para el tiempo medio de vuelo.

h) Vea la posibilidad y conveniencia de completar un disefio de segundo orden a partir del disefio
anterior. Si es el caso, complételo y analice los resultados.

i) ¢Cudl es el 6ptimo?

J) Haga un reporte de todo lo hecho.

Preguntas y ejercicios
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Capitulo 13

Optimizacion simultanea
de varias respuestas

Sumario Objetivos de aprendizaje
1. Optimizacion simultanea e Comprender la problematica que implica la optimizacion
2. Método grafico simultanea de varias respuestas, asi como su importancia
3. Método de la funcion de deseabilidad considerando que todos los productos y procesos tienen
4. Uso de software varias caracteristicas de interés que determinan su calidad.
5. Preguntas y ejercicios e Aplicar el método grafico para optimizar varias respuestas.

e Aplicar el método de la funcién de deseabilidad en proble-
mas de respuesta mltiple.
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A . . .y . ’
Optimizacion simultanea

En el capitulo anterior hicimos énfasis en encontrar el punto éptimo considerando sélo una

Conceptos clave variable de respuesta (caracteristica de calidad). Sin embargo, es tipico considerar diversas
bilidad alobal caracteristicas simultaneamente para lograr productos con mejor calidad. Por ejemplo, un ali-
MR E mento tiene varias propiedades como: textura, pH, color, sabor, apariencia, etc., y todas son

Exponentes sy ¢ importantes para que el alimento sea bien aceptado por los consumidores. Si la optimizacion
Funcién de deseabilidad solo se hace para una caracteristica del producto, podrian resultar condiciones inadecuadas
Gréfica de contornos para las otras caracteristicas. Por ello es imprescindible contar con técnicas que sirvan para

que, en la medida de lo posible, se optimicen simultaneamente todas las respuestas de interés.

Hipersuperficie RS } > ,
El problema de la optimizacion simultdnea radica en que, por lo general, los 6ptimos in-

Mejor corte dividuales no caen en la misma combinacion de los factores de control (X;, X,,..., X;,). Esto
Método grafico hace necesario buscar una solucion de compromiso, en la que todas las variables tengan un nivel
Modelo jerérquico satisfactorio. A esa solucion compromiso la llamaremos dptimo simultdneo. Por ejemplo, en la
Optimo individual figura 13.1 se muestran las superficies de dos respuestas en una misma region experimental.

Si en ambas respuestas interesara el minimo, es claro que los 6ptimos individuales se en-
cuentran en extremos opuestos de la region experimental. Por lo tanto, habra que buscar otra
combinacién (punto) donde las dos variables sean al mismo tiempo lo mas pequenas posible.
En la figura 13.1 se muestra donde esta tal optimo simultaneo.

Optimo simultaneo

Pesos w; (importancia
relativa)

Punto optimo grafico

L. . Y
Region factible 120t 1
Superposicion de
superficies 100
@) Optimo individual 180
Combinacion de factores o tratamiento
donde se predice el mejor valor posible de 160
una respuesta dentro de la region expe- i
rimental. o ! Optimo
i  individual
@) Optimo simultaneo o 1
Combinacion de los factores donde todas *aimultaneo 0.6
las respuestas de interés toman valores 100 £ :
aceptables. Es una solucién de compro- 1 / X,

miso.

Figura 13.1 El éptimo simultédneo (global) es una solucién de compromiso.

En este capitulo presentaremos dos métodos de optimizacion simultanea, uno grafico (De la Vara
y Dominguez, 2002) y el otro analitico, basado en una funcion de deseabilidad (Derringer y Suich,
1980). Ambos métodos proveen soluciones consistentes tanto con los datos observados en el experi-
mento como con la informacion que se les provee. Asimismo, son intuitivos y flexibles en el sentido de
que permiten balancear de diversas formas la importancia relativa de las respuestas. Para aplicar estos
métodos es importante contar con el software apropiado (véase ultima seccion de este capitulo).

Para ambos métodos, se supone que el comportamiento de cada una de las m respuestas (Y,
Ys,..., Y,) a optimizar se describe adecuadamente por un modelo de segundo orden en términos de
los mismos k factores de control (X), X,,..., X}). Es decir, para empezar la optimizacion simultanea se
deben tener los m modelos estimados, dados por:

k k ko k
Y, :ﬂOI"'Z ﬁilxl+2 ﬁiilxiz+2 2 ﬂylxix_;'; [=1,2,....m (13.1)
i=1 i=1

i=kj=1



No necesariamente tienen que ser modelos cuadraticos completos, pero se re-
comienda que sean modelos jerdrquicos, es decir, que por cada interaccion o término
cuadratico en el modelo, éste también incluya los términos mas simples que se pueden
formar con los factores involucrados. Es preciso verificar que cada modelo cumpla los
supuestos tradicionales de normalidad, la varianza constante y la independencia de
los residuos, y que el coeficiente de determinacion R,le de cada modelo sea de al menos

Método grafico 387

» Modelo jerarquico

Si un efecto de interaccion esta presente
en el modelo, entonces se deben incluir en
el modelo los términos mas simples que
forman dicha interaccion.

70%. Tanto el método grafico como el método de la funcion de deseabilidad requieren
del conocimiento de especificaciones para cada una de las variables de respuesta.

Optimizacion de neumaticos Y;>120=£l; indice de abrasion

En Derringer y Suich (1980) se presenta un problema que con- Y2 >1000 = £/; modulo 200%

siste en encontrar la combinacién 6ptima de tres ingredientes El=400<Y; <600=ES; elongacion
de un compuesto de las bandas para neumaticos: silicato (X;), El=60<Y, <75=ES; dureza

silanio (X;) y sulfuro (X3), considerando de manera simultanea
cuatro variables de respuesta de interés, cuyos nombres y espe-
cificaciones son:

Si bien, las dos primeras variables no tienen limite de especificacion superior, y son del tipo entre
mds grande mejor, desde el punto de vista practico se considera que no hay ninguna ganancia adicional
en estas propiedades cuando Y; y Y, toman valores mayores que 170 y 1300, respectivamente. En este
sentido, estos ultimos numeros se consideran los valores objetivos de dichas variables. Por su parte,
las variables Y5 y Y, toman el punto central de las especificaciones como valores objetivo. Para buscar
la optimizacion de estas cuatro variables se corrio el disefio de composicion central de la tabla 13.1. Al
ajustar a cada variable de respuesta un modelo de segundo orden se obtiene que:

Y, =139.1+16.5x; +17.9x, +10.9x; —4.0x7 —3.45x; — 1.57x3 +5.13x,%, +7.13x,; + 7.88x,%;

Y, =1261.14268.2x, +246.5x, —122.5x; —83.57x —124.82x3 +199.17x% +94.13x, x5 + 436.6x] X3
Yy =400.4—99.7x, —31.4x, —73.9x; +7.93x1 +17.31x3 +0.43x3 +8.75x,%, +6.25x, X3 + 1.25x, %3
Y, =68.9—-1.4x, +4.3x, +1.6x; +1.56x7 +0.06x5 —0.32x35 —1.63x,, +0.13x,3 —0.25x,x;

Notese que el modelo para Y, tiene el término ctbico xfx3, con lo cual se logra mejorarlo un poco
con respecto al modelo de segundo orden utilizado por Derringer y Suich (1980).

El coeficiente de determinacion y algunos otros elementos para evaluar la calidad del ajuste de
cada modelo se muestran en la tabla 13.2.

Todos los modelos tienen un ajuste satisfactorio; sin embargo, el modelo 2 tiene un ajuste apenas
satisfactorio. En cuanto al rango de prediccion, éste se refiere a los valores de cada Y que podrian pre-
decir cada modelo. Ahi se observa que los valores deseados para cada Y estan inmersos en el rango de
prediccion, que en principio hace factible la obtencion de un optimo simultaneo. En caso de que en
este rango no se abarquen al menos parcialmente los valores deseados, es probable que experimental-
mente tampoco se hayan observado, y por lo tanto, habria que resolver antes este problema, o bien,
reconsiderar las especificaciones.

Método grafico

Quiza lo primero que se ocurre al optimizar varias respuestas es superponer sobre la region experi-
mental las m superficies de respuesta descritas por los m modelos ajustados, y localizar dentro de ella
subregiones en las cuales todos los modelos predicen valores aceptables para las respuestas. Cuando
solo se tienen dos factores de control (X; y X;) es bastante facil superponer las superficies de respuesta
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1 Tabla 13.1 Disefo y resultados experimentales para el ejemplo 13.1

Corrida X, X, X; Y, Y, Y; Y,
1 -1 -1 1 102 900 470 67.5
2 1 -1 -1 120 860 410 65
3 -1 1 -1 117 800 570 77.5
4 1 1 1 198 2 294 240 74.5
5 -1 -1 -1 103 490 640 62.5
6 1 -1 1 132 1289 270 67
7 -1 1 1 132 1270 410 78
8 1 1 -1 139 1 090 380 70
9 -1.63 0 102 770 590 76

10 1.63 0 154 1 690 260 70
11 0 -1.63 0 96 700 520 63
12 0 1.63 0 163 1540 380 75
13 0 0 -1.63 116 2 184 520 65
14 0 0 1.63 153 1784 290 71
15 0 0 0 133 1300 380 70
16 0 0 0 133 1300 380 68.5
17 0 0 0 140 1145 430 68
18 0 0 0 142 1 090 430 68
19 0 0 0 145 1260 390 69
20 0 0 0 142 1344 390 70

I Tabla 13.2 Calidad de ajuste de cada modelo, ejemplo 13.1

2

Modelo Ry Error estandar: VCM, | Rango de predicccion
M1 0.95 5.61 96-198
M2 0.75 232.78 490-2 294
M3 .96 20.55 240-640
M4 0.92 1.27 62.5-78

» Gréfica de contornos

Superficie de respuesta representada me-
diante curvas de nivel.

» Superposicion de
superficies

Consiste en colocar las diferentes super-
ficies individuales sobre la misma region
experimental en funcion de dos factores.

» Hipersuperficie

Superficie de respuesta que se encuentra
en mas de tres dimensiones porque se tie-
nen tres o mas factores. Soélo se puede ver
parcialmente en cortes bidimensionales.

en su forma de contornos sobre la region experimental, que en este caso se puede dibujar
como un cuadrado o un circulo centrado en el origen. Con dos factores la grafica con
las superficies sobrepuestas describe el comportamiento de los valores predichos de las
respuestas sobre la region experimental completa, y con ello las zonas donde todas
las respuestas cumplen sus requerimientos. Pero cuando se tienen mas de dos factores,
como es el caso de los neumaticos, las superficies no se pueden dibujar de una sola vez
sobre toda la region experimental. Por ello, se tendran que graficar tomando dos facto-
res a la vez y fijando los restantes.

Cuando se tienen tres factores de control, la region experimental es un cubo (o
esfera) centrado en el origen y se puede dibujar una superposicion de las k superficies de
contornos sobre cada corte del cubo, lo cual implica fijar cada vez uno de los factores
de control. En la figura 13.2 se grafica en el sentido del plano (X;, X3) y el factor X, se
fija en tres posibles cortes (x, = —1; x, = 0; x, = 1). Los contornos que vemos sobre cada
lamina o corte son sélo un aspecto o vision de los contornos originales tridimensionales
de la hipersuperficie de respuesta para una Y. Con tres factores, el cubo se podria rebanar
en el sentido de los planos (X;, X,), (X;, X3) y (X5, X3). En cada una de estas formas de



rebanar al cubo, la ubicacion especifica de un corte esta dada por el valor en el que se fija el tercer fac-
tor. Se recomienda que los cortes se hagan en el sentido de los factores con menor influencia en todos
los modelos. Para identificar estos factores se recomienda usar unidades codificadas, y observar en los
modelos aquellos factores que tienen los coeficientes mas pequefios en valor absoluto.

En la figura 13.2 solo se muestran cortes (planos) de una superficie de respuesta. Para las otras Y
sus correspondientes planos se superponen y, de esa manera, se van identificando las regiones factibles
(el auxilio de un software es indispensable).

IRRR

o
\ -y
. . o=-10 |

T
X1

Figura 13.2 Contornos de una hipersuperficie en sentido (X;, X3) con
cortesenx,=-1,0, 1.

Método grafico

A continuacion explicaremos de manera detallada el método grdfico para el caso de » Método grafico

k = 3 factores y lo ilustramos con el ejemplo 13.1.

Paso 1

389

Consiste en superponer dos curvas de
nivel para cada variable de respuesta e
identificar graficamente regiones factibles

Para cada variable de respuesta y considerando los cortes del cubo en el sentido de los ~ donde todas las respuestas cumplen los

dos factores con menor influencia en todos los modelos, en cada corte se dibujan las ~ requerimientos.

dos curvas de nivel que corresponden a las especificaciones. En el caso del ejemplo 13.1, los tres fac-
tores tienen aproximadamente la misma influencia, por lo que se decide hacer los cortes en el sentido
del plano (X;, X,), a la altura de x5=-1, 0, 1. En cada corte se dibujan las curvas de nivel dadas por Y,
(120, 170), Y, (1 000, 1 300), Y5 (400, 600) y Y, (60, 75). El resultado se muestra en la figura 13.3. El
software sefala (dejando sin sombrear o pintando de otro color mas claro) las subregiones donde todas
las respuestas predicen valores factibles. En la figura se observa que existe region factible en todos los
cortes a lo largo del eje X5. Notese que aunque Y; y Y, son variables de respuesta con especificacion
unilateral, también se han dibujado dos curvas de nivel: una que corresponde a la especificacion y otra
seleccionada como un limite practico (valor objetivo) a partir del cual no habria ganancia adicional en
la calidad de la respuesta.

Se elige como el mejor corte aquel que maximiza el tamafo de la region factible. » Region factible

Algunos escenarios a tomar en cuenta para hacer esto son:

Zona de la region experimental donde

] ] ) ) ) S todas las respuestas cumplen con los re-
a) Cuando en casi cualquier corte existe una region factible grande, es indicio de que  querimientos establecidos.

las restricciones impuestas se pueden cumplir facilmente y lo que procede es estre-
char las especificaciones para reducir el tamano de la subregion factible.
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b)

9)

En el caso contrario de que no se encuentra ningtn corte donde exista region factible, entonces el
problema no tiene solucion para esas restricciones y significa que al menos una de las variables
tendria que tomar valores fuera de especificaciones para que las restantes si puedan cumplir con
las suyas. Para asegurarse de que realmente no hay ninguna region factible, es importante hacer
una busqueda mas detallada, con cortes consecutivos a distancias no mayores a 0.1 unidades co-
dificadas.

Una tercera posibilidad es que se descubran varias regiones factibles separadas, en cuyo caso es
probable que la mas grande de ellas arroje los mejores resultados; sin embargo, también es posible
hacer consideraciones de costos de operacion y de variabilidad para elegir una de las regiones.

En el ejemplo, dado lo anterior y la figura 13.3, se esta en el caso de la opcion a), por lo que iremos

directo al siguiente paso.

» Mejor corte

Es aquel donde la region factible maxi-
miza su tamafio. Puntos sobre este corte
predicen valores de las respuestas que
cumplen de mejor manera los limites da-

dos.

a)

b)

v

Ya: 75

y3: 400 —————

¥, 1 000 /

X5 X3 =-1
i 120
x;=0
y,: 1000
y1: 120
X3 =1

Xq

Figura 13.3 Primer paso del método grafico: en los tres cortes hay
region factible.

Paso 2

Si ya se ubico una region factible o se estd en el caso de la opcion a) anterior, lo que pro-
cede es ir estrechando el rango de las respuestas hacia sus valores mas deseables. Para
cada seleccion de nuevas curvas de nivel se vuelve a determinar el mejor corte posible, y
asi se sigue hasta lograr una region factible suficientemente pequena que, dependiendo
de la fineza deseada, no mida mas de 0.1 unidades codificadas. Notese que cada vez
que se estrecha el rango las curvas de nivel son mas cercanas a los valores deseables o
valores nominales de las respuestas. Habria al menos dos estrategias o criterios para ir
realizando el estrechamiento del rango hacia los valores mas deseables de las respuestas.

Criterio proporcional al rango. Considerando variables igualmente importantes, el acercamiento a
los valores mas deseables se hace en la misma proporcion, o bien, si existen variables mas impor-
tantes, éstas se estrechan en mayor proporcion. Este criterio no funciona bien si los errores estan-
dar ({/CMg ) de los modelos ajustados son muy diferentes entre si, lo cual ocurre con frecuencia si
las variables se miden en escalas muy diferentes.

Criterio proporcional al error estandar. En cada ciclo los estrechamientos del rango en cada respues-
ta se hacen de manera proporcional al tamano del error estandar estimado para cada modelo.
Idealmente se buscaria alejar los valores predichos de las respuestas al menos dos errores estandar
de los limites de especificacion.



En el ejemplo, dado que en cualquier corte hay una region factible, se procede a estrechar las
especificaciones para cada Y de manera proporcional al error estandar de su modelo. Se hacen estas
reducciones y se logra llegar hasta una reduccion de alrededor de 2.5 errores estandar en las respuestas
Y1, Y3y Y,. En la respuesta Y, no se logra este nivel de reduccion, ya que tiene un error estandar grande
con respecto al limite practico de 1 300 definido para esta respuesta. Asi, con esta variable solo se logra
ir hasta 1.27 veces el error estandar. Estos resultados se muestran en la figura 13.4, en la que se observa
una pequena region factible.

Paso 3

Una vez que se tiene una region factible suficientemente pequena, ya no se mueven las especificaciones
de las Y'y se procede a ubicar el mejor corte, variando el factor que no estd representado en el plano de
corte. El mejor corte es aquel que hace que la subregion se observe lo mas grande posible para las condi-
ciones dadas. Por tltimo, se proyecta el centro de la region sobre los factores graficados y se determinan
las coordenadas del punto optimo simultaneo.

En el ejemplo, de acuerdo con la figura 13.4, el mejor corte es en x5 = —0.38, y de la proyeccion
sobre los ejes x; y x, se obtiene el siguiente punto 6ptimo simultaneo:

Optimo simultaneo Predichos
X1 Xy X3 Yl Y2 Y3 Y4
-0.36 0.42 -0.38 13426 | 1303.4 | 454.13 71.10

Corte x3 =-0.38

Xs = -0.38
0.50
...... - AN
....... b S50
........... B
"""" Ya .
....... 045 X, -0.36
...... X, 042
x; -0.38
X N\
0.40
X, 0.0
0.35
030
040 -038 -035 -033 -0.30
Xq
-1.0
-1.0 0.0 1.0

X1

Figura 13.4 Punto optimo simultdneo, método gréfico.

Para tener una idea de qué tan bueno es el 6ptimo encontrado, conviene ver qué tanto se alejan
los valores predichos de las Y de sus correspondientes especificaciones. Para medir este alejamiento se
puede usar como criterio el error estandar de cada modelo. En el ejemplo, los valores predichos de Y,
Y5 y Y, se alejan de la especificacion mas cercana al menos 2.5 veces su correspondiente error estandar;
mientras que para Y, solo se aleja 1.27 veces su error estandar. Esto se debe en parte a que el modelo
para Y, es el de menor calidad de ajuste (R més bajo). Si se quisiera mejorar mas alguna de las respuestas
necesariamente seria en detrimento de al menos una de las respuestas restantes. Cabe mencionar que
fue necesario relajar (aumentar) a 1 320 la curva del nivel superior de Y, para obtener mejores valores
estimados de la misma, lo cual no es problema porque Y, es del tipo “mientras mas grande mejor”.

Método grafico

391
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Algunas ventajas del método grafico con respecto a los métodos numéricos son: que permite explo-
rar directamente la superficie de respuesta simultanea, y de esta manera el experimentador obtiene una
vision grafica del comportamiento relativo de las respuestas. Ademas, el método asegura que el punto
optimo simultaneo encontrado sea en realidad un optimo global, ya que el método puede detectar la
presencia de varias regiones factibles separadas que pueden dar lugar a 6ptimos locales. Obviamente,
no solo localiza un punto éptimo, mas atn: localiza zonas o regiones 6ptimas. Entre sus desventajas se

tiene que a simple vista puede parecer dificil; sin embargo, no lo es cuando se cuenta

» Punto éptimo grafico con un buen graficador. Ademas de que se vuelve impractico cuando se tienen cinco o

Centro de la pequeia region factible a la

mas factores, debido a la cantidad de graficas que sera necesario ver.

que se llega después de ir estrechando ha-

cia los valores ideales las especificaciones
originales de las respuestas.

Método de la funcion de deseabilidad

Este método fue propuesto originalmente por Harrington (1965) y después fue

‘» Funcién de deseabilidad mejorado por Derringer y Suich (1980) y Derringer (1994). Consiste en definir

una funcion en el espacio de factores que estima la deseabilidad global (DG) del

Funcion de los factores de control que  producto en cada punto; de tal forma que convierte el problema de optimizacion
transforma los valores predichos por el multivariado en un problema de optimizacion univariado. Basta maximizar DG
modelo a una escala [0, 1], para indicar  para obtener el punto 6ptimo buscado. Para definir la DG, primero se transfor-

qué tan deseables son.

ma cada respuesta predicha ﬁ(x) en un valor de deseabilidad individual d,(x)
que cae en el intervalo [0, 1]. De esta manera, d,(x) mide la deseabilidad en el punto
x = (X1, Xa,..., x3) de la variable Y. La transformacion d;(x) se hace en términos de las especificaciones y
del valor objetivo de cada Y.

En particular, si la variable Y; tiene por especificaciones inferior y superior a EI, y ES,, y su valor
objetivo o nominal es T;, se define la transformacion d; como:

{Y(X)—‘EI si EL <V(x)<T,
T —FL
(13.2)

si T, <Y,(x)<ES,

d,(x)= [i’i(x)—ES;[
T, - ES,

0 si Y(x)<El o Y,(x)>ES,

donde s y t son exponentes que sirven para elegir la forma de la transformacion deseada por el experi-
mentador para cada Y. Se asignan valores grandes (digamos s, t = 10) si se quiere que la deseabilidad
d; s6lo tome valores grandes cuando Y, caiga cerca de su valor objetivo. Se asignan valores pequenos
parasyt (s, t < 0.1) si se quiere que cualquier valor de Y, dentro del intervalo [EI, ES;] sea igualmente
deseable (véase figura 13.5). El valor por omision de estos exponentes es uno, lo cual sugiere un incre-
mento lineal de la deseabilidad hacia el valor objetivo. Si la respuesta tiene especificaciones de un solo
lado, lo que se hace es tomar el valor objetivo (T,) igual al valor a partir del cual se considera que no
hay ganancia adicional en la calidad de la respuesta. Es decir, en la funcion dada por la ecuacion (13.2)
desaparece una de las restricciones y la figura 13.5 se reduce a uno de los lados con respecto al valor
objetivo T, véase ecuacion (13.5) mas adelante.

Una vez calculadas las m deseabilidades individuales sobre el punto x, la deseabilidad global (DG) de
x es definida por la media geométrica ponderada:

» Deseabilidad global

_(aw w W, 1/2‘%
Mide la deseabilidad promedio de todas DG(X)—(dl‘ Xdy? Xeeoxd,, ) (13.3)
las respuestas en cada combinacién de los
factores. Se obtiene con la media geomé- ~ donde los pesos w; son constantes que permiten balancear la importancia relativa de

trica de las deseabilidades individuales. cada variable; mientras mas grande es el peso dado a una variable con respecto a las
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Figura 13.5 Formas de la funcion d; para diferentes
valores de los exponentes sy t.
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restantes, mas grande sera la exigencia para que el punto 6ptimo global beneficie a tal variable. Si to-
das son igualmente importantes, w;= 1 parai=1, 2, ..., m, y la DG toma la forma siguiente:

DG=mn d1><dzX“'de=(d1><dz><"'><dm)”m

(13.4)

Si d, es igual a uno significa que la correspondiente respuesta predicha Y, toma su valor maximo
deseable. Si d; = 0, la respuesta Y; predice un valor inaceptable y en este caso la deseabilidad global es
cero (DG = 0), lo cual significa que todo el producto es inaceptable, independientemente de los valores
de las respuestas restantes. Esto tltimo explica el uso de la media geométrica en la definicion de la

deseabilidad global DG.

Notese que los exponentes s y t definidos en la transformacion (13.2) se pueden in-
troducir como parte de los pesos w;, pero es importante elegir los exponentes y los pesos
de manera separada, ya que los primeros definen la forma de la funcion de deseabilidad
que se quiere para cada respuesta individual y los segundos precisan la importancia
relativa entre las respuestas. El punto optimo simultaneo es el punto x,= (x19, X20,- -,
Xio) sobre el cual la funcion DG(x,) es maxima. Para encontrar este maximo se recurre
a algtin método numérico.

Aplicar lo anterior al problema del ejemplo 13.1 (de los neumaticos) es directo, ya
que se tienen los cuatro modelos ajustados y las especificaciones para las cuatro varia-
bles de respuesta. Por ello, empleando la expresion (13.2) se obtienen las cuatro funcio-
nes de deseabilidad individuales con exponentes unitarios y pesos iguales. Por ejemplo,
para la Y; la transformacion d, esta dada por:

{M} 120 ¥,(x)<170
dy(x)=4L 170=120 J
0 si ¥ (x)< 120

» Exponentes sy t

Ponderaciones que permiten definir la
forma de la funcion de deseabilidad para
cada respuesta.

@) Ppesos w; (importancia
relativa)

Ponderaciones que surgen de considerar
qué tan importante es cada respuesta
comparada con las demas.

(13.5)

Si se hace algo similar para las otras variables, la DG se consigue con la ecuacion (13.4). Al maxi-
mizar la DG con métodos numéricos, se obtiene que la solucion 6ptima es el punto x,= (-0.10, 0.09,
-0.79), sobre el cual se predicen los valores Y(x,) = (129.37, 1 478.53, 466.78, 68.01), cuyas deseabili-
dades individuales son d[Y(x,)] = (0.187, 1.000, 0.668, 0.932), respectivamente. Notese que la variable
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mas sacrificada es Y), al encontrarse a un nivel de 18.7% de deseabilidad frente a la Y, que se predice
en 100% de su deseabilidad. Esto se puede modificar aumentando los pesos y/o los exponentes para Y.

En la figura 13.6 se dibuja la superficie de respuesta para la DG sobre uno de los planos que pasan
por el punto éptimo. La deseabilidad global sobre el punto 6ptimo resulta ser de 0.584, que es, por
definicion, la media geométrica de las deseabilidades individuales.

X3 =-0.79
1.00
0.50
*2 0.00
~0.50
-1.00
-1.00 ~0.50 0.00 0.50 1.00

X1

Figura 13.6 Funcién de deseabilidad global y punto
optimo simultaneo.

Una desventaja tanto del método grafico como del método de la funcion de deseabilidad es que no
consideran la aleatoriedad de los predichos Y;, lo cual puede causar que dos respuestas con deseabilida-
des similares no predigan la misma cantidad de producto fuera de especificaciones en los intervalos de
prediccion correspondientes. Por ejemplo, 0.187 de deseabilidad de la variable Y, es s6lo el valor pro-
medio, y si se toma en cuenta que el intervalo de prediccion para la observacion futura sobre el punto
optimo (véase capitulo 11) esta dado por [115.84, 142.90]. Entonces, en la practica se podrian tener
algunos valores de Y inferiores a 120, lo cual implica producto defectuoso respecto a esta variable.

Una manera de mejorar un poco esta situacion es mediante otras ponderaciones diferentes a la
unitaria. Por ejemplo, al ponderar con peso 1.3 la primera variable, la solucion resultante predice los
valores fﬁ (xo) = (131.4, 1 481.36, 457.97, 68.56), lo que implica una mejor deseabilidad para Y; a
costa de empeorar un poco los valores de Y3 y Y,. En resumen, las dos soluciones encontradas con el
método de la funcion de deseabilidad usando dos ponderaciones diferentes son:

Solucion X10 o X30 Y, (xo) | Yy (xg) | Ys5(xq) | Y, (xp)
DS1 -0.10 0.09 -0.79 129.37 | 1478.53 | 466.78 68.01
DS2 -0.08 0.19 -0.73 131.4 | 1481.36 | 457.97 68.56

Las soluciones del método de la funcion de deseabilidad son mejores que las obtenidas por el
método grafico, en principio porque se relajo el valor objetivo de la segunda variable hasta 1 478.53,
que es del tipo “mientras mas grande mejor”. Es posible mostrar (véase ejercicio 12) que con el méto-
do grafico, usando un valor objetivo de 1 500 para la variable Y5, y aplicando el criterio de reduccion
proporcional al error estandar del modelo, se llega a una solucion similar a la DS2.
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Ejemplo13.2

Optimizacién de un proceso de Soldadura B) (Del Castillo, E. et al., 1996). La unién se logra por medio de
en semiconductores temperatura; los paquetes pasan por un bloque caliente des-

pués de recibir un flujo de nitrégeno también caliente. Las varia-
En la manufactura de semiconductores se ensambla un moédulo  bles de respuesta de interés son: las temperaturas inicial, final y
hibrido en un paquete de premoldeado, en el cual se unen alam-  maxima alcanzadas en las posiciones A y B, con especificaciones
bres entre las gufas (posicion A) y los chips de silicio (posicion v valores objetivos dados por:

Variables de respuesta EI, e ES;
Y, = temperatura maxima en la posicion A. 185 190 195
Y, = temperatura en la posicion A cuando empieza el enlace. 170 185 195
Y5 = temperatura en la posicion A cuando se termina el enlace. 170 185 195
Y, = temperatura maxima en la posicion B. 185 190 195
Y5 = temperatura en la posicion B cuando empieza el enlace. 170 185 195
Y, = temperatura en la posicion B cuando termina el enlace. 170 185 195

Se supone que las Y dependen de tres factores: tasa de flujo (x,), temperatura de flujo (x,) y tempe-
ratura de bloque (x3). Para investigar la influencia de estos factores sobre las seis variables de respuesta
y encontrar las condiciones 6ptimas de operacion se corre un diseio Box-Behnken, cuyos detalles y
resultados se muestran en la tabla 13.3.

1 Tabla 13.3 Experimento sobre soldadura en semiconductores, ejemplo 13.2

Num. de exp. | X, X, X5 W Y, Y, 17, e g
1 -1 -1 0 139 | 103 | 110 | 110 | 113 | 126
2 1 -1 0 140 125 126 117 114 131
3 -1 1 0 184 | 151 | 133 | 147 | 140 | 147
4 1 1 0 210 | 176 | 169 | 199 | 169 | 171
5 -1 0 -1 182 | 130 | 122 | 134 | 118 | 115
6 1 0 -1 170 | 130 | 122 | 134 | 118 | 115
7 -1 0 1 175 | 151 | 153 | 143 | 146 | 164
8 1 0 1 180 | 152 | 154 | 152 | 150 | 171
9 0 -1 -1 132 | 108 | 103 | 111 | 101 | 101
10 0 1 -1 206 | 143 | 138 | 176 | 141 | 135
11 0 -1 1 183 141 157 131 139 160
12 0 1 1 181 180 184 192 175 190
13 0 0 0 172 135 133 155 138 145
14 0 0 0 190 | 149 | 145 | 161 | 141 | 149
15 0 0 0 180 | 141 | 139 | 158 | 140 | 148

Para cada una de las Y se ajusta un modelo de segundo orden, y después de depurarlos se llega
a que los mejores modelos ajustados son los que se muestran en la tabla 13.4. Para cada modelo se
incluye su error estandar. Por ejemplo el modelo para Y; esta dado por:

Y, = 174.9 + 23.37x, + 3.63x; — 19.0x,x;

En seguida se utilizan los seis modelos ajustados para optimizar de manera simultanea las seis
variables. Esto se hace tanto de manera grafica como a través de la funcion de deseabilidad.
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1 Tabla 13.4 Modelos ajustados para los datos de la tabla 13.3

Coeficiente Y, Y, Y, Y, Ys Y
B, (const.) 17493 | 141.00 | 13920 | 154.86 | 139.29 | 146.86
B (x) 6.00 6.63 8.50 425 4.50
B, (x,) 2337 21.62 16.00 30.63 19.75 15.62
B; (x;) 3.63 14.13 20.38 7.88 16.50 27.38
By Gaxy) 11.25 7.00 4.75
Bos (x2x3) -19.00
B (D) -12.86 | -579 | -436
Error estandar 10.33 7.24 9.25 6.96 3.69 3.50

Método grafico

En el primer paso se grafican y sobreponen las dos curvas de nivel de cada respuesta que corresponden
a sus especificaciones. Se decide hacer los cortes en el sentido del plano (x, x,), dejando a x3 como
el factor que determina los cortes. El resultado se observa en la figura 13.7 con los mejores cortes de
dos regiones factibles, una en x;=0.81 y otra en x5 = 0.70. En el recuadro al interior de cada figura se
reportan las otras dos coordenadas del punto 6ptimo de cada region, asi como los valores predichos de
las respuestas. Esta informacion se resume a continuacion:

Solucién X10 X20 X30 Yl (xO) YZ (xO) Y3 (xO) Y4 (xO) Ys (xO) Y6 (xO)
S1 1.0 | 0.85 | 0.70 | 186.0 | 1752 | 173.6 | 191.5 | 172.0 | 183.5
S2 0.02 1.0 | 0.81 | 1858 | 174.1 | 171.8 | 192.1 | 1725 | 184.8
x3=0.81 x3=0.70
1.00 1.00
- '5\ NN -
0.50 0.50
y1: 185.806
¥ 174.083
X 0.00 ¥5 171762 [—e—] X2 0.00 y1: 185.958
Y42 192.066 Y20 175.162
ys: 172.517 y3:173.616
Ye: 184.766 :191.516
-0.50 002 050 Je 17198
X, 1.00 Ye: 183.47
x; 0.99
X, 0.85
-1.00 -1.00
-1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00 -1.00 -0.50 0.00 0.50 1.00
X X1

Figura 13.7 Soluciones con el método gréfico.

Obsérvese que en este ejemplo no es necesario estrechar las restricciones, ya que con las especifica-
ciones iniciales se obtienen regiones relativamente pequerias. O sea, todo el método grafico en este caso
se reduce al primer paso. Sin embargo, es posible trabajar de modo mas fino recorriendo en el segundo
paso las especificaciones hasta 10% de su distancia al valor objetivo (véase ejercicio 11).

Método de la funcion de deseabilidad

Con la informacion de las especificaciones presentada arriba, las funciones de deseabilidad d; se defi-
nen de acuerdo con la ecuacion (13.2), usando exponentes y pesos unitarios. Al maximizar la DG se
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detectan dos soluciones que son muy similares a las del método grafico. Las soluciones junto con su
deseabilidad global son:

Solucion | x19 | X2 | X30 Y (x) | Ya(xo) | Y5(x) | Ya(xo) | Ys(x0) | Ys(xo) | DG
S1 1.00 [ 0.89 | 0.70 | 186.4 176.2 174.4 193.3 173.1 184.4 | 0.363
S2 0.06 | 1.00 | 0.80 | 185.9 174.3 171.9 192.9 172.9 185.0 0.289

Notese que la variable mas favorecida es Y, seguida por Y,y ;.

Uso de software

a _»

El método de la funcién de deseabilidad para la optimizacion simultdnea de varias respuestas se puede
aplicar en varios paquetes, entre ellos Statgraphics, Minitab y Design Expert. Este Ultimo cuenta con un
graficador mas avanzado. En cualquier software, el primer paso es ajustar un modelo jerarquico para cada
variable y verificar su calidad.

Statgraphics

En este paquete, una vez que se tiene un modelo ajustado para cada variable, se aplica el método de la
funcién de deseabilidad con la secuencia: DDE = Anélisis del disefio = Optimizacion de respuesta multiple.
Después, se especifican las variables, que deben tener el modelo depurado en la sesion actual del software.
Una vez que se entra al procedimiento, con el botén derecho del puntero (ratén) se abren las opciones de
analisis para definir las funciones de deseabilidad de cada respuesta. Luego, se declara lo que se quiere con
cada Y (maximo, minimo o cierto valor objetivo), asi como los rangos deseables para cada una. Asimismo,
se asignan los exponentes, valores entre 0.1 y 10 que dan forma a la funcién de deseabilidad dentro de
los rangos declarados. El valor por omisién es uno, que da lugar a deseabilidades lineales dentro del rango.
También es preciso declarar la importancia relativa en una escala del uno al cinco. En la ventana Deseabili-
dad optima se reportan los resultados de la optimizacion.

Minitab

En este sistema se usa la secuencia de la figura 13.8, donde Overlaid contour plot es el graficador y Respon-
se optimizer es el método de la funcién de deseabilidad.

Stat

Factorial ——>| Response optimizer...

v

Setup, se definen las especifica-
ciones, las funciones de deseabili-
dad y la importancia relativa.

L——>| DOE

\

Overlaid contour plot... <

\

Contour, se definen las dos
curvas de nivel.
Settings, se eligen los cortes. v
Options, se fija la escala. Options, de salidas.
»| OK |«

Figura 13.8 Esquema en Minitab para optimizacion simultanea.
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Design Expert

En el menu de Optimization de este software estan las opciones Graphical (método gréfico) y Numerical
(método de deseabilidad). Dentro de cada opcién se entra a Criteria para definir toda la informacion sobre
las variables, restricciones y pesos, seguin sea el caso. Solutions muestra los resultados numéricos y Graphs las
figuras de contornos o de deseabilidad, segun el método seleccionado.

Preguntas y ejercicios

l

¢ Por qué es necesario aplicar los métodos de optimizacién simultanea?
¢Por qué se dice que los puntos 6ptimos simultaneos representan soluciones de compromiso?
Explique brevemente en qué consisten los métodos de optimizacion simultanea:

a) Método gréfico.

b) Método de la funcién de deseabilidad.
¢Por qué la deseabilidad global se obtiene con la media geométrica de las deseabilidades individuales, y no
con la deseabilidad promedio (media aritmética)?
¢Qué informacion se necesita acerca de cada variable de respuesta para aplicar los métodos analizados en
este capitulo?
¢ Coémo se trabaja con variables de respuesta con especificacion unilateral?
Si en un experimento se quieren optimizar varias respuestas y una de ellas debe tomar valores de entre 50 y
70, pero en el experimento los resultados en los diferentes tratamientos para esas variables estuvieron entre
20y 40, (cree que el método de optimizacion simultdnea pueda encontrar un punto o regién en el que se
alcancen los valores deseados para esa variable? En caso negativo, explique por qué y proponga alternativas.
Acerca del método grafico de optimizacién simultanea:

a) ¢Cudles son sus ventajas?

b) ¢Qué se debe hacer cuando no se observa la region factible en ninguin corte?

0) ¢A qué situacion equivale lo anterior con el método de la funcién de deseabilidad?

¢Cudl es la diferencia entre dar pesos a las variables y definir los exponentes de las funciones de deseabilidad?
Con respecto al problema del ejemplo 13.1 de optimizaciéon de neumaticos, realice lo siguiente:

a) Ajuste un modelo de segundo orden jerdrquico a cada respuesta y verifique que es adecuado.

b) Dado que el modelo para Y, tiene un ajuste no muy adecuado, proponga transformaciones para
esa variable, por ejemplo del tipo log (Y;) (véase capitulo 5), de tal forma que se mejore la calidad
del modelo ajustado. En los siguientes incisos utilice este nuevo modelo.

¢) Determine la combinacion de niveles de los factores que optimiza individualmente el valor de cada
respuesta.

d) Obtenga el punto 6ptimo simultaneo con el método grafico. Utilice los criterios de reduccién pro-
porcional y de reduccion proporcional al error estandar. Compare las soluciones a las que llegue.

e) Construya las funciones de deseabilidad para cada variable y obtenga la funcién de deseabilidad
global. Para definir las especificaciones para la variable Y, transformada, aplique la misma transfor-
macion a las especificaciones originales.

f) Maximice la funcion de deseabilidad global y encuentre las condiciones dptimas simultaneas. Com-
pare con la solucion gréfica.

g) ¢Cudles son los valores esperados de las respuestas en las condiciones éptimas? ¢ Cual variable es
la que se sacrifica mas en aras de un mejor desempefio global?

h) Compare con los resultados obtenidos en el ejemplo 13.1.

En el ejemplo 13.2 sobre semiconductores, rehaga el andlisis grafico considerando un estrechamiento de
hasta 10% de la distancia entre las especificaciones y los valores nominales. Verifique que para una reduccion
mayor desaparecen las regiones factibles.

Algunas de las caracteristicas importantes de los cubos de tomate son su textura y firmeza. Para proveer de
buena textura y firmeza el producto final, el tomate, se procesa con sales de calcio. Floros et al. (1992) rea-
lizan un experimento en el proceso de calcificacién para estudiar como influyen los factores: concentracion
de calcio (x;), temperatura de la solucién (x;) y tiempo de tratamiento (xs) sobre las respuestas de interés que
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son: contenido total de calcio (Y;), firmeza (Y,) y pH (Y3). Los factores con sus niveles de prueba, asi como las
variables de respuesta con sus rangos deseados, se muestran en las siguientes tablas:

Variables de proceso Var. codificada -1 0 1
Concentracion de calcio (% CaCl,) X, 0.05 0.75 1.45
Temperatura de la solucion (°C) X, 35 50 65
Tiempo de tratamiento (min) X3 0.5 2.0 3.5

Variables de respuesta Rango optimo Valor deseado
Contenido total de calcio, Ca (mg/g) 700-800 menor que 800 (Y; < 800)
Firmeza (N/g) 20.0-20.5 mayor que 20 (Y, > 20)
pH 3.92-3.95 menor que 3.95 (Y; < 3.95)

Los datos observados en el experimento son:

Factores Respuestas
X, X3 X3 Y, Y, Y;
1 1 0 3720.0 23.04 3.86
1 -1 0 5578.8 24.81 3.75
-1 1 0 390.4 15.40 4.35
-1 -1 0 248.1 12.85 4.20
1 0 1 7490.2 26.48 3.61
1 0 -1 1842.9 20.59 4.00
-1 0 1 253.5 14.81 4.33
-1 0 -1 152.0 10.10 4.35
0 1 1 2890.3 20.79 4.01
0 1 -1 11625 21.57 4.33
0 -1 1 1698.1 22.85 3.69
0 -1 -1 804.9 17.75 3.92
0 0 1505.9 23.53 3.85
0 0 12743 20.00 4.13
0 0 1660.3 24.12 3.77

a) Ajuste un modelo de segundo orden jerdrquico para cada una de las variables de respuesta.

b) Verifique la calidad de los modelos y calcule el error estandar de cada uno de ellos.

¢) Mediante el método gréfico encuentre una solucién 6ptima simultanea para las tres respuestas.

d) Con el método de la funcion de deseabilidad encuentre una solucién éptima simultanea.

e) Compare y comente las soluciones obtenidas con ambos métodos.

13. Boxy Draper (1987) presentan un experimento sobre la calidad de un proceso de impresién de tinta a color

sobre etiquetas. El valor objetivo de la respuesta promedio es 500, y se quiere lograr con variabilidad minima.
Los factores de control, asi como sus niveles en unidades originales, son:

Factores/niveles -1 0 1
x; : velocidad 30 45 60
X, : presion 90 110 130
X5 : distancia 12 20 28
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En la siguiente tabla se muestran los datos observados en tres réplicas del experimento, asi como la media
Y'y la desviaciéon estandar en cada tratamiento S.

X X X3 Repl | Rep2 | Rep3 Y S
-1 -1 -1 34 10 28 24 12.5
0 -1 -1 115 116 130 120.3 8.4
1 -1 -1 192 186 263 213.7 42.8
-1 0 -1 82 88 88 86.0 3.5
0 0 -1 44 178 188 136.7 80.4
1 0 -1 322 350 350 340.7 16.2
-1 1 -1 141 110 86 112.3 27.6
0 1 -1 259 251 259 256.3 4.6
1 1 -1 290 280 245 271.7 23.6
-1 -1 0 81 81 81 81.0 0.0
0 -1 0 90 122 93 101.7 17.7
1 -1 0 319 376 376 357.0 32.9
-1 0 0 180 180 154 171.3 15.0
0 0 0 372 372 372 372.0 0.0
1 0 0 541 568 396 501.7 92.5
-1 1 0 288 192 312 264.0 63.5
0 1 0 432 336 513 427.0 88.6
1 1 0 713 725 754 730.7 21.1
-1 -1 1 364 99 199 220.7 133.8
0 -1 1 232 221 2606 239.7 235
1 -1 1 408 415 443 422.0 18.5
-1 0 1 182 233 182 199.0 29.4
0 0 1 507 515 434 485.3 44.6
1 0 1 846 535 640 673.7 158.2
-1 1 1 236 126 168 176.7 55.5
0 1 1 660 440 403 501.0 138.9
1 1 1 878 991 1161 |1010.0 142.5

a) ¢Qué disefno se estd empleando? ;Es adecuado para ajustar un modelo de segundo orden?

b) Ajuste un modelo de segundo orden para Y v verifique que sea adecuado. ;Qué porcentaje de la
variabilidad explica?

c) Determine graficamente un punto en la region experimental donde la respuesta promedio sea
igual a 500. Encuentre un intervalo al 95% de confianza para la respuesta promedio en ese punto.

d) Ajuste un modelo de segundo orden para S, compruebe que es adecuado y encuentre el punto
6ptimo (minimizar) individual.

e) Repita el inciso anterior, pero ahora considerando la modelacién de la transformacién log(S), ¢ cual
de los dos modelos es mejor?

f) Considere los mejores modelos ajustados para las respuestas Y, S, haga un anlisis de optimizacién
simultanea si interesa un valor de 500 en la primera y un valor minimo de la segunda respuesta.
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Defina las curvas de nivel y los rangos deseables para las dos respuestas, también aplique los mé-

todos graficos y de deseabilidad para proponer soluciones 6ptimas globales.
g) Exprese los puntos éptimos encontrados en las unidades originales del proceso.

14. Salcedo et al. (2002) realizan un experimento para evaluar y optimizar el efecto del pH de extraccion (x;) y del
pH de precipitacion (x,) sobre tres caracteristicas del proceso de obtencién de aislados proteicos usando una
variedad de semilla de amaranto. Las tres variables de respuesta que se quieren maximizar son: contenido de
proteina (CP), indice de blancura (IB) y empatia de transicién (ET). El experimento y los datos observados se
muestran a continuacion:

Trat. X1 X CP IB ET
1 -1 -1 81.26 26.90 2.66
2 1 -1 83.35 25.24 2.38
3 -1 1 78.26 24.29 6.32
4 1 1 81.72 18.12 6.73
5 -1.41 0 78.08 29.34 4.12
6 1.41 0 81.90 21.17 4.07
7 0 -1.41 80.30 30.10 1.55
8 0 1.41 78.00 27.27 6.85
9 0 0 75.82 28.34 321
10 0 0 75.93 27.68 3.21

a) Obtenga modelos de regresion que expliquen el comportamiento de las respuestas.

b) Encuentre los puntos éptimos individuales de las tres respuestas, considerando la region experi-
mental que va de —1.5 a 1.5 en cada factor codificado.

) Haga el anélisis grafico simultdneo tomando como referencia para definir las restricciones de cada
Y los valores minimos y maximos observados en el experimento. Dibuje en una sola grafica los
6ptimos individuales y el 6ptimo global.

d) Aplique el método de la funcién de deseabilidad considerando las mismas restricciones iniciales del

método grafico. Compare los resultados obtenidos.

15. Se corre un experimento central compuesto para optimizar de manera simultanea tres variables de densidad
Optica (ODX4, ODX3 y ODX2.5), que se supone dependen de dos factores: iniciador (TAl) y material de color
(CFM). Se busca maximizar las tres respuestas; 3, 3 y 2 son las cotas inferiores correspondientes y, desde el
punto de vista practico, se considera suficiente con lograr valores de 3.5, 3.5y 2.5 para las respuestas. Los
datos observados se muestran en la siguiente tabla:

TAI CFM ODX4 ODX3 ODX2.5
-1.0 -1.0 1.37 2.45 2.17
1.0 -1.0 2.29 3.04 2.38
-1.0 1.0 3.35 3.22 1.72
1.0 1.0 3.44 3.63 1.75
-1.41 0.0 2.79 2.87 1.89
1.41 0.0 2.80 3.38 2.04
0.0 -1.41 2.07 2.72 2.35
0.0 1.41 3.86 331 1.57
0.0 0.0 291 3.44 1.96
0.0 0.0 3.23 3.33 2.03
0.0 0.0 2.79 2.90 1.92
0.0 0.0 3.24 3.47 2.06
0.0 0.0 3.24 3.47 1.83
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a) Apligue el método grafico para encontrar un punto éptimo simultaneo para las tres respuestas;
considere la regiéon experimental de —1.5 a 1.5 para cada factor.

b) Dibuje el punto éptimo simultaneo, asi como los puntos dptimos individuales sobre la misma fi-
gura.

c) Apligue el método de la funcién de deseabilidad para encontrar un punto 6ptimo global y compare
con los resultados del inciso a).

d) Dibuje la funcion de deseabilidad utilizada para cada variable.

e) ¢Cudl es la diferencia entre los pesos (weight) y la importancia (importance) al aplicar el método de
la funcién de deseabilidad?

16. El objetivo del estudio es determinar los niveles éptimos de operacion para los factores tiempo de reaccién
(x;), temperatura de reaccion (x,) y la cantidad de catalizador (x3) en aras de maximizar la conversion de un
polimero (Y;) y lograr, al mismo tiempo, un valor objetivo de 57.5 para la actividad termal (Y,). Se define
[80, 100] como rango aceptable para la conversion y [55, 60] para la actividad térmica. Los resultados del
experimento se muestran en la siguiente tabla:

X1 X5 X3 Y, Y,
-1 -1 -1 74 53.2
1 -1 -1 51 62.9
-1 1 -1 88 53.4
1 1 -1 70 62.6
-1 -1 1 71 57.3
1 -1 1 90 67.9
-1 1 1 66 59.8
1 1 1 97 67.8
-1.682 0 0 76 59.1
1.682 0 0 79 65.9
0 -1.682 0 85 60.0
0 1.682 0 97 60.7
0 0 -1.682 55 57.4
0 0 1.682 81 63.2
0 0 0 81 59.2
0 0 0 75 60.4
0 0 0 76 59.1
0 0 0 83 60.6

a) Senale el nombre del disefo empleado y represente graficamente los puntos de disefio.
b) Ajuste un modelo jerarquico de segundo orden a cada respuesta y verifique su calidad. ;Qué por-
centaje de variabilidad explica cada modelo? ;Cudl es el error estandar de cada uno?
c) Optimice simultaneamente las respuestas mediante el método grafico.
d) Aplique el método de la funcion de deseabilidad dando la misma importancia relativa a cada res-
puesta.
e) Compare las soluciones obtenidas en términos del porcentaje de producto fuera de especificacio-
nes que se predice para cada respuesta sobre los puntos 6ptimos.
17. Las variables de respuesta Y; y Y, tienen valores objetivos de 532 nm y 1 064 nm, respectivamente, ambas
con una tolerancia de £ 1 nm. Se corre un experimento para optimizar de manera simultdnea ambas res-
puestas. El disefio y los datos obtenidos se muestran a continuacion.
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Num. A B C D Y, Y,
1 -1 -1 -1 -1 530.0 1062.7
2 1 -1 -1 -1 524.0 1056.7
3 -1 1 -1 -1 535.2 1067.6
4 1 1 -1 -1 529.2 1061.6
5 -1 -1 1 -1 535.8 1068.5
6 1 -1 1 -1 529.8 1062.5
7 -1 1 1 -1 541.0 1073.5
8 1 1 1 -1 535.0 1067.5
9 -1 -1 -1 1 528.9 1060.5
10 1 -1 -1 1 522.9 1054.5
11 -1 1 -1 1 534.1 1065.5
12 1 1 -1 1 528.2 1059.4
13 -1 -1 1 1 534.7 1066.3
14 1 -1 1 1 528.7 1060.3
15 -1 1 1 1 539.9 1071.3
16 1 1 1 1 534.0 1065.3
17 -1 0 0 0 535.0 1067.0
18 1 0 0 0 529.0 1061.0
19 0 -1 0 0 529.4 1061.5
20 0 1 0 0 534.6 1066.5
21 0 0 0 0 532.0 1064.0

a) Note que el experimento es un DCC modificado. ¢ Qué implicaciones puede tener esto al momento
de estimar los modelos?

b) Ajuste un modelo adecuado para cada respuesta. Después de observar la suma de cuadrados del
error, el coeficiente de determinacién y el ajuste de cada modelo, ;qué puede concluir del disefio
empleado para generar los datos?

) Haga el andlisis gréfico simultaneo de las respuestas. Comente la forma de la regién factible. Note
que, al ser cuatro factores, cada corte se define con base en dos factores, de modo que en el primer
paso habria que observar al menos nueve gréficas considerando los cortes en -1, 0y 1.

d) Aplique el método de la funcion de deseabilidad. Compare con la solucién del método grafico.

e) Compare las respuestas predichas sobre los puntos éptimos con la constante b, de los modelos y
comente lo que encuentra.

18. Sivakumar et al. (2007) realizan un estudio que busca desarrollar un método basado en cromatografia liquida
de fase invertida para separar los enantiémeros de ketoprofeno en formulaciones y en matrices de plasma.
El ketoprofeno es una droga antiinflamatoria no esferoidea y sus enantiémeros Sy R tienen diferentes apli-
caciones farmacoldgicas, de alli el interés de separarlos. Los factores que se controlan son la concentracion
de acetonitrilo (MeCN) y tasa de flujo en su fase mavil. Las variables de respuesta son, en general, factores de
retencién y tiempos de retencién de ketoprofeno Sy R. Los datos observados en el experimento se muestran
en la siguiente tabla:

Niveles codificados Respuestas
MeCN | Flujo Y, Y, Y, Y, Ys Y,
-1 -1 2.67,2.66 6.41, 6.39 743,741 10.02,9.97 3.20,3.14 6.81, 6.65
1 -1 1.32,1.35 4.05,4.10 4.53,4.58 5.42,5.47 2.13,2.13 3.64,3.61
-1 1 2.69,2.65 4.85,4.81 5.63,5.58 7.59,7.53 2.98, 3.09 6.41,6.61
1 1 1.38,1.38 3.14,3.13 3.50, 3.49 4.18,4.17 1.98,1.95 3.43,3.36
-1.414 0 3.17,3.15 6.26, 6.23 7.30,7.27 10.13, 10.08 3.18,3.15 7.11,7.11
1.414 0 1.19,1.17 3.28,3.25 3.64,3.61 4.28,4.24 1.88,1.86 3.08,3.03
0 -1.414 1.78,1.79 522,522 5.96, 5.96 7.51,7.51 2.70,2.71 5.02,5.00
0 1.414 1.85,1.82 3.56, 3.52 4.06, 4.01 5.12,5.06 2.44,2.45 4.64,4.62
0 0 1.85,1.84 4.27,4.26 4.87,4.86 6.13,6.12 2.57,2.58 4.84, 4.84
0 0 1.84,1.82 4.26,4.23 4.84,4.82 6.10, 6.09 2.57,2.55 4.87,4.81
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Los rangos deseables y valores objetivo para cada respuesta se dan en la siguiente tabla, en la que se incluyen
los pesos de las variables y dos criterios de optimizacion que difieren basicamente en la importancia relativa
de las mismas. Note que el peso de las variables se refiere a la forma de las funciones de deseabilidad, que se
define lineal (exponentes unitarios).

Criterio 1 Criterio 11
Respuesta LI LS Peso Objetivo Imp. rel. Objetivo Imp. rel.
Y, 1.17 3.17 1 T=12 3 T=2 5
Y, 3.13 6.41 1 Rango 1 Rango 1
Y; 3.49 743 1 Rango 1 Rango 1
Y, 4.17 10.13 1 Minimo 5 Minimo 3
Y5 1.86 3.20 1 T=2 3 T=2 3
Ye 3.04 7.11 1 Minimo 2 Minimo 2

a) Ajuste modelos de segundo orden a cada respuesta y verifique su calidad. Escriba los modelos con
su R cuadrada ajustada y el error estandar.

b) Aplique el método grafico para optimizar las seis respuestas. ; Cémo se pondrian los estrechamien-
tos hacia las especificaciones de manera que reflejen la importancia relativa de las respuestas?

c) Determine la solucién 6ptima simultanea usando el método de Derringer. Dibuje las funciones de
deseabilidad utilizadas con cada respuesta.

d) Compare las soluciones encontradas en los incisos b) y ).

19. Rustom et al. (1991) estudian la extraccion con agua de las proteinas del cacahuate, para lo cual realizan un
experimento central compuesto controlando los factores x;: relaciéon sélidos-agua, x,: pH, x3: temperatura
(°C) y x4: tiempo (min). Dos de las variables de respuesta son Y; = protefna extraida (%) y Y, = concentracién
de la proteina en el extracto.

Factores Respuestas Factores Respuestas
X1 X5 X3 X4 Y, Y, X1 X) X3 X4 Y, Y,
-1 -1 -1 1 83.14 3.01 1 -1 1 -1 | 8475 | 225
-1 -1 1 -1 | 82.67 2.90 1 1 -1 -1 | 8141 2.18
-1 1 -1 -1 | 7783 2.85 1 1 1 1 85.55 2.33
-1 1 1 1 86.79 2.13 0 0 0 0 83.57 | 2.57
1 -1 -1 -1 | 7422 2.11 0 0 0 0 84.00 | 2.58
1 -1 1 1 85.41 2.46 2 0 0 0 86.33 | 2.18
1 1 -1 1 83.69 2.30 -2 0 0 0 78.81 3.55
1 1 1 -1 | 83.91 2.33 0 2 0 0 85.47 | 2.64
0 0 83.17 2.61 0 -2 0 0 83.04 | 261
0 0 79.39 2.48 0 0 2 0 83.62 2.75
-1 -1 -1 -1 | 80.78 2.85 0 0 -2 0 81.96 | 2.50
-1 -1 1 1 82.41 3.07 0 0 0 2 8587 | 2.72
-1 1 -1 1 85.51 3.09 0 0 0 -2 | 8172 | 238
-1 1 1 -1 | 80.65 293 0 0 0 0 84.55 2.68
1 -1 -1 1 84.47 2.34 0 0 0 85.65 2.63

a) Ajuste un modelo jerarquico hasta de segundo orden para cada una de las respuestas.

b) ¢Cuénto de la variabilidad de la respuesta explica cada modelo? Verifique los supuestos de los
modelos y la presencia de puntos aberrantes.

) Ignorando el hecho de que los modelos no son muy buenos, optimice simultdneamente ambas
respuestas con el método grafico considerando que los valores deseables son Y; > 85y Y, > 2.5.
Decida usted los limites practicos para cada respuesta de acuerdo con el rango de valores que pre-
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dicen los modelos en la regién experimental. Note, ademas, que al ser cuatro factores, cada corte
de la region se hace con base en dos factores. Trabaje en el rango [-2, 2] para cada factor.

d) Haga el andlisis simultaneo usando el método de la funcién de deseabilidad.

e) Considerando que ambas respuestas tienen al menos un outlier, rehaga los andlisis anteriores ajus-
tando previamente y de manera apropiada dichos datos. ; C6mo cambian las soluciones anteriores
al ajustar los puntos discrepantes?

Investigar y experimentar

20. Buscar por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, un articulo de una revista cientifica o tec-
nolégica donde se reporte el resultado de una investigacion experimental en la que se haga una optimizacion
simultanea de varias respuestas con alguno de los métodos descritos en este capitulo. Anotar la referencia
completa, es decir: autor(es), afio, titulo del trabajo y nombre de la revista; ademas, hacer una sintesis de lo
que trata el articulo, detalles de los tratamientos que compara, los analisis estadisticos que hacen y las prin-
cipales conclusiones.

21. En relacién con el ejercicio 21 del capitulo 15, en el que se propone encontrar las condiciones 6ptimas de
una mezcla de agua jabonosa para generar el maximo posible de burbujas, ahora, como parte de un trabajo
en equipo, desarrollar tal proyecto, considerando los mismos componentes, pero midiendo tres variables de
respuesta: numero de burbujas, tamafio de la burbuja mas grande y el tiempo que transcurre hasta que des-
aparece aproximadamente la mitad de las burbujas. Se trata de encontrar la mezcla que maximice en forma
simultanea estas variables.
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Algunos disefios especiales: anidados, parcelas divididas y mediciones repetidas

Existen situaciones experimentales que, aunque se parecen a primera vista a los disetios fac-
toriales, tienen particularidades que requieren un planteamiento y analisis diferentes. En este
capitulo se ven tres de esas particularidades que llevan a sendos disenios especiales. El pri-

c0nceptos clave mero se identifica como disefio anidado (Nested Design) y se distingue porque los niveles de

Arreglo interno-externo
en parcelas divididas

Disefio anidado o
jerarquico
Disefo en parcelas

prueba de un factor no son idénticos en todos los niveles del resto de los factores, y mas bien
se da una estructura de anidamiento. El segundo se conoce como disefio en parcelas divididas
(Split-plot Design), que involucra a varios factores pero que no es posible hacer una completa
aleatorizacion de las corridas experimentales. El tercero son los experimentos con medidas
repetidas, donde por lo general se realizan varias mediciones de la variable de respuesta sobre
las mismas unidades experimentales bajo condiciones diferentes, por lo que las mediciones

divididas sobre la misma unidad experimental no son independientes.
Error de parcela El error tipico que se comete en las situaciones experimentales de los disefios anteriores
es que, a menudo, el experimentador los analiza como si fueran disefios factoriales, y esto

Error de subparcela ‘ : ‘ ) ) :
puede llevar a conclusiones erréneas, como se ilustrara a través de ejemplos.

Estructura de disefio
Factores cruzados

Disenos anidados

Factorial aleatorio

Factorial anidado En capitulos previos vimos que cuando se tiene un disenio factorial con dos factores cruza-
Medidas repetidas dos A y B, se corren en orden aleatorio todas las posibles combinaciones de niveles de los
Parcela dos factores. Ahi, los niveles de cada factor se pueden combinar en cualquier momento con

los niveles del otro factor, y en este caso los niveles de un factor son exactamente los mismos

Parcelas doblemente . _ .
divididas que en cada nivel del otro factor. Por otra parte, cuando se dice que el factor B est4 anidado

en el factor A significa que los niveles del factor B no son los mismos en cada nivel del factor
A. Es decir, hay una especie de relacion padre-hijo entre los niveles del factor A (padres) y los
Subparcela niveles del factor B (hijos). En este sentido, los disefos anidados también se conocen como
Unidad experimental disefos jerdrquicos.

Parcelas en bloques

@) Factores cruzados

Ejemplo 14.1
Sus niveles se pueden combinar aleato-
riamente sin ninguna restriccién en cada Un caso tipico de anidamiento surge cuando se quiere evaluar el error de un sistema de
nivel del otro factor. medicién mediante un estudio de repetibilidad y reproducibilidad (R&R), véase Gutiérrez y
De la Vara (2009), donde la medicién de cada pieza se obtiene por medio de una prueba
"» Disefio anidado destructiva. Los estudios R&R req_uieren que una misma pieza sea medida por lo menos
v - dos veces por los operadores participantes en el estudio, pero esto no es posible en prue-
0 Jerarquico bas destructivas. Si suponemos que cada pieza o parte se puede dividir en tres pedazos
que se destruyen al medirlos, entonces estos tres pedazos sélo permiten que un operador
haga sus repeticiones sobre la misma pieza; por ello, los otros operadores tendran que
utilizar piezas diferentes. En este sentido se dice que las piezas estan anidadas en los
operadores, como se muestra en la figura 14.1, donde a fin de ilustrar el disefio anidado
se consideran: dos operadores, cuatro piezas y tres repeticiones.

Se aplica cuando los niveles de un factor
B estan anidados en los niveles de otro
factor A de mayor jerarquia. Al factor B se
le llama factor anidado y sus niveles son
diferentes en cada nivel de A.

Advierta que en la figura 14.1 se enfatiza que cada operador utiliza piezas diferentes empleando
la numeracion de las piezas del uno al ocho. Si cada pieza no se pudiera dividir en tres pedazos y/o la
pieza solo resistiera una medicion, todavia se podria correr este disefio, pero suponiendo que es posible
construir pequenos lotes de tres piezas similares, donde cada operador haria sus tres repeticiones. En
este experimento es razonable suponer que el factor operador es fijo porque los dos trabajadores estan
disponibles y el factor pieza es aleatorio (véase capitulo 5), ya que éstas son una seleccion aleatoria de
la produccion.

Un aspecto que distingue al disenio anidado es que no tiene sentido considerar la interaccion entre
los factores con respecto al anidamiento, ya que, por construccion, los niveles del factor anidado son
diferentes en cada nivel del factor principal. Para que la interaccion tenga sentido, los operadores deben
medir exactamente las mismas piezas, como ocurre en un diseio factorial cruzado.



Operador

Pieza

Datos

PTANN

.

12.50 13.34 12.00 11.90
12.30 13.20 12.40 12.00
12.80 13.09 11.90 11.85

PTANN

}

11.50
11.90
11.40

}

12.15
11.95
11.85

}

11.60
11.45
11.15

{

10.00
10.40
9.65
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Figura 14.1 Estudio R&R anidado, con dos operadores, cuatro piezas y tres repeticiones por pieza.

En este primer ejemplo se tienen solo dos factores, uno anidado en el otro, pero existen situacio-
nes mas complejas, por ejemplo: de tres factores, con C anidado en B, y B anidado en A. También hay
situaciones experimentales en las que algunos factores pueden cruzarse o combinarse de acuerdo con
un arreglo factorial mientras otros factores estan anidados. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Factores cruzados y anidados

Consideremos el caso de un ingeniero industrial que quiere
comparar dos métodos de ensamble (factor A), utilizando dos
arreglos diferentes del &rea de trabajo (factor B) y cuatro opera-
dores (factor C). Como las areas de trabajo donde se implementa
cada arreglo estan fisicamente separadas, se deben utilizar cua-

Ensamble

Arreglo

Operador

Datos

Ensamble

Arreglo

Operador

Datos

Al

¢ |
PYANTARN

ooy

5.6 4.5 6.0 4.3

4.9 4.7 6.3 4.2

5.4 5.1 52 4.0
A2

v
AN

Voo

5.4 5.0 6.1 55
5.6 53 6.5 5.7
4.9 5.4 5.8 59

}

6.3
6.5
6.4

v
AN

}

6.6
6.7
6.6

tro operadores diferentes en cada arreglo. En otras palabras, los
operadores estan anidados en los arreglos. Mientras que en los
métodos de ensamble estan cruzados con los arreglos y con
los operadores. En este disefio, conocido como factorial-anida-
do, los datos se pueden acomodar como en la figura 14.2, la
variable de respuesta es el tiempo de ensamble.

}

47
47
5.0

/

4.9
53
53

Al

A2

Figura 14.2 Comparacion de métodos de ensamble, disefio factorial-anidado.
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53
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» Disefio factorial-
anidado

Disefio que involucra factores cruzados y
anidados.



410

CAPITULO 14  Algunos disefios especiales: anidados, parcelas divididas y mediciones repetidas

Modelo y analisis estadistico del disefio anidado

En el disefio anidado mas simple (anidamiento en dos etapas), que es el caso del ejemplo 14.1, se
tienen dos factores A y B, con los niveles de B anidados en cada nivel de A. El modelo estadistico que
describe el comportamiento esperado de la respuesta en este disefio esta dado por:

Vi =Mt + B ey, i=12,..,a j=1,2,..,b; k=12, n (14.1)

donde hay a niveles de A, b niveles del factor B anidados bajo cada nivel de A y n réplicas. Ademas u
es la media general, @; es el efecto del i-ésimo nivel del factor A, By es el efecto del j-ésimo nivel del
factor B, que esta anidado en el nivel i del factor A, y (), es el error aleatorio con los supuestos usuales
de normalidad, varianza constante e independencia. Notese que el modelo no incluye el concepto de
interaccion, ya que el factor B no esta cruzado, sino anidado en el factor A. Las hipotesis de interés
expresadas en la notacién del modelo son:

HO :a] :az :-..:aa :O
H, :a; #0 para algun 1,

Ho : By = Boy == By =0
Hy : B0y #0 para algin j,

(14.2)

Ho : iy =Bawy == Priwy =0
Hy : B #0 para algin j

Obsérvese que las hipotesis sobre el factor anidado se expresan dentro de cada nivel del factor A
usando la notacion j(i), que significa nivel j anidado en el nivel i. Estas hipotesis se prueban mediante
un ANOVA apropiado, el cual toma en cuenta si los factores son fijos o aleatorios. La mayoria de las
sumas de cuadrados que se deben calcular para el ANOVA son las mismas que se calculan en el disefio
factorial con dos factores (véase capitulo 6), salvo la suma de cuadrados del efecto anidado B(A) que
se denota por SCpu y que se obtiene con respecto a la media dentro de cada nivel del factor A y no
con relacion a la media global como se hace con el efecto A no anidado. Especificamente, la suma de
cuadrados totales esta dada por:

a b n 2
SCr=2 23V, _YW (14.3)
i=1 j=1k=1

donde N = abn es el total de observaciones en el experimento. Las sumas de cuadrados de los efectos
Ay B(A) son:

LYY

SCy =Y Jiew Lo
=2 (14.4)
a | b 1/’2- Yl%. )
SCan = 2. ZT_b_n (14.5)

i=1\ j=1
y la suma de cuadrados del error, por diferencia, es:
SCg=SC; =SC, —SCp4)
donde los grados de libertad correspondientes cumplen esta misma relacion:

ab(n—-1)=(abn-1)—(a—-1)—a(b-1)



Modelo y anélisis estadistico del disefio anidado

Al igual que en los disefios factoriales, los valores esperados de los cuadrados me-
dios en un experimento anidado dependen de si ambos factores se consideran fijos o
aleatorios; o uno fijo y el otro aleatorio (véase capitulo 5). En la practica se suele abusar
del supuesto de factores fijos, quiza porque los paquetes estadisticos tienden a suponer
lo mismo, o porque es mas facil comprender las hipotesis de interés expresadas en
términos de los efectos promedio, como se muestran en las ecuaciones (14.2). Cabe
recordar que cuando los efectos son aleatorios, las hipdtesis de interés se expresan en términos de las
varianzas de los mismos (Hy: offm =0). En resumen, para el caso anidado con dos factores, en la tabla
14.1 se muestran los valores esperados de los cuadrados medios para las tres combinaciones de interés
de factores fijos y aleatorios. La combinacion A aleatorio y B fijo usualmente no es de interés practico,
por eso no se incluye.

1 Tabla 14.1 Valores esperados de los CM en el disefo anidado con dos factores

A fijo A fijo A aleatorio
E(CM) B fijo B aleatorio B aleatorio
bn) ai bn) ol
E(CM,) o+ L 0% +noy+ L o’ +noj+bno,,
a—1 a—1
2
E(CMg,) | o? +% o’ +noj o’ +noj
a(b-1)
E(CMp) o’ o’ o’

La informacion que provee esta tabla es util para saber, en cada caso, como se deben construir los
estadisticos de prueba para las hipotesis de interés y, por lo tanto, para saber como se calculan las dos
ultimas columnas de la tabla de ANOVA. Por ejemplo, en el caso (fijo, fijo) los estadisticos se constru-
yen con los cocientes:

A CZV{A B(A)
= y F =— 14.6
’ CMg ! ( )

que serian igual a uno bajo las respectivas hipotesis nulas; en la tabla 14.1 se observa que cuando los
efectos A y B(A) son nulos o iguales a cero, los estadisticos de (14.6) se reducen a 0*/o” = 1. De manera
similar, de la columna (A fijo, B aleatorio) se ve que para esta combinacion los estadisticos correspon-
dientes son:

CM
FA = A y FEA =

A = (14.7)
CMB(A)

Observe que en los estadisticos de prueba (ecuaciones 14.6 y 14.7) cambia el denominador, de-
pendiendo de lo que se supone con respecto a los factores. La informacion hasta aqui presentada es
facil de bosquejar en la tabla de ANOVA para cada caso. Veamoslo, pero en el contexto de un ejemplo.

» Factor aleatorio

Los niveles de prueba utilizados son una
muestra aleatoria de la poblacién de nive-
les posibles para este factor.

(Continuacion)

Con los datos de la figura 14.1 para el estudio R&R y suponien-
do el factor operador (A) fijo y pieza (B) aleatorio, el ANOVA ani-
dado se muestra en la tabla 14.2, en la que se observa un efecto
contundente de las piezas, que es lo esperado en este tipo de

estudios porque indica que el sistema de medicién es capaz de
distinguir las piezas. Algo indeseable en los estudios R&R es el
efecto significativo del operador, que en este caso, dado que su
valor-p es 0.0606, y estd muy cerca de 0.05, su impacto en la
medicion puede ser relevante.
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1 Tabla 14.2 ANOVA anidado. Ejemplo 14.1

Fuente de Suma de | Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Operador 8.4966 1 8.4966 5.3187 0.0606
Pieza(operador) 9.5849 6 1.5975 28.9444 0.0000
Error 0.8831 16 0.0552
Total 18.9646 23

Debido a que este ejemplo es un caso de estudios R&R, el error representa la repetibilidad, la
fuente pieza (operador) es la variacion de las piezas y la fuente operador representa la reproducibili-
dad (véase Gutiérrez y De la Vara, 2009, capitulo 11). Los valores estimados de cada componente de
varianza se pueden obtener al despejar los cuadrados medios correspondientes de la tabla 14.1. En el
ejemplo, como A es fijo y B aleatorio, los componentes de varianza se estiman por:

6_2 CM . 6'2 — CMB(A) _CME y 6124 — CMA _CMB(A)

error errors B(A)
n bn

(14.8)

y con ellos se calcula la variacion que se atribuye al sistema de medicion, como Oper = (AT?W + cﬁ .Esta
se expande y compara con la tolerancia [5.156 . /(ES—EI)], y con la variacion total (5.150 gz /5.150 ) -
El sistema de medicion no tiene la precision adecuada (o sea, tiene mucho error) cuando cualquiera de
estos indices es mayor que 0.3 (30%), pero el sistema es bueno si ambos son menores que 20% (véase
Gutiérrez y De la Vara, 2009, capitulo 11).

En los software estadisticos usualmente se incluyen los disefios anidados, por lo que no es com-
plicado obtener el ANOVA correspondiente. En caso contrario, se puede obtener facilmente de la tabla
de ANOVA del disetio factorial usual (no anidado), simplemente se debe observar que la suma de
cuadrados anidada SCyy es igual a la suma SCy + SCyp del disetio factorial usual. En este ejemplo se
puede ver que:

SC pieza(operador) = SC pieza + SCoperador X pieza (14'9)

lo cual se deja como ejercicio al lector (ejercicio 7).

Ejemplo14.2

(Continuacion)

Se retoma el problema del ejemplo 14.2 y los datos de la figura 14.2, en los que se involucran tres factores: el factor A (método de
ensamble), cruzado con B (tipo de arreglo) y con C (operador que hace el ensamble). Los niveles del factor C estan anidados en los
niveles de B. El modelo estadistico para este tipo de disefio esta dado por:

Vi = +a;+ B +(af)i +yiy o T ey =12 j=12 k=12,..,4,1=123 (14.10)

donde u es la media general, @; es el efecto del ensamble i, 3, es el efecto del arreglo j, (@f); es la interaccion entre ensamble y arre-
glo, Yk es el efecto del operador k anidado en el j-ésimo arreglo, (cy)y; es el efecto de interaccion ensamble con operador anidado
en el j-ésimo arreglo y ;4 es el error aleatorio asociado con la observacion /-ésima del tratamiento jjk. En la tabla 14.3 se muestra la
tabla de ANOVA de este modelo declarando el factor operador aleatorio. Es muy importante no olvidarse de especificar si los facto-
res son aleatorios o fijos, porque eso puede cambiar de manera radical las conclusiones (véase ejercicio 8). En esta tabla se observa
gue son significativos los efectos Oper(Arreg), EnsaxOper(Arreg) y practicamente ensamble (dado el nivel tan pequefio del valor-p).

La razon F se obtiene considerando el factor operador aleatorio, con lo que la mayoria de los cua-
drados medios se divide entre el CM del efecto anidado de menor jerarquia: AC(B), con excepcion de
A:Arreg que se divide con el CM de C(B) y el propio AC(B) que se contrasta con el CM del error. Por



1 Tabla 14.3 ANOVA para tiempos de ensamble. Ejemplo 14.2

Modelo y anélisis estadistico del disefio anidado

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p

A:Ensa 2.0419 1 2.0419 5.94 0.051
B:Arreg 0.7752 1 0.7752 0.34 0.579
AB 0.3169 1 0.3169 0.92 0.374
C(B):Oper(Arreg) 13.5529 6 2.2588 6.57 0.019
AC(B) 2.0629 6 0.3438 3.38 0.011
Error 3.2533 32 0.1017

Total 22.0031 47

supuesto que es mas facil usar un software con una opcion de ANOVA que considere factores anidados

y cruzados.

Para interpretar los efectos significativos se utilizan las graficas de efectos usuales, pero dentro de
cada nivel del factor de mayor jerarquia. En la figura 14.3 se representa el efecto de interaccion AC(B)

dentro de cada nivel de B (cada arreglo). De la figura se concluye que el mejor método de ensamble es
el método 1 (linea solida), que se mantiene siempre por debajo. El efecto individual del arreglo que es

no significativo en el ANOVA, seria la diferencia en los tiempos promedios de los dos graficos. Mien-

tras que el efecto de C(B), que seria el promedio de las lineas punteada y solida en cada grafica, resulta

muy diferente en cada arreglo, en principio porque se consideran diferentes personas en cada lugar de

trabajo. En conclusion, habria que entrenar mas a los operadores para homogenizar y bajar los tiempos
del método de ensamble 1 (véase figura 14.3), mediante cualquiera de los dos arreglos.

Tiempo

Figura 14.3

6.5

6.1

5.7

53

4.9

4.5

4.1

Arreglo 1

Operador

6.8

6.4

6.0

5.6

5.2

4.8

Arreglo 2

Ensamble

-—=2

1

Interaccion AC(B): EnsaxOper (Arreg), ejemplo 14.2.

Operador

Si no se cuenta con un software estadistico que obtenga directamente el ANOVA de la tabla 14.3,
éste se puede obtener a partir de la tabla de ANOVA del analisis factorial que ignora el anidamiento,
pero considerando que los términos anidados son sumas de dos términos factoriales, especificamente:

SCOper (Arreg) = SCOpa’ +SCOper x Arreg

SCEnsax Oper (Arreg) — SCEnsax Oper +SCEnsa>< Oper x Arreg

(14.11)
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» Parcela

Son unidades experimentales grandes a
las cuales se asignan los niveles de facto-
res dificiles de mover. En agricultura es un
terreno para siembra.

» Subparcela

Son unidades experimentales pequefias
que resultan de dividir la parcela. En las
subparcelas se asignan los niveles de fac-
tores faciles de manipular.

» Unidad experimental

Individuo, objeto o cantidad de material
a la que se le aplica un tratamiento para
obtener un dato de cada respuesta de in-
terés.

Diseio en parcelas divididas

El diseno en parcelas divididas (split-plot), cuyo nombre se deriva de su origen en agri-
cultura, surge por una restriccion particular para aleatorizar el orden de corrida de
los tratamientos. Por ejemplo, suponga que se quieren comparar varios fertilizantes,
cada uno de ellos se aplica a una parcela completa o grande, pero dicha parcela a su
vez se divide en parcelas pequenas o subparcelas para estudiar diferentes variedades
de un cultivo. De esta manera, se tiene el factor de parcela (fertilizante) y el factor de
subparcela (variedad). El hecho relevante es que los fertilizantes se aleatorizan al asig-
narlos a las parcelas y las variedades al asignarlas a las subparcelas (pero dentro de
cada parcela); por ello, no se tiene, ni es conveniente, una aleatorizacion completa
de fertilizantes y variedades, como se haria con un disefio factorial. Una representa-
cion grafica de las parcelas y subparcelas en este experimento agricola, considerando
la asignacion aleatoria de tres fertilizantes (F1, F2 y F3), cuatro variedades (V1, V2,
V3 y V4) en tres réplicas (bloques I, 11, III), se muestra en la figura 14.4. Asi, cada
columna es una parcela.

F2 F1 3 F1 F2 3 F2 3 F1
V1 V3 V4 V2 V2 V1 V3 V4 V4
V3 V4 V2 V4 V1 V3 V2 V1 V1
V4 V1 V3 V1 V3 V2 \Z V3 \Z
V2 V2 V1 V3 V4 V4 V1 V1 V3
Bloque | Bloque I Bloque Il

Figura 14.4 Disefio en parcelas divididas para tres fertilizantes (parcelas) y cuatro
variedades (subparcelas) en tres réplicas (blogues).

Situaciones similares a la descrita se presentan en otras areas experimentales, don-
de las parcelas y subparcelas ya no son fisicamente pedazos de tierra, pero la idea es
la misma: habra tratamientos que se tienen que aplicar de manera aleatoria a unidades
experimentales grandes (parcelas), y habra otros tratamientos que se pueden aplicar al
azar en unidades experimentales chicas (subparcelas), que resultan al dividir las prime-
ras. Asi, los primeros tratamientos son combinaciones de niveles de los factores en las
parcelas y los segundos son combinaciones de niveles de los factores en las subparcelas.
A menudo, los tratamientos en la parcela se aplican antes que los tratamientos en la

subparcela. Estos diferentes tamarios de unidades experimentales provocan la aparicion de dos estruc-
turas de error que deben tomarse en cuenta al momento del analisis estadistico.

@) Diseiio en parcelas
divididas

Experimento que involucra diferentes ta-
mafos de unidades experimentales, que
restringen la completa aleatorizacion de
los tratamientos. Cada tipo de unidad ge-

nera un error experimental que es nece-
sario estimar.

Cuando utilizar el disefio en parcelas divididas

El usuario tipico no suele distinguir cuando y como puede utilizar el disefio en parcelas
divididas y aprovechar sus ventajas, o cuando menos hacer el analisis correcto de una
situacion experimental que cae en este tipo de disefio. Existen diferentes motivaciones
para considerar el disefio en parcelas divididas como el mas apropiado. Por ejemplo,
algunas situaciones especificas en las que es recomendable este tipo de disefio son las
siguientes:

1. Cuando en un estudio experimental se tienen factores que son dificiles de cambiar
de un nivel a otro, y también se tienen factores que son faciles de mover. En general, los
factores dificiles de manipular dificultan el trabajo experimental en un disefio factorial,

ya que los tratamientos se tienen que correr en forma aleatoria, lo cual obliga a cambiar con fre-
cuencia los niveles de tales factores. Una posible solucion es la que se expuso en el ejemplo 10.1.
La otra, y mas efectiva, es aplicar un disefio en parcelas divididas, donde los factores dificiles de
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mover se asignen a las parcelas y los faciles de mover a las subparcelas, minimizando de esta mane-
ra los cambios de nivel de los factores dificiles durante el experimento. Un ejemplo tipico de esta
situacion se da en los procesos de horneado (de pasteles, de metal, etc.), en los que se dificulta estar
cambiando el nivel de temperatura del horno; una mejor estrategia es elegir al azar uno de los nive-
les de temperatura con los que se desea experimentar y correr en ella todas las combinaciones de los
factores restantes. De esta manera, el factor temperatura define las parcelas grandes y el resto de
los factores serian las parcelas chicas.

2. Por su naturaleza, algunos factores requieren que la unidad experimental sea de gran tamario,
mientras que otros factores se pueden manejar a menor escala. Este caso se mostro en la figura
14.3, donde se quieren comparar varios fertilizantes pero es técnicamente impractico aplicarlos a
parcelas pequenas, es decir, cada fertilizante s6lo se puede aplicar en parcelas grandes. Estas se
dividen en subparcelas para estudiar diferentes combinaciones de otros factores, como variedades,
practicas de manejo, etc. Otro ejemplo de un factor de parcela grande es el fumigante, suponiendo
que éste se tiene que aplicar desde una avioneta que no puede maniobrar en una parcela chica sin
contaminar a la parcela de al lado.

3. En ocasiones se requiere incluir un factor adicional en aras de un mayor alcance de las conclusio-
nes del experimento, pero la importancia de este factor adicional es menor. Por ejemplo, suponga-
mos que se quieren comparar cuatro medicamentos para una enfermedad, y ademas controlar la
dosis y el tiempo de aplicacion en dos niveles cada uno. Pero si adicionalmente se considera que
en estudios de este tipo la hora del dia en la que se aplica el tratamiento puede influir en los resul-
tados, entonces se incluye la hora en el experimento, dividiendo cada dia en cuatro parcelas. Asi,
se aleatoriza a cual de las cuatro parcelas (hora de aplicacion) se asigna cada uno de los cuatro
medicamentos. Dentro de cada parcela se aleatorizan las cuatro combinaciones de dosis y tiempo
(subparcela) que corresponden a cada medicamento. Y esto se puede repetir varios dias (bloque).

4. Otro caso es cuando se espera de antemano, por conocimiento previo, que algunos factores tengan
efectos grandes sobre la respuesta, mientras que para otros factores se espera un efecto pequerio.
En estas circunstancias, los niveles de los factores con efectos grandes se asignan de manera alea-
toria a las parcelas y los niveles de los factores con efectos pequerios se asignan aleatoriamente a las
subparcelas. En un disefio en parcelas divididas los efectos de los factores en las parcelas se estiman
con menor precision que los efectos de los factores en las subparcelas, ya que existe mas variabili-
dad entre las primeras dado su mayor tamario y la menor cantidad de datos. De aqui que el factor
con efecto grande se asigne a la parcela grande, puesto que no se requiere mucha precision para
detectar un efecto de este tipo.

5. Muchos experimentos robustos que usan el disefio con arreglo interno y externo propuesto por
Taguchi (capitulo 9) son, por la manera en la que fueron realizados, disefios en parcelas divididas.
Tipicamente, cada combinacion de los factores de proceso en el arreglo interno es una parcela, y
cada combinacion de los factores de ruido en el arreglo externo es una subparcela.

Para complementar lo anterior, en un disefio en parcelas divididas es de suma importancia
decidir cudles factores se iran a la parcela y cudles a la subparcela, ya que de esto depende el tama-
1o de la parcela que sera usada con cada factor y la precision con que se estimaran los efectos. Todo
esto sin olvidar las practicas de manejo y facilidad para mover niveles, que son criterios a tomar en
cuenta. Otras consideraciones para asignar un factor a las subparcelas son: la importancia del fac-
tor, si se espera que tenga efectos relativamente pequerios, se desea mayor precision en su analisis
o requiere poca cantidad de material experimental.

Ejemplo14.3

Caso con dos factores tro marcas de barniz. La variable de respuesta es la resistencia. El

experimento se realizo de la siguiente manera: primero se selec-
Potcner y Kowalski (2004) describen un experimento que tiene  ciona al azar un pretratamiento y se aplica a un panel de made-
que ver con la propiedad de resistencia de la madera al agua. En  ra. Después, el panel se parte en cuatro pedazos y a cada trozo
el experimento se estudian dos tipos de pretratamientos y cua-  se aplica una marca de barniz elegida al azar. Luego se aplica el
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segundo pretratamiento a otro panel, que se divide a su vez en
cuatro pedazos en los que se aplican los barnices al azar. Esto
se hace tres veces. La resistencia obtenida en cada combinacion
de pretratamiento y barniz se muestra en la tabla 14.4. Por la
manera en la que se corri6 el experimento, cada panel corres-
ponde a una parcela y cada trozo de panel es una subparcela.
De modo que en total se tienen seis parcelas y 24 subparcelas.
Cada renglén son los datos observados en una parcela y cada
casilla representa el dato en una subparcela.

Si no se supiera como se obtuvieron los datos, éstos se
podrfan tomar como un disefio en bloques completos al azar

CAPITULO 14  Algunos disefios especiales: anidados, parcelas divididas y mediciones repetidas

(capitulo 4), o como un disefio factorial 4 x 2 (capitulo 5) con
tres réplicas, pero de acuerdo con el procedimiento experimen-
tal descrito, se trata de un diseno en parcelas divididas. Existen
varios aspectos caracteristicos del disefio en parcelas divididas
que lo delatan como tal: los factores tienen dos tamanos de uni-
dades experimentales; el panel completo para los pretratamien-
tos y los pedazos de panel para los barnices. El procedimiento de
aleatorizacién consta de dos pasos. Ademas, el nimero de repe-
ticiones no es el mismo para cada factor, ya que pretratamiento
tiene tres repeticiones y barniz seis. Mas adelante se analizan los
datos de la tabla 14.4.

1 Tabla 14.4 Datos de resistencia de la madera al agua, ejemplo 14.3

Barnices
Pretratamiento B1 | B2 | B3 | B4 Media
1 43.0 51.8 40.8 455 4528
1 57.4 60.9 51.1 55.3 56.18
1 52.8 59.2 51.7 55.3 54.75
2 46.6 53.5 35.4 32.5 42.00
2 52.2 48.3 459 44.6 47.75
2 32.1 344 32.2 30.1 32.20

» Estructura de diseiio

Maneras de acomodar los factores de par-
cela o de subparcela, que se reflejan en
el modelo y su analisis. Puede ser com-
pletamente al azar, en bloques, factorial,
etcétera.

» Parcelas doblemente
divididas

Cuando a su vez la subparcela se divide
para dar lugar a subsubparcelas donde

se asignan los niveles de otro factor de
interés.

Los disefios en parcelas divididas presentan complicaciones dependiendo de la

situacion experimental. Los problemas mas comunes ocurren cuando:

1. Los niveles del factor parcela estan metidos en una estructura de disefio completa-

mente al azar (como en el ejemplo 14.3), de bloques completos al azar o de cuadro
latino. Mientras que los niveles del factor subparcela también tienen diferentes
arreglos dentro de cada parcela.

. Existen mas de dos factores tanto a nivel de parcela como a nivel de subparcela,

como ocurre en muchos disefios con arreglo interno y externo propuestos por Ta-
guchi (capitulo 9 y ejemplo 14.4). Cuando son muchos los factores en la subpar-
cela es necesario utilizar factoriales fraccionados, pero la estructura de confusion
resultante es diferente a la fraccion por tratarse de un diseno en parcelas divididas
(Bingham et al., 2004).

. La subparcela se parte en subsubparcelas para dar lugar a otro factor de interés, en

cuyo caso el experimento se llama disefio en parcelas doblemente divididas (Split-split-
plot design).

Caso con varios factores

de disefio (control): harina (H), grasa (G) y polvo de huevo (P)

Consideremos un ejemplo del tipo disefio robusto con arreglos
interno y externo (véase capitulo 9), cuyo objetivo del expe-
rimento es disefiar una harina preparada para pastel que sea
robusta a las variaciones de temperatura y tiempo de prepa-
racién por parte de los consumidores. Para ello se plantea el
experimento de la tabla 14.5, en el que se tienen tres factores

acomodados en un factorial 2°. Los factores de ruido son tem-
peratura del horno (7) y tiempo de horneado (7). La variable
de respuesta es el resultado de la evaluacién promedio de un
panel de expertos en una escala del uno al siete, donde siete es
la méxima evaluacién positiva. Para sintetizar, nos referimos a la
variable como el sabor.
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1 Tabla 14.5 Experimento sobre el sabor de pasteles

Factores de Factores de ruido

diseno T -1 1 -1 +1
H G P Ti -1 -1 +1 +1
-1 -1 -1 11 1.4 1.0 2.9
+1 -1 -1 1.8 5.1 2.8 6.1
-1 +1 -1 1.7 1.6 1.9 2.1
+1 +1 -1 39 | 37 | 40 | 44
-1 -1 +1 1.9 3.8 2.6 4.7
+1 -1 +1 4.4 6.4 5.2 6.6
-1 +1 +1 1.6 2.1 2.3 1.9
+1 +1 +1 4.9 5.5 5.2 5.7

El experimento de la tabla 14.5 es un disefio en parcelas divididas porque se corrié de la siguiente
manera: se amaso una cantidad suficiente de harina en cada combinacion de los factores de disefio, y
luego ésta se dividio en cuatro lotes con los cuales se prepararon cuatro pasteles que fueron horneados
en las diferentes combinaciones de temperatura y tiempo. Para ser un experimento factorial se tendrian
que haber preparado en orden aleatorio los 32 pasteles uno por uno. Pero se trata de un disefio en par-
celas divididas porque sélo se prepararon en orden aleatorio ocho mezclas de ingredientes (parcelas), y
cada una se dividio en cuatro partes (subparcelas) que se asignaron en orden aleatorio a una condicion
de horneado. Notese que el horno se tuvo que usar 32 veces, pero seguramente existen otras maneras
mas eficientes de realizar las corridas en este experimento (véase Box y Jones, 2000; Bisgaard y Kulahci,
2001). Mas adelante analizamos los datos de la tabla 14.5.

Modelo y analisis estadistico de los
disefnos en parcelas divididas

El caso de dos factores

El caso mas simple de parcelas divididas con dos factores es similar al ejemplo 14.3 de la tabla 14.4,
donde se estudian dos pretratamientos y cuatro barnices, los primeros como parcelas y los segundos
como subparcelas. En este caso los pretratamientos se aplican en un esquema completamente al azar,
mientras que los barnices se aplican al azar dentro de cada pretratamiento. Este acomodo de los factores
de parcela y subparcela da lugar a un analisis particular. Si en general los factores se denotan por A
(parcela) y B (subparcela) con a y b niveles, respectivamente, y si consideramos n repeticiones de cada
nivel del factor de parcela, las cuales estan acomodadas en un disefio completamente al azar, el modelo
estadistico que describe esta situacion es:

Vi =t a+0y+ B+ (af); ey k=12, ni=12 . a j=12,.b (14.12)

donde «; es el efecto del i-ésimo nivel del factor de parcela y d;, es el error de parcela. Sin considerar
la media general u, estos primeros dos efectos se refieren a la parcela. Los ultimos tres correspon-
den a la subparcela, donde f; es el efecto del j-ésimo nivel del factor B, (#f8);; es el efecto de interac-
cion AB en la combinacion ij y €, es el error de la subparcela. Se espera que el error de subparcela
siempre sea menor que el error de parcela. El objetivo del analisis es probar las hipotesis usuales:
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HO :al:azz...:aazo

H, :a; #0 para algun i,

Hy:p1=B,==p,=0 (14.13)
H, :fB; #0 para algun i,

Hy :(af); =0 para todo (i, j)
H, :(aff); #0 para algun (i, j)

Para ello es necesario obtener la tabla de ANOVA, que en los disefios en parcelas divididas es como
calcular dos ANOVA,; el primero para el efecto del factor de parcela y el segundo para el efecto del fac-
tor de subparcela y su interaccion con el factor de parcela. De aqui que en el modelo aparezcan dos tér-
minos error, uno para cada tamano de unidad experimental. Son precisamente los diferentes tamanos
de las unidades experimentales utilizadas con cada factor lo que da lugar a las dos estructuras de error.

Para calcular las sumas de cuadrados de los efectos en el modelo se utilizan las mismas expresiones
que se presentaron en los disefios con bloques (capitulo 4) y en disetios factoriales (capitulo 5), pero no
las vamos a reescribir aqui. En este momento es mas importante revisar la tabla de los valores esperados
de cuadrados medios (tabla 14.6), donde queda en evidencia la necesidad de las dos estructuras de
error mencionadas. En esta tabla también se incluyen los grados de libertad, y el factor de parcela se
acomoda como en un disefio completamente al azar, con n repeticiones en cada parcela. Los factores
Ay B se consideran fijos y las repeticiones aleatorias. Las reglas para obtener los valores esperados de
cuadrados medios se pueden consultar en Hicks (1993).

1 Tabla 14.6 Valores esperados de cuadrados medios del disefio en parcelas dividi-
das con las parcelas acomodadas completamente al azar

Fuente de Grados de E(cuadrado
variabilidad libertad medio)

Parcela a; (A) a-1 oi + baf; +bneg,

0y, (error parcela) aln-1) ai + boé
Subparcela | 3; (B) b-1 oF +angy

(af); (AB) (a-DMb-1) ai + NPy

&, (error subparcela) an—1D(kh-1) oi

Total abn—1

De la tabla 14.6 se concluye que la hipotesis sobre el factor A se prueba con el estadistico
F;' =CM,/CMs, donde llamamos CM; al cuadrado medio del error de parcela completa para distin-
guirlo del cuadrado medio del error en la subparcela (CMgs). La hipotesis acerca de B se prueba con
Fy =CMjy/CMgs; mientras que la hipétesis sobre la interaccion AB se verifica con Fy" =CM 45 /CMps.

Analisis del ejemplo 14.3

Veamos el analisis del ejemplo 14.3, en el que se quiere estudiar el efecto de dos pretratamientos (par-
cela) y cuatro marcas de barniz (subparcela) sobre la resistencia de la madera al agua. Vamos a proceder
por pasos para apoyarnos en los ANOVA que se obtienen con cualquier software estadistico. Primero,
para obtener el error de parcela solo se toman en cuenta los promedios de cada réplica de los pretrata-
mientos de la tabla 14.4, y se hace un ANOVA de la manera usual para comparar los pretratamientos.
A las sumas de cuadrados resultantes se les multiplica por cuatro (tamano de parcela, numero de datos
utilizados para calcular el promedio), para volver a la escala original de los datos. Los resultados de este
primer paso se muestran en la tabla 14.7.
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1 Tabla 14.7 ANOVA con promedio para el factor de parcela

4x
Fuente de (Suma de Grados de | Cuadrado
variabilidad cuadrados) libertad medio F, Valor-p
Pretratamiento 780.90 1 780.9 4.02 0.1154
Error (parcela) 776.72 4 194.18
Total 1557.62 5

En seguida, para comparar las subparcelas (barnices), primero se obtiene el ANOVA
para los datos de la tabla 14.4 como si el disefio fuera factorial 2 x4 con tres réplicas (véase tabla 14.8).
Este ANOVA no es apropiado para el disefio de parcelas divididas, sin embargo, ayuda en la obtencion
del ANOVA apropiado.

I Tabla 14.8 Andlisis del ejemplo 14.3 como factorial 2 X 4

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado

variablidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Pretratamiento 782.04 1 782.04 13.49 0.002
Barniz 266.00 3 88.67 1.53 0.245
PretraXBarniz 62.79 3 20.93 0.36 0.782
Error 027.88 16 57.99
Total 2038.72 23

El ANOVA final del disefio en parcelas divididas se muestra en la tabla 14.9. Este
se obtiene a partir de la informacion de las dos tablas anteriores. De manera especifica,
al tomar como base la tabla 14.8, se le agrega el error de parcela obtenido en la tabla » Error de parcela
14.7. El ervor de subparcela se obtiene restando al error de la tabla 14.7 el error de la

wabla 14.8: Varianza del error experimental debido a

parcela, contra el que se compara el efec-

to de factor de parcela.
SCaparcda = SCr = SC parcea =927.88-776.72=151.06

que tiene 16 — 4 = 12 grados de libertad. Con estos datos se obtiene la tabla 14.9, en la » Error de subparcela

que los F se consiguen dividiendo los cuadrados medios entre el error correspondiente  14mino de error experimental debido a
de parcela o subparcela, segin corresponda, como se desprende de la tabla 14.6. Los  gybparcela contra el que se compara el
valores-p también se pueden obtener con el apoyo de un software. De la tabla 14.9 se  efecto de factor de subparcela.
concluye que los barnices son diferentes estadisticamente y que los pretratamientos y

su interaccion con los barnices no tienen un efecto considerable. De manera grafica también es posible

determinar cual de los barnices es mejor. Vale la pena mencionar que si el experimento se hubiera ana-

lizado de manera inapropiada como si fuera un disefio factorial, de la tabla 14.8, se hubiese concluido

erréneamente que los pretratamientos son importantes y que los barnices no lo son. Esto nos permite

reconocer la trascendencia del disenio en parcelas divididas y su analisis apropiado.

Parcelas acomodadas en bloques @) Parcelas en bloues

Si en lugar de considerar a las parcelas acomodadas en un disenio completamente al ~ Cuando los k niveles del factor de parcela
azar como en el ejemplo anterior, se consideran en un disefio en bloques completos ~ se acomodan aleatoriamente dentro de
al azar, los estadisticos de prueba cambian drasticamente. En la figura 14.3 se presenta  bloques formados por k parcelas.

un esquema de esta situacion experimental y en el ejercicio 14.14 se muestra un experimento en el que,

ademas de los factores parcela (variedad) y subparcela (espaciamiento de surco), esta presente un factor

de bloque en cuyos niveles se hacen las repeticiones.
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I Tabla 14.9 ANOVA completo del disefio en parcelas divididas, ejemplo 14.3

Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio Fy Valor-p
Parcela Pretratamiento 782.04 1 782.04 4.03 0.1353
Error (parcela) 776.72 4 194.18 15.28
Subparcela | Barniz 266.00 3 88.67 7.04 0.0054
PretraXBarniz 62.79 3 20.93 1.66 0.228
Error (subparcela) 151.06 12 12.59
Total 2 038.61 23

Supongamos que en general hay dos factores de interés, A (parcela) y B (subparcela) con a y b nive-
les, pero ahora las r repeticiones de las parcelas son los niveles de un factor de bloques que denotamos
por R. Con estas consideraciones el modelo estadistico queda como:

Vi =t a; +i,+Har), + B+ (Br) +(af); +(afr)y. + ey,
i=1,2,..,a;j=12,....b; k=1,2,....1r

(14.14)

donde a; es el efecto del i-ésimo nivel del factor A (parcela), 1, es el efecto del k-ésimo nivel del factor
R (bloque), (ar)ij es el efecto de interaccion AR en la combinacion ik, ﬁj es el efecto del factor B en su
nivel j, (ﬁr)}k representa la interaccion BR en jk, (aﬂ)y- es el efecto de interaccion AB en la combinacion
ij, (@) es la interaccion ABR en la combinacion ijk y € es el error aleatorio en la casilla ijk.

Obsérvese como un cambio aparentemente leve en la manera de acomodar las parcelas impacta
bastante los modelos (ecuaciones 14.12 y 14.14). Ahora, en lugar de tener el error de parcela se tiene el
efecto del factor bloque y la interaccion AR. Esta ultima sera usada como error de parcela. Obviamente
esto impacta los valores esperados de los cuadrados medios para estimar el efecto de cada componente
del modelo, como se aprecia en la tabla 14.10.

En la tabla 14.10 queda claro que los estadisticos de prueba apropiados ahora son:

F' =CM,/CM jp; By =CMp/CM, v Fy® = CM 45 /CM g

1 Tabla 14.10 Valores esperados de los cuadrados medios para las parcelas
acomodadas en bloques

Fuente de Grados de E(cuadrado
variabilidad libertad medio)

Parcela R: 7, r—1 ai +abgy

A, a-1 oi +bota + bro,

AR: (@), (error) | (a—1)(r=1) 0l +bois
Subparcela | B:f; b-1 ol + aafﬁ +argy

BR: (Br);; b-D@-D oo+ aa%ﬂ

AB: (af); (a-DMh-1) oo+ aa%aﬁ + T

ABR: (affr);, (@a-Dbh-D0-1) oi + afaﬁ

&y, (error) 0 ai (no estimable)

Total abr—1
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donde todos los denominadores son cuadrados medios de interacciones que involucran las réplicas
(bloques), mientras que el CMg ni siquiera es estimable debido a que soélo hay un dato en cada combi-
nacion de (bloque, A, B). Por lo general, se combinan las sumas de cuadrados de las interacciones que
involucran las repeticiones o bloques (R) para conformar un error de subparcela con a(b — 1)(r — 1)
grados de libertad (SCg = SCpp+ SCypp).

El caso con mas de dos factores

Como se menciono antes, existen situaciones experimentales que llevan a una estructura mas compleja
de parcelas divididas, dependiendo principalmente de como se arreglen las parcelas y las subparcelas
y de cuantos factores de proceso o factores de bloque se incluyan en el experimento. Una
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situacion especial se presenta con los experimentos robustos con arreglo interno y exter- » Arreglo interno-externo

no (capitulo 9), cuando éstos en realidad son corridos como parcelas divididas, comoen g parcelas divididas

el ejemplo 14.4. Muchas veces, estos disefios no se corren completamente aleatorizados

porque el arreglo interno (de factores de proceso) esta ordenado en funcion de factores ~ Cada combinacion de los factores de con-

que son dificiles de mover, y en este caso no es conveniente hacer las corridas en orden
aleatorio. De tal forma que, una vez que se fija una combinacion de niveles de los fac-
tores de proceso, se obtienen en orden aleatorio los datos para todas las combinaciones
de niveles de los factores de ruido. De manera que cada combinacion de niveles de los
factores de proceso es una parcela y, dentro de ésta, cada combinacion de niveles de
los factores de ruido es una subparcela.

cela.

Anédlisis del ejemplo 14.4

Veamos el modelo y el analisis del ejemplo 14.4, donde se quiere diseniar una harina robusta, con tres
factores de proceso y dos factores de ruido. Por la manera en la que se corrio este experimento se trata
de un disetio en parcelas divididas, en el cual los factores de proceso definen las parcelas y los factores de
ruido, las subparcelas. El modelo estadistico para este tipo de situaciones esta dado por:

yijklm =uta; +ﬁj + @ + (aﬁ)ij +(a¢)ih +(ﬁ¢)jk +(aﬂ¢)iﬂ? +6Uk
01+ Vo H (@Y i+ () +(Bp) 1 +(0)a + (i +(BY) jon + (DY D + Eijam (14.15)

coni,j, k,I,m=1,2. Los términos en el primer renglon de la ecuacion son los efectos en las parcelas
y los del segundo renglon son los efectos en las subparcelas. Notese que los efectos de la interaccion
de factores de proceso con factores de ruido, ademas de que son de particular interés para lograr la
robustez del producto, forman parte de los efectos de subparcela.

En el caso del ejemplo de la harina no hay réplicas en el experimento; por lo tanto, los términos de
error de parcela d;;, y de subparcela &;,,, no son estimables en forma directa; mas bien, se estimaran con
los efectos no activos y con los de alto grado. Por ejemplo, &, estaria conformado por las 15 interac-
ciones de alto orden que faltan en el modelo, como ocurre en los disefios factoriales sin réplicas que se
estudiaron en el capitulo 6. Interesa probar la significancia de los 16 efectos potencialmente importan-
tes incluidos en el modelo (14.15), pero como no hay réplica, no tiene sentido hacer directamente el
ANOVA de parcela grande, como se hizo en el ejemplo anterior.

En este caso, en primer lugar se recomienda estimar todos los efectos analizando los datos como si
fueran un factorial completo 2°. En el lado izquierdo de la figura 14.5 se muestran los efectos estima-
dos; a continuacion, los efectos estimados se separan en efectos de parcela y de subparcela de acuerdo
con el modelo, y cada grupo se grafica por separado en papel de probabilidad normal (grafico de Da-
niel). En la figura 14.5 se aprecia que los efectos de parcela que no se alinean y que parecen importantes
son los efectos H (harina) y P (polvo de huevo), mientras que los efectos subparcela son T (temperatu-
ra), Ti (tiempo), GT (grasa x temperatura) y posiblemente HT (harina x temperatura).

Con base en lo anterior, los efectos no significativos en cada unidad experimental se combinan
para construir los errores y asi obtener los ANOVA aproximados. En el caso de parcelas, como sélo
H y P parecen significativos, de la tabla 14.5 se calculan los promedios obtenidos en cada una de las

trol es una parcela y cada combinacion de
los factores de ruido forman una subpar-
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Efectos de subparcela

Figura 14.5 Efectos estimados para el ejemplo 14.4 y graficados en papel de
probabilidad normal.

combinaciones de Hy P, y se obtiene el ANOVA como si se tratara de un disefio 2 x2 con dos réplicas.
Las sumas de cuadrados obtenidas se multiplican por el ntiimero de datos con los que se obtuvo cada
promedio (en este caso cuatro), para conservar la escala. De esta manera se obtiene el ANOVA para
los efectos en la parcela completa (factores de proceso) de la tabla 14.11. Asimismo, se aprecia que,
efectivamente, los efectos harina (H) y polvo de huevo (P) resultan significativos.

1 Tabla 14.11 ANOVA para los efectos de parcela

Fuente de 4x Grados de Cuadrado
variabilidad (Suma de cuadrados) libertad medio F, Valor-p
H (harina) 52.78 1 52.78 61.09 0.000
P (polvo de huevo) 11.64 1 11.64 13.47 0.014
Error de parcela 4.32 5 0.86
Total 68.74 7

Solo para facilitar los calculos en la tabla 14.12, el ANOVA del experimento se muestra como si
fuera un factorial completo 2°, donde el término error se estima con los 24 efectos mas pequetios de-
tectados por dicho analisis. Este analisis no detecta la interaccion HT como significativa, pero se decide
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1 Tabla 14.12 ANOVA como disefio factorial (analisis incorrecto)

Fuente de Suma de | Grados de | Cuadrado

variabilidad cuadrados | libertad medio F, Valor-p
H (harina) 52.78 1 52.79 205.41 0.0000
P (polvo de huevo) 11.64 1 11.64 45.29 0.0000
T (temperatura) 9.79 1 9.79 38.09 0.0000
Ti (tiempo) 2.26 1 2.26 8.79 0.0067
GT 6.75 1 6.75 26.26 0.0000
GP 1.76 1 1.76 6.85 0.0151
HT 0.75 1 0.75 2.92 0.1004
Error 6.16 24 0.257
Total 91.90 31

dejarlo en la tabla porque el analisis grafico lo muestra como candidato a estar activo. En cambio, la
interaccion GP se detecta como significativa, pero en el analisis grafico no aparece como tal. El resto de
los efectos de la tabla también se detectaron activos en el analisis grafico. El ANOVA de la tabla 14.12
no es apropiado para el disefio porque el término de error no es correcto. De hecho, es tipico que el
error del andlisis factorial subestime el error de parcela y sobreestime el error de subparcela.

Para obtener el andlisis de varianza para parcelas divididas se usa como base la tabla 14.12, pero
se corrige agregando el error de parcela estimado en la tabla 14.11, y también se estima el error de
subparcela. Para esto, al error de la tabla 14.12 se le resta y agregan términos de la siguiente manera:

SCaparcaa=SCr = SC parcdat SCop =6.16—4.32+1.76=3.6

que tiene 20 grados de libertad. La interaccion GP se mando al error porque en el analisis grafico se
detectd que no era significativa. En la tabla 14.13 se muestra el ANOVA completo para el diserio de
parcelas divididas. Cada efecto se contrasta con el error que le corresponde. Ahora, la interaccion HT, al
ser contrastada con el error de subparcela, aumenta su significancia hasta casi 0.05, por lo que valdria
la pena interpretarla. El resto de los efectos mantienen sus caracteristicas. Cabe aclarar que al no existir
repeticiones genuinas en el experimento se tuvieron que hacer las graficas de efectos para construir los
errores en forma apropiada mediante la suma de cuadrados de efectos pequenios. En caso de que haya
repeticiones se procede en forma similar, pero todo se obtiene directamente de los ANOVA.

1 Tabla 14.13 Analisis completo del disefio en parcelas divididas, ejemplo 14.4

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado
variabilidad cuadrados libertad medio F, Valor-p
Parcela H (harina) 52.78 1 52.78 61.37 0.000
P (polvo de huevo) 11.64 1 11.64 13.53 0.014
Error de parcela 4.32 5 0.86 4.78
Subparcela | T (temperatura) 9.79 1 9.79 54.39 0.000
Ti (tiempo) 2.26 1 2.26 12.55 0.002
GT 6.75 1 6.75 37.5 0.000
HT 0.75 1 0.75 4.17 0.054
Error de subparcela 3.6 20 0.18
Total 91.90 31
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La interpretacion de los efectos activos se hace de manera grafica como en los disefios factoriales.
En la figura 14.6 sdlo se representan las interacciones que resultaron significativas en las subparcelas,
y que involucran un factor de proceso y un factor de ruido. Con estas interacciones es posible hacer
un intento para lograr la robustez de la harina, eligiendo el nivel del factor de control que minimiza
el efecto del factor de ruido. De la interaccion GT se aprecia que en el nivel alto de G (grasa) hay poco
efecto de la variacion de la temperatura sobre el sabor de los pasteles. En cambio, la interaccion HT es
muy leve y no hay mucha diferencia en el efecto de T en los diferentes niveles de H. Por ello, se reco-
mienda un nivel alto de H para atender el sabor. Para fijar un nuevo nivel del otro factor de proceso
significativo (P) se recomienda ver su grafica de efectos principales en los que se observa que lo mas
conveniente es el nivel alto.

5.7

4.7

37

Sabor

2.7

/

HT GT

Figura 14.6 Gréficos de interaccion.

Disenos con medidas repetidas

Recordemos que en las pruebas pareadas, vistas en el capitulo 2, se hacen dos mediciones repetidas
normalmente sobre la misma unidad experimental, pero cada una de un tratamiento diferente. Los ex-
perimentos con medidas repetidas se pueden ver como una generalizacion de las pruebas pareadas, en
el sentido de que en ellos se realizan varias mediciones de la variable de respuesta sobre las mismas uni-
dades experimentales bajo condiciones cambiantes. Las condiciones cambiantes pueden ser diferentes
tratamientos o distintas evaluaciones a lo largo del tiempo. Al utilizar los mismos sujetos o unidades
experimentales no solo se logra economizar en muestra, sino que se elimina la variacion que se tendria
si las mediciones se hicieran sobre sujetos diferentes. Cuando las medidas repetidas son a lo largo del
factor tiempo, que es un caso muy frecuente, también se conocen como “datos longitudinales”.

Las medidas repetidas tienen una amplia aplicacion en muchas areas, como en medicina, agricul-
tura y biologfa, por mencionar algunas. Por ejemplo, en medicina se aplican farmacos o medicamentos
a los mismos pacientes, registrando con cada droga la evolucion de cada paciente durante un deter-
minado periodo. En agricultura se aplican diferentes tratamientos a cierto cultivo y se registra durante
un periodo como evoluciona tal cultivo. En biologia se puede estudiar el efecto de varias dietas sobre
una camada de animales, ratas por ejemplo, dando seguimiento al peso que gana cada rata en varias
semanas.

El disetio de medidas repetidas es el tnico que permite estudiar los patrones individuales de
cambio de la respuesta sobre cada sujeto, aspecto que es de gran interés para el experimentador. Las
unidades experimentales no tienen por qué ser necesariamente sujetos individuales, sino que pueden
ser camadas de animales, familias, areas de material, metros de cable, etcétera.

Desde el punto de vista de su analisis, la complicacion fundamental que surge con los disefios
de medidas repetidas es que, al ser repeticiones sobre la misma unidad experimental, no son datos
independientes. Lo usual es que exista dependencia entre las mediciones sobre el mismo individuo. Y



Disefios con medidas repetidas

el problema es que muchos analisis, como el ANOVA, suponen independencia entre las mediciones, y
al no haberla no se pueden aplicar sin tomar las precauciones o hacer los ajustes necesarios. La otra es
aplicar alguna técnica que incorpore en el analisis la dependencia entre las mediciones.

Se han propuesto muchas maneras de analizar medidas repetidas, que van desde andlisis simples
basados en una respuesta, construida a partir de las mediciones repetidas, hasta técnicas multivariadas
como andlisis de varianza multivariado (MANOVA) y modelos mixtos. En esta seccion presentamos,
mediante un ejemplo, algunos de los analisis mas simples y un par de hipétesis multivariadas.
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Ejemplo14.5

Box (1950) presenta un experimento en el cual 30 ratas fueron  peso de las ratas al comienzo del estudio y después cada semana
asignadas aleatoriamente a tres tratamientos (grupos): el grupo  durante cuatro semanas. Los datos obtenidos se muestran en la
1 es el control, en el grupo 2 se les agrega tiroxina en el agua  tabla 14.14. Por un accidente inicial en el tratamiento 2, sélo fue

para beber y al grupo 3 se les pone tiouracilo. Se registrd el  posible evaluar en forma completa siete ratas.

1 Tabla 14.14 Peso de 27 ratas en tres tratamientos, ejemplo 14.5

Grupo | Rata Semana Grupo | Rata Semana

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
1 1 57 86 114 139 172 2 5 57 72 97 120 144
1 2 60 93 123 146 177 2 6 52 73 97 116 140
1 3 52 77 111 144 185 2 7 52 70 105 138 171
1 4 49 67 100 129 164 3 1 61 86 109 120 129
1 5 56 81 104 121 151 3 2 59 80 101 111 122
1 6 46 70 102 131 153 3 3 53 79 100 106 133
1 7 51 71 94 110 141 3 4 59 88 100 111 122
1 8 63 91 112 130 154 3 5 51 75 101 123 140
1 9 49 67 90 112 140 3 6 51 75 92 100 119
1 10 57 82 110 139 169 3 7 56 78 95 103 108
2 1 59 85 121 146 181 3 8 58 69 93 116 140
2 2 54 71 90 110 138 3 9 46 61 78 90 107
2 3 56 75 108 151 189 3 10 53 72 89 104 122
2 4 59 85 116 148 177

El objetivo del experimento es comparar los tres tratamientos. Esto no se puede hacer con los
métodos vistos en el capitulo 3, tampoco como un disefio factorial 3 X 4, en el que un factor sean los
tratamientos y el otro el tiempo, porque las mediciones entre una semana y otra no son independientes
dado que son sobre el mismo animal. A continuacion se ven dos métodos para analizar los datos de la
tabla 14.14.

Analisis univariado

Una manera de evitar la dependencia de las medidas repetidas es tratar de reducirlas a estadisticos que
resuman adecuadamente el comportamiento de aquellas. Esto se puede lograr, por ejemplo, ajustando
un modelo lineal al vector de medidas repetidas de cada sujeto y utilizar los coeficientes estimados
como nuevas variables a las cuales aplicar las técnicas usuales como el ANOVA. También es siempre
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recomendable hacer las graficas de perfiles para observar como se van comportando las medidas repeti-
das en cada individuo y sopesar qué tan razonable es el modelo que se pretende ajustar en cada sujeto.
Si los modelos resultan con buen ajuste, es de esperarse que el ANOVA de los coeficientes dé buenos
resultados. El problema es que en ocasiones no es posible lograr un buen ajuste de los modelos y en
ese caso este andlisis pierde eficacia.

La grafica de perfiles para cada grupo de la tabla 14.14 se muestra en la figura 14.7, de donde se
observa muy parecido el comportamiento entre los grupos 1 y 2 (control y tiroxina), y en el grupo 3
(tiouracilo) el crecimiento de las curvas es menor. Dados estos perfiles, es de esperarse que cualquier
analisis sea capaz de detectar diferencias tanto de los tratamientos como a lo largo del tiempo; ademas
parece razonable que un modelo de regresion lineal simple explique la evolucion sobre el tiempo de
cada animal, es decir, es de esperarse que para cada rata se cumpla que:

Yi=Bo+piTi+¢

Grupo 1 Grupo 2
200 T 200 7
175 1 1751
150 1 150 1
2 2
§ 125 1 L 125 1
100 4 100 1
75 1 751
50 A1 50
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Semana Semana
Grupo 3

140 A

130 |

120 4

110 4

o 100 4

3

& 90

80 -

70 A

60 |

50 |

0 1 2 3 4
Semana

Figura 14.7 Perfiles para los tres grupos de ratas.

donde Y; es el peso de la rata en el tiempo T, que esta expresado en semanas, pero podria estar en
dias; ¢; es el error de ajuste correspondiente. Ademas 3, y 8, son los parametros del modelo, que son
estimados a partir de los datos, y 8, representa el corte o interseccion de la linea ajustada con el eje Y,
mientras que 3, es la pendiente de la linea recta. En la tabla 14.15 se muestran las estimaciones para
los pardmetros B, y B para los datos de las 27 ratas, y también el coeficiente de determinacion R”, que
muestra que el ajuste de las lineas rectas es muy bueno, ya que en practicamente todos los casos este
coeficiente es mayor que 95 por ciento.

Con las estimaciones de la tabla 14.15 se pueden comparar los tres tratamientos respecto a los dos
parametros. Esto se hace mediante el analisis de varianza de la tabla 14.16, de donde se ve que para

la variable S, el valor-p = 0.171 no es menor que 0.05, por lo que se concluye que no hay diferencia
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Grupo Rata Bo ol R’ Grupo Rata Bo Bo R’
1 1 57.0 28.3 99.8 2 5 53.6 22.2 99.4
1 2 62.4 28.7 99.7 2 6 51.8 219 99.9
1 3 47.2 33.3 99.3 2 7 46.0 30.6 99.0
1 4 43.4 29.2 99.0 3 1 67.0 17.0 953
1 5 56.6 23.0 99.4 3 2 63.2 15.7 97.0
1 6 45.4 27.5 99.6 3 3 56.8 18.7 97.0
1 7 49.6 21.9 99.1 3 4 66.2 14.9 94.5
1 8 65.8 22.1 99.5 3 5 52.8 22.6 99.4
1 9 46.2 22.7 99.5 3 6 55.2 16.1 97.6
1 10 55.2 28.1 99.9 3 7 62.2 12.9 95.6
2 1 57.4 30.5 99.7 3 8 53.0 21.1 98.6
2 2 51.2 20.7 99.0 3 9 46.2 15.1 99.8
2 3 47.4 34.2 98.3 3 10 54.0 17.0 99.9
2 4 57.2 299 99.9
1 Tabla 14.16 ANOVA para 8y y f;
Fuente de Suma de Grados de Cuadrado
Parametro variabilidad | cuadrados liberad medio F, Valor-p
Grupo 166.8 2.0 83.4 1.9 0.171
Bo Error 10521 24.0 438
Total 1218.9 26.0
Grupo 587.3 2.0 293.6 18.3 0.0000
B Error 384.7 24.0 16.0
Total 972.0 26.0

significativa entre los tratamientos respecto a 3, lo que es congruente con el hecho de que al tiempo 0

las ratas de cada tratamiento tienen el mismo peso promedio.

En el caso de ), si hay una diferencia significativa (valor-p = 0.0000), lo que indica que la velo-
cidad con la que las ratas de los tres tratamientos ganan peso no es igual. Esto es mas evidente en la
grafica de medias que se muestra en la figura 14.8, donde queda claro que las ratas del tratamiento 3

30

N ] 150 - = Grupo 1
27 - :|: ] 130 | wmmmm  Grupo 2
r b Grupo 3
24 . 2 110
o [ ] &
21+ — 90
18 B :|: ] 70
15 k£ ] 50
1 2 3 0 1 2 3 4
Grupo Semana

Figura 14.8 Gréficas de medias con intervalos LSD para el pardmetro f3;, y rectas promedio ajustadas
para ejemplo el 14.4.
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(tiouracilo) tienen una ganancia semanal de peso de 17.1 gramos en promedio, que es significativa-
mente menor que lo que ganan en promedio por semana en el tratamiento 1 (26.5 gramos) y el trata-
miento 2 (27.1). Entre estos dos ultimos tratamientos no hay una diferencia significativa.

Si se promedian los parametros de la recta ajustada a los perfiles de crecimiento de la figura 14.7,
se obtiene una recta promedio para cada grupo, como se muestra en el lado derecho de la figura 14.8.
Los parametros de estas rectas “promedio” son:

Parametro Grupo 1 Grupo 2 Grupo 3
Bo 52.9 52.1 57.7
B 26.5 27.1 17.1

Sien el caso del ejemplo 14.4 el aumento del peso de las ratas no hubiera sido sido lineal, se po-
dria haber ajustado algun otro tipo de modelo, como los sefialados en la tabla 11.14 del capitulo 11. El
analisis también se hace sobre los parametros de los modelos ajustados, como se ha hecho antes.

Analisis multivariado

Otra alternativa para analizar los datos de mediciones repetidas es a través de pruebas multivariadas
en las que, en el caso del ejemplo 14.4, se prueba de una sola vez si las medias vectoriales de los tres
grupos son iguales. De esta manera la formulacion de las hipotesis es como sigue:

Ho: g = iy = ps
H,: p; # p; para al menos un par de medias

donde Ouy, es el vector columna de las medias del grupo h, con h = 1, 2, 3. Cada componente del
vector es la media del grupo en cada uno de los cinco tiempos de medicion. Asi, en el caso del grupo 1
M= (Mg, By, Mo, M 3, My 4), donde p  es la media del grupo 1 en la semana cero, que se estimaria
con el peso promedio de las 10 ratas de ese grupo en la semana cero. De los datos de la tabla 14.14 se
obtiene que los vectores de medias estimados estan dados por:

Grupo Mo M Hnp M3 Mg
1 54.0 78.5 106.0 130.1 160.6
2 55.6 75.9 104.9 132.7 162.9
3 54.7 76.3 95.8 108.4 124.2

Se trata de ver si las diferencias observadas entre los vectores son suficientemente grandes para rechazar
la hipotesis nula. Aqui omitimos los detalles técnicos para probar la igualdad de medias multivariadas,
el lector interesado puede consultar libros sobre el tema, o bien, Davis (2002). La mayoria de los soft-
ware estadisticos contienen estos procedimientos, por ejemplo: en Minitab se usa la opcion de General
MANOVA dentro del ment de Stat. Este procedimiento incluye varias pruebas o criterios, sus resulta-
dos se muestran en seguida:

Estadistico
Criterio de prueba F Numerador | Denominador Valor-p
Wilk’s 0.26559 3.762 10 40 0.001
Lawley-Hotelling 2.15813 4.100 10 38 0.001
Pillai’s 0.89563 3.400 10 42 0.002
Roy’s 1.82562




Con cualquiera de estos estadisticos se concluye que al menos un par de vectores del peso prome-
dio de los grupos son diferentes entre si. En las graficas de perfiles se aprecia que el vector de medias
diferente es el del grupo 3. Si se hace la prueba para los dos primeros grupos, se concluye con un valor-
p=0.06 que los vectores de medias son iguales, pero este valor tan cercano a 0.05 nos indica que hay
cierta evidencia en contra de dicha igualdad.

Otra hipotesis de interés es probar que las medias de los tiempos son iguales, lo cual en este
ejemplo es bastante claro que no es asi, dadas las pendientes de los perfiles (figuras 14.7 y 14.8). La
hipotesis de interés es Hy: 1 =, = - - - = i, que se puede expresar como Hy: u* = (0, 0, ..., 0)’, donde
¥ es el vector de medias de las variables y%=y;—y; ;.1 paraj=1,2, ..., t, que son las diferencias de
observaciones entre tiempos consecutivos para el sujetoi (i=1, 2, ..., n). Notese que las cinco colum-
nas de los tiempos en nuestro ejemplo se reducen a cuatro columnas de diferencias. El estadistico de
Hotelling T* esta dado por:

_ n— [ + 1 2
(n—l)(t—l) t=1, n—t+1*

Con lo que se rechaza Hy si F > F, _; ,_;,1), donde y* es el vector de medias de las diferencias a lo largo

de los sujetos, S* es la matriz de varianzas y covarianzas de las diferencias y n es el numero de sujetos.

Haciendo los calculos, por ejemplo, en Excel se obtiene que T* = 861.36 y:

—t+1 27-5+1
n—t Tz_ 7-5

= = 861.36=190.49
(mn=-D-D Q7-D6G-1

lo que lleva a rechazar la hipotesis de manera contundente puesto que el valor cristico esta dado por
(F0.05, 4. 24y = 2.78). En resumen, para este ejemplo se rechazan tanto la igualdad de las medias de los
grupos como la igualdad de las medias de los tiempos.

Uso de software

>

Todos los calculos se pueden generar a partir de las opciones de analisis de experimentos factoriales que se
estudiaron en los capitulos previos; sin embargo, es méas facil cuando se usa un software especializado. El
diseio completamente anidado se puede analizar en Minitab usando la secuencia: Stat = ANOVA — Fully
Nested ANOVA. Pero si también se tienen factores cruzados (no anidados) se usa la opcién: Stat = ANOVA
— Balanced ANOVA. Es preciso especificar en la notacion del propio software el modelo que se quiere uti-
lizar, que distingue entre términos cruzados y anidados. Por ejemplo, el ANOVA de la tabla 14.3 se obtiene
declarando el modelo (ecuacion 14.10) como: ENSAMARREG - ENSAM*ARREG -> OPERA(ARREG) —
ENSAM* OPERA(ARREG). También se declara cuéles factores son aleatorios, ya que de lo contrario el software
supondra que los factores son fijos. En Statgraphics los disenos anidados se incluyen en Comparar—> Analisis
de varianza = Modelos lineales generalizados; después de introducir los factores aparecera una pantalla en la
que se define la estructura de anidamiento y si alguno de ellos es aleatorio.

El analisis de parcelas divididas se realiza usando las opciones usuales para disefos factoriales con dos
0 mas niveles, ya sea en Statgraphics o Minitab. De manera alternativa se usa la opcién mas general de
ANOVA - Compare = Analysis of variance = Multifactor ANOVA, en Statgraphics; o bien, Stat = ANOVA
- Balanced ANOVA, en Minitab. A diferencia de Minitab, en Statgraphics de entrada sélo se declaran los
efectos principales en ANOVA multifactorial; después, la interaccion se pide en opciones de analisis (Opcio-
nes de analisis) con el botén derecho del puntero.

Uso de software
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@

En los disefios de mediciones repetidas, el ajuste de los modelos lineales en cada sujeto se hace en
Statgraphics o Excel, como se indica en el capitulo 11; y en Minitab se ajustan en Stat = Regression -
Regression. Los ANOVA para los coeficientes se hacen de la manera usual tanto en Minitab como en Stat-
graphics.

El estadistico de Hotteling se calcula en Excel usando las funciones COVAR, MINVERSE y MMULT
sobre las matrices adecuadas. La prueba multivariada para los vectores de medias de los grupos se obtiene
en Minitab dentro de la opcion Stat = Anova = General MANOVA, declarando tantas respuestas como
tiempos de repeticién se tengan.

Preguntas y ejercicios

=

Explique en qué consiste un disefio anidado y proporcione un ejemplo.

¢Por qué en un disefo anidado con dos factores no se puede estudiar la interaccién de éstos?

Bosqueje la tabla de ANOVA para un disefio con tres factores A, By C, con B anidado en Ay C anidado en
B. Escriba el modelo estadistico asociado.

¢Qué es un disefio en parcelas divididas? Escriba un ejemplo.

Describa un par de situaciones practicas que llevan a utilizar un disefio en parcelas divididas.

Explique las diferencias entre un disefio en parcelas divididas y un disefio anidado, ambos con dos factores.

Ejercicios de disefios anidados

7. Con respecto a los datos del ejemplo 14.1 dados en la figura 14.1:

a) Analice los datos como si fuera un estudio R&R cruzado o factorial. Compare la tabla de ANOVA
resultante con la tabla 14.2, la cual representa el anélisis anidado correcto. Verifique los célculos
de la SCysy usando la relacion dada en la ecuacion 14.8.

b) Si el estudio se analiza como un disefo factorial, ;empeora o mejora la calidad del sistema de
mediciéon? Para cada anélisis obtenga los componentes de varianza y calcule qué porcentaje de la
variabilidad total se atribuye al sistema de medicién.

8. Con respecto a los datos del ejemplo 14.2 dados en la figura 14.2:

a) Analice los datos considerando el factor operador fijo, después compare los resultados con el ana-
lisis dado en la tabla 14.3. Por ultimo, explique las diferencias observadas en los valores-p.

b) Haga otra vez el anélisis pero ahora como si fuera un experimento factorial incluyendo hasta la
interaccion triple. A partir de este anélisis obtenga las sumas de cuadrados anidadas de la tabla
14.3, usando las ecuaciones (14.11).

9. Suponga que le muestran la tabla de ANOVA que aparece a continuacién, en la cual un disefio anidado se
analizé como un disefio factorial (cruzado). Reconstruya la tabla de ANOVA correcta asumiendo que B esta
anidado en A (A es fijo, B es aleatorio).

Fuente de Grados de Suma de Cuadrado
variabilidad libertad cuadrados medio F, Valor-p

A 2 15 7.5 2.50 0.10

B 3 24 8.0 2.67 0.07

AB 6 42 7.0 2.33 0.06

Error 24 72 3.0
Total 35 153
10. Analice otra vez los datos del experimento anidado que se presenté en la figura 14.1, pero ahora considere

ambos factores fijos. Obtenga la tabla de ANOVA del disefio anidado a partir de la tabla de ANOVA del disefio
factorial. Compare los resultados con los reportados en la tabla 14.2.



Preguntas y ejercicios

11. Beckman et al. (1987) describen un experimento cuyo objetivo es determinar si el aerosol estandar utilizado
para probar los filtros de respiracion puede reemplazarse por un aerosol alternativo (aerosol 2). También inte-
resaba investigar la variabilidad de los filtros de dos fabricantes. Los datos obtenidos, donde la respuesta es el
porcentaje de penetracion del aerosol, se muestran a continuacion:

Fabricante Filtro Aerosol 1 Aerosol 2
. 1 0.750 | 0.770 | 0.840 | 1.120 | 1.100 | 1.120
2 0.082 | 0.076 | 0.077 | 0.150 | 0.120 | 0.120
1 0.600 | 0.680 | 0.870 | 0.910 | 0.830 | 0.950
> 2 1.000 | 1.800 | 2.700 | 2.170 | 1.520 | 1.580

a) Escriba el modelo que plantea este experimento considerando el anidamiento que ocurre.
b) Haga el andlisis y saque conclusiones.
c) Considere que interesa minimizar la respuesta, ¢ recomendaria usted el aerosol 2 como alternativa
para probar los filtros?
12. Se realiza un experimento para estudiar las concentraciones de calcio en plantas de nabo. Para ello, se eligen
cuatro plantas al azar, de cada planta se seleccionan al azar tres hojas y de cada hoja se sacan dos muestras
a las que se les mide la concentracién de calcio, con los siguientes resultados:

Planta 1 Planta 2 Planta 3 Planta 4

Muestra | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja | Hoja
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

M1 328 | 352 | 2.88 | 246 | 1.87 | 2.19 | 2.77 | 3.74 | 2.55 | 3.78 | 4.07 | 3.31
M2 3.09 | 348 | 2.80 | 244 | 1.92 | 2.19 | 2.66 | 3.44 | 255 | 3.87 | 4.12 | 331

a) Los tres factores (planta, hoja y muestra) estan completamente anidados. Explique por qué.
b) Analice los datos como un disefio completamente anidado con los tres factores aleatorios y saque
conclusiones. ¢Hay diferencias entre las plantas? ¢Hay diferencias entre las hojas?
13. Un genetista colecta tres semillas de dos arboles en cada uno de los tres bosques seleccionados. Las semillas
se siembran en un vivero y se mide su crecimiento. Los datos en pulgadas son los siguientes:

Bosque
Arbol A B C
15.8 18.5 12.3
1 15.6 18.0 13.0
16.0 18.4 12.7
13.9 17.9 14.0
2 14.2 18.1 13.1
13.5 17.4 13.5

a) Plantee un modelo estadistico que considere el anidamiento entre los dos factores.
b) Analice los datos y saque conclusiones. Explique y pruebe las hipdtesis de interés.
©) Analice los datos como disefo factorial y compare los resultados con el analisis del inciso anterior.

Ejercicios de parcelas divididas

14. En Steel y Torrie (1980) se publico el siguiente experimento, que estudia el efecto de cuatro diferentes es-
paciamientos entre surcos sobre el rendimiento de dos variedades de soya. Los rendimientos en fanegas por
acre se muestran en la siguiente tabla. Una fanega es igual 55.5 litros, y un acre es igual a 4 047 m?.
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Espacio en Bloque
Variedad | pulgadas 1 2 3 4 5 6
18 33.6 37.1 34.1 34.6 35.4 36.1
24 31.1 34.5 30.5 32.7 30.7 30.3
1 30 33.0 29.5 292 30.7 30.7 27.9
36 28.4 29.9 31.6 323 28.1 26.9
42 31.4 28.3 28.9 28.6 18.5 33.4
18 28.0 255 283 29.4 273 283
24 23.7 26.2 27.0 258 26.8 23.8
2 30 235 26.8 24.9 233 214 22.0
36 25.0 25.3 25.6 26.4 24.6 24.5
42 25.7 23.2 23.4 25.6 24.5 22.9

a) Describa mediante un dibujo la manera de aleatorizar este experimento. Considere la variedad
como el factor de parcela, que estd acomodado en un disefo en blogues, y el espaciamiento entre
surcos como el factor de subparcela.

b) Escriba el modelo estadistico y las hipdtesis de interés.

c) Obtenga la tabla de andlisis de varianza e interprete los resultados.

15. Potcner y Kowalski (2004) describen un experimento con un factor dificil de mover (D) y tres factores faciles
de mover (A, By C), cada uno de éstos con dos niveles. Los niveles del factor D son las parcelas que se repiten
dos veces, y dentro de cada parcela se tienen ocho subparcelas que son las combinaciones de niveles de los
factores A, By C. El experimento y los datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

D A B @© Y D A B C Y
1 -1 1 1 108.4 1 -1 1 1 100.8
1 1 -1 1 131.6 1 1 1 -1 114.4
1 -1 -1 -1 124.0 1 1 -1 1 132.8
1 1 -1 -1 134.9 1 1 -1 -1 131.4
1 -1 1 -1 103.7 1 -1 -1 -1 118.4
1 1 1 -1 112.9 1 -1 1 -1 104.4
1 1 1 1 113.4 1 1 1 1 111.7
1 -1 -1 1 122.3 1 -1 -1 1 121.1
-1 -1 -1 -1 119.3 -1 1 1 -1 116.7
-1 1 1 -1 120.9 -1 -1 1 -1 112.8
-1 1 1 1 123.0 -1 -1 1 1 112.2
-1 1 -1 1 127.9 -1 1 -1 1 127.7
-1 -1 1 1 117.3 -1 -1 -1 -1 118.4
-1 -1 -1 1 120.9 -1 1 1 1 120.9
-1 1 -1 -1 129.9 -1 1 -1 -1 127.0
-1 -1 1 -1 115.4 -1 -1 -1 1 119.4

a) Describa el procedimiento de aleatorizacién que se debe seguir con este disefo.

b) Escriba el modelo estadistico y bosqueje la tabla de ANOVA.

c) Obtenga la tabla de ANOVA para el efecto en la parcela analizando el promedio por parcela. Ajuste
las sumas de cuadrados a la escala de los efectos originales.

d) Haga el andlisis incorrecto como si fuera un disefio factorial e interprételo.

e) Combinando de forma manual los analisis de los incisos ¢) y d), obtenga el analisis como un disefio
en parcelas divididas.



Preguntas y ejercicios

f) Interprete y compare los resultados con el anélisis incorrecto del inciso d). (Qué efectos se
pueden malinterpretar cuando el experimentador sélo realiza ese analisis?
g) Interprete los efectos activos suponiendo que interesa maximizar la respuesta.
16. Considerando el experimento descrito en el ejemplo 14.4, conteste lo siguiente.
a) Analice los datos pero ahora considerando los factores de ruido como las parcelas y los factores de
proceso como las subparcelas.

b) ¢Cémo se habria corrido el experimento en el caso planteado en el inciso a)?
c) Compare sus resultados con el andlisis de la tabla 14.13.

17. En un laboratorio se usan tres hornos para correr un experimento cuyo fin es estudiar el efecto de la tempe-
ratura y la orientacién sobre la resistencia de aleaciones de acero. Cada horno tiene diferente temperatura;
dentro de cada uno se colocan orientadas al azar (orientacién 1) dos muestras de cada una de las tres alea-
ciones, y otras dos muestras de las mismas aleaciones se colocan alineadas (orientacién 2). Es decir, dentro
de cada horno se colocan en lugares elegidos al azar 12 muestras, seis orientadas al azar y seis alineadas. Los
datos obtenidos se muestran en la siguiente tabla:

Temperatura
675 700 725
Orientacion | Alea | Alea | Alea | Alea | Alea | Alea | Alea | Alea | Alea
1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 12 15 20 27 35 48 47 55 62

19 28 26 40 39 55 55 63 58

2 15 25 25 48 48 55 48 63 68
23 31 33 55 62 64 60 68 62

a) ¢Cuadl es el factor de parcela y cuéles son los factores de subparcela? ;Doénde radica la restriccion
a la aleatorizacion en este experimento?

b) Escriba un modelo estadistico para este experimento.

) Analice los datos y saque conclusiones. ;Por qué no es posible probar el efecto individual de la
temperatura?

d) Determine la mejor combinacion de temperatura, orientacién y aleacion pensando que interesa
maximizar la resistencia. Utilice graficas.

18. Considere un experimento de horneado donde se quiere estudiar el efecto de tres temperaturas y tres tiem-
pos de horneado sobre el sabor del producto; el arreglo propuesto es el siguiente:

Tiempo
Temperatura 5 min 7 min 9 min
175°C
190°C
205°C

a) Si el experimento se corriera como un disefio factorial, explique como se deben obtener los datos
para llenar la tabla.

b) Si se corriera como diseno en parcelas divididas, explique la manera de obtener los datos. ¢ Cual
de los dos factores tomarfa usted como factor de parcela? ; Qué se ganarfa con respecto al disefio
factorial?

¢) En los dos disefos mencionados bosqueje las tablas de ANOVA correspondientes.

19. Jones y Nachsheim (2009) consideran el siguiente experimento con un factor dificil de cambiar y un factor
facil de mover. El experimento estudia la corrosion de barras de acero tratadas con cuatro revestimientos (C1,
C2, C3y C4) en tres temperaturas (360°C, 370°C y 380°C). La temperatura del horno es el factor dificil de
mover por el tiempo que toma reiniciar el horno y volver a alcanzar un equilibrio en la temperatura. Una vez
alcanzado el equilibrio se introducen las barras de acero revestidas aleatoriamente y se colocan al azar dentro
del horno y se calientan. El arreglo del experimento y los resultados obtenidos de corrosién se muestran en
la siguiente tabla:
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Temperatura Revestimiento
Parcela °C (orden aleatorio)
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a) Analice los datos como un disefio en parcelas divididas y obtenga conclusiones.

b) Haga el anélisis de los datos como un disefio factorial, y destaque las conclusiones incorrectas que
se habrian obtenido al haber hecho este andlisis.

) ¢Cual es el mejor tratamiento?

20. En un proceso de inyeccién de partes de plastico suele haber problemas de encogimiento, por lo que las

piezas se construyen un poco mas grandes para que al final queden de un ancho de 9.35 pulgadas, que
es su valor nominal. Interesa entonces encontrar la combinacion de niveles de los factores A: velocidad de
inyeccion (1.0, 3.1), B: tiempo de enfriamiento (40 seg, 50 seg), C: temperatura del canén (baja, alta), D:
temperatura del molde (100, 150), E: presién de permanencia (200, 1 100) y F: presién trasera (50, 150), que
lleve el ancho lo méas cerca de su valor nominal. Todas las piezas del experimento terminaron mas grandes
que la dimensién nominal. Los datos expresados como desviaciones de 9.35 multiplicadas por 10%, son los
siguientes:

D C A B E IF Ancho

1 1 1 1 1 1 75 60 70 85 90
1 1 1 2 2 2 150 140 140 140 145
1 2 2 1 1 2 45 45 45 50 40
1 2 2 2 2 1 130 130 125 135 135
2 1 2 1 2 1 55 60 60 55 60
2 1 2 2 1 2 80 65 50 40 45
2 2 1 1 2 2 100 80 85 90 85
2 2 1 2 1 1 65 60 65 65 60

21.

22.

a) Analice el experimento como un disefio en parcelas divididas. ¢ Cuéles serfan los factores de parcela
grande y de parcela chica?
b) ¢Se detecta algun efecto significativo?
) Interprete los efectos significativos para determinar el mejor tratamiento.
Para el ejercicio anterior se tiene la alternativa de aplicar los conceptos de disefio robusto del capitulo 9 para
hacer el andlisis.
a) Haga el analisis para la media y para la sefial ruido —10log(S?).
b) Utilizando las graficas de efectos para ambas respuestas determine las mejores condiciones de
operacion del proceso.
c) Comente las diferencias con respecto a la solucion del inciso c) del ejercicio anterior.
En un centro de investigacion en agronomia se llevé a cabo un experimento para estudiar el efecto de dis-
tintas cantidades de fertilizacion por nitrégeno, sobre el rendimiento de diferentes variedades de sorgo. Los
tratamientos de parcela fueron las variedades V1, V2 y V3, y los tratamientos de subparcela fueron 0, 30 y
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60 kilogramos de nitrégeno por hectarea. El estudio se replicé cuatro veces y los datos de rendimiento en
kilogramos de sorgo por subparcela son los siguientes:

Nitrogeno en kg/ha

Réplica Variedad 0 30 60
I V1 15.5 17.5 20.8
V2 20.5 24.5 30.2

V3 15.6 18.2 18.5

II V1 18.9 20.2 24.5
V2 15.0 20.5 18.9

V3 16.0 15.8 18.3

111 V1 12.9 14.5 13.5
V2 20.2 18.5 254

V3 15.9 20.5 225

I\Y% V1 12.9 13.5 18.5
V2 135 17.5 14.9

V3 12.5 11.9 10.5

a) ¢Cuadles efectos son de parcela grande y cudles efectos son de parcela chica?

b) Analice los datos y saque conclusiones.

) Sise analiza como un disefio factorial usual, ¢se llega a las mismas conclusiones del inciso anterior?

d) ¢Hay diferencia significativa en el rendimiento al aplicar 30 o 60 kilos de N por hectarea? Argu-
mente.

Ejercicios de medidas repetidas

23. A ocho nifios de diez afos se les mostré una caricatura y se les pidié que evaluaran el humor en la caricatura
en una escala de 1 a 7. Dos dias después se les muestra la misma caricatura y se les pide evaluar otra vez el
humor, explicandoles claramente que trataran de asignar el valor independientemente de la primera califica-
cion. Y asi, otros dos dias después, vuelven a ver la caricatura y asignan un tercer valor. Los datos obtenidos
son los siguientes:

Evaluacion
Nifno 1 2 3
1 6 5 2
2 5 5 4
3 5 6 3
4 6 5 4
5 7 3 3
6 4 2 1
7 4 4 1
8 5 7 2

a) ¢Se puede afirmar que con el tiempo la caricatura se percibe menos divertida? Plantee la hipotesis
de interés y pruébela.
b) Haga la gréafica de perfiles e interprétela.
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24. Crowder (1996) presenta resultados de un experimento donde se comparan los tiempos de disoluciéon de 4
grupos de pildoras, que tienen que ver con 4 condiciones diferentes de almacenamiento. Para cada tableta
se registra el tiempo en segundos que le lleva alcanzar seis fracciones remanentes que van desde 0.90 hasta
0.10. Los datos en logaritmos base 10 de los tiempos se muestran en la siguiente tabla:

Fraccion remanente

Grupo Tableta 0.9 0.7 0.5 0.3 0.25 0.1
1 2.56 2.77 2.94 3.14 3.18 3.33

2 2.64 2.89 3.09 3.26 3.33 3.47

3 2.94 3.18 3.33 3.5 3.5 3.66

! 4 2.56 2.83 3.04 3.22 3.26 3.37
5 2.64 2.77 2.94 3.14 3.22 3.3

6 2.56 2.77 2.94 3.14 3.18 3.26

7 2.56 2.83 3.07 3.26 3.33 3.51

8 2.44 2.74 3.02 3.2 3.28 3.44

’ 9 2.34 2.67 291 3.16 3.22 3.39
10 2.41 2.71 2.94 3.16 3.21 3.36

11 2.46 2.83 3.09 3.32 3.37 3.54

12 2.6 2.93 3.21 3.4 3.46 3.62

’ 13 2.48 2.84 3.12 3.35 3.41 3.58
14 2.49 2.82 3.05 3.29 3.37 3.52

15 2.4 2.67 2.94 3.2 3.26 3.47

4 16 2.64 2.94 3.18 3.4 3.45 3.66
17 2.4 2.64 2.86 3.09 3.16 3.38

a) Ajuste un modelo de regresién a cada tableta.

b) Para comparar los cuatro grupos de pildoras, realice los andlisis de varianza para los coeficientes.
¢Se detectan diferencias entre los grupos?

o) Dibuje las graficas de perfiles y coméntelas. ;Hay evidencia de interaccion entre grupo y fracciéon?

d) Pruebe la hipotesis de igualdad de las medias de los grupos.

e) ¢Cual grupo de pildoras se disuelve mas rapido? Argumente.

25. En relacion con los datos de la tabla 14.14.

a) Haga las pruebas pareadas de medias entre tiempos adyacentes.

b) En el caso anterior, ;cémo ajustar el error prefijado « si se quieren interpretar simultdneamente los
resultados de las pruebas?

¢) Haga el ANOVA de varianza usual, considerando los sujetos aleatorios y anidados en los grupos y
los grupos cruzados con el tiempo. Compare los resultados con las conclusiones obtenidas en el
ejemplo 14.5.

26. Hand y Taylor (1987) presentan un estudio sobre excrecién urinaria de salsolinol en dos grupos de sujetos
admitidos a una unidad de tratamiento de alcoholismo. El grupo 1 consiste de seis individuos considerados
moderadamente dependientes del alcohol y el grupo 2 son ocho sujetos severamente dependientes del alco-
hol. Los datos, que son los logaritmos de los niveles de excrecién de salsolinol observados durante 4 dfas, se
presentan en la siguiente tabla:



Sujeto Grupo Dia 1 Dia 2 Dia 3 Dia 4
1 2 0.64 0.70 1.00 1.40
2 1 0.33 0.70 2.33 3.20
3 2 0.73 1.85 3.60 2.60
4 2 0.70 4.20 7.30 5.40
5 2 0.40 1.60 1.40 7.10
6 2 2.60 1.30 0.70 0.70
7 2 7.80 1.20 2.60 1.80
8 1 5.30 0.90 1.80 0.70
9 1 2.50 2.10 1.12 1.01
10 2 1.90 1.30 4.40 2.80
11 1 0.98 0.32 3.91 0.66
12 1 0.39 0.69 0.73 2.45
13 1 0.31 6.34 0.63 3.86
14 2 0.50 0.40 1.10 8.10

Preguntas y ejercicios

a) Utilizando el estadistico de Hotelling pruebe si la media de log(salsolinol) es igual en los diferentes

dias.

b) Pruebe la hipotesis de igualdad de las medias de log(salsolinol) en los dos grupos de alcohélicos.
) Dibuje las graficas de perfiles y comente lo que observa a la luz de las conclusiones obtenidas en
los dos incisos anteriores.

27. A un grupo de seis individuos se les hace memorizar durante 20 minutos dos listas distintas: una de letras y
otra de numeros. Después, al cabo de una hora, un dfa, una semanay un mes, se les pide que intenten recor-
dar ambas listas. Un grupo de expertos determina la calidad del recuerdo de cada sujeto con cada contenido,

hasta obtener los datos de la siguiente tabla:

Hora Dia Semana Mes
Sujeto Numeros Letras Numeros Letras Numeros Letras Numeros | Letras
1 6 8 6 6 4 2 3
2 7 10 5 8 5 5 5 2
3 4 7 2 7 1 2 3 2
4 7 11 5 9 3 3 4 6
5 6 10 4 6 4 4 5 3
6 5 9 2 4 1 3 1 5

a) Pruebe la hipétesis de igualdad de la calidad del recuerdo de nimeros y letras.
b) ¢Puede afirmarse que la calidad del recuerdo empeora con el paso del tiempo? Argumente.
c) Compare los dos primeros tiempos (hora y dfa) y los dos Ultimos (semana y mes) y comente lo que

encuentra.

d) Haga los graficos de perfiles e interprételos de acuerdo con las conclusiones encontradas en los
primeros tres incisos.
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Disefio de experimentos
con mezclas
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CAPITULO 15  Disefio de experimentos con mezclas

En los capitulos anteriores se estudiaron algunos disefios cuyos niveles de cada factor son
independientes de los niveles de los otros factores. Sin embargo, en los experimentos con
mezclas, los factores son los componentes o ingredientes de una mezcla y, como se vera mas
adelante, los niveles de dichos ingredientes no son independientes. Este hecho hace que los
disefios que se explicaron en capitulos anteriores no se apliquen a experimentos con mezclas.

El problema del disefio de experimentos
con mezclas

Existen muchos problemas reales y de investigacion que involucran productos que resultan al
mezclar diferentes componentes. Por ejemplo: bebidas, medicamentos, detergentes, pinturas,
resinas, gasolinas, cementos, etc., estan formados por una mezcla de distintos ingredientes o
componentes. En general, se supone que las caracteristicas de calidad de la mezcla dependen
de las proporciones con las que participan los ingredientes y no de la cantidad absoluta de
ellos.

Entre los objetivos de un experimento con mezclas se encuentran:

e Determinar cuales de los ingredientes de la mezcla o interacciones entre ellos tie-
nen mayor influencia sobre una o varias respuestas de interés.
e Modelar las respuestas de interés en funcion de las proporciones de los compo-

» Experimentos con
mezclas

nentes de la mezcla.
Usar dichos modelos para determinar en qué porcentaje debe participar cada uno

Disefios en los que factores son los com-
ponentes o ingredientes de una mezcla.
Las variables de respuesta dependen de
las proporciones con las que participan
los ingredientes en la mezcla y no de la
cantidad de mezcla.

de los ingredientes para lograr que la formula tenga las propiedades deseadas.

En Lobato Calleros et al. (1997) se presentan los resultados de
una investigacion cuyo proposito fue generar quesos con gra-
sas vegetales. Cada tratamiento consistio en elaborar tres kilos
de andlogo de queso, donde la porcién grasa contribuye con
765.2 g. La fraccion no grasa se dejé fija; en tanto, la fraccion
grasa, que es objeto de investigacion, estuvo integrada por dis-
tintas proporciones de grasa butirica (x;), grasa de soya (x;) y
aceite de soya (x3). Se midieron diversas variables de respuesta,
entre ellas dureza (y;, kg) y elasticidad (y,, cm). Los resultados
promedio de tres réplicas se muestran en la tabla 15.1. Como
se aprecia en esa tabla, los tratamientos (mezclas probadas) es-

tan definidos por la proporcion en la que interviene cada tipo
de grasa para formar la fraccion grasa del queso. Por ejemplo,
la mezcla (x;, x5, x3) = (1, 0, 0) significa que 100% de la por-
cién grasa se gener6 con grasa butirica. Mientras que la mezcla
(Xq, X3, X3) = (0.333, 0.333, 0.333) significa que los 765.2 g de la
porcién grasa del andlogo de queso se forman en partes iguales
por las tres grasas. El objetivo es saber qué componentes (grasa)
influyen mas en las caracteristicas del queso. También se quiere
conocer cual es la combinacion éptima si se desea lograr cierta
dureza y elasticidad.

Al planear un experimento con mezclas se decide, en funcion de lo que se conoce del problema y
del objetivo, las mezclas que se probaran para que al analizar los resultados se logren responder las pre-
guntas planteadas. Es decir, no se trata de producir las formulaciones que se le ocurran al experimen-
tador y llevar a cabo una investigacion a prueba y error, sino aplicar una metodologia de planeacion
y analisis que asegure obtener conocimiento y soluciones. Por ejemplo, las mezclas de la tabla 15.1 se
decidieron con base en un disefio simplex-reticular (simplex-lattice) aumentado que, como se vera mas
adelante, es un disefio adecuado para muchas situaciones practicas.

En general, en un problema de experimentos con mezclas se tendran g componentes o ingredien-
tes y cada tratamiento en el experimento consiste en una combinacion particular o mezcla de dichos
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I Tabla 15.1 Mezclas y resultados para el ejemplo de analogos

de queso
X1 X2 X3 Y1 Y2
1 0 0 0.32 0.97
0 1 0 0.7 0.83
0 0 1 0.2 0.87
0.5 0.5 0 0.33 0.7
0.5 0 0.5 0.23 0.82
0 0.5 0.5 0.27 0.74
0.333 0.333 0.333 0.31 0.78
0.667 0.167 0.167 0.32 0.76
0.167 0.667 0.167 0.49 0.73
0.167 0.167 0.667 0.23 0.82

ingredientes. Si se denotan por xy, X,, ..., X,, las proporciones en las que participan los » Problema de mezclas

componentes de la mezcla deben satisfacer dos restricciones:

Se tienen g ingredientes y cada tratamien-

to consiste de una combinacién particular

0 < x; < 1, para cada componente i

Xp=x+x+. 4+ x, =1

1

—

La primera indica que las proporciones tienen que ser cantidades entre cero y uno, y la segunda
condiciona a que las g proporciones sumen siempre la unidad, lo cual causa que los niveles de los
componentes x; no sean independientes entre si. De aqui que los disefios de experimentos con mezclas
sean diferentes de los disefios de experimentos factoriales y de los disefios de superficie de respuesta
usuales. Por ejemplo, en un diseio factorial donde uno de los factores es temperatura, los niveles de
este factor se pueden mover de manera independiente de los demas factores. Mientras que en un diserio
de mezclas, al aumentar la proporcion de un ingrediente necesariamente se reduce la participacion de
los componentes restantes en esa misma proporcion.

Para entender mejor el problema de los experimentos con mezclas, veamos cémo

de ellos (x;, X, ..
d 0SXx<Tyx+X+..+x=1

. Xg)- Se cumple que

se representan sus regiones experimentales mediante simplejos (simplex), es decir, fi-
guras geométricas que permiten dibujar ¢ componentes usando g — 1 dimensiones. En
la figura 15.1 se muestra la region experimental para ¢ = 2 y q = 3 componentes. Para
dos componentes, la region experimental viable esta dada por la linea recta x; + x, = 1,
que se representa en la figura 15.1a) con el segmento de linea que une los puntos (1,

« Simplex

Son figuras que permiten dibujar g com-
ponentes usando g — 1 dimensiones. Se
utilizan para representar geométricamen-
te las regiones experimentales en experi-

0) y (0, 1) en el plano cartesiano. Para q = 3 componentes, la region esta formada por ~ mentos con mezclas.

el plano que satisface la relacion x, + x; + x3 = 1, de donde se desprende que la region

experimental es un triangulo equilatero (figura 15.1b). Los tres vértices corresponden a las mezclas pu-
ras (formadas por un solo ingrediente), los tres lados o aristas representan las mezclas binarias que solo
tienen dos de los tres componentes. Los puntos interiores del triangulo representan mezclas ternarias
en las cuales los tres ingredientes son diferentes de cero.

Para representar de manera adecuada cualquier mezcla ternaria es util trazar lineas perpendicu-
lares, a cada uno de los lados, que unan cada vértice con el lado opuesto. En la parte baja de la figura
15.1b), cada una de estas lineas se dividio con incrementos de 0.1. En la figura 15.2 se muestra la
representacion geométrica para un disefio de mezclas con cuatro componentes, que corresponde a un
tetraedro.

En resumen, para dos componentes la region experimental es un segmento de recta, para tres com-
ponentes es un triangulo, para cuatro componentes es un tetraedro y para mas de cuatro componentes
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0, 1) 1,1
X1+ X =1
(172, 1/2)
X2
(1,0
(0, 0) X
0, 1) (172, 1/2)
X2

(1,0

a) Regioén experimental con g = 2.

X3

11©,0.1)

0, 1.1)

Regién experimental

0, 1.0)

X, X1+ X +X3=1

(1,1.0

Xz

b) Region experimental con g = 3.

Figura 15.1 Representaciéon geométrica de un disefio de experimentos con mezclas.

e Los vértices corresponden a
“mezclas” puras

e Las aristas a mezclas binarias

e Las caras corresponden a
mezclas ternarias

e Los puntos interiores a
mezclas cuaternarias

X3

Figura 15.2 Region experimental de un disefio de mezclas con g = 4 componentes.

X

(1,0.1)

(1,0.0)

X
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es un hipertetraedro. Notese que en disefio de mezclas se puede dibujar con un tetraedro la region
experimental para cuatro componentes, mientras que en los disetios factoriales no es posible dibujar la
region experimental para cuatro factores en una figura compacta. Ademas, en los disefios de mezclas
las regiones mencionadas son al mismo tiempo las regiones de operabilidad, ya que cualquier mezcla
posible es un punto del simplex.

Los disefios de experimentos que se utilizan en mezclas distribuyen adecuadamente los tratamien-
tos o mezclas en la region experimental. Por ejemplo, la representacion de los tratamientos (mezclas)
en el ejemplo de analogos de queso de la tabla 15.1 se muestra en la figura 15.3b). Con frecuencia la
investigacion se restringe a una parte de la region experimental, y esto ocurre cuando por restricciones
fisicas o conocimientos técnicos se quiere que uno o mas de los componentes tome valores en un rango
mas estrecho. Por ejemplo, entre 20 y 40%. Esto lo veremos mas adelante con detalle.

En general, el objetivo del disefio de experimentos con mezclas es cuantificar la influencia que
tienen los diferentes componentes sobre la respuesta, tanto en forma individual como en su accion
conjunta con otros componentes. Se trata de modelar esta respuesta para predecirla en cualquier for-
mulacion posible y utilizar los modelos con el proposito de encontrar la composicion de la mezcla que
proporcione mejores resultados (optimizar). Para cumplir con estas tareas es preciso tomar en cuenta
las particularidades de los experimentos con mezclas, ya que los disefios factoriales tradicionales no
son aplicables, los polinomios estandar (modelos) no son adecuados (pues algunos de sus parametros
careceran de sentido), y en cuanto al analisis, las pruebas estadisticas tradicionales de los modelos
pueden generar confusiones.

Algunos disefos de mezclas
y sus modelos estadisticos

Los dos tipos bésicos de disefios para estudiar el efecto de los componentes de la mezcla sobre la res-
puesta son el simplex-reticular (simplex-lattice) y el simplex con centroide (simplex-centroide). El disefio
simplex reticular {q, m} considera ¢ componentes y permite ajustar un modelo estadistico de orden m.
Los puntos del disefio consisten en todas las posibles combinaciones de componentes o mezclas que se
forman al considerar que las proporciones pueden tomar los m + 1 valores entre cero y uno dados por:

x;=0, I/m, 2/m, ..., m/m

Por ejemplo, un disefio simplex reticular {3, 2} implica que g = 3 y m = 2; por ello, los valores que
pueden tomar los componentes son x; = 0, %2, 1. Con lo que las mezclas de tres componentes que se
pueden formar con estos valores son:

(1, %5, x3) =(1,0,0); (0, 1,0); (0,0, 1); (172, 1/2, 0);
(172,0,1/2) y (0, 172, 1/2)

que corresponden a las tres mezclas puras y a tres binarias. La representacion grafica de este disefio se
muestra en la figura 15.3 a).

El disefio simplex reticular {3, 3} implica que ¢ = 3 y m = 3, y los valores que pueden tomar los
componentes son x; = 0, 1/3, 2/3, 1. Las mezclas de tres componentes que se pueden formar con estos
valores son:

(x1, %2, x3) = (1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1); (2/3, 1/3, 0); (2/3, 0, 1/3); (0, 2/3, 1/3);
(173, 2/3,0); (1/3, 0, 2/3); (0, 1/3, 2/3) y (1/3, 1/3, 1/3)

La representacion grafica de este disefio se muestra en la figura 15.3¢). El disefio simplex reticular
{4, 2} implica que g =4y m =2, y los valores que pueden tomar los componentes son x; =0, 1/2, 1. Las
mezclas seran del tipo: (xy, x5, X3, x4) = (1, 0,0, 0) y (1/2, 1/2, 0, 0), que corresponden a los vértices y
centros de las aristas de un tetraedro.
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0,0,1)
X3

(0,172, 1/2) (12,0, 1/2)

0, 1,0) (1,0,0)

X, (112,172, 0) X X, X

a) Disefo simplex reticular (3, 2) b) Disefio simplex reticular (3, 2) aumentado

X2 X

) Disefio simplex reticular (3, 3) d) Disefo simplex con centroide (q = 3)

Figura 15.3 Ejemplos de disefios simplex reticular y simplex con centroide con tres componentes.

Aumentar el diseno

@) Diseiio simplex reticular  El disefo simplex reticular incluye basicamente puntos en la frontera, pero si el experi-

{q. m} mentador desea hacer predicciones en el interior es recomendable agregar corridas que
i’

estén en el interior. En particular se sugiere agregar el centroide global y las mezclas
Considera g componentesy permite ajus-  Jocalizadas entre el centroide y los vértices. Por ejemplo, en la figura 15.3b) se muestra

tar un modelo de orden m. Los tratamien-
tos se obtienen con todas las mezclas que
pueden formarse dado que los componen-
tes toman los valores x;=0, 1/m, 2/m, ...,
mim.

un diseno simplex reticular {3, 2} aumentado. Las coordenadas o mezclas de este disefio
son las que se muestran en la tabla 15.1 para el ejemplo de analogos de queso.

El otro disenio basico es el simplex con centroide que se aplica con pocos com-
ponentes y consiste en 297" puntos definidos de la siguiente forma: las ¢ mezclas pu-
ras, todos los puntos medios de las aristas definidas por cada dos vértices del simplex
(2, %2, 0, 0),..., (0, 0,.., Y2, ¥2); los centroides de las caras definidas por cada tres vértices del simplex:
(173,173, 1/3, 0,..., 0), ..., (0,..., 0, 1/3, 1/3, 1/3); y asi hasta obtener el centroide global (1/g,..., 1/q).
Por ejemplo, el simplex con centroide para q = 3 incluye las mezclas:

(x1, %2, x3) = (1, 0, 0); (0, 1, 0); (0, 0, 1); (1/2, 1/2, 0); (1/2, 0, 1/2);
0, 1/2,1/2) y (1/3, 1/3, 1/3)

En la figura 15.3d) se muestra este disetio.
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Modelo de primer orden @) Disefio simplex con

Una vez obtenidos los resultados experimentales de un disefio de mezcla, es necesario  centroide

ajustar un modelo estadistico para investigar el efecto de los componentes sobre la . -1 . -
Consid h 1 tipo d del d - do. U ; Consiste de los 297" tratamientos siguien-

respuesta. Consideremos ahora el tipo de modelo que puede ser ajustado. Una primera ¢ jas ¢ mezclas puras, los puntos me-

aproximacion seria ajustar un modelo de primer orden: dios de la forma (%, ¥, 0, 0)...., (0, 0,...

1A, '5); los centroides de las caras de cada

q
E(v)= 8.+ X tres componentes: (1/3, 1/3, 1/3, 0,..., 0),
)= Zﬂl ! 5.1y v (0,..., 0, 173, 1/3, 1/3); y asi hasta obte-

ner el centroide global (1/g,..., 1/g).
donde E(y) es el valor esperado de la variable de respuesta y. Sin embargo, debido a la restriccion x; +
X, + ... + X, = 1 es posible demostrar que los parametros 8y, B,,..., B, no son tnicos. Se podria hacer
la sustitucion:

i=1

q

q-1
Xy = 1—2)(1
i=1

en la expresion (15.1), y de esa manera eliminar la dependencia entre los componentes. Con ello es
posible estimar los pardametros o, fB1,..., f,-1. El inconveniente de esto es que no se puede estimar el
efecto de g-ésimo componente porque el término B,x, no estaria incluido en la ecuacion. La alternativa
mas usual es multiplicar algunos de los términos de (15.1) por la identidad x; + x, + ... + x, = 1. Por
ejemplo, si multiplicamos a f3, por esta identidad y agrupamos términos, se obtiene:

q q
E(y):ﬁo(x]+xl+...+x1)+2ﬁixi =2ﬂi*xi (15.2)
i=1 i=1

donde B;=p,+p; paratodoi=1,2,..., q. El modelo con los coeficientes B; se conoce como forma
canonica del modelo de primer orden para mezclas. En la practica, para simplificar la notacion se elimina
el asterisco de cada parametro y el modelo canoénico de primer orden se denota con:

q
E(y)=Y Bix; (15.3)

i=1

Modelo cuadratico

Cuando se ajusta un modelo cuadratico también es necesario incorporar la restriccion x; + x; + ... +
x, =1, ya que esto le dard una caracteristica especial al modelo. Para ilustrar la idea supongase que se
tienen tres componentes X, X,, X3, por lo que el polinomio de segundo grado esta dado por:

2 2 2
E(y)=Bo+Brx1+Brxs + B335+ Broxi % + Br3xi x5 + Brsxaxs + Xy + By + B335 (15.4)
Los tres términos cuadraticos se pueden expresar como:
q
KON I
j=1, j#i

y con tres componentes:

xlzzx](l—xz—)@); x%zxz(l—xl—)@) y x§=x3(1—x1—x2)
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Al aplicar esto en (15.4) y multiplicando a , por x; + x, + x5 = 1, se obtiene

E(y)=Bo (x1+ x5 +x3)+ B1X1 + B35 + B35+ B1ox1X, + Br3xi X5+ Br3%, X5
+Bux (1=, =x3)+ B (1=x; = x3)+ B335 (1=x, = x;)

multiplicando y reagrupando términos es facil ver que esto es igual a:
E(y) =11+ Brx; + B335+ B1ox1 %, + B13x1X5 + B3 %,X; (15.5)
con:
181 =B +ﬂi+ﬁij y ﬂu =ﬁlj =B _ﬂ]j; i,j=1,2,3

En la practica, para simplificar la notacion se eliminan los asteriscos de los coeficientes del modelo
(15.5), y de esta manera el modelo canoénico de segundo orden para mezclas con tres componentes
toma la siguiente forma:

E(y)=B1x1+ Brx; + B335+ Broxixy + Br3x1 X5+ B3x,%5
En general, para ¢ componentes este modelo esta dado por:
q q
E) =2 B+ XX Byxix)
i=1 i<jj=2

donde el coeficiente §; representa la respuesta esperada en la mezcla pura x; = 1, y al mismo tiempo es la
altura de la superficie en el vértice x; = 1. Cuando la mezcla es estrictamente aditiva, el polinomio lineal
es adecuado (modelo 15.3). Una mezcla es considerada estrictamente aditiva cuando en el centro de las
aristas correspondientes a cada par de vértices se predice el promedio de lo estimado en los vértices. Es
precisamente el coeficiente f; el que representa el exceso de la respuesta del modelo cuadratico sobre
el lineal, y si el signo de este coeficiente es positivo se habla de sinergia entre los componentes i y j; en
cambio, si el signo es negativo se habla de antagonismo entre los componentes. La méaxima contribu-
cion de este término se da en el punto x; = x; = 1/2.

En ocasiones, cuando el modelo cuadratico no es suficiente para describir la respuesta puede ajus-
tarse el modelo cuibico especial, que para tres componentes esta dado por:

E(y)=B1x1+ Boxy + B3x5 + B12X1X + B13x15 + B3 X X5 + B1a3 X1 X5 X5
Mientras que el cubico completo es:

E(y) =11+ B2% + B3x5 + B12x1%0 + 13X, X5 + B3, X5 + 123X, X, X5

+ 011, (3 = %)+ 013 X3 (x) = X3)+ 053,33 (%; = X3)

En general, el modelo ctibico especial para ¢ componentes esta dado por:
q q q
E(y)=2ﬂix1+22ﬁijxixj+222ﬁijkxixjxh (15.6)
i=1 i<jj=2 i<j j<kk=3

mientras que el cubico completo por:

q q q q
ECy) =Zﬁ1xl +22ﬂuxixj +225yxix}<xl —X,;>+222ﬂwix‘;xk 15.7)
i=1

i<jj=2 i<j j=2 i<j j<kk=3

En el modelo ctibico, los términos tales como x; x; (x; — X;) permiten mezclas tanto con sinergia
como con antagonismo a lo largo del lado x; — x;. El término cibico especial x,x,x; cuantifica el efecto
de la mezcla ternaria en el interior del simplex.
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La interpretacion de la magnitud de los coeficientes de un modelo de mezclas debe tratarse en for-
ma especial debido a que 0 < x; < 1. Por ejemplo, un término lineal del tipo f; tnicamente contribuye
al modelo cuando x; > 0, y la maxima contribucion ocurre cuando x; = 1, en cuyo caso el efecto maxi-
mo es igual a B;. En tanto, un término cuadratico del tipo f1,x,x, contribuye al modelo en cada punto
en el simplex donde x, > 0 y x, > 0. Su mayor contribucion se lleva a cabo en el lado de x;y x,, es de
magnitud (4)B,, y ocurre en el punto x; = x; = ¥2. Un término ctbico tal como f1,5x) X, x5 contribuye
al modelo en cada punto, en el cual x; > 0, x, > 0 y x5 > 0 (en el interior del simplex); la maxima con-
tribucion es de magnitud 81,5/27 y se da en el punto x; = x, = x3 = 1/3. De lo dicho se desprende que la
magnitud de los coeficientes en relacion con su contribucion solo es comparable entre los coeficientes
de su misma clase: lineales con lineales, cuadraticos con cuadraticos, etcétera.

Ajuste del modelo y caracterizacion
de la superficie de respuesta

Un vez que se cuenta con los datos de un diseno es posible ajustar un modelo sea de primer o mayor
grado, segun el tipo de diserio. Por lo general, la estimacion de los coeficientes del modelo se hace por
minimos cuadrados, como se explico en el capitulo 11. Para su obtencion y para la caracterizacion de
la superficie de respuesta es mejor apoyarse en un software estadistico. A continuacion se utilizara Stat-
graphics para analizar con detalle los datos de la tabla 15.1 de analogos de queso para la variable y;.

Para analizar los resultados del disefio de mezcla la primera tarea es ajustar y seleccionar el modelo
adecuado. Por ejemplo, en el caso del experimento con analogos de queso ya vimos que se corrié un di-
sefio simplex reticular {3, 2} aumentado, por lo que como méximo se puede ajustar un modelo ctbico
especial, como el (15.6). Por lo tanto, es preciso decidir si este modelo es adecuado o si es suficiente el
modelo cuadratico o incluso el lineal. En la tabla 15.2 se muestran los aspectos bésicos para los cuatro
posibles modelos.

1 Tabla 15.2 Andlisis de los posibles modelos para el ejemplo de analogos de queso

Fuente de Suma de Grados de | Cuadrado
variabilidad | cuadrados libertad medio Razon F Valor-p
Media 1.156 1 1.156
Lineal 0.1635 2 0.0817 14.63 0.0032
Cuadratico 0.0296 3 0.0099 4.14 0.1016
Cubico 0.0064 1 0.0064 6.30 0.0870
especial
Error 0.0031 3 0.00102
Total 1.3586 10
Modelo Error estandar R? R’ (ajus)
Lineal 0.0747527 80.69 75.18
Cuadratico 0.048791 95.30 89.42
Cubico especial 0.0320006 98.48 95.45

El modelo media consiste s6lo en una constante, el lineal contiene términos de primer orden para
cada x;. El cuadrdtico incluye las interacciones xx;, y el ctibico especial agrega el término x, x, x5. El valor-p
prueba si el modelo es significativo o si tiene una aportacion adicional significativa a la explicacion de la
respuesta al compararlo con el modelo anterior de mas bajo orden.

Con el criterio del valor-p normalmente se elige el modelo mas complicado con un valor-p menor
que 0.05. Con este criterio se seleccionaria el modelo lineal pero, como se puede apreciar, el valor-p
de los otros modelos también es pequetio (practicamente menor que 0.10), es decir, también podrian
considerarse.
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De manera adicional, para la seleccion del modelo se tiene el criterio de los coeficientes de deter-
minacion (R® y R*(ajus)), los cuales muestran el porcentaje de la variacion en y, que es explicada por
el correspondiente modelo. En este caso, el modelo cuadrdtico es el indicado, ya que sus coeficientes
de determinacion son bastante més grandes que los del modelo lineal. Mientras que el modelo ctibico
especial, aunque podria ser una alternativa, logra aumentar poco el coeficiente de determinacion y no
compensa la complicacion adicional del modelo.

En la tabla 15.3 se muestra el analisis de varianza para el modelo cuadratico completo, junto con la
estimacion de sus coeficientes. El valor-p = 0.0091 en el ANOVA muestra que el modelo es significativo
y, como ya habiamos visto, con un R* muy bueno. El valor-p = 0.0091 de la tabla 15.3 no coincide
con el correspondiente de la tabla 15.2 (p = 0.1016), porque este ultimo indica el aporte adicional del
modelo cuadratico respecto al lineal. Como el valor-p para el término x,x; es grande, entonces, al ex-
cluirlo, se espera que el modelo mejore en términos del R*(ajus). En efecto, si se elimina este término
se observa que el valor-p para el modelo disminuye hasta 0.0016 y la explicacion real del modelo dada
por Rz(ajus) se incrementa hasta 91.51%. De acuerdo con esto, los coeficientes del modelo cuadratico
son ligeramente diferentes a los de la tabla 15.3, y estan dados por:

y, = 0.3208x, + 0.7053x, + 0.1026x; — 0.5338x,x, — 0.5502 x,%; (15.8)

1 Tabla 15.3 Ajuste y analisis de varianza para el modelo cuadratico, ejemplo
de andlogos de queso

Fuente de Suma de | Grados de | Cuadrado
variabilidad cuadrados | libertad medio Razon F | Valor-p
Modelo cuadratico 0.193121 5 0.0386241 16.30 0.0091
Error total 0.00947944 4 0.00236986
Total (corr.) 0.2026 9
R*=9532

R* (ajus) = 89.47
Error estandar de estimacion = 0.04868
Media del error absoluto = 0.02511

Parametro | Estimacion | Error estandar | Estadistico T | Valor-p

X 0.3174 0.04696

Xy 0.7056 0.04696

X3 0.1893 0.04696
X1%; -0.5334 0.21636 -2.465 0.0693
X1X3 0.0337 0.21636 0.1557 0.8838
X5X3 -0.550 0.21636 -2.541 0.0639

donde se excluye el término x,x3, que es claramente no significativo. De la magnitud de los coeficientes
lineales estimados se concluye que con la mezcla pura que solo contiene el componente x, (grasa de
soya) se logra el valor mas grande de y, (dureza del analogo de queso) comparado con las otras dos
mezclas puras. La mezcla pura que produce los menores valores de y, esta compuesta solo con aceite
de soya (x3). En cuanto a los efectos combinados se aprecia que x,x3 y x; X, tienen un efecto antagonico
sobre y,, dado que el signo de los coeficientes es negativo. De esta manera, si se quisiera maximizar
la dureza del analogo del queso, se recomienda formar la fraccion grasa solo con x,. Pero si se desea
otro valor para y; habria que explorar la superficie de respuesta del modelo ajustado, que se muestra
en la figura 15.4. Ahi se aprecia claramente que las durezas mas bajas se logran con las mezclas puras
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x;=1.0

0.78

0.68

0.58

0.48

0.38

0.28
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X;=1.0

x3=1.0 X, =1.0 x;=0.0

Figura 15.4 Superficie de respuesta para y; en analogos de queso.

de x3 0 con mezclas en las que este componente predomina. Si se buscara una dureza objetivo de 0.5,
se alcanzaria con x, proximo a 0.75, y otro 25% se podria completar en forma muy variada con los
otros componentes. Obviamente, como en la practica se quieren otras propiedades en el queso, al final
la mezcla ideal se seleccionaria mediante una optimizacion simultanea. Para ello es necesario ajustar
un modelo para cada variable de respuesta y aplicar el procedimiento descrito en el capitulo 13. De
manera adicional, el analisis de residuales no detecta ninguna violacion a los supuestos del ANOVA.

Interpretacion de los coeficientes
del modelo ajustado

Debido a la restriccion de que la suma de las proporciones siempre es igual a la unidad, el efecto de
un ingrediente en un disefio de mezclas es diferente al efecto de un factor en un experimento factorial
donde se puede mover el factor manteniendo fijos a los demds. En un experimento con

[[]0.17-024
Il 024031
B 0.31-038
[ ]0.38-0.45
[l 045-052
[] 0.52-0.59
[ 0.59-0.66
Il 066073

x3=1.0

mezclas, el coeficiente lineal f; no mide el efecto global del ingrediente x;, sino que sélo @) Coeficiente lineal ;

estima el valor de la respuesta en ese vértice del simplex. Como se observa en la tabla
15.3 no tiene sentido probar las hipotesis Hy: ;= 0, puesto que aun cuando el parame-

tro fuera igual a cero eso no implica que el ingrediente x;no tenga efecto individual o puesta en ese vértice del simplex.

lineal. Por otra parte, las hipotesis Hy: B;;= 0 sobre las interacciones si proveen informa-
cion acerca del efecto combinado de los componentes Xx; y x;.

El efecto de un ingrediente x; se define como el cambio en la respuesta a lo largo del eje que une
este vértice con el centro del lado opuesto del simplex (véase figura 15.3). Notese que a lo largo de este
eje la proporcion con la que participa el ingrediente x; cambia de 1 a O, mientras que el resto de los
ingredientes se mantiene en proporciones iguales, cuya suma cambia de 0 a 1.

Grafico de trazas

El llamado grdfico de trazas (trace) es una forma de evaluar la importancia de los dis- » Grafico de trazas

tintos componentes de una mezcla. Esta grafica inicia con una mezcla de referencia
(usualmente con el centroide de la region experimental) y va mostrando la manera en
la que la respuesta (Y) se modifica conforme uno de los componentes aumenta o dismi-
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No mide el efecto global del ingrediente
X, sino que solo estima el valor de la res-

Evalda la importancia de los componen-
tes de una mezcla. Inicia con una mezcla
de referencia y la gréfica va mostrando

nuye su participacion en la mezcla. Cuando uno de los componentes cambia, el resto se |3 manera en la que Y cambia conforme
incrementa o disminuye en forma proporcional. De esta manera, la forma del grafico de cada componente aumenta o disminuye
trazas muestra la importancia relativa de los componentes. su participacion en tal mezcla.

En la figura 15.5 se muestra el grafico de trazas para el ejemplo de andlogos de que-
so usando el modelo ajustado dado en la ecuacion (15.8). Se observa que el componente
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Mezcla de referencia: (0.333, 0.333, 0.333)

0.89

Componente
0.69

X2

X3
X3

0.59

0.49

0.39

0.29

i
[TTTT T[T T T[T T T T T I T T T TTTT]

0.19

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Proporcién

Figura 15.5 Gréfico de trazas para el ejemplo de anélogos de queso.

con mayor efecto es el x,, ya que cuando éste cambia se logran los mayores cambios en y,. En seguida
se ubicaria al componente x; y con menor efecto el x;. Obsérvese que, de acuerdo con este grafico, aun
cuando el coeficiente de x5 es menor que el coeficiente de x; en la ecuacion (15.8), x5 tiene mas efecto
que x;. También se puede ver que el valor maximo de la dureza del queso se alcanza con la mezcla pura
X, = 1, mientras que el valor minimo se logra en la mezcla pura x; = 1.

Restricciones en los componentes
de una mezcla

Ya sea por razones técnicas o economicas, es comun que algunos componentes en un experimento de
mezclas se restrinjan de la siguiente manera:

Osa=x<b=1

donde q; es la restriccion inferior para el componente x; de la mezcla, y b; es la restriccion superior. En
esencia, a; representa la minima proporcion del i-ésimo componente que debe existir en cualquiera de
las mezclas que se probaran en el experimento, y b; representa el nivel o proporcion maxima del i-ésimo
componente.

En general, las restricciones delimitaran la region experimental factible a una zona o subregion
del simplex. Por ejemplo, supongamos que en un experimento con tres componentes el componente
x, estd limitado por 0.2 < x; =< 0.8. Si so6lo este componente tuviera restriccion, las mezclas a probar
tendrian que ser elegidas de la region experimental resaltada en la figura 15.6a). De entrada se aprecia
que ya no serd posible probar ninguna de las mezclas puras. Es decir, al restringir un valor minimo y
maximo a x;, como se debe cumplir que x; + X, + x3= 1, entonces implicitamente se imponen restric-
ciones a los otros componentes.

Si de manera adicional se estableciera la restriccion 0.3 < x, < 0.7, la region factible se muestra en
la figura 15.6b), donde se observa que esto obliga a que el valor maximo de x; ahora sea 0.7, es decir,
0.2 = x; = 0.7, y en forma automatica tendriamos que 0 < x5 < 0.5. Pero si se deseara restringir aun
mas a x3, con la exigencia 0.2 < x; < 0.5, entonces la region experimental factible se muestra en la
figura 15.6¢). Esta ultima restriccion ocasiona que se restrinjan aun mas los posibles valores de x; y x,.
Se observa que la region experimental final esta delimitada por 0.2 = x; = 0.5,03 <x, = 06y0.2 <
x3 = 0.5, como se ilustra en la figura 15.6d).
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Xq

a) Restriccion 0.2 < x; < 0.8 b) Restriccién adicional 0.3 < x, < 0.7

X5 X1 X, =0.6

) Restriccién adicional 0.2 < x; < 0.5 d)Region con 0.2 < x; <

Figura 15.6 Regiones experimentales con restricciones en q = 3 componentes.

x3=0.5

X3=0.2 x;=0.5

0.503<x,<06y02<x;<05

Aunque generalmente no ocurre asi, en este caso la forma de la region experimental resultante en
la figura 15.6d) tiene una forma regular parecida al simplex completo; por ello, para explorar la variable
de respuesta en esta region se podrian elegir las mezclas de acuerdo con alguno de los disefios antes
descritos: simplex reticular, simplex reticular aumentado o simplex con centroide. Las coordenadas se
pueden encontrar por medio de una reparametrizacion, ver por ejemplo Cornell (2002). Obviamente
es mas facil recurrir a un software estadistico. Por ejemplo, los vértices de la region experimental de la

figura 15.6d) corresponden a las mezclas:
(x1, %, X3) = (0.5, 0.3, 0.2); (0.2, 0.6, 0.2) y (0.2, 0.3, 0.5)
Las coordenadas del centroide estan dadas por:
(x1, x5, x3) = (0.3,0.4,0.3)

Cuando la region experimental factible no tiene la forma del simplex, resulta un
poligono o hiperpoligono irregular. En esos casos los disefios del tipo simplex no pue-
den usarse, por lo que es necesario recurrir a otros criterios considerados usualmente
en los sistemas computacionales. Por ejemplo, un disefio usado con frecuencia en los
experimentos de mezclas con restricciones son los que se conocen como vértices extre-
mos propuestos por McLean y Anderson (1966). Ellos sugieren usar los vértices de la

» Disefo de vértices
extremos

Se aplica en experimentos de mezclas con
restricciones donde la region experimen-
tal es un poligono irregular. Se usan los
vértices de la region restringida como la
base del disefio, junto con puntos entre el
centroide global y el centroide de la re-
gion experimental.
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region restringida como la base del disefio, junto con una subserie de puntos a lo largo de los centroides
de la subregion y el centroide global. También es posible utilizar los criterios D-Optimo para seleccionar
los puntos. Este criterio fundamentalmente selecciona puntos de una lista de puntos candidatos, de
manera tal que las varianzas de los coeficientes de regresion en el modelo son minimizados. La efecti-
vidad de este método depende de la lista de los puntos candidatos, de la adecuacion del modelo pro-
puesto y del nimero de puntos de diseno seleccionados. Véase Cornell (2002) para mayores detalles.

Los disefios basados en distancia también son muy utiles para experimentos con restricciones. Este
criterio trata de distribuir de manera uniforme los puntos de diserio en la frontera de la region factible.
El algoritmo para seleccionar los puntos inicia con el punto de la region experimental restringida que
esta mas cerca de un vértice de la region sin restricciones, y luego se agrega el punto de la region fac-
tible para el cual la distancia euclidiana es un maximo. Todos los puntos subsecuentes son agregados
de forma similar.

Experimento con restricciones

En Garcia y Espinoza (2006) se describe un experimento en el
cual se evaltian los componentes que inciden en el comporta-
miento reolégico de una suspensién de esmalte para baldosas
0 mosaicos, mediante el uso de experimentos de mezcla con
espacio de mezcla restringido. Un esmalte es un revestimiento
ceramico constituido por finisimas capas vidriosas que recubren
la superficie de la pieza (baldosa en este caso) normalmente con
0.15 a 0.5 mm de espesor.

El proceso de preparacién de los esmaltes normalmente
consiste en someter la materia prima a una fase de molienda
hasta obtener la finura deseada. La materia prima son arcillas,
caolines, feldespatos, fritas, colorantes y/o pigmentos, agua y
aditivos. Se sabe que los componentes que més influyen son
los denominados aditivos. En el proceso del estudio, los aditivos
utilizados en la formulacién del esmalte fueron: x;: tripolifosfato
(defloculante), x,: carboximetilcelulosa (ligante o aglutinante) y
X3: sal (suspensivante).

La investigacion se enfoco en optimizar la composicion de
la mezcla con respecto a estos aditivos. Se establecié que la can-
tidad total de aditivo, resultado de la suma de estos tres com-
ponentes, representara 0.245% en el peso de la formula total,
y que el resto de los componentes del esmalte permaneciera
constante. Para formar este 0.245% asignado a los tres aditivos
se decidié aplicar un experimento de mezclas con restricciones,
ya gue hay razones técnicas que indican el nivel aproximado en
el que debe estar cada uno de los tres componentes. En la ta-
bla 15.4 se muestran dichas restricciones, tanto en relacién con
el peso de la mezcla total como en relacién con la proporcién
respecto al aditivo. El disefo experimental de mezclas utilizado
fue del tipo D-6ptimo completamente aleatorizado, el cual se
genera a partir de las restricciones usando un software adecua-
do. Las variables de respuesta fueron y;: viscosidad, expresada
en segundos, Y y,: residuo, expresado en porcentaje. En la tabla
15.5 se muestran el disefio y los resultados obtenidos; las pro-
porciones de cada componente estdn expresadas con respecto a
su contribucion al aditivo.

I Tabla 15.4 Restricciones para los tres componentes del aditivo, ejemplo 15.2

Aditivo

Restricciones respecto
al peso de la
formula total

Restricciones, en proporcion, respecto
al 0.245% que representa el aditivo
en la formula total

Tripoli fosfato
Carboximetilcelulosa

Sal de uso industrial

0.0375 <x;<0.15 0.153 <x;,<0.612

0.075 < x,< 0.1875 0.306 < x, < 0.765

0.013 <x3<0.0266 0.053 <x3<0.109

Enlatabla 15.6 se muestra la informacion que permite seleccionar el modelo. Con base en el valor-p
y R” se elige el modelo lineal, ya que explica en forma conveniente la superficie, y la explicacion adicio-
nal que provee el modelo cuadratico no compensa el tener que agregar los tres términos cuadraticos.
Si bien el término x,x, contribuye de manera significativa (véase tabla 15.7), es posible mostrar que su
importancia desaparece si se analiza el logaritmo de la respuesta (In(y,), el cual es la transformacion que
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Orden de
corrida Mezcla X X5 X3 Y1 ¥
19 1 0.184 | 0.706 | 0.109 | 300.00 | 5.10
12 2 0.384 | 0.535 | 0.082 |165.63 | 4.32
11 3 0.335 | 0.555 | 0.109 | 176.27 | 2.88
6 4 0.155 | 0.763 | 0.082 | 300.00 | 8.43
15 5 0.384 | 0.535 | 0.082 | 126.18 | 4.34
1 6 0.392 | 0.522 | 0.086 | 90.68 | 3.62
16 7 0.249 | 0.698 | 0.053 | 196.66 | 7.05
18 8 0.612 | 0.322 | 0.065 | 61.39 | 573
9 9 0.527 | 0.363 | 0.109 | 87.06 | 5.13
3 10 0.612 | 0.322 | 0.065 | 54.77 4.44
5 11 0.584 | 0.306 | 0.109 | 75.87 | 5.82
20 12 0.584 | 0.306 | 0.109 | 77.18 5.88
2 13 0.184 | 0.706 | 0.109 | 300.00 | 5.74
13 14 0.384 | 0.535 | 0.082 | 15538 | 5.89
7 15 0.506 | 0.429 | 0.065 | 9643 | 6.32
8 16 0.322 | 0.612 | 0.065 |217.15| 4.68
10 17 0.441 | 0.449 | 0.109 | 128.08 | 6.39
14 18 0.384 | 0.535 | 0.082 | 163.59 | 5.28
17 19 0.155 | 0.763 | 0.082 |300.00 | 7.92
4 20 0.249 | 0.698 | 0.053 |161.84| 7.42
1 Tabla 15.6 Analisis de los posibles modelos para el ejemplo de esmalte
Fuente Suma de | Grados de Cuadrado
de variabilidad | cuadrados libertad medio Razéon F | Valor-p
Media 522 990.0 1 522 990.0
Lineal 119 964.0 2 59982.0 70.88 0.0000
Cuadratico 6248.82 3 2 082.94 3.58 0.0413
Cubico especial 1 005.78 1 1 005.78 1.83 0.1988
Cubico 3113.17 3 1037.72 2.58 0.1116
Error 4017.57 10 401.757
Total 657 339.0 20
Modelo Error estandar R? R*(ajus)
Lineal 29.0895 89.29 88.03
Cuadratico 24.1077 93.94 91.78
Cubico especial 23.4205 94.69 92.24
Cubico 20.0439 97.01 94.32
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1 Tabla 15.7 Modelo cuadratico completo para ejemplo de esmalte

Parametro | Estimacion | Error estandar | Estadistico T Valor-p
X 53.4725 25.6603
X 260.053 22.2645
X3 -1418.32 3585.7
X1 -168.512 65.683 —2.56553 0.0224
X1 1837.15 4184.5 0.439038 0.6673
X2X3 2530.3 4 041.89 0.626018 0.5414

en este caso mejora el cumplimiento del supuesto de homogeneidad de varianzas (ejercicio 19). En la
tabla 15.8 se expone el analisis de varianza y los coeficientes del modelo lineal ajustado:

y =9.34x; + 260.4x; + 545.6x;3

I Tabla 15.8 Analisis de varianza del modelo lineal, ejemplo de esmalte

Fuente Suma de | Grados de | Cuadrado
de variabilidad | cuadrados | libertad medio Razon F | Valor-p
Modelo lineal 119 959.0 2 59 979.7 70.86 0.0000
Error total 14 390.1 17 846.475
Total (corr.) 134 349.0 19
R*=89.29

R* (ajus) = 88.03
Error estandar de estimacion = 29.1
Media del error absoluto = 21.86

Parametro | Estimacion | Error estandar | Estadistico T | Valor-p
X 9.34 17.268
X, 260.457 15.593
X3 545.636 151.897

De este modelo se aprecia que el componente x3, de manera individual y visto como mezcla pura,
es el que generarfa los valores mas grandes de la respuesta y, (viscosidad), seguido por x, y en tercer
lugar x,. No obstante, debido a las restricciones utilizadas, las mezclas puras no se encuentran en la re-
gion experimental de interés, por lo que es necesario explorar la superficie de respuesta sobre la region
restringida. Los valores deseados para la viscosidad son entre 50 y 60. En la figura 15.7 se muestra la
superficie de respuesta en la region experimental, asi como la zona éptima delimitada por las curvas de
nivel 50 y 60. Cualquier mezcla en esa pequeria zona predice valores de viscosidad en el rango deseado.
Por ejemplo, si se quisiera tener y; = 55, una mezcla 6ptima seria: (x,, x,, x3) = (0.60, 0.31, 0.09).

El analisis de residuales no muestra problemas graves. Sin embargo, se aprecia un pequetio proble-
ma en la grafica de residuos contra estimados, ya que la varianza de los residuos tiende a incrementarse
con los valores de la respuesta. Esto se puede mejorar con la transformacion logaritmo de la respuesta.
El analisis de la otra variable de respuesta se deja como ejercicio para el lector, junto con la optimiza-
cion simultanea (véase ejercicio 16).
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X, = 0.641

|:| ¥, =50.0-60.0

X; = 0.053 X, = 0.306

x, =0.794 X, =0.153 X5 = 0.541

Figura 15.7 Regién experimental y zona éptima para y;.

Seudocomponentes

Cuando se tienen restricciones en los componentes de la mezcla es recomendable

reescalar las proporciones mediante seudocomponentes. Los seudocomponentes en ex- » Seudocomponentes
perimentos de mezclas son como las variables codificadas en disenos factoriales. En Se utilizan para reescalar las proporciones
ocasiones, facilitan la construccion del disenio y ayudan a disminuir problemas de mul- experimentos de mezclas con restric-
ticolinealidad entre las proporciones, que son frecuentes en los disefios de mezclas con  (jones. Facilitan la construccion del dise-
restricciones. Si los componentes originales se denotan con x; (i=1, 2,..., q), los seudo-  fo y ayudan a hacer el anlisis.
componentes z; se definen con la transformacion:

donde g es la cota inferior del componente x;. Por ejemplo, cuando s6lo existen restricciones inferiores
en todos los componentes, la subregion resultante siempre es un simplex y, en este caso, los seudocom-
ponentes convierten la escala de la subregion en la escala del simplex original, sobre el cual se definen
directamente los disefios de mezclas usuales. Pero aun cuando la subregion no sea un simplex, siempre
es recomendable utilizar seudocomponentes. De hecho, algunos software, como Statgraphics, los usan de
manera automatica para estimar el modelo ajustado.

La idea de disefios mixtos: componentes de mezclas
y variables de proceso

Como parte esencial de este capitulo es importante destacar que en algunos problemas de mezclas, ademas
del problema de estudiar el efecto de los componentes de la mezcla, es de interés investigar la influencia
de variables de proceso. Estas se refieren a los factores que afectan la respuesta estudiada pero que no
corresponden a proporciones de los componentes en las mezclas; son el tipo de factores
que se presentan en el disefio de experimentos clasico, como temperaturas, tiempos,
etc. Precisamente a través de un experimento mixto se estudian los efectos combinados » Experimento mixto
de variables de proceso y componentes de una mezcla sobre una determinada respuesta. C - .
- ) . ) on este disefio se estudian los efectos
Los disenos experimentales que comunmente se utilizan consisten en probar los L0 a o de proceso y
diferentes tratamientos de un disefio de mezclas en cada una de las combinaciones de componentes de una mezcla sobre una
los factores de proceso. Por ejemplo, si se tienen tres componentes de mezclas y dos  determinada variable de respuesta.
variables de proceso, entonces se podrian probar las siete mezclas de un disefio simplex
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. .. . ~ 2
con centroide en cada una de las cuatro condiciones de proceso de un disefio 2°. De esta manera, en
total se tendrian 28 tratamientos que se corren en orden aleatorio. Al lector interesado en este tema se
le recomienda consultar Cornell (2002).

Uso de software

B0 N @ O S W =

a »
El software Statgraphics también incluye los disefos de mezclas que se explicaron en este capitulo. Se ac-

cede a ellos con la siguiente secuencia: DDE = Crear disefio = Disefio nuevo = Mezclas. En el analisis se

incluyen todos los procedimientos descritos.
En Minitab también se incluyen estos disefos, y se accede por medio de la secuencia: Stat = DOE -

Mixture = Create Mixture Design.

Preguntas y ejercicios

Al

Explique en qué situaciones se aplican los experimentos con mezclas.

;Por qué los disefios factoriales tradicionales, del tipo 2%, no se aplican en experimentos con mezclas?
Explique en qué consiste un disefio simplex reticular y represente uno del tipo {3, 3}.

Comience con un disefio simplex reticular {3, 2}, auméntelo y diga por qué razén se hace esto.

En qué consiste un disefio simplex con centroide. Ejemplifique para g = 4 componentes.

Anote los tratamientos (mezclas) que se ejecutan en un disefio simplex reticular {4, 2}.

¢ Generalmente cuando se emplea un disefio de mezclas con restricciones? Explique.

Considere disefios de mezclas con g = 3 componentes y conteste lo siguiente:

a) ¢Qué implica que uno de los componentes tenga restricciones, por ejemplo, 1/6 < x; < 4/6?

b) Si solo se tiene la restriccién 1/6 < x; < 4/6, represéntela en forma grafica y establezca las restric-
ciones implicitas que surgen para los otros dos componentes.

c) Ademas de la restriccion 1/6 < x; < 4/6, se tiene que 1/3 < x, < 2/3. Represente ambas restric-
ciones en forma grafica. ¢En realidad se pueden cumplir completamente ambas restricciones?
Argumente.

d) En el caso anterior, ;cudl es la restriccién que surge para xs?

Represente en forma gréfica la region experimental para g = 3 componentes de una mezcla, partiendo de las
siguientes restricciones 1/6 < x; < 4/6, 1/3 < x, < 2/3y 1/3 < x3 < 1/2. Después conteste |o siguiente:

a) ¢Es factible cumplir con estas restricciones? Explique.

b) En caso de que no sea posible, proponga restricciones para los tres componentes que si se puedan
cumplir.

Con respecto al problema de elaboracién de analogos de queso descrito en el ejemplo 15.1, ademdas de du-
reza (y,, kg) y elasticidad (y,, cm) se evaluaron otras variables, entre ellas firmeza sensorial (ys) y cremosidad
(ya). Las ultimas dos variables se evaluaron en forma sensorial mediante un panel de seis jueces, quienes or-
denaron las muestras de menor a mayor intensidad y de acuerdo con la caracteristica a evaluar. Con esto se
obtuvo el indice R, que representa la probabilidad de que los jueces detecten diferencias entre el tratamiento
y el andlogo de referencia (el elaborado con grasa butirica). Por lo tanto, un valor cercano a 50 indicaré que
no hay diferencias (que es lo que se desea). Los resultados promedio con tres réplicas se muestran a conti-
nuacion:
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X1 X2 X3 1 Y2 Y3 Y4
1 0 0 0.32 0.97 50 50
0 1 0 0.7 0.83 96.7 0.92
0 0 1 0.2 0.87 0.9 35.1
0.5 0.5 0 0.33 0.7 91.2 39.8
0.5 0 0.5 0.23 0.82 3.12 77
0 0.5 0.5 0.27 0.74 35.6 54.6
0.333 | 0.333 | 0.333 | 0.31 0.78 26.8 66.1
0.667 | 0.167 | 0.167 | 0.32 0.76 21 61.4
0.167 | 0.667 | 0.167 | 0.49 0.73 79.1 37.5
0.167 | 0.167 | 0.667 | 0.23 0.82 1.8 93

a) ¢Qué disefo se utilizo?

b) Haga un anélisis completo para cada una de las variables de respuesta.
En Vargas del Rio et al. (2005) se presenta un estudio para evaluar la posibilidad de utilizar puzolana como
material alternativo en la construccion. Se aplica un disefo de experimentos de mezclas, cuyos componen-
tes son: puzolana, cal y cemento; y como variable de respuesta se tiene la resistencia a la compresiéon de
la mezcla. Se decide emplear un disefio simplex reticular (3, 3) con dos réplicas en todos los puntos, y se
agregan seis mezclas de particular interés (las Ultimas seis mezclas) en la siguiente tabla.

Puzolana Cal Cemento | Réplical | Réplica2
1 0 0 0 0
0.666 0.333 0 43.01 47.01
0.666 0 0.333333 245.67 264.48
0.333 0.666 0 11.95 11.13
0.333 0.333 0.333 113.67 120.19
0.333 0 0.660 499.19 420.4
0 1 0 5.13 3.08

0 0.666 0.333 35.97 32.69

0 0.333 0.660 269.73 244.79

0 0 1 617.78 599.94
0.666 0.166 0.166 132.67 121.34
0.166 0.666 0.166 13.26 18.4
0.166 0.166 0.666 317.01 328.86
0.75 0.25 0 49.99 50.82
0.85 0.15 0 64.2 62.87
0.15 0 0.85 613.71 613.71

a) Represente graficamente el disefio empleado.
b) Ajuste el modelo apropiado, anote la ecuacién y sefiale si éste es suficiente para explicar lo que

ocurre en el experimento.

c) Por medio de la grafica de trazas jerarquice en orden de importancia los materiales que tienen
mayor impacto sobre la resistencia, y diga si hay alguna sinergia de relevancia o antagonismo.
Justifique sus afirmaciones.

d) Bosqueje la gréfica de contornos y sefiale en qué zona se dan las respuestas maximas.

e) Encuentre la mezcla éptima.

457
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12. En Cornell (2002) se describe un experimento en el que se desea elaborar una mezcla a partir de cuatro pes-
ticidas, Vendex (x;), Omite (x,), Kelthane (xs) y Dibrom (x,), para controlar la plaga de gorgojos en los cultivos
de fresas. La efectividad de cada tratamiento se midié con la respuesta y: porcentaje de gorgojos muertos (al
comparar la cantidad antes y después de aplicar el tratamiento en 10 hojas de tres plantas). A continuacién
se muestra el disefio empleado y los resultados obtenidos.

X X X3 Xy y
0 0 0 1 1.8
0 1 0 0 254
0 0 1 0 28.6
1 0 0 0 38.5
0 0.5 0 0.5 4.9
0 0 0.5 0.5 3.1

0.5 0 0 0.5 28.7
0 0.5 0.5 0 3.4

0.5 0.5 0 0 37.4

0.5 0 0.5 0 10.7
0 0.33 0.33 0.33 22.0

0.33 0.33 0 0.33 2.4

0.33 0 0.33 0.33 2.6

0.33 0.33 0.33 0 11.1

0.25 0.25 0.25 0.25 0.8

a) ¢Qué diseno se empled?
b) Ajuste el modelo apropiado y sefale si éste es suficiente para explicar lo que ocurre en el experi-
mento.
c) Anote la ecuacién del modelo y explique los hechos mas sobresalientes que se derivan del mismo.
d) Obtenga la grafica de trazas e interprétela.
e) Bosqueje la grafica de contornos con los tres componentes que mejor le ayuden a analizar la su-
perficie y sefiale en qué zona se dan las respuestas maximas.
f) Encuentre la mezcla éptima. ¢Hay algun problema con que esta mezcla no se haya corrido?
g) ¢Los residuales muestran algun problema potencial?
13. Anderson y Whitcomb (2002) reportan un experimento con solventes cuyo objetivo es estudiar la solubilidad
en funcién de tres ingredientes: MEK (metil-etil-ketano), tolueno y hexano. El experimento expresado en
porcentajes, asi como los datos observados, se muestran en la siguiente tabla:

MEK Tolueno | Hexano | Solubilidad (g/L)
100 0 0 121
0 100 0 164
0 0 100 179
50 50 0 140
0 50 50 180
50 0 50 185
33.3 333 333 199
66.6 16.7 16.7 175
16.7 66.6 16.7 186
16.7 16.7 66.6 201

a) Ajuste el modelo canénico més adecuado para estos datos.
b) (Es posible afirmar que no existen efectos antagénicos? Argumente.
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c) Determine cual de los ingredientes tiene mayor efecto sobre la solubilidad. Utilice la gréfica de
traza.

d) Suponga que interesa maximizar la solubilidad y dibuje la curva de nivel que corresponde a una solu-
bilidad igual a 204. Use la grafica para determinar la mezcla 6ptima.

e) Verifique los supuestos del modelo.

14. Frisbee y McGinity (1994) presentan un experimento para estudiar el efecto de tres agentes de superficie
activa sobre la dispersién acuosa de nanoesferas poliméricas. También estudiaron las propiedades de forma-
do del velo de este producto farmacéutico. El experimento y las dos respuestas medidas se muestran en la
siguiente tabla:

A B C Tamario de particula | Temp. de transicion
1 0 0 250.1 18.9
0 1 0 274.1 152
0 0 1 533.5 35.0
0.5 0.5 0 255.2 16.1
0.5 0 0.5 267.3 18.9
0 0 0.5 294.3 31.2
0.333 0.333 0.333 250.5 19.3
0.666 0.167 0.167 232.5 18.2
0.167 0.666 0.167 251.0 17.7
0.167 0.167 0.666 276.0 30.1
0.333 0.333 0.333 255.0 19.0

a) Ajuste un modelo apropiado para cada respuesta.
b) Dibuje las dos superficies utilizando graficas de contornos.
c) Ambas respuestas se quieren minimizar. Encuentre las mezclas éptimas individuales y la mezcla
optima global, que es la que finalmente interesa.
15. En Espinoza Escalante et al. (2006) se presenta un experimento para encontrar una mezcla 6ptima de vinaza,
in6culo y agua; para maximizar la produccion de biomasa se corrié un disefio simplex-centroide con restric-
ciones. La mezcla se desarrollé a dos temperaturas.

%A de %A de
biomasa | biomasa
Mezcla Vinaza Inoculo Agua (35°C) (55°C)
90 0 10 13.4 22.7
6l.5 28.5 10 12.4 22.6
33.0 57.0 10 12.1 5.6
52.0 19.0 29.0 7.6 8.8
61.5 0 38.5 7.4 12.1
33 28.5 38.5 7.1 13.7
7 33 0 67 6.1 3.8

a) ¢Cudles son las restricciones para cada componente de la mezcla?
b) Bosqueje en un simplex la regién de experimentacion.
c) Haga un analisis de mezclas en cada temperatura y obtenga conclusiones.
16. Con respecto al problema de elaborar un esmalte variando la composicién de los aditivos, descrito en el
ejemplo 15.2, realice lo siguiente:

459
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a) Haga un analisis completo para la variable y;.

b) Proponga una combinacion de (x;, x,, X3) si se quiere lograr un valor de y, entre cinco y seis.

¢) Haga una optimizacion simultdnea con base en la funcién de deseabilidad (capitulo 13) para ambas
variables y;, y,.

17. En Bowles y Montgomery (1997) se presenta el problema de elaborar una margarita (bebida con tequila).

Disenar la férmula de una margarita es un problema que corresponde al ambito de los experimentos con
mezclas, donde los ingredientes tienen restricciones, ya que una mezcla que contenga 100% de cualquiera
de los cuatro ingredientes resultard poco satisfactoria y se desea que cada componente esté presente en
cualquier formulaciéon. Con base en la experiencia practica con esta bebida se definieron las siguientes res-
tricciones:

Margarita Mix: 049 =x; =0.55
Tequila: 025 =x,=<0.31
Triple Sec: 0.08 = x3=<0.16
Jugo de lima: 0.04 = x, =0.10

Con x;+ X; + X3 + X, = 1. La variable de respuesta de este experimento debe ser una medida del goce de esta
bebida. Se usaron dos variables de respuesta, y,: los panelistas evaluaron cada receta sobre una escala del
uno al 10, indicando que el 10 se refiere a la mas deliciosa (sabor y la intensidad de la bebida); y;: cada par-
ticipante fue cuestionado para comparar el goce relacionado con cada receta, construyendo una escala en la
que la mejor se considerara en el lugar nimero uno, la siguiente ocupara el nimero dos y asf sucesivamente.
Se formd un jurado con 15 participantes. Se reportan los resultados promedio.

Mezcla X X X3 X4 Y1 b))
1 49 25 16 10 9.33 5.14
2 51 31 8 10 9.17 443
3 55 28 13 4 9.57 3.96
4 55 25 10 10 3.67 6.29
5 55 29 8 8 7.33 5.07
6 51 31 8 10 9.00 412
7 55 25 10 10 5.33 6.21
8 52 28 16 4 12.33 4.21
9 52 25 16 7 8.67 5.54
10 49 28 13 10 6.50 492
11 55 25 16 4 8.00 4.60
12 55 29 8 8 7.17 5.79
13 55 31 10 4 7.50 4.60
14 49 31 13 7 7.67 4.99
15 49 31 16 4 9.17 2.79

a) Ajuste el modelo apropiado y depure el modelo para ;.

b) De acuerdo con el modelo ajustado, ;cudles son los aspectos mas relevantes?
c) ¢Cual serfa una mezcla 6ptima?

d) Repita el andlisis anterior ahora para y;.

e) ¢{Qué combinacién es satisfactoria para ambas variables?

18. En Vargas Marin, et al. (2006) se presentan los resultados de un experimento de mezclas con restricciones

en el que se estudia el efecto de los componentes que forma un tabicén, es decir, x;: agua, x,: cemento
poértland, x5: jal grueso, x,: jal fino y xs: arena amarilla. Las variables de respuesta medidas a los tabicones
fueron y;: resistencia a compresién, y,: contraccién por secado, ys: absorciéon y y,: peso especifico. Las
restricciones se establecieron a partir de conocimientos técnicos sobre distintos tipos de tabicon. El disefio
empleado y los resultados experimentales se muestran a continuacion:



Mezcla Xy X X3 X4 X5 » Y2 Y3 Y4
1 0.029 | 0.143 | 0.429 | 0.200 | 0.200 | 81.3 | 0.211 | 2584 | 1370.2
2 0.029 | 0.143 | 0.200 | 0.429 | 0.200 | 99.9 | 0.212 | 252.5 | 14435
3 0.029 | 0.143 | 0.200 | 0.200 | 0.429 | 85.0 | 0.199 | 2293 | 1493.1
4 0.075 | 0.143 | 0.382 | 0.200 | 0.200 | 150.4 | 0.238 | 172.3 | 1350.1
5 0.075 | 0.143 | 0.200 | 0.382 | 0.200 | 149.2 | 0.205 | 207.9 | 13488
6 0.075 | 0.143 | 0.200 | 0.200 | 0.382 | 162.2 | 0.178 | 233.5 | 1345.0
7 0.029 | 0.121 | 0.450 | 0.200 | 0.200 | 125.1 | 0.291 | 269.3 | 13723
8 0.029 | 0.063 | 0.450 | 0.259 | 0.200 | 68.4 | 0.294 | 286.5 | 1363.7
9 0.029 | 0.063 | 0.450 | 0.200 | 0.259 | 53.8 | 0.247 | 302.1 | 1330.8
10 0.075 | 0.075 | 0.450 | 0.200 | 0.200 | 89.5 | 0.277 | 254.6 | 1270.5
11 0.075 | 0.063 | 0.450 | 0.213 | 0.200 | 784 | 0.330 | 302.2 | 1199.7
12 0.075 | 0.063 | 0.450 | 0.200 | 0.213 | 72.7 | 0.237 | 302.6 | 1209.3
13 0.029 | 0.121 | 0.200 | 0.450 | 0.200 | 111.4 | 0.250 | 221.6 | 13389
14 0.029 | 0.063 | 0.259 | 0.450 | 0.200 | 72.9 | 0.257 | 266.6 | 1170.7
15 0.029 | 0.063 | 0.200 | 0.450 | 0.259 | 46.1 | 0.191 | 2435 | 12124
16 0.075 | 0.075 | 0.200 | 0.450 | 0.200 | 89.3 | 0.250 | 283.4 | 1262.1
17 0.075 | 0.063 | 0.213 | 0.450 | 0.200 | 81.5 | 0.303 | 271.7 | 12251
18 0.075 | 0.063 | 0.200 | 0.450 | 0.213 | 764 | 0.309 | 2459 | 12455
19 0.029 | 0.121 | 0.200 | 0.200 | 0.450 | 112.4 | 0.251 | 293.5 | 1382.0
20 0.029 | 0.063 | 0.259 | 0.200 | 0.450 | 107.0 | 0.311 | 2889 | 14053
21 0.029 | 0.063 | 0.200 | 0.259 | 0.450 | 83.9 | 0.155 | 290.3 | 13734
22 0.075 | 0.075 | 0.200 | 0.200 | 0.450 | 110.5 | 0.120 | 313.1 | 13015
23 0.075 | 0.063 | 0.213 | 0.200 | 0.450 | 69.5 | 0.154 | 319.2 | 1286.6
24 0.075 | 0.063 | 0.200 | 0.213 | 0.450 | 65.0 | 0.199 | 311.1 | 1265.6
25 0.050 | 0.100 | 0.283 | 0.283 | 0.283 | 100.4 | 0.199 | 2494 | 1294.0
26 0.047 | 0.093 | 0.300 | 0.280 | 0.280 | 110.2 | 0.151 | 250.8 | 1299.0
27 0.053 | 0.093 | 0.277 | 0.300 | 0.277 | 1059 | 0.078 | 211.5 | 1280.0
28 0.050 | 0.107 | 0.280 | 0.283 | 0.280 | 119.0 | 0.078 | 243.2 | 13423
29 0.050 | 0.100 | 0.277 | 0.277 | 0.297 | 137.4 | 0.076 | 278.1 | 1288.0

a) ¢Cudles son las restricciones para cada componente?

b) ¢Por qué son necesarias estas restricciones? ;Por qué cree que no se probaron las mezclas puras?

o) (Es posible representar graficamente la region experimental?

d) Para cada variable de respuesta ajuste el modelo apropiado, depurelo, anote la ecuacién y sefale si
éste es suficiente para explicar lo que ocurre en el experimento.

e) Interprete con detalle cada modelo ajustado: jerarquizando por orden de importancia los efectos
de mayor impacto sobre cada y. Use la grafica de traza.

f) Considere los componentes con mayor impacto, seleccione tres, después obtenga y analice la co-
rrespondiente gréfica de contornos.

g) Considere los siguientes valores deseables para las variables de respuesta: y; maximizar (y; > 100),
¥, minimizar, y3 minimizar (y3 < 290) y y, minimizar; después, encuentre para cada variable la mez-
cla 6ptima.

19. Considere los datos del ejemplo 15.2 que se dan en la tabla 15.6.

a) Haga otra vez un analisis del experimento, pero ahora considerando como respuesta el logaritmo

natural de la viscosidad.

Preguntas y ejercicios
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CAPITULO 15 Disefio de experimentos con mezclas

b) Comente las diferencias observadas entre el analisis dado en el ejemplo y este nuevo andlisis. En

particular, compare la significancia del término x;x, y el porcentaje de explicacién del modelo lineal.

c) También compare la gréfica de residuos contra predichos de ambos andlisis.

Investigar y experimentar

20. Investigue por medio de internet, por ejemplo en scholar.google.com, un articulo de alguna revista cientifica
o tecnolégica donde se aplique el disefo de experimentos de mezclas. Anotar los datos de la referencia:
autor(es), ano, titulo del articulo y nombre de la revista. Ademas, en forma breve sefiale el objetivo del traba-

21.

jo, el diseno empleado, los analisis hechos y las conclusiones mas relevantes.

Se invita a realizar en equipo el siguiente experimento de mezcla: se busca optimizar el proceso de generar
burbujas a partir de un agua jabonosa elaborada con tres ingredientes: agua (A), jabén (J) y glicerina (G). Se
propone como variable de respuesta el nimero de burbujas, aunque el equipo podria agregar algunas otras,
como el tamafio de la burbuja mas grande, el tiempo que permanecen las burbujas, si se hace o no cualquier
burbuja. También se podrian considerar otros factores o ingredientes, pero por el momento se dejan los tres

sefalados. Para facilitar el proceso de disefo, se propone desarrollar las siguientes actividades.
a) Realizar un anélisis mediante un diagrama de causa-efecto para tener una perspectiva mas amplia

b
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- =
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=
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sobre los diferentes factores y aspectos que influyen en la cantidad de burbujas, incluyendo la
composicion de la mezcla.

A partir de lo anterior, y de los recursos disponibles, decidir la forma en la que se van a manejar
(controlar) los factores mas criticos. Algunos de estos factores podrian incluirse como variables de
proceso o como bloques, pero tal vez en un primer proyecto es mejor mantenerlos fijos en un nivel
adecuado.

Dada la naturaleza de los componentes es necesario restringir sus valores, porque por ejemplo
sola el agua dificilmente genera burbujas. Anote algunas consideraciones sobre el rango en el que
deberfa estar cada componente, argumentando el porqué.

Para asegurar mejores resultados, se proponen restricciones similares a las siguientes: G < 0.15, J <
0.35, 0.5 <A <0.98. A partir de esto, y considerando costos, decida las restricciones que se usaran
y represente graficamente la region de experimentacion.

En la region de experimentacion, y en forma intuitiva, decida la localizacién de las mezclas (trata-
mientos) que seran evaluados.

Apoyese en un software para hacer la actividad previa, y decida el experimento que se correra,
incluidas las réplicas necesarias, asi como el orden de corrida, que debe ser aleatoria.

Termine de detallar la secuencia de actividades a desarrollar para correr cada una de las mezclas,
por ejemplo: el volumen total de la mezcla, la forma en la que se controlara la correcta formulacién
de la mezcla de acuerdo con los niveles que le corresponden, método de mezclado de la solucién,
la manera de medir la respuesta.

Como posiblemente la forma de medir la respuesta (nimero de burbujas) no es del todo confiable,
se sugiere correr mas de una vez cada tratamiento y registrar como su valor el promedio de burbu-
jas. Corra todas las mezclas y registre cualquier incidencia relevante que se presente.

Analice con detalle los resultados experimentales.

Con base en el andlisis anterior, decida la condicion éptima, y si no se corrié una mezcla similar,
corra la mezcla y verifique sus resultados.

Obtenga conclusiones y elabore un reporte completo del proyecto, destacando cada fase: planear,
hacer, analizar y obtener conclusiones.
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464 APENDICE A Tablas

I Tabla A1 Puntos criticos de la distribucién normal estandar (4 =0, 0= 1), P(Z > 2)

Z 0.00 | 0.01 | 0.02 | 0.03 | 0.04 | 0.05 | 0.06 | 0.07 | 0.08 0.9

0.0 | 0.500 | 0.496 | 0.492 | 0.488 | 0.484 | 0.480 | 0.476 | 0.472 | 0.468 | 0.464
0.1 0.460 | 0.456 | 0.452 | 0.448 | 0.444 | 0.440 | 0.436 | 0.433 | 0.429 | 0.425
0.2 | 0421 | 0.417 | 0.413 | 0.409 | 0.405 | 0.401 | 0.397 | 0.394 | 0.390 | 0.386
0.3 |0.382 | 0.378 | 0.374 | 0.371 | 0.367 | 0.363 | 0.359 | 0.356 | 0.352 | 0.348
0.4 | 0345 | 0.341 | 0.337 | 0.334 | 0.330 | 0.326 | 0.323 | 0.319 | 0.316 | 0.312
0.5 | 0.309 | 0.305 | 0.302 | 0.298 | 0.295 | 0.291 | 0.288 | 0.284 | 0.281 | 0.278
0.6 | 0.274 | 0.271 | 0.268 | 0.264 | 0.261 | 0.258 | 0.255 | 0.251 | 0.248 | 0.245
0.7 | 0.242 | 0.239 | 0.236 | 0.233 | 0.230 | 0.227 | 0.224 | 0.221 | 0.218 | 0.215
0.8 | 0.212 | 0.209 | 0.206 | 0.203 | 0.200 | 0.198 | 0.195 | 0.192 | 0.189 | 0.187
0.9 | 0.184 | 0.181 | 0.179 | 0.176 | 0.174 | 0.171 | 0.169 | 0.166 | 0.164 | 0.161
1.0 | 0.159 | 0.156 | 0.154 | 0.152 | 0.149 | 0.147 | 0.145 | 0.142 | 0.140 | 0.138
1.1 0.136 | 0.133 | 0.131 | 0.129 | 0.127 | 0.125 | 0.123 | 0.121 | 0.119 | 0.117
1.2 | 0.115 | 0.113 | 0.111 | 0.109 | 0.107 | 0.106 | 0.104 | 0.102 | 0.100 | 0.099
1.3 1 0.097 | 0.095 | 0.093 | 0.092 | 0.090 | 0.089 | 0.087 | 0.085 | 0.084 | 0.082
14 ]0.081 | 0.079 | 0.078 | 0.076 | 0.075 | 0.074 | 0.072 | 0.071 | 0.069 | 0.068
1.5 | 0.067 | 0.066 | 0.064 | 0.063 | 0.062 | 0.061 | 0.059 | 0.058 | 0.057 | 0.056
1.6 | 0.055 | 0.054 | 0.053 | 0.052 | 0.050 | 0.049 | 0.048 | 0.047 | 0.046 | 0.046
1.7 |1 0.045 | 0.044 | 0.043 | 0.042 | 0.041 | 0.040 | 0.039 | 0.038 | 0.038 | 0.037
1.8 | 0.036 | 0.035 | 0.034 | 0.034 | 0.033 | 0.032 | 0.031 | 0.031 | 0.030 | 0.029
1.9 | 0.029 | 0.028 | 0.027 | 0.027 | 0.026 | 0.026 | 0.025 | 0.024 | 0.024 | 0.023
2.0 |0.023 | 0.022 | 0.022 | 0.021 | 0.021 | 0.020 | 0.020 | 0.019 | 0.019 | 0.018
2.1 0.018 | 0.017 | 0.017 | 0.017 | 0.016 | 0.016 | 0.015 | 0.015 | 0.015 | 0.014
22 | 0.014 | 0.014 | 0.013 | 0.013 | 0.013 | 0.012 | 0.012 | 0.012 | 0.011 | 0.011
23 | 0.011 | 0.010 | 0.010 | 0.010 | 0.010 | 0.009 | 0.009 | 0.009 | 0.009 | 0.008
2.4 | 0.008 | 0.008 | 0.008 | 0.008 | 0.007 | 0.007 | 0.007 | 0.007 | 0.007 | 0.006
2.5 | 0.006 | 0.006 | 0.006 | 0.006 | 0.006 | 0.005 | 0.005 | 0.005 | 0.005 | 0.005
2.6 | 0.005 | 0.005 | 0.004 | 0.004 | 0.004 | 0.004 | 0.004 | 0.004 | 0.004 | 0.004
2.7 | 0.003 | 0.003 | 0.003 | 0.003 | 0.003 | 0.003 | 0.003 | 0.003 | 0.003 | 0.003
2.8 | 0.003 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002
2.9 1 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.002 | 0.001 | 0.001 | 0.001
3.0 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001
3.1 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001
3.2 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.001 | 0.000
3.3 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000
3.5 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.000

Nota: Estos valores se pueden obtener con Excel con la funcion DISTR. NORM. ESTAND. INV(p), donde p es el area
que se ha acumulado hasta el valor Z buscado.



I Tabla A2 Puntos para la distribucion y°

Area a la derecha de los puntos, P(X > x)

Grados de
libertad 0.995 0.975 0.95 0.05 0.025 0.015

1 0.000 0.001 0.004 3.841 5.024 5.916

2 0.010 0.051 0.103 5.991 7.378 8.399

3 0.072 0216 0.352 7.815 9.348 10.465
4 0.207 0.484 0.711 0.488 11.143 12.339
5 0.412 0.831 1.145 11.070 12.833 14.098
6 0.676 1.237 1.635 12.592 14.449 15.777
7 0.989 1.690 2.167 14.067 16.013 17.398
8 1.344 2.180 2.733 15.507 17.535 18.974
9 1.735 2.700 3.325 16.919 19.023 20.513
10 2.156 3.247 3.940 18.307 20.483 22.021
11 2.603 3.816 4.575 19.675 21.920 23.503
12 3.074 4.404 5.226 21.026 23.337 24.963
13 3.565 5.009 5.892 22.362 24.736 26.403
14 4.075 5.629 6.571 23.685 26.119 27.827
15 4.601 6.262 7.261 24.996 27.488 29.235
16 5.142 6.908 7.962 26.296 28.845 30.629
17 5.697 7.564 8.672 27.587 30.191 32.011
18 6.265 8.231 9.390 28.869 31.526 33.382
19 6.844 8.907 10.117 30.144 32.852 34.742
20 7.434 9.591 10.851 31.410 34.170 36.093
21 8.034 10.283 11.591 32.671 35.479 37.434
22 8.643 10.982 12.338 33.924 36.781 38.768
23 9.260 11.689 13.091 35.172 38.076 40.094
24 9.886 12.401 13.848 36.415 39.364 41.413
25 10.520 13.120 14.611 37.652 40.646 42.725
26 11.160 13.844 15.379 38.885 41.923 44.031
27 11.808 14.573 16.151 40.113 43.195 45.331
28 12.461 15.308 16.928 41.337 44461 46.626
29 13.121 16.047 17.708 42.557 45.722 47.915
30 13.787 16.791 18.493 43.773 46.979 49.199

Nota: Estos valores criticos de la distribucion ji-cuadrada también se pueden obtener con Excel, mediante la funcion
PRUEBA.CHLINV(p, k), donde p es el drea bajo la curva a la derecha del valor x buscado, y k los grados de libertad.
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1 Tabla A3 Puntos criticos para la distribucion T de Student

Area a la derecha de los puntos, P(X > x)
Grados de
libertad 0.10 0.05 0.025 0.015

1 3.0776835 6.3137515 12.706205 21.204949
2 1.8856181 2.9199856 4.3026527 5.6427784
3 1.6377444 2.3533634 3.1824463 3.8960459
4 1.5332063 2.1318468 2.7764451 3.2976297
5 1.475884 2.0150484 2.5705818 3.002875

6 1.4397557 1.9431803 2.4469119 2.8289279
7 1.4149239 1.8945786 2.3646243 2.714573

8 1.3968153 1.859548 2.3060041 2.6338144
9 1.3830287 1.8331129 22621572 2.573804
10 1.3721836 1.8124611 2.2281389 2.5274842
11 1.3634303 1.7958848 2.2009852 2.4906639
12 1.3562173 1.7822876 2.1788128 2.4607002
13 1.3501713 1.7709334 2.1603687 2.4358452
14 1.3450304 1.7613101 2.1447867 2.4148977
15 1.3406056 1.7530504 2.1314495 2.397005
16 1.3367572 1.7458837 2.1199053 2.3815454
17 1.3333794 1.7396067 2.1098156 2.3680548
18 1.3303909 1.7340636 2.100922 2.35618

19 1.3277282 1.7291328 2.0930241 2.3456475
20 1.3253407 1.7247182 2.0859634 2.3362422
21 1.3231879 1.7207429 2.0796138 2.3277923
22 1.3212367 1.7171444 2.0738731 2.3201596
23 1.3194602 1.7138715 2.0686576 2.313231

24 1.3178359 1.7108821 2.0638986 2.3069134
25 1.3163451 1.7081408 2.0595386 2.3011295
26 1.3149719 1.7056179 2.0555294 2.2958145
27 1.3137029 1.7032884 2.0518305 2.2909136
28 1.3125268 1.7011309 2.0484071 2.2863802
29 1.3114336 1.699127 2.0452296 2.2821746
30 1.310415 1.6972609 2.0422725 2.2782623

Nota: Estos valores criticos también se pueden obtener con Excel, mediante la funcion DISTR. T.INV(p, k), donde p
es el drea que se quiere dejar en los dos extremos o colas de la distribucion, por lo que regularmente p = &, y k son
los grados de libertad.



I Tabla A4 Puntos criticos al 5% de la distribucion F, P(X > x) = 0.05

Grados de libertad en el numerador
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19.0
9.55
6.94
5.79
5.14
4.74
4.46
4.26
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3.63
3.59
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3.44
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3.15
3.09
3.00

216
19.2
9.28
6.59
5.41
4.76
4.35
4.07
3.86
3.71
3.59
3.49
3.41
3.34
3.29
3.24
3.20
3.16
3.13
3.10
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2.98
2.96
295
293
2.92
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2.76
2.70
2.61
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19.2
9.12
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4.53
4.12
3.84
3.63
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3.36
3.26
3.18
3.11
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3.01
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2.69
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230
19.3
9.01
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4.39
3.97
3.69
3.48
3.33
3.20
3.11
3.03
2.96
2.90
2.85
2.81
2.77
2.74
2.71
2.68
2.66
2.64
2.62
2.60
2.59
2.57
2.56
2.55
2.53
2.45
2.37
231
2.21

234
19.3
8.94
6.16
4.95
4.28
3.87
3.58
3.37
3.22
3.09
3.00
2.92
2.85
2.79
2.74
2.70
2.66
2.63
2.60
2.57
2.55
2.53
251
2.49
2.47
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2.10

237
19.4
8.89
6.09
4.88
4.21
3.79
3.50
3.29
3.14
3.01
291
2.83
2.76
2.71
2.66
2.61
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251
2.49
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2.25
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2.01

239
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4.15
3.73
3.44
3.23
3.07
2.95
2.85
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2.70
2.64
2.59
2.55
251
2.48
2.45
2.42
2.40
2.37
2.36
2.34
2.32
231
2.29
2.28
2.27
2.18
2.10
2.03
1.94

241

19.4
8.81
6.00
4.77
4.10
3.68
3.39
3.18
3.02
2.90
2.80
2.71
2.65
2.59
2.54
2.49
2.46
2.42
2.39
2.37
2.34
2.32
2.30
2.28
2.27
225
224
2.22
221
2.12
2.04
1.97
1.88

242
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8.79
5.96
4.74
4.06
3.64
3.35
3.14
2.98
2.85
2.75
2.67
2.60
2.54
2.49
2.45
2.41
2.38
2.35
2.32
2.30
2.27
2.25
2.24
2.22
2.20
2.19
2.18
2.16
2.08
1.99
1.93
1.83

243
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8.76
5.94
4.70
4.03
3.60
331
3.10
2.94
2.82
2.72
2.63
2.57
2.51
2.46
2.41
2.37
2.34
231
2.28
2.26
2.24
2.22
2.20
2.18
2.17
2.15
2.14
2.13
2.04
1.95
1.89
1.79

244
19.4
8.74
591
4.68
4.00
3.57
3.28
3.07
291
2.79
2.69
2.60
2.53
2.48
2.42
2.38
2.34
231
2.28
2.25
2.23
2.20
2.18
2.16
2.15
2.13
2.12
2.10
2.09
2.00
1.92
1.85
1.75

245
19.4
8.73
5.89
4.66
3.98
3.55
3.26
3.05
2.89
2.76
2.66
2.58
251
2.45
2.40
2.35
231
2.28
2.25
2.22
2.20
2.18
2.15
2.14
2.12
2.10
2.09
2.08
2.06
1.97
1.89
1.82
1.72

245
19.4
8.71
5.87
4.64
3.96
3.53
3.24
3.03
2.86
2.74
2.64
2.55
2.48
2.42
2.37
2.33
2.29
2.26
2.22
2.20
2.17
2.15
2.13
2.11
2.09
2.08
2.06
2.05
2.04
1.95
1.86
1.79
1.69

246
19.4
8.70
5.86
4.62
3.94
351
3.22
3.01
2.85
2.72
2.62
2.53
2.46
2.40
2.35
231
2.27
2.23
2.20
2.18
2.15
213
2.11
2.09
2.07
2.06
2.04
2.03
2.01
1.92
1.84
1.77
1.67

248
19.4
8.66
5.80
4.56
3.87
3.44
3.15
2.94
2.77
2.65
2.54
2.46
2.39
2.33
2.28
2.23
2.19
2.16
2.12
2.10
2.07
2.05
2.03
2.01
1.99
1.97
1.96
1.94
1.93
1.84
1.75
1.68
1.57

249
19.5
8.63
5.77
4.52
3.83
3.40
3.11
2.89
2.73
2.60
2.50
2.41
2.34
2.28
2.23
2.18
2.14
2.11
2.07
2.05
2.02
2.00
1.97
1.96
1.94
1.92
1.91
1.89
1.88
1.78
1.69
1.62
1.51

250
19.5
8.62
5.75
4.50
3.81
3.38
3.08
2.86
2.70
2.57
2.47
2.38
2.31
2.25
2.19
2.15
2.11
2.07
2.04
2.01
1.98
1.96
1.94
1.92
1.90
1.88
1.87
1.85
1.84
1.74
1.65
1.57
1.46

251

91.5
8.59
5.72
4.46
3.77
3.34
3.04
2.83
2.66
2.53
2.43
2.34
2.27
2.20
2.15
2.10
2.06
2.03
1.99
1.96
1.94
1.91
1.89
1.87
1.85
1.84
1.82
1.81
1.79
1.69
1.59
1.52
1.40

252
19.5
8.58
5.70
4.44
3.75
3.32
3.02
2.80
2.64
251
2.40
231
2.24
2.18
2.12
2.08
2.04
2.00
1.97
1.94
1.91
1.88
1.86
1.84
1.82
1.81
1.79
1.77
1.76
1.66
1.56
1.48
1.35

253
19.5
8.56
5.68
4.42
3.73
3.29
2.99
2.77
2.60
2.47
2.37
2.28
221
2.14
2.09
2.04
2.00
1.96
1.93
1.90
1.87
1.84
1.82
1.80
1.78
1.76
1.75
1.73
1.72
1.61
1.51
1.42
1.28

253
19.5
8.55
5.66
4.41
3.71
3.27
2.97
2.76
2.59
2.46
2.35
2.26
2.19
2.12
2.07
2.02
1.98
1.94
1.91
1.88
1.85
1.82
1.80
1.78
1.76
1.74
1.73
1.71
1.70
1.59
1.48
1.39
1.25

254
19.5
8.53
5.63
4.37
3.67
323
2.93
2.71
2.54
2.41
2.30
2.21
2.13
2.07
2.01
1.96
1.92
1.88
1.84
1.81
1.78
1.76
1.73
1.71
1.69
1.67
1.65
1.64
1.62
1.51
1.39
1.28
1.03

Nota: Estos valores criticos de la distribucion F también se pueden obtener con Excel, mediante la funcién DISTR.EINV(p, k, m), donde p es el drea que se

quiere a la derecha del valor x buscado, k y m son los grados de libertad en el numerador y denominador, respectivamente. En la tabla p = 0.05.



468

APENDICE A Tablas

I Tabla A4 Puntos criticos al 2.5% de la distribucion F, P(X > x) = 0.025 (continuacion)

1
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648
38.5
17.44
12.22
10.01
8.81
8.07
7.57
7.21
6.94
6.72
6.55
6.41
6.30
6.20
6.12
6.04
5.98
5.92
5.87
5.83
5.79
5.75
5.72
5.69
5.66
5.63
5.61
5.59
5.57
5.42
5.29
5.18
5.04

799
39.0
16.04
10.65
8.43
7.26
6.54
6.06
5.71
5.46
5.26
5.10
4.97
4.86
4.77
4.69
4.62
4.56
4.51
4.46
4.42
4.38
4.35
4.32
4.29
4.27
4.24
4.22
4.20
4.18
4.05
393
3.83
3.70

864
39.2
15.44
9.98
7.76
6.60
5.89
5.42
5.08
4.83
4.63
4.47
4.35
4.24
4.15
4.08
4.01
3.95
3.90
3.86
3.82
3.78
3.75
3.72
3.69
3.67
3.65
3.63
3.61
3.59
3.46
3.34
3.25
3.13

900
39.2
15.10
9.60
7.39
6.23
5.52
5.05
4.72
4.47
4.28
4.12
4.00
3.89
3.80
3.73
3.66
3.61
3.56
351
3.48
3.44
341
3.38
3.35
3.33
331
3.29
3.27
3.25
3.13
3.01
2.92
2.80

922
393
14.88
9.36
7.15
5.99
5.29
4.82
4.48
4.24
4.04
3.89
3.77
3.66
3.58
3.50
3.44
3.38
3.33
3.29
3.25
3.22
3.18
3.15
3.13
3.10
3.08
3.06
3.04
3.03
2.90
2.79
2.70
2.58

937
393
14.73
9.20
6.98
5.82
5.12
4.65
4.32
4.07
3.88
3.73
3.60
3.50
3.41
3.34
3.28
322
3.17
3.13
3.09
3.05
3.02
2.99
297
2.94
2.92
2.90
2.88
2.87
2.74
2.63
2.54
2.42

948
39.4
14.62
9.07
6.85
5.70
4.99
4.53
4.20
3.95
3.76
3.61
3.48
3.38
3.29
3.22
3.16
3.10
3.05
3.01
2.97
293
2.90
2.87
2.85
2.82
2.80
2.78
2.76
2.75
2.62
251
2.42
2.30

957
39.4
14.54
8.98
6.76
5.60
4.90
4.43
4.10
3.85
3.66
351
3.39
3.29
3.20
3.12
3.06
3.01
2.96
291
2.87
2.84
2.81
2.78
2.75
2.73
2.71
2.69
2.67
2.65
2.53
2.41
2.32
2.20

963
39.4
14.47
8.90
6.68
5.52
4.82
4.36
4.03
3.78
3.59
3.44
331
3.21
3.12
3.05
2.98
293
2.88
2.84
2.80
2.76
2.73
2.70
2.68
2.65
2.63
2.61
2.59
2.57
2.45
233
2.24
2.13

969
39.4
14.42
8.84
6.62
5.46
4.76
4.30
3.96
3.72
3.53
3.37
3.25
3.15
3.06
2.99
2.92
2.87
2.82
2.77
2.73
2.70
2.67
2.64
2.61
2.59
2.57
2.55
2.53
251
2.39
2.27
2.18
2.06

973
39.4
14.37
8.79
6.57
541
4.71
4.24
391
3.66
3.47
3.32
3.20
3.09
3.01
293
2.87
2.81
2.76
2.72
2.68
2.65
2.62
2.59
2.56
2.54
251
2.49
2.48
2.46
2.33
2.22
2.12
2.01

977
39.4
14.34
8.75
6.52
5.37
4.67
4.20
3.87
3.62
3.43
3.28
3.15
3.05
2.96
2.89
2.82
2.77
2.72
2.68
2.64
2.60
2.57
2.54
251
2.49
2.47
2.45
2.43
241
2.29
2.17
2.08
1.96

980
39.4
14.30
8.71
6.49
5.33
4.63
4.16
3.83
3.58
3.39
3.24
3.12
3.01
2.92
2.85
2.79
2.73
2.68
2.64
2.60
2.56
2.53
2.50
2.48
2.45
2.43
2.41
2.39
2.37
2.25
2.13
2.04
1.92

983
39.4
14.28
8.68
6.46
5.30
4.60
4.13
3.80
3.55
3.36
321
3.08
2.98
2.89
2.82
2.75
2.70
2.65
2.60
2.56
2.53
2.50
2.47
2.44
2.42
2.39
2.37
2.36
2.34
2.21
2.09
2.00
1.88

985
39.4
14.25
8.66
6.43
527
4.57
4.10
3.77
3.52
3.33
3.18
3.05
2.95
2.86
2.79
2.72
2.67
2.62
2.57
2.53
2.50
2.47
2.44
241
2.39
2.36
2.34
2.32
231
2.18
2.06
1.97
1.85

993
39.4
14.17
8.56
6.33
5.17
4.47
4.00
3.67
3.42
3.23
3.07
2.95
2.84
2.76
2.68
2.62
2.56
251
2.46
2.42
2.39
2.36
2.33
2.30
2.28
2.25
2.23
2.21
2.20
2.07
1.94
1.85
1.72

998
39.5
14.12
8.50
6.27
5.11
4.40
3.94
3.60
3.35
3.16
3.01
2.88
2.78
2.69
2.61
2.55
2.49
2.44
2.40
2.36
2.32
2.29
2.26
2.23
221
2.18
2.16
2.14
2.12
1.99
1.87
1.77
1.64

1001
39.5
14.08
8.46
6.23
5.07
4.36
3.89
3.56
331
3.12
2.96
2.84
2.73
2.64
2.57
2.50
2.44
2.39
2.35
231
2.27
2.24
2.21
2.18
2.16
2.13
2.11
2.09
2.07
1.94
1.82
1.71
1.58

1006
39.5
14.04
8.41
6.18
5.01
4.31
3.84
351
3.26
3.06
291
2.78
2.67
2.59
251
2.44
2.38
2.33
2.29
2.25
221
2.18
2.15
2.12
2.09
2.07
2.05
2.03
2.01
1.88
1.74
1.64
1.50

1008
39.5
14.01
8.38
6.14
4.98
4.28
3.81
3.47
3.22
3.03
2.87
2.74
2.64
2.55
2.47
241
2.35
2.30
2.25
2.21
2.17
2.14
2.11
2.08
2.05
2.03
2.01
1.99
1.97
1.83
1.70
1.59
1.45

1011
39.5
13.97
8.34
6.10
4.94
4.23
3.76
3.43
3.18
2.98
2.82
2.70
2.59
2.50
2.42
2.35
2.30
2.24
2.20
2.16
2.12
2.08
2.05
2.02
2.00
1.97
1.95
1.93
1.91
177
1.63
1.52
1.36

1013
39.5
13.96
8.32
6.08
4.92
4.21
3.74
3.40
3.15
2.96
2.80
2.67
2.56
2.47
2.40
2.33
2.27
2.22
2.17
2.13
2.09
2.06
2.02
2.00
1.97
1.94
1.92
1.90
1.88
1.74
1.60
1.48
1.32

1018
39.5
13.91
8.26
6.02
4.86
4.15
3.68
3.34
3.09
2.89
2.73
2.60
2.50
2.40
2.32
2.26
2.20
2.14
2.09
2.05
2.01
1.98
1.94
1.91
1.89
1.86
1.84
1.82
1.80
1.65
1.49
1.36
1.13

Nota: Estos valores criticos de la distribucion F también se pueden obtener con Excel, mediante la funcion DISTR. EINV(p, k, m), donde p es el area que se

quiere a la derecha del valor x buscado, k y m son los grados de libertad en el numerador y denominador, respectivamente. En la tabla p = 0.025.



I Tabla A5 Puntos porcentuales del estadistico rango estudentizado (5%)

qos (. )

APENDICE A Tablas 469

f 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 18.10 | 26.70 | 32.8 | 37.20 | 40.50 | 43.10 | 45.40 | 47.30 | 49.10 | 50.60 | 51.90 | 53.20 | 54.30 | 55.40 | 56.30
2 6.09 | 828 | 9.80 | 10.89 | 11.73 | 12.43 | 13.03 | 13.54 | 13.99 | 14.39 | 14.75 | 15.08 | 15.38 | 15.65 | 15.90
3 450 | 588 | 6.83 | 7.51 | 8.04 | 847 | 885 | 9.18 | 946 | 9.72 | 995 |10.16 | 10.35| 10.52 | 10.60
4 393 | 500 | 576 | 631 | 6.73 | 7.06 | 735 | 7.60 | 7.83 | 8.03 | 821 | 837 | 852 | 8.67 | 880
5 3.61 | 454 | 518 | 564 | 599 | 6.28 | 6.52 | 6.74 | 693 | 7.10 | 7.25 | 739 | 7.52 | 7.64 | 7.75
6 346 | 434 | 490 | 531 | 563 | 589 | 6.12 | 632 | 649 | 6.65 | 6.79 | 692 | 7.04 | 7.14 | 7.24
7 334 | 416 | 468 | 506 | 535 | 559 | 580 | 599 | 6.15 | 6.29 | 642 | 6.54 | 6.65 | 6.75 | 6.84
8 326 | 4.04 | 453 | 4.89 | 517 | 540 | 5.60 | 577 | 592 | 6.05 | 6.18 | 6.29 | 6.39 | 648 | 6.57
9 320 | 395 | 442 | 476 | 502 | 524 | 543 | 560 | 574 | 587 | 598 | 6.09 | 6.19 | 6.28 | 6.36
10 3.15 | 3.88 | 433 | 466 | 491 | 512 | 530 | 546 | 560 | 572 | 583 | 593 | 6.03 | 6.12 | 6.20
11 3.11 | 3.82 | 426 | 458 | 482 | 503 | 520 | 535 | 549 | 561 | 571 | 581 | 590 | 598 | 6.06
12 3.08 | 3.77 | 420 | 451 | 475 | 495 | 512 | 527 | 540 | 551 | 5.61 | 571 | 580 | 588 | 5.95
13 3.06 | 3.73 | 415 | 446 | 469 | 488 | 505 | 519 | 532 | 543 | 553 | 5.63 | 571 | 579 | 5.80
14 3.03 | 3.70 | 411 | 441 | 464 | 483 | 499 | 513 | 525 | 536 | 546 | 556 | 5.64 | 572 | 5.79
15 3.01 | 3.67 | 408 | 437 | 459 | 478 | 494 | 508 | 520 | 531 | 540 | 549 | 557 | 565 | 5.72
16 3.00 | 3.65 | 405 | 434 | 456 | 474 | 490 | 503 | 515 | 520 | 535 | 544 | 552 | 559 | 5.60
17 298 | 3.62 | 402 | 431 | 452 | 470 | 486 | 499 | 511 | 521 | 531 | 539 | 547 | 555 | 5.61
18 297 | 3.61 | 400 | 428 | 449 | 4.67 | 483 | 496 | 507 | 517 | 527 | 535 | 543 | 550 | 5.57
19 296 | 3.59 | 398 | 426 | 447 | 4.64 | 479 | 492 | 504 | 5.14 | 523 | 532 | 539 | 546 | 5.53
20 295 | 358 | 396 | 424 | 445 | 4.62 | 477 | 490 | 501 | 511 | 520 | 528 | 536 | 543 | 5.50
24 292 | 353 | 390 | 4.17 | 437 | 454 | 468 | 481 | 492 | 501 | 510 | 5.18 | 525 | 532 | 538
30 2.89 | 348 | 3.84 | 411 | 430 | 446 | 460 | 472 | 483 | 492 | 500 | 508 | 515 | 521 | 527
40 286 | 344 | 3.79 | 404 | 423 | 439 | 452 | 463 | 474 | 482 | 490 | 498 | 505 | 511 | 5.17
60 283 | 340 | 3.74 | 398 | 416 | 431 | 444 | 455 | 4.65 | 473 | 481 | 488 | 494 | 500 | 5.00
120 | 2.80 | 3.36 | 3.69 | 3.92 | 410 | 4.24 | 736 | 447 | 456 | 4.64 | 471 | 478 | 4.84 | 490 | 4.95
00 277 | 332 | 3.63 | 3.86 | 403 | 4.17 | 429 | 439 | 447 | 455 | 4.62 | 468 | 474 | 480 | 4.84




470

APENDICE A Tablas

1 Tabla A6 Valores criticos para prueba de Duncan (1%)

ror (. f)
p
f 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 50 100
1 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00 | 90.00
2 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00 | 14.00
3 8.26 8.50 8.60 8.70 8.80 8.90 8.90 9.00 9.00 9.30 9.30 9.30
4 6.51 6.80 6.90 7.00 7.10 7.10 7.20 7.30 7.30 7.50 7.50 7.50
5 5.70 5.96 6.11 6.18 6.26 6.33 6.40 6.44 6.50 6.80 6.80 6.80
6 5.24 5.51 5.65 5.73 5.81 5.88 5.95 6.00 6.00 6.30 6.30 6.30
7 4.95 5.22 5.37 5.45 5.53 5.61 5.69 5.73 5.80 6.00 6.00 6.00
8 4.74 5.00 5.14 5.23 5.32 5.40 5.47 5.51 5.50 5.80 5.80 5.80
9 4.60 4.86 4.99 5.08 5.17 5.25 5.32 5.36 5.40 5.70 5.70 5.70
10 4.48 4.73 4.88 4.96 5.06 5.13 5.20 5.24 5.28 5.55 5.55 5.55
11 4.39 4.63 4.77 4.86 4.94 5.01 5.06 5.12 5.15 5.39 5.39 5.39
12 4.32 4.55 4.68 4.76 4.84 4.92 4.96 5.02 5.07 5.26 5.26 5.26
13 4.26 4.48 4.62 4.69 4.74 4.84 4.88 4.94 4.98 5.15 5.15 5.15
14 4.21 4.42 4.55 4.63 4.70 4.78 4.83 4.87 4.91 5.07 5.07 5.07
15 4.17 437 4.50 4.58 4.64 4.72 4.77 4.81 4.84 5.00 5.00 5.00
16 4.13 4.34 4.45 4.54 4.60 4.67 4.72 4.76 4.79 4.94 4.94 4.94
17 4.10 4.30 4.41 4.50 4.56 4.63 4.68 4.73 4.75 4.89 4.89 4.89
18 4.07 4.27 4.39 4.46 453 4.59 4.64 4.68 471 4.85 4.85 4.85
19 4.05 4.24 4.36 443 4.50 4.56 4.61 4.64 4.67 4.82 4.82 4.82
20 4.02 422 4.33 4.40 4.47 4.53 4.58 4.61 4.65 4.79 4.79 4.79
30 3.89 4.06 4.16 4.22 4.32 4.36 4.41 4.45 4.48 4.65 4.71 4.71
40 3.82 3.99 4.10 4.17 424 4.30 4.34 4.37 4.41 4.59 4.69 4.69
60 3.76 3.92 4.03 4.12 4.17 423 427 431 4.34 4.53 4.66 4.66
100 3.71 3.86 3.98 4.06 4.11 4.17 421 4.25 4.29 4.48 4.64 4.65
(o3 3.64 3.80 3.90 3.98 4.04 4.09 4.14 4.17 4.20 4.41 4.60 4.68

f=grados de libertad.



I Tabla A6 Prueba de Duncan (5%) (continuacion)

APENDICE A Tablas 471

ros(p, )
p
f 2 3 4 5 6 7 8 9 10 20 50 100
1 18.00 | 18.00 18.00 18.00 | 18.00 | 18.00 18.00 18.00 | 18.00 | 18.00 18.00 | 18.00
2 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09 6.09
3 4.50 4.50 4.50 4.50 4.50 4.50 4.50 4.50 4.50 4.50 4.50 4.50
4 3.93 4.01 4.02 4.02 4.02 4.02 4.02 4.02 4.02 4.02 4.02 4.02
5 3.64 3.74 3.79 3.83 3.83 3.83 3.83 3.83 3.83 3.83 3.83 3.83
6 3.46 3.58 3.64 3.68 3.68 3.68 3.68 3.68 3.68 3.68 3.68 3.68
7 3.35 3.47 3.54 3.58 3.60 3.61 3.61 3.61 3.61 3.61 3.61 3.61
8 3.26 3.39 3.47 3.52 3.55 3.56 3.56 3.56 3.56 3.56 3.56 3.56
9 3.20 3.34 341 3.47 3.25 3.52 3.52 3.52 3.52 3.52 3.52 3.52
10 3.15 3.30 3.37 343 3.46 3.47 3.47 3.47 3.47 3.48 3.48 3.48
11 3.11 3.27 3.35 3.39 3.43 3.44 3.45 3.46 3.46 3.48 3.48 3.48
12 3.08 323 3.33 3.36 3.40 342 3.44 3.44 3.46 3.48 3.48 3.48
13 3.06 321 3.30 3.35 3.38 341 3.42 3.44 3.45 3.47 3.47 3.47
14 3.03 3.18 3.27 3.33 3.37 3.39 3.41 3.42 3.44 3.47 3.47 3.47
15 3.01 3.16 3.25 3.31 3.36 3.38 3.40 3.42 3.43 3.47 3.47 3.47
16 3.00 3.15 323 3.30 3.34 3.37 3.39 341 343 3.47 3.47 3.47
17 2.98 3.13 322 3.28 3.33 3.36 3.38 3.40 3.42 3.47 3.47 3.47
18 2.97 3.12 321 3.27 3.32 3.35 3.37 3.39 341 3.47 3.47 3.47
19 2.96 3.11 3.19 3.26 3.31 3.35 3.37 3.39 341 3.47 3.47 3.47
20 2.95 3.10 3.18 3.25 3.30 3.34 3.36 3.38 3.40 3.47 3.47 3.47
30 2.89 3.04 3.12 3.20 3.25 3.29 3.32 3.35 3.37 3.47 3.47 3.47
40 2.86 3.01 3.10 3.17 322 3.27 3.30 3.33 3.35 3.47 3.47 3.47
60 2.83 2.98 3.08 3.14 3.20 3.24 3.28 331 3.33 3.47 3.48 3.48
100 2.80 2.95 3.05 3.12 3.18 322 3.26 3.29 3.32 3.47 3.47 3.53
0 2.77 2.92 3.02 3.09 3.15 3.19 323 3.26 3.29 3.47 3.61 3.67

f=grados de libertad.
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1 Tabla A7 Valores criticos para la prueba de Dunnett (hipotesis bilaterales)

a — 1 = Numero de medias de tratamiento (sin contar el control)

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 2.57 3.03 3.29 3.48 3.62 3.73 3.82 3.90 3.97
6 2.45 2.86 3.10 3.26 3.39 3.49 3.57 3.64 3.71
7 2.36 2.75 2.97 3.12 3.24 3.33 3.41 3.47 3.53
8 2.31 2.67 2.88 3.02 3.13 3.22 3.29 3.35 3.41
9 2.26 2.61 2.81 2.95 3.05 3.14 3.20 3.26 3.32
10 2.23 2.57 2.76 2.89 2.99 3.07 3.14 3.19 3.24
11 2.20 2.53 2.72 2.84 2.94 3.02 3.08 3.14 3.19
12 2.18 2.50 2.68 2.81 2.90 2.98 3.04 3.09 3.14
13 2.16 2.48 2.65 2.78 2.87 2.94 3.00 3.06 3.10
14 2.14 2.46 2.63 2.75 2.84 291 2.97 3.02 3.07
15 2.13 2.44 2.01 2.73 2.82 2.89 2.95 3.00 3.04
16 2.12 2.42 2.59 2.71 2.80 2.87 2.92 2.97 3.02
17 2.11 2.41 2.58 2.69 2.78 2.85 2.90 2.95 3.00
18 2.10 2.40 2.56 2.68 2.76 2.83 2.89 2.94 2.98
19 2.09 2.39 2.55 2.66 2.75 2.81 2.87 2.92 2.96
20 2.09 2.38 2.54 2.65 2.73 2.80 2.86 2.90 2.95
24 2.06 2.35 2.51 2.61 2.70 2.76 2.81 2.86 2.90
30 2.04 2.32 2.47 2.58 2.66 2.72 2.77 2.82 2.86
40 2.02 2.29 2.44 2.54 2.62 2.68 2.73 2.77 2.81
60 2.00 2.27 2.41 251 2.58 2.64 2.69 2.73 2.77
120 1.98 2.24 2.38 2.47 2.55 2.60 2.65 2.69 2.73
00 1.96 2.21 2.35 2.44 2.51 2.57 2.01 2.65 2.69

f=grados de libertad.



I Tabla A7 Valores criticos para la prueba de Dunnett (hipdtesis unilaterales) (continuacion)

a — 1 = Numero de medias de tratamiento (sin contar el control)

f 1 2 3 4 5 6 7 8 9
5 2.02 2.44 2.68 2.85 2.98 3.08 3.16 3.24 3.30
6 1.94 2.34 2.56 2.71 2.83 2.92 3.00 3.07 3.12
7 1.89 2.27 2.48 2.62 2.73 2.82 2.89 2.95 3.01
8 1.86 2.22 2.42 2.55 2.66 2.74 2.81 2.87 2.92
9 1.83 2.18 2.37 2.50 2.60 2.68 2.75 2.81 2.86
10 1.81 2.15 2.34 2.47 2.56 2.64 2.70 2.76 2.81
11 1.80 2.13 2.31 2.44 2.53 2.60 2.67 2.72 2.77
12 1.78 2.11 2.29 241 2.50 2.58 2.64 2.69 2.74
13 1.77 2.09 2.27 2.39 2.48 2.55 2.61 2.66 2.71
14 1.76 2.08 2.25 2.37 2.46 2.53 2.59 2.64 2.69
15 1.75 2.07 2.24 2.36 2.44 251 2.57 2.62 2.67
16 1.75 2.06 2.23 2.34 2.43 2.50 2.56 2.61 2.65
17 1.74 2.05 2.22 2.33 2.42 2.49 2.54 2.59 2.64
18 1.73 2.04 2.21 2.32 2.41 2.48 2.53 2.58 2.62
19 1.73 2.03 2.20 2.31 2.40 2.47 2.52 2.57 2.61
20 1.72 2.03 2.19 2.30 2.39 2.46 251 2.56 2.60
24 1.71 2.01 2.17 2.28 2.36 2.43 2.48 2.53 2.57
30 1.70 1.99 2.15 2.25 2.33 2.40 2.45 2.50 2.54
40 1.68 1.97 2.13 2.23 2.31 2.37 2.42 2.47 2.51
60 1.67 1.95 2.10 2.21 2.28 2.35 2.39 2.44 2.48
120 1.66 1.93 2.08 2.18 2.26 2.32 2.37 2.41 2.45
) 1.64 1.92 2.06 2.16 2.23 2.29 2.34 2.38 2.42
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I Tabla A8 Limites para prueba de Durbin-Watson

Nivel de significancia a = .05, p — 1 es el numero de variables o términos en el modelo,
n el nimero de datos

p-1=1 p-1=2 p-1=3 p-1=4 p-1=5

n il d, d; d, d; d, aly d, @l d,

15 1.08 1.36 | 0.95 1.54 | 0.82 1.75 0.69 1.97 | 056 | 221
16 1.10 1.37 | 0.98 1.54 | 0.86 1.73 | 0.74 193 | 0.62 | 2.15
17 1.13 1.38 1.02 1.54 | 0.90 1.71 0.78 1.90 | 0.67 | 2.10
18 1.16 1.39 1.05 153 | 093 1.69 | 0.82 1.87 | 0.71 2.06
19 1.18 1.40 1.08 1.53 | 0.97 1.68 | 0.86 1.85 | 0.75 | 2.02
20 1.20 1.41 1.10 1.54 1.00 1.68 | 0.90 1.83 | 0.79 1.99
21 1.22 1.42 1.13 1.54 1.03 1.67 | 093 1.81 0.83 1.96
22 1.24 1.43 1.15 1.54 1.05 1.66 | 0.96 1.80 | 0.86 1.94
23 1.26 1.44 1.17 1.54 1.08 1.66 | 0.99 1.79 | 0.90 1.92
24 1.27 1.45 1.19 1.55 1.10 1.66 1.01 1.78 | 0.93 1.90
25 1.29 1.45 1.21 1.55 1.12 1.66 1.04 1.77 | 095 1.89
26 1.30 1.45 1.22 1.55 1.14 1.65 1.06 1.76 | 0.98 1.88
27 1.32 1.47 1.24 1.56 1.16 1.65 1.08 1.76 1.01 1.86
28 1.33 1.48 1.26 1.56 1.18 1.65 1.10 1.75 1.03 1.85
29 1.34 1.48 1.27 1.56 1.20 1.65 1.12 1.74 1.05 1.84
30 1.35 1.49 1.28 1.57 1.21 1.65 1.14 1.74 1.07 1.83
31 1.36 1.50 1.30 1.57 1.23 1.65 1.16 1.74 1.09 1.83
32 1.37 1.50 1.31 1.57 1.24 1.65 1.18 1.73 1.11 1.82
33 1.38 1.51 1.32 1.58 1.26 1.65 1.19 1.73 1.13 1.81
34 1.39 1.51 1.33 1.58 1.27 1.65 1.21 1.73 1.15 1.81
35 1.40 1.52 1.34 1.58 1.28 1.65 1.22 1.73 1.16 1.80
36 1.41 1.52 1.35 1.59 1.29 1.65 1.24 1.72 1.18 1.80
37 1.42 1.53 1.36 1.59 1.31 1.66 1.25 1.72 1.19 1.80
38 1.43 1.54 1.37 1.59 1.32 1.66 1.26 1.72 1.21 1.79
39 1.43 1.54 1.38 1.60 1.33 1.66 1.27 1.72 1.22 1.79
40 1.44 1.54 1.39 1.60 1.34 1.66 1.29 1.72 1.23 1.79
45 1.48 1.57 1.43 1.62 1.38 1.67 1.34 1.72 1.29 1.78
50 1.50 1.59 1.46 1.63 1.42 1.67 1.38 1.72 1.34 1.77
55 1.53 1.60 1.49 1.64 1.45 1.68 1.41 1.72 1.38 1.77
60 1.55 1.62 1.51 1.65 1.48 1.69 1.44 1.73 1.41 1.77
65 1.57 1.63 1.54 1.66 1.50 1.70 1.47 1.73 1.44 1.77
70 1.58 1.64 1.55 1.67 1.52 1.70 1.49 1.74 1.46 1.77
75 1.60 1.65 1.57 1.68 1.54 1.71 1.51 1.74 1.49 1.77
80 1.61 1.66 1.59 1.69 1.56 1.72 1.53 1.74 1.51 1.77
85 1.62 1.67 1.60 1.70 1.57 1.72 1.55 1.75 1.52 1.77
90 1.63 1.68 1.61 1.70 1.59 1.73 1.57 1.75 1.54 1.78
95 1.64 1.69 1.62 1.71 1.60 1.73 1.58 1.75 1.56 1.78
100 1.65 1.69 1.63 1.72 1.61 1.74 1.59 1.76 1.57 1.78




1 Tabla A9 Valores de W, para la prueba de Shapiro-Wilks

Nivel de significancia,
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n 0.01 0.05 0.1

3 0.753 0.767 0.789
4 0.687 0.748 0.792
5 0.686 0.762 0.806
6 0.713 0.788 0.826
7 0.730 0.803 0.838
8 0.749 0.818 0.851
9 0.764 0.829 0.859
10 0.781 0.842 0.869
11 0.792 0.850 0.876
12 0.805 0.859 0.883
13 0.814 0.866 0.889
14 0.825 0.874 0.895
15 0.835 0.881 0.901
16 0.844 0.887 0.906
17 0.851 0.892 0.910
18 0.858 0.897 0.914
19 0.863 0.901 0.917
20 0.868 0.905 0.920
21 0.873 0.908 0.923
22 0.878 0.911 0.926
23 0.881 0.914 0.928
24 0.884 0.916 0.930
25 0.888 0.918 0.931
26 0.891 0.920 0.933
27 0.894 0.923 0.935
28 0.896 0.924 0.936
29 0.898 0.926 0.937
30 0.900 0.927 0.939
31 0.902 0.929 0.940
32 0.904 0.930 0.941
33 0.906 0.931 0.942
34 0.908 0.933 0.943
35 0.910 0.934 0.944
36 0.912 0.935 0.945
37 0.914 0.936 0.946
38 0.916 0.938 0.947
39 0.917 0.939 0.948
40 0.919 0.940 0.949
41 0.920 0.941 0.950
42 0.922 0.942 0.951
43 0.923 0.943 0.951
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I Tabla A9 Valores de W, para la prueba de Shapiro-Wilks (continuacion)

Nivel de significancia, @

n 0.01 0.05 0.1

44 0.924 0.944 0.952
45 0.926 0.945 0.953
46 0.927 0.945 0.953
47 0.928 0.946 0.954
48 0.929 0.947 0.954
49 0.929 0.947 0.955
50 0.930 0.947 0.955

Valores obtenidos de S.S Shapiro y M.B. Wilks. Biométrica (1965), 52:605.

1 Tabla A9b Prueba de normalidad Shapiro-Wilks, coeficientes a; para el estadistico W (n =2 a n = 50)

i/n 5 6 7 8 9 11 12 13 14 15

1 0.6646 | 0.6431 | 0.6233 | 0.6052 | 0.5888 | 0.5739 | 0.5601 | 0.5475 | 0.5359 | 0.5251 0.5150
2 0.2413 | 0.2806 | 0.3031 | 0.3164 | 0.3244 | 0.3291 | 0.3315 | 0.3325 | 0.3325 | 0.3318 0.33006
3 0.0000 | 0.0875 | 0.1401 | 0.1743 | 0.1976 | 0.2141 | 0.2260 | 0.2347 | 0.2412 | 0.2460 0.2495
4 0.0000 | 0.0561 | 0.0947 | 0.1224 | 0.1429 | 0.1586 | 0.1707 | 0.1802 0.1878
5 0.0000 | 0.0399 | 0.0695 | 0.0922 | 0.1099 | 0.1240 0.1353
6 0.0000 | 0.0303 | 0.0539 | 0.0727 0.0880
7 0.0000 | 0.0240 0.0433
8 0.0000
i/n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27

1 | 0.5056 | 0.4968 | 0.4886 | 0.4808 | 0.4734 | 0.4643 | 0.4590 | 0.4542 | 0.4493 | 0.4450 | 0.4407 | 0.4366
2 | 03290 | 03273 | 0.3253 | 0.3232 | 0.3211 | 0.3185 | 0.3156 | 0.3126 | 0.3098 | 0.3069 | 0.3043 | 0.3018
3 | 0.2521 | 0.2540 | 0.2553 | 0.2561 | 0.2565 | 0.2578 | 0.2571 | 0.2563 | 0.2554 | 0.2543 | 0.2533 | 0.2522
4 | 0.1939 | 0.1988 | 0.2027 | 0.2059 | 0.2085 | 0.2119 | 0.2131 | 0.2139 | 0.2145 | 0.2148 | 0.2151 | 0.2152
5 | 0.1447 | 0.1524 | 0.1587 | 0.1641 | 0.1686 | 0.1736 | 0.1764 | 0.1787 | 0.1807 | 0.1822 | 0.1836 | 0.1848
6 | 0.1005 | 0.1109 | 0.1197 | 0.1271 | 0.1334 | 0.1399 | 0.1443 | 0.1480 | 0.1512 | 0.1539 | 0.1563 | 0.1584
7 | 0.0593 | 0.0725 | 0.0837 | 0.0932 | 0.1013 | 0.1092 | 0.1150 | 0.1201 | 0.1245 | 0.1283 | 0.1316 | 0.1346
8 | 0.0196 | 0.0359 | 0.0496 | 0.0612 | 0.0711 | 0.0804 | 0.0878 | 0.0941 | 0.0997 | 0.1046 | 0.1089 | 0.1128
9 0.0000 | 0.0163 | 0.0303 | 0.0422 | 0.0530 | 0.0618 | 0.0696 | 0.0764 | 0.0823 | 0.0876 | 0.0923
10 0.0000 | 0.0140 | 0.0263 | 0.0368 | 0.0459 | 0.0539 | 0.0610 | 0.0672 | 0.0728
11 0.0000 | 0.0122 | 0.0228 | 0.0321 | 0.0403 | 0.0476 | 0.0540
12 0.0000 | 0.0107 | 0.0200 | 0.0284 | 0.0358
13 0.0000 | 0.0094 | 0.0178
14 0.0000
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1 Tabla A9b Prueba de normalidad Shapiro-Wilks, coeficientes a; para el estadistico W (n = 2 a n = 50) (continuacion)

i/m 28 29 30 31 32 34 35 36 37 38

1 0.4328 | 0.4291 0.4254 | 0.4220 | 0.4188 | 0.4156 | 0.4127 | 0.4096 | 0.4068 | 0.4040 | 0.4015
2 0.2992 | 0.2968 | 0.2944 | 0.2921 | 0.2898 | 0.2876 | 0.2854 | 0.2834 | 0.2813 | 0.2794 | 0.2774
3 0.2510 | 0.2499 | 0.2487 | 0.2475 | 0.2463 | 0.2451 0.2439 | 0.2427 | 0.2415 | 0.2403 | 0.2391
4 | 0.2151 0.2150 | 0.2148 | 0.2145 | 0.2141 | 0.2137 | 0.2132 | 0.2127 | 0.2121 | 0.2116 | 0.2110
5 0.1857 | 0.1864 | 0.1870 | 0.1874 | 0.1878 | 0.1880 | 0.1882 | 0.1883 | 0.1883 | 0.1883 | 0.1881
6 | 0.1601 | 0.1616 | 0.1630 | 0.1641 | 0.1651 | 0.1660 | 0.1667 | 0.1673 | 0.1678 | 0.1683 | 0.1686
7 | 0.1372 | 0.1395 | 0.1415 | 0.1433 | 0.1449 | 0.1463 | 0.1475 | 0.1487 | 0.1496 | 0.1505 | 0.1513
8 | 0.1162 | 0.1192 | 0.1219 | 0.1243 | 0.1265 | 0.1284 | 0.1301 | 0.1317 | 0.1331 | 0.1344 | 0.1356
9 0.0965 | 0.1002 | 0.1036 | 0.1066 | 0.1093 | 0.1118 | 0.1140 | 0.1160 | 0.1179 | 0.1196 | 0.1211
10 | 0.0778 | 0.0822 | 0.0862 | 0.0899 | 0.0931 | 0.0961 | 0.0988 | 0.1013 | 0.1036 | 0.1056 | 0.1075
11 | 0.0598 | 0.0650 | 0.0697 | 0.0739 | 0.0777 | 0.0812 | 0.0844 | 0.0873 | 0.0900 | 0.0924 | 0.0947
12 | 0.0424 | 0.0483 | 0.0537 | 0.0585 | 0.0629 | 0.0669 | 0.0706 | 0.0739 | 0.0770 | 0.0798 | 0.0824
13 | 0.0253 | 0.0320 | 0.0381 | 0.0435 | 0.0485 | 0.0530 | 0.0572 | 0.0610 | 0.0645 | 0.0677 | 0.0706
14 | 0.0084 | 0.0159 | 0.0227 | 0.0289 | 0.0344 | 0.0395 | 0.0441 | 0.0484 | 0.0523 | 0.0559 | 0.0592
15 0.0000 | 0.0076 | 0.0144 | 0.0206 | 0.0262 | 0.0314 | 0.0361 | 0.0404 | 0.0444 | 0.0481
16 0.0000 | 0.0068 | 0.0131 | 0.0187 | 0.0239 | 0.0287 | 0.0331 0.0372
17 0.0000 | 0.0062 | 0.0119 | 0.0172 | 0.0220 | 0.0264
18 0.0000 | 0.0057 | 0.0110 | 0.0158
19 0.0000 | 0.0153
i/n 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50

1 | 0.3989 | 0.3964 | 0.3940 | 0,391’7 | 0.3894 | 0.3872 | 0.3850 | 0.3830 | 0.3808 | 0.3789 | 0.3770 | 0.3751
2 | 0.2755 | 0.2737 | 0.2719 | 0.2701 | 0.2684 | 0.2667 | 0.2651 | 0.2635 | 0.2620 | 0.2604 | 0.2589 | 0.2574
3 | 0.2380 | 0.2368 | 0.2357 | 0.2345 | 0.2334 | 0.2323 | 0.2313 | 0.2302 | 0.2291 | 0.2281 | 0.2271 | 0.2260
4 | 0.2104 | 0.2098 | 0.2091 | 0.2085 | 0.2078 | 0.2072 | 0.2065 | 0.2058 | 0.2052 | 0.2045 | 0.2038 | 0.2032
5 | 0.1880 | 0.1878 | 0.1876 | 0.1874 | 0.1871 | 0.1868 | 0.1865 | 0.1862 | 0.1859 | 0.1855 | 0.1851 | 0.1847
6 | 0.1689 | 0.1691 | 0.1693 | 0.1694 | 0.1695 | 0.1695 | 0.1695 | 0.1695 | 0.1695 | 0.1693 | 0.1692 | 0.1691
7 | 0.1520 | 0.1526 | 0.1531 | 0.1535 | 0.1539 | 0.1542 | 0.1545 | 0.1548 | 0.1550 | 0.1551 | 0.1553 | 0.1554
8 | 0.1366 | 0.1376 | 0.1384 | 0.1392 | 0.1398 | 0.1405 | 0.1410 | 0.1415 | 0.1420 | 0.1423 | 0.1427 | 0.1430
9 | 0.1225 | 0.1237 | 0.1249 | 0.1259 | 0.1269 | 0.1278 | 0.1286 | 0.1293 | 0.1300 | 0.1306 | 0.1312 | 0.1317
10 | 0.1092 | 0.1108 | 0.1123 | 0.1136 | 0.1149 | 0.1160 | 0.1170 | 0.1180 | 0.1189 | 0.1197 | 0.1205 | 0.1212
11 | 0.0967 | 0.0986 | 0.1004 | 0.1020 | 0.1035 | 0.1049 | 0.1062 | 0.1073 | 0.1085 | 0.1095 | 0.1105 | 0.1113
12 | 0.0848 | 0.0870 | 0.0891 | 0.0909 | 0.0927 | 0.0943 | 0.0959 | 0.0972 | 0.0986 | 0.0998 | 0.1010 | 0.1020
13 | 0.0733 | 0.0759 | 0.0782 | 0.0804 | 0.0824 | 0.0842 | 0.0860 | 0.0876 | 0.0892 | 0.0906 | 0.0919 | 0.0932
14 | 0.0622 | 0.0651 | 0.0677 | 0.0701 | 0.0724 | 0.0745 | 0.0765 | 0.0783 | 0.0801 | 0.0817 | 0.0832 | 0.0846
15 | 0.0515 | 0.0546 | 0.0575 | 0.0602 | 0.0628 | 0.0651 | 0.0673 | 0.0694 | 0.0713 | 0.0731 | 0.0748 | 0.0764
16 | 0.0409 | 0.0444 | 0.0476 | 0.0506 | 0.0534 | 0.0560 | 0.0584 | 0.0607 | 0.0628 | 0.0648 | 0.0667 | 0.0685
17 | 0.0305 | 0.0343 | 0.0379 | 0.0411 | 0.0442 | 0.0471 | 0.0497 | 0.0522 | 0.0546 | 0.0568 | 0.0588 | 0.0608
18 | 0.0203 | 0.0244 | 0.0283 | 0.0318 | 0.0352 | 0.0383 | 0.0412 | 0.0439 | 0.0465 | 0.0489 | 0.0511 | 0.0532
19 | 0.0101 | 0.0146 | 0.0188 | 0.0227 | 0.0263 | 0.0296 | 0.0328 | 0.0357 | 0.0385 | 0.0411 | 0.0436 | 0.0459
20 | 0.0000 | 0.0049 | 0.0094 | 0.0136 | 0.0175 | 0.0211 | 0.0245 | 0.0277 | 0.0307 | 0.0335 | 0.0361 | 0.0386
21 0.0000 | 0.0045 | 0.0087 | 0.0126 | 0.0163 | 0.0197 | 0.0229 | 0.0259 | 0.0288 | 0.0314
22 0.0000 | 0.0042 | 0.0081 | 0.0118 | 0.0153 | 0.0185 | 0.0215 | 0.0244
23 0.0000 | 0.0039 | 0.0076 | 0.0111 | 0.0143 | 0.0174
24 0.0000 | 0.0037 | 0.0071 | 0.0104
25 0.0000 | 0.0035
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