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Prefacio 

Bienvenidos a esta nueva versión de Matem:ític:is H. Cálculo imegml. Nos enorgullece ofrecerle una nueva versión revisada y 
mejorada de nuestros clásicos y exitosos libros de texto. 

Esta obra forma pane de una serie de cinco libros el:'1borados para cubrir de manera específica los planes de es1udio de 
los cursos de mruem:'ilicas a nivel superior: c:'ilculo diferencial, c:'ilculo integral. cálculo vectorial. álgebra lineal y ecuaciones 
diferenciales. 

Al igual que en otras ediciones. hemos incorporado muc has de las út iles y atinadas sugere nc ias que usted. estimado lector. 
nos hace al utilizar esta obra en sus cursos. 

En esta edición se han introducido algunas características nuevas y revisado o t l"3S. Encontrará lo que espera: un libro de 
texto pedagógico. m:1tcmálicamen1e fonnal y accesible. 

Estamos contentos y emocionados de ofrecerle algo totalmente nuevo en esta edición. un sitio web: LarsonCalculus.com. 
Este sitio ofrece muchos recursos que le ayudarán en su estudio del c:'llculo. Todos estos recursos están a solo un clic de 
distancia. Nuestro obje1ivo en todas las ediciones de este libro de texto es proporcionarle las herramientas necesarias 
para dominar el cálculo. Esperamos que. junto con LarsonCalculus.com. encuentre útiles los cambios de esta edición para 
lograrlo. 

En cada conjunto de ejercicios, asegúrese de anotar la referencia a CalcChat.com. En este sitio gratuito puede descargar 
una solución paso a paso de cualquier ejercicio impar. Además. puede hablar con un tutor, de manera gratuita, dentro del horario 
publicado en el sitio. Con el paso de los años, miles de estudiantes han visitado el sitio para obtener apoyo. Utilizamos toda esta 
infonnación como ayuda para guiarlo en cada revisión de los ejercicios y soluciones. 

Lo nuevo en esta edición 

NUEVO LarsonCalculus.com 
Este sitio web ofrece varias herramientas 
y recursos para complemcn1ar su aprendizaje. 
El acceso a estas herramientas es gratuito. 
Videos de explicaciones de conccp1os o 
demostraciones del libro. ejemplos para explorar. 
vista de gráficas tridimensionales. descarga de 
anículos de revistas de matemáticas y mucho m:is. 

NUEVA Apertura de capitulo 
En cada apertura de capítulo se resaltan 
aplicaciones reales utilizadas en los ejemplos 
y ejercicios. 

NUEVOS Ejemplos interactivos 
Los ejemplos del libro cst:'ln acompañados 
de ejemplos interactivos en LllrsonCalculus.com. 
Estos ejemplos interacti\'OS usan el reproductor 
CDF de Wolfrarn y permiten explorar el cálculo 
manejando las funciones o gráficas y observando 
los resultados. 

LARSON 

.,,. ___ _ 
·--·---·-.... ___ ___ 

~·-------.._ .. ___ .,. 
-------.. - ·--... ---.. _,... __ ,..,. __ 

NUEVOS Videos de demostraciones 
Vea videos del coautor Bruce Edwards, donde explica 
las demostraciones de los 1eoremas de Cálculo, décima 
edición. en LarsonCalculus.com. 

ca 



vi Prefacio 

NUEVO ¿Cómo lo ve? 
La característica ¿Cómo lo ve? en cada sección presenta 
un problema de la vida real que podrá resolver mediante 
inspección visual utilizando los conceptos :1prcndidos 
en la lección. Este ejercicio es excelente para el análisis en 
clase o la preparación de un examen. 

Comentario Revisado 
Estos consejos y sugerencias refuerzan o amplían 
conceptos. le ayudan a aprender cómo estudiar 
matemáticas. le advierten acerca de errores comunes. 
Jo dirigen en casos especiales o le muestrnn los pasos 
alternativos o adicionales en la solución de un ejemplo. 

Conjuntos de ejercicios Revisados 
Los conjuntos de ejcn:icios han sido :unpli:i y cuicbdosamente 
examinados para aseguramos que son rigurosos e 
importantes y que incluyen iodos los lemas que nuestros 
usuarios han sugerido. Se h:in rcorg:ulizado los ejercicios y 
titul:ido para que pued.'l ver mejor las conexiones entre los 
ejemplos y ejercicios. Los ejercicios de varios pasos son 
ejercicios de la vid.'l real que refucrLan habilid.'ldcs p..n 
resolver problemas y dominar los conceptos. d.'Uldo a los 
estudiantes la oportunidad de aplicarlos en situaciones de la 
vid:i real. 

_ .. ____ .... __ .,, __ . ...__ ... .-._ .... _ .. _ -..... --.. --.. •· _ .. ____ ,. .. ___ _ .. _ . ...._.,. __ .... _ .. _ _ ,..,._ ...... _.._ ..... __ .-... ........ ~ .. --.. ---

_ .. _ .. __ .... __ .. , ·--·--..... - ..... -___ .. __ 

___ ..... .....,. .............. _______ ,._ 

"''-_ ... __ .,. .. ........ - ..... ,.., ___ _ ..... ,, .. ___ ... ~-
. -•·-----··­........... ~-.. -·•-

:' 

_,_ ____ .__ ..... _:=-,.:;:::._. ... , __ _ 

- -•···---

-· ·[-... -c.- .. 
.. ¡ .... 

•• • [ .. ""4' 

¿CÓMO LO VE? La ru11efl1n Qllt M 1nue,;,.1ru t'n 1, 
~nUica ,1¡mcnk o "R.-.:11:.ntc Cfl ti 111tcr.a\o 11. -IJ. El 
i11rcn..1ki'IC'dl'id:cn 1z ~ubin1c:nulo). 

<•I ¡.Cuilc:~ wn lo-. JJl.lnlet~ lcm,inalc~ i,quicrJo-. del pri• 
mcq illlimo in1er.11lo..'.' 

~hJ ;.Cu.1k\ ..on ~ ,~mio, 1crm1ulc, dtrc:i:hc>!i de kh l'li· 
rni:m<:/Jl~1,1,1h1nh..,...11lo~1 

(el ¡,C'"'1do ~ U.'\M lo .. ptinl"'- IC!,1"n11n1lei ilen!cho'-. u 
tn11:an ~nfu1o, 11lTib;1 o dd,1p d C' l:L~ ¡:n!fu:u~ de 111 
funci6a,. 

t;d) ¿~ !;(' 1'1.k-..le (.'OIIC!Urt ~n-,, ~ 13.., vlmnl!- tic In,. 

reCl~ulc), ~· un:. l unci,ótl ~C(NNllllle en t!l ll lh.'l'\:lkl 

"""'' 

Cambios en el contenido 
El apéndice A (Demostración de teorema..., selcccion:idos) 
ahora se presenta en fonnalo de video (en inglés) en 
LarsonCalculus.com. Las demoslracioncs también 
se present:in en fonm de texto (en inglés y con costo 
adicional) en CengageBrain.com. 

Características confiables 

Aplicaciones 
Se han elegido con cuidado ejercicios de aplicación y 
ejemplos que se incluyen para dirigir el tema: "¿Cuándo 
usaré estor. Est:-is :iplicaciones son tomadas de diversa..~ 
fuentes. tales como acontecimientos actuales. datos 
del mundo, 1endenci:1s de l:1 industria y. :-idem:'is, 
est:'in rel:icion:-idas con una amplia gama de intereses. 
entendiendo dónde se está utili7..m1do (o se puede 
ulilizar) el cálculo p:ira fomentar una comprensión más 
completa del material. 

Desarrollo de conceptos 
Los ejercicios escritos al final de cada sección cst:in 
diseñ:-idos para poner a prueba su comprensión de 
los conceptos b:'isicos en c:ida sección. motivándole 
a verbalizar y escribir las respuestas. y foment:indo 
las habilidades de comunicación 1écnica que le serán 
invaluables en sus futuras carreras. 



Teoremas 
Los teoremas proporcionan el marco conceptual del 
c:'ilculo. Los teoremas se enuncian cl:unmente y están 
separados del resto del libro mediante recuadros de 
referencia visual rápida. Las demostraciones importantes 
a menudo se ubican enseguida del teorema y se pueden 
encontrar en LarsonCalculus.com. 

Definiciones 
Como con los teoremas. las definiciones se enuncian 
clar::unente usando tenninologfa precisa. fonnal y están 
separadas del 1ex10 mediante recuadros para una referencia 
visual rápida. 

Definiciones de dos In tegrales definidas especiales 

l , Si/olldcfi1111d:i c11J • ~,1.:111Un~ L •/h),1J O 

l. Si/ol111tgrublc(ft lu. b), CJIICII~ r /Mdr • - f ¡ (,) J ,· 

Exploraciones 
Las exploraciones proporcionan retos únicos para estudiar 
conceptos que aún no se han cubieno fonnalmcnte en el 
libro. Le permiten aprender mediante el descubrimiento e 
introducir temas relacionados con los que está estudiando 
en ese momento. El explorar temas de esta manern le invita 
a pensar de m:inera mis amplia. 

Notas históricas y biografías 
L'lS notas históricas le proporcionan información acerca de 
los fundamentos de cálculo. Las biograífos presentan :i las 
personas que crearon y contribuyeron al cálculo. 

Tecnología 
A través del libro. los recuadros de 1ecnología le ense11.:m 
a usar tecnología para resolver problemas y explorar 
conceptos del dlculo. Estas sugerencias también indican 
algunos obstáculos del uso de la tecnología. 

Agradecimientos 

Prefacio vi 

Proyectos de trabajo 
Los proyectos de trabajo se presentan en algunas secciones 
y le invitan a explorar aplicaciones relacionadas con 
los temas que está estudiando. Proporcionan una fonna 
interesante y atractiva para que usted y otros estudi:intes 
trabajen e investiguen ideas de fom1a conjunta. 

. -. 
Demostración del teorema fundamental 

11l1n, Ultlll hcrnm11.-nlil J.;, ;.ro.11\ .. ,;"IÓB JXlr.l R'Jm:""nt.ir 1a lun,,.IOO 

,;"11 t'I snl,'n':11(1 0$1 $ :r. ~:I fl.fJ )ti Jl,Ut~IIIC ll/~w'otl d~ '• 

f hl f-.ct1~rdr 
1:.1 ü m1pldc 1111:.hta. É.\ r l1t¡lltfl0'"1.j~ k ... ~l,no),,tk f 0 6 Lln 1..TC­

ci..:ndo. 

1b) Ut1 l~l:1.• rw..-.,,..-..Je 1n1riruci6ridl! un;1 hcinmll!nL1dcp,­
lica:i(1n p;im rc¡n;,cnnr F 

(C) ~ I • ÍUIICICIIM.,.. de dert\~K'IÓtl ~ \HY IK•rntflK'IIII (k gntlt· 
dl,ó11 p:ar:i, h:11,.'ffla (!r.lfu.i:1 de F ' {r), 1,C"(l.mo '-4! n!l:ac10n:1 ...,_lll 

¡.drllCa oon b an:iñc-:i del mw,o t b)°' 

tJJ Co111r rlklk! ltlk' loi .iro ,.,J;i de 

1· t, J"l'n2J 

CA 11tn:,. Cndiqu.: J ) i:,..-nNI 'lln í"-'(!Uciin pwrafo u..,:ITII, J e 
.:llffltl ~ n!l.te!tM:1 e~t, !ffil1CSl'Ulll lll• 1k le,, 111l.'.t•,l.l' \h l )'(C). 

Desafíos del examen Putnam 
Las preguntas del examen Putnam se presentan en algunas 
secciones. Est:is preguntas de ex:imen Putnam lo desafían y 
le amplían los límites de su comprensión sobre el cálculo. 

Queremos agradecer a todos los profesores que panicip:iron en esta obra, sus aponacio­
nes y sugerencias fueron invaluables para el desarrollo de la misma. 
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2 Unidad 1 La integral definida y el teorema fundamental del cálculo 

1.1 Área 

■ Emplear la no tación sigm a para escribir y ca lcular una suma. 
■ Ente nder e l concepto de a.rea . 
■ Aproximar el a.rea de una región plana. 
■ De te rminar el a.rea d e una región pla na usando límites. 

Notación sigma 
Esta unidad inicia introduciendo una notación concisa para sumas. Es1a recibe el nom­
bre de notación sigma. ya que utiliza la letra griega mayúscula sigma. I . 

Notación sigma 

La suma de II términos a1• a1• a3 • ..• ª" se escribe como 

donde i es el índice de suma. t11 es el i-ésimo término de la suma y los límites su• 
ptrior e inferior de la suma son II y 1. 

:. • • • ••COMENTARIO Los límites superior e inferior de la suma han de ser constantes 
respecto al índice de suma. Sin embargo. el límite inferior no tiene por qué ser 1. Cual­
quier entero menor o igual al límite superior es legítimo. 

• !'ARA INFORl\lACIÓN ADICIONAL 
Para una inlerpretación geométrica 
de las fómm las de suma. consulte el 

anículo ··Looking at ,t
1 
k and t

1 
k
1 

Geomctrically". de Eric Hcgblom. en 
Mmliemutics Tt'ac:l1t'r. Para \'er este 

anículo. visite M,11/IArlicles.com. 

lf fü{ijiji•ii Ejemplos con la notación sigma . 
a. 

1
~i = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 

' b. ,~(; + 1)- 1 +2+3+4+5+6 
, 

C. ~ ¡2 = 32 + 4 1 + 52 + 62 + 7l 

s 1 1 1 1 1 1 
d.~Ji- fi+ ../2+ ,/3+ .fo+Js 

e. f .!..(!2 + 1) = .!..c12 + 1) + .!..(22 + 1) + · · · + -,
1
, (11

2 + 1) 
.t.:'111 11 11 

En los incisos (a) y (b). observe que la misma suma puede representarse de m::mems 
difcren1es utilizando la no1ación sigma. ■ 

Aunque puede uliliz::irse cualquier variable como índice de suma. suele preferirse i. 
j y k. Obser"e en el ejemplo I que el índice de suma no aparece en los ténninos de la 
suma desarrollada. 



LA SUMA DE LOS PRIMEROS 
CIEN ENTEROS 

El maenro de Carl Friedrich Gauss 
(1777-1855) pidió a sus alumnos que 
sumaran todos los enteros desde 
1 han.a 100. Cuando Gauss regresó 
con la respuesta com!cta muy poco 
tiempo después. el maescro no pudo 
evitar mirarle atónito. lo siguiente 
fue lo que hizo Gauss: 

1 + 2 + 3 + · · + 100 
100 + 99 + 98 +···+ 1 
101 + l01 + l01 + · · · + 101 

100; 101 • 5050 

E1to se generaliu por medio del 
teorema 1.1. propiedad 2. donde 

j~i = 100~101) = 5050. 

1.1 Área 

Las siguientes propiedades de la sumatoria empleando la notación sigma se dedu­
cen de l:i.s propiedades asoci:i.tiva y conmutativa de la suma y de la propiedad distributi­
va de la adición en la multiplieación. (En la primera propiedad. k es una constante.) 

El siguiente teorema lista algunas fórmulas útiles para la suma de potencias. 

TEOREMA 1.1 Fónnulas de sumatoria 

l . ,i e = c11. e es una constante 

3. ¡¡2.,. 11(11 + 1)(211 + 1) 
,-1 6 

Una demostroción de este teorcmri se dri en el Apéndice A. 
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración. 

Hfh§iijltfj Evaluar una suma 

11; + 1 
Encuen1rc i----;Tparn11 = 10.100. IOOOy 10,000 

Solución 

Factoricc 1:,. const:intc l/11' fuera de l:a suma. 

E14nb:a como dos suma:, 

Aphquccl1con:ma 1.2. 

- _!,["' + 3,,] 
,,- 2 

Sm1phfiquc 

11 + 3 
= ---i;;- S1111phfiquc 

Después de esto puede encontrar la suma sustituyendo los valores apropi:ldos de 11, 

como se muestr:i. en l:.i tabla. 

100 1000 10.000 

0 .51500 0.50150 0.50015 

■ 
En la tabla. las sumas parecen tender a un límite confonne ,, aumenta. Aunque l:l 

discusión de límites es el infinito. si se aplica unri variable dex. dondex puede ser cual­
quier número real, muchos de los resultados siguen siendo válidos cuando una variable 
11 se rcsrringe a valores enteros positivos. Así, para encontrar e l límite de (11 + 3)1211 
cuando II tiende a infinito. se puede escribir 

"+ 3 . (" 3) . (I 3) 1 1 lím -- = hm - + - = !un - + - = - + O = -. 
n-oo 211 n-oo 211 211 n-oo 2 211 2 2 
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ARQUÍHIDES (287-212 a. C) 
Arqoimedes: utillzó el metodo de 
¡gota.miento para deducir fónnulu 
pan lu ;i.re¡s de elipses. i;egmentos 
p¡nbolkos. y sectores: de una 
espin.J. Se le corn:iden. como el mas 
gn.nde mateffiatk.o aplicado de la 
antigüedad. 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer mas de esta biografla. 

■ !'ARA INFORMACIÓN ADICIONAL 
Para un desarrollo altcmati,·o de la 
fórmula para el área de un círculo. con• 
suite el artículo ··Proof whitoul Words: 
Arca of a Disk is rrR?>•. de Russcll Jay 
Hende!. en Mmlienwtics Magtdne. 
Para leer este artículo, visite 
Mt1tl1Anicle.t.com 

Área 
En la geometría euclideana. el tipo m:is simple de región plana es un rec1:ingulo. Aunque 
la gente a menudo afirma que la fóm iula para el área de un rectángulo es 

A =bh 

resulta más apropiado decir que esta es la tlefinición del á rea 
de un rectángulo. 

A partir de esta de fi nición. puede deducir fónnulas para 
áreas de muchas otras regiones planas. Por ejemplo. para 
detenninar e l área de un triángulo. puede formar un rectángulo 
cuya área es dos veces la del triángulo. como se indica en la 
figura 1.1. Una vez que sabe cómo encontrar el área de un 
triángulo. puede detem1inar el área de cualquier polígono 
subdividiéndolo en regiones triangulares. como se ilustra en la 
figura 1.2. 

: __ F ____ 1 

~ 
b 

Triángulo: A • fbh 

Figura 1.1 

Paralelogramo 
l<' iguni 1.2 

Hexágono Polígono 

l·lallar las áreas de regiones diferentes de los polígonos es más difícil. Los antiguos 
griegos fueron capaces de determinar fómmlas para las áreas de algunas regiones gene­
rales (principalmente aquellas delimitadas por las cónicas) mediante el métcxlo de ago­

lllmie11to. La descripción más clara de este métcxlo la hizo Arquímedes. En esencia. e l 
método es un proceso de límite en e l que el área se encierra entre dos polígonos (uno 
inscrito en la región y uno circunscri to alrededor de la región). 

Por ejemplo. en la figura 1.3. el área de una región circular se aproxima mediante 
un polígono inscrito de II lados y un polígono circunscrito de II lados. Para cada valor de 11 

el área del polígono circunscrito es menor que el área del círculo. y e l :irea del polígono 
circunscrito es mayor que e l :irea del círculo. Además. a medida que 11 aumenta, las áreas 
de ambos polígonos van siendo cada vez mejores aproximaciones del área del círculo. 

Método de agO(amicnto para detcnninar el árell de una región circular. 
flgura I.J 

Un proceso similar al que usó Arquímidcs para de1enninar el área de una región 
plana se usa en los ejemplos restantes en esta sección. 

U.,-l-.~nlo.-, 



'" T 

(a) El :in:a dc una región parabólica el 
mayor que el área dc los n-ct:ingulos. 

'" .,. 
{h) El :in:a de la región parabólica c.s menor 

qucclin:ade lo:11rectíingul01. 

Figura I A 

1.1 Área 

El área de una región plana 
Recuerde que los orígenes del dlculo están relacionados con dos problemas clásicos: el 
problema de la recta t:mgeme y el problcm:-i del :írca. En el ejemplo 3 se inicia la investi­
gación del problema del área. 

ifiij{ijijllfi Aproximar el área de una región plana 

Use los cinco rectángulos de la figura l .4(a) y (b) para dc1cnninar dos aproximaciones 
del área de la región que se encuentra en1rc la gráfica de 

Jlx) = --~ + 5 

yel ejcxcntrcx = 0yx = 2. 

Solución 

a. Los puntos 1ennin:1les de l:t derecha de los cinco imervalos son 
2 . 
s' E,,;1rcmosdcn:chos 

donde i = 1, 2. 3. 4. 5. El ancho de cada rectángulo es }. y la altura de cada rectán­
gulo se puede obtener al hallar /en el punto tenninal derecho de cada intervalo. 

[
0-H[Hl[~·H[Hl[l~] 

1 1 1 1 1 
E,·alúc/ cn I<», uln:moJ, de la dt:n:ch:idt: estos mtcr.:ilm 

La suma de las áreas de los c inco rectángulos es 
Almra Andio 

',--.,(' º) ,.,...,(2) ' [ ('º)' ](') 162 ~ f ~ 5 - J;, - ~ + 5 i - 25 - 648 

Como cada uno de los cinco rectángulos se encuentra dentro de la región parabóli­
ca. puede concluir que el área de la región parabólica es mayor que 6.48. 

b. Los extremos izquierdos de los cinco intervalos son 

E:un:~i1.quicrdos 

donde i ;::; 1, 2. 3. 4. 5. El ancho de cada rectángulo es Í, y la altura de cada uno 
puede obtenerse evaluando f en el extremo izquierdo de cada imervalo. Por tanto, la 
suma es 

Debido a que la región parabólica se encuentra contenida en la unión de las cinco 
regiones rectangulares. es posible concluir que el área de la región parabólica es 
menor que 8.08. 

Combinando los resultados de los incisos (a) y (b). puede concluir que 

6.48 < (Área de la región)< 8.08. 

Al incrementar el número de rectángulos utiliwdos en e l ejemplo 3. puede obtener 
aproximaciones más y más cercanas al área de la región. Por ejemplo. al utilizar 25 
rectángulos. cada uno de ancho iJ. puede concluir que 

7.1712 < (Área de la región)< 7.4912. 
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Región bajo una curva. 

FigurJ 15 

Sumas superior e inferior 
El procedimiento u1ilizado en el ejemplo 3 puede gencrnliz.,rse de la mancrn siguiente. 
Considere una región plana limitada en su parte superior por la gráfica de una función 
continua no negativa 

." = ftx) 

como se mueslrn en la figura 1.5. L, región est:'í limil:lda en su parte inferior por el eje x 
y las fronteras izquierda y derecha por las rectas verticales x = a y x = b. 

Parn aproximar el :'i.rea de la región. comience subdividiendo e l inten •alo (a . b] en 
11 subintervalos. cada uno de longitud 

ó.xm: ":ª 

como se muestra en la figura 1.6. Los extremos de los intervalos son los siguientes. 

~ ~ 
x. • b 

a + 0(.6.x) < a + 1 (ó.x) < a + 2(.6.x) < · · · < a + 11(.6.x). 

Como fes continua. el teorema del valor ex1remo garan1iza la cxis1encia de un valor 
mínimo y uno m:'íximo dc/l.1:) en nult1 subintcrvalo. 

/{111;) = \•alor mínimo deftx) en e l i-ésimo subintcrvalo 
.ftM,} = valor máximo de/{x) en el i-ésimo subintcrvalo 

A continuación. defina un rect:íngulo inscrito que se encuentre dentro de la i-ésima 
subregión y un rectángulo circunscr ito que se ex1ienda /11em de la i-ésima subregión. 
La alturn del i-ésimo rectángulo inscrito es /{111,) y la almra del i-ésimo rectángulo cir­
cunscrito esft.M,). Par:1. cada i. el área del rectángulo inscrito es menor que o igual que 
el área del rect:'íngulo c ircunscrito. 

( 
Área d~I rcc_tán- ) = /(m-) llx s /(M-) 6.x = ( Área _del rccl~ngulo) 

gula mscn to ' ' c1rcunscrno 

El intervalo [a, b] se divide en b _ a La suma de las :\reas de los rec1:'íngulos inscri1os recibe e l nombre de suma inferior . y 
11 subintervalos de ancho 6.r • ----;;-· la suma de las áreas de los rcct:\ngulos circunscritos se conoce como suma su pe!rior. 

Figura 1.6 Suma inferior = s(11) = t /(1111) lix 

Suma superior= S(11) = t /(M1) 6.x 

Área OC roctángu\o~ inscritos. 

ÁrcaOCn:ct.iingu\rn;cin:unscn1m. 

En la fi gura 1.7 se puede observar que la suma inferior s(11} es menor o igual que la suma 
superior S(11). Además. el :\rea real de la región se encuentra entre estas dos sumas. 

s(n) :s (Área de la región) :s S(11) 

El área de lai rectángulos 
inscritos es menor que el 
árcade la regioo 
1-'igura 1.7 

Área de la región El área de los rectángulos 
circunscritos es mayor que 
el árcade la región. 



Rec1ángulos inscritos. 

Rec1ángulos circunscritos. 
Figura 1.8 

1.1 Área 

ljjj❖jiji•ii Hallar las sumas superior e inferior de una región 

Determine la suma superior e inferior de la región delimitada por la gráfica dcfi..r) :: x2 

y el eje .,· en1rex :: O yx = 2. 

Solución Para empezar. divida el intervalo (0, 21 en 11 subintcrvalos. cada uno de 
ancho 

b-a 2-0 2 
d.r =-----=-. 

11 11 11 

L'I figura 1.8 muestra los puntos tenninales de los subintervalos y varios de los rectángu­
los inscritos y circunscritos. Como/ es creciente en el intervalo lO. 2]. el valor mínimo 
en cada subintcrvalo ocurre en el extremo izquierdo. y el valor máximo ocurre en el 
extremo derecho. 

Extremos izquierdos Extremos derechos 

(
2) 2(; - 1) "';=O + (i - 1) - = --
" 11 

M; =O+ i - = ...!.. (2) 2· 
11 11 

Utili1..ando los puntos 1crminales izquierdos. la suma inferior es 

8 4 4 =---+-
3 11 3112" 

Sum1.mfrnor 

Empicando los puntos tcnninalcs derechos. la suma superior es 

= _!_[11(11 + 1)(211 + l)l 
,,J 6 

8 4 4 = -+-+-
3 11 3112' 

Sum.11)upcnor • 
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Exploración 

Par.i. la región dada en el 
ejemplo 4. calcule la suma 
inferior 

s(11) = ! _ :! +-2..,, 
3 11 3w 

y la suma superior 

S(n) = ~ + :! + ....:!.... 
3 11 3112 

para 11 = 10. 100 y 1000. 
Utilice los resultados par.i. 
determinar el área de la región. 

El ejemplo 4 ilus1ra algunos aspectos imponanles acerca de las sumas inferior y 
superior. Primero, obser\·e que para cualquier valor de 11. la suma inferior es menor (o 
igual) que la suma superior. 

s(n) = ¾ - ! + ~ < ~ + ; + ~ = S{11} 

Segundo. la diferencia entre eslas dos sumas disminuye cuando II aumenta. De hecho. si 
1oma los límites cuando 11 ➔ oo, 1amo la suma superior como la suma iníerior se apro­
xim::rn a f. 

lím .f(11) = lím (~ - :! + ~) = ~ Límucdcla5uma mfcnor 
.. - oo .. -oo 3 11 311· 3 

lím S(n) = lím (! + ~ + ~) = ! 
.. - oo 11-00 3 " 311- 3 

Límite de la ~urna wpcrior 

El siguiente teorema muestra que la equivalencia de los límites (cuando 11 ➔ oo) de 
las sumas superior e inferior no es una mera coincidencia. Este teorema es válido para 
toda la íunción continua no negativa en el intervalo cerrado (a. b). La demos1rxión de 
este teorema es mis adecuada para un curso de cálculo avanzado. 

TEOREMA 1.2 Límites de las sumas superior e inferior 

Sc:i/ continua y no negativa en el intervalo (a. b]. Los tími1es cuando 11 ➔ oo de fas 
sumas inferior y superior existen y son iguales entre sí. Esto es 

}.!!! s(11} = ,,l.!!! ~J(m¡} ax 

= }~'! .tf(M;)d.t 

= }~'! S(11) 

donde .lx = (b - a)/ 11 y /(m,) y /(M,} son los valores mínimo y miximo de/en el 
subintervalo. 

En el teorema 1.2 se obtiene el mismo límite tanto con el \'alor mínimo/(m,) como 
con el valor miximo /(M,). Por tanto. a pan ir del teorema de compresión o del empare­
dado. se deduce que la elección de x en el i-ésimo intervalo no aíecta al límite. Esto 
significa que está en libertad de elegir cualquier valor de ;r arbitrario en el i-ésimo su­
bintervalo. como en l::i siguiente defi11ició11 del órec, de 1111a regió11 en el plano. 

Definición del área de una región en el plano 

Sea / continua y no negativ:i en el inten1alo 
(a. bJ. (Vea la figur.i. 1.9) El área de la región 
limi1:id:i por la gráfica de f el eje x y las recias 
verticales x = " y .t = b es 

donde.t¡_ 1 :S l.'; :S .t; Y 

b - a 
dx=-,,-. El ancho del i-ésimo subintervalo 

esa.t' - x, - x 1_ 1• 

f'igura 1.9 



El ;in-:, dc la región acotada por 
la gr.iítcn dcf,c:l c:jc x. x - O 
yx- lc~ ¾. 

Figur.t 1.10 

El área de la región acotada 
por la gráfica de/. el eje x . 
. r= 1 y x =2es f. 

Figur.a 1.11 

1.1 Área 

lflit'1ld•fj Hallar el área mediante la definición de límite 

Encuenlre e l :\rea de la región limitada por la gr:ific:1.J(x) = x1. el eje x y las recias 
verticales .r = O y x = l. como se mueslra en la figura 1.10. 

Solución Comience observando quef es continua y no negativa en el inte rvalo fO. 1 J. 
Después. divida el intervalo 10. 1 J en II subin1erva\os. cada uno de ancho ~x = l/ 11. De 
acuerdo con la definición de :írca. elija cualquier valor de x en e l i-ésimo subintervalo. 
En este ejemplo. los extremos derechos e; = i/ 11 resultan adecuados. 

Área - lím Í, J(c;) .6.x 
11- -, .. . 

- Hm ±(;_)'(~) Eure=""=hm ,, • ;; 
11-"°i• I II ll 

= hm- ---. 1 ["'(n + 1)'] 
11- <><> 114 4 

= Hm (.!.+...!... +~) 
11- <><> 4 211 4 11· 

1 
=¡ 

El área de la región es¼. 

Hallar el área mediante la definición de límite 

; • • • r> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Determine el área de la región limitada por la gráfica dcj(x) = 4 - -'.2, el ejex y las rectas 
vcr1icales x = 1 y x = 2. como se mueslra en la figura 1.11 . 

Solución L3 función/es continua y no negativa en el intervalo fl . 2]. Por 1:1.nto. 
comience dividiendo el intervalo en II subintervalos. cada uno de ancho !lx = 1/11. Eli­
giendo e l extremo derecho 

c - c: t1 + i1h c: 1 +i.. 
' " 

E.1.trcmm. dc:rc:chmc 

de cada subintcrvalo, obtiene 

Área = }.!!1!, ,t. /(e;) A.r 

- lím f[• - ( 1 + !_)'](~) 
11- ,:,o t='i 11 11 

=lfm ~ 3-....!.-~ -" ( z- '' )(') 
n - <><>,~ 11 11- ll 

- 3 - 1 -i 
5 

- ;¡-

El jrca de la región es j. ■ 
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E l último ejem plo en esta sección considera una regió n limitada por el eje y (en vez 
del eje x). 

ifii{JIQlfW Una región limitada por el eje y 

Encuentre el área de la región limitada por la gr:ific:i. de .ft.:r) = /' y el eje y para O S: y s; 1 
como se muestra en la figura 1. 12. 

Solución Cuando/ es una función continua y no negativa de y. puede seguir uti li­
z:rndo el mismo procedimiento básico que se ilustró en los ejemplos 5 y 6. Comience 

:==-==-==-==-==-==-==-~~:;z'.l{I. 1) dividiendo e l intervalo [0. IJ en II subintcrvalos. cada uno de ancho ó.y = l/11. Después 
~ milice los punios terminales superiores e, = i/11, para obtener 

(O.O) 

El áre::i de la región acotada por la 
gráficadc/,elejeyparaOSy S 1 
es¡. 
Figur:1 1.12 

• • •COMENTARIO En lo 
sección 1.5 aprenderá acerca de 
otros métodos de aproximación. 

: Uno de los mé1odos. la regla del 
• trapecio. es simil:-ir a la regla 
: del punto medio. 

: .............. .. ·t> 

El área de la reglÓll limitada por la gráfi­
ca de ftx) = scnxyelejcxpar:i0SxS 1T 
es aproximadamente de 2.052. 
Figura 1.13 

Área = }.!_~ ,tf(t.'¡) 6 y 

Pumos 1c:m1inalcs superiores: c-, - t 

= lím _!_[11(11 + 1)(211 + 1)] ,. _ _ ,,] 6 

El área de la región es j, • 
En los ejemplos 5, 6 y 7. se elige un valor de c,que sea conveniente para el c:'ilculo 

del límite. Debido a que cada límite da el área exacta para cualquier e, no hay necesidad 
de enconlrar valores que den buenas aproximaciones cuando II es pequefla. Sin embargo. 
para una a¡nvximación. debe tratar de encomrar un valor de e, que le dé una buena apro­
ximación del área de la subregión i. En general. un buen valor para elegir es el punto 
medio del intervalo. c1 = (x1 + x1_ 1)/2. y se aplica la regla del punto medio. 

, {, (~) Arca - ""- / 
2

- Ax. ,., Rq:la del punto medio 

.. : Aproximar el área con la regla del punto medio 

Utilice la regla del punto medio con 11 = 4 para aproximar el área de la región limitada 
por l:1 gráfica de fi.x) = sen x y el eje x pam OS x S. 7r como se muestra en la figum 1.13. 

Solución Para 11 = 4. Ax = 1r/ 4. A continuación se mucs1ran los pumos medios de 
las subregiones. 

'-'1,,. o+ ;1r/4) - i ("/4) + ("/2) 3" 
C2 = 2 - g 

("/2) + (3"/4) 5" 
,·1 = 2 =s e~ = (31r/41 + 1T = T 

Así. el área se aproxima por 

que es aproximadamente 2.052. • 



1.1 Área 11 

1. 1 Eje re i e i os ~:~:~:º~~:~:~~;:; para un tu1onal do ayuda y soluc1onos lraba¡adas do los o¡erc1c1os 

Encontra r la suma En los ejucicios 1-6, encuentre In sumn. 
Use la íunción de suma de la herramienta de graficación para 
C"omprobar el resullndo. 

1. • .t(3i+2) 
. 

2. ~(J:?+ 1) 

3- i~ 4·17 
6 . • t.[(i - 1)2 + (i + 1)3J 

Usar la notación sigma En los l'jert'.kios 7-12, use la nota­
ción sigma para esuibir In suma. 

7- 5:1) + 5(~) + 5(
1
3) + . . + iiTT 

9 9 9 9 
8. l+1 + l+2 + l+3 + ... + 1+14 

, [ ,(~) + , l +[,(¾) + , l + . + [ ,(~) + , l 
'"· ¡, -(m + ¡, -(m + ... + ¡, -(m 
,,. wr-ml+· +[(~r-~im 
"· [,(,+mm+. + [,(, + ~nm 
Evalua r una suma En los ejert'.icios 13-20, utilice las pro­
pil'dades de la nolnción sigma y d teonma 1.2 pnra calculnr la 
sumn. Utilicl' la función de suma de la herrnmienla de grnfica• 
ción para comprobar el f'l'Sultado. 

IJ .. ~ 7 

15. i14¡ 

17. ;iy- 1)1 

" 19. J
1

i(i- 1)2 

,. 
14 . • ~-18 

16. i(5i - 4) 

18 • • ~w- 1> 

" 20. J.W - 2i) 

Evalua r una suma En los ejert'.icios 21-4. utilice las rómm­
las de suma para reescribir la expl"l'Sión sin la notación sigma. 
Use d resultado para detuminar la suma correspondiente a 
11 = IO. 100, 1000 y l0,000. 

21. jt,; 1 

23. i 16k(~,; 1) 

Aproximar el á rea de una re gión plana En los t>j ercicios 
25-30, use los puntos terminales izquierdo y derttho y el núme­
ro de reC'lángulo dndo pnra encontrar dos aproximaciones del 
:'itta dl' la n-gión enltt la gráfica de la fonción y el ejl' x l'n el 
inten·alo dndo . 

25. /(.r) = 2r + 5. [O. 2]. 4 rectángulos 

26. /(.r) • 9 - x. (2. 4], 6 rec1ángulos 

27. g(x) • 2r' - .f - J, [2. 5], 6 rectángulos 

28. g{.r) "' .r' + 1. (1, 3], 8 rec1ángulos 

29. /(x) = cos.,. [ o.f ]- 4 rcctángulos 

30. xM • ~ n x. fo. 11'], 6 rcc1~ngulos 

Usar s umas superior e inferior En los ejercicios 31 y 32. 
delimite el área de la región sombreada aproximando las sumas 
supt>rior e iníerior. Ulilice reC'l:Íngulos de nncbo l. 

Enco ntrar las sumas s uperior e infe rior para una re­
gión En los ejercicios 33-36. utilice sumas su¡wriores e iníe­
riores para aproximar el área dl' la región empleundo el núme­
ro dndo de subintl'n·a los {de igual ancho). 

33. y•./x 34. y • ./x+2 

35. y-; 36, )• - ~ 
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Determinar un limite En los eju,:icios 37-42. encuentre 111 
íórmula paro la suma de los II términos. Utilice la íórm ula para 
determin11r el límite cuando 11 -i oo. 

38. lóm f(~)(c!) 
.. - - ,';'\ 11 n 

40. lím ~J +....!.. · _ . ( 2")'(') 
.. -0o0 r."i 11 11 

41. Hm f (1 +!.)('-) 
.. --,';'\ 11 11 

. ( 3;)'(') 42.1rmL2+- -
.. -",-• 11 11 

43. Razonamiento numérico Considere un triángulo de área 2 
delimitado por las gráficas de y = x . . \'= O y x = 2. 

(a) Dibuje la región. 

(b) Divida el intervalo 10. 21 en II subintervalosdc igual ancho 
y demuestre que los puntos terminales son 

O< ,m < ... < (n - l)m < "m 

(e) "'"'"'""•"' ,(,,) - i[(; - ,¡mJm 
(d) "'"'""'"•"' S(a) =.iHmm 
(e) Complete la tabla. 

5 10 50 100 

s(11) 

(f) Demuestre que }!_r:!, s(II) :: }!!!!, S(11) :: 2. 

4-1. Razonamiento numérico Considere un trapezoide de 
fu'ca 4 delimitado por las gráficas de)'= x. ·' ' = O. x = 1 y x = 3. 

(a) Dibuje la región. 

(b) Di,·idad intervalo l l.3j en 11 subintc~·alos de igual ancho 
y demuestre que los puntos tem1inalcs son 

1 < 1 + 1m) < .. . < , + (11 _ l)rn) < , + ,,(~)­

(c) Demucstr~ qucr(n) • ,~ [ 1 + (i - I)(~) ](~)-
(d) lkm"ost,eqoeS(a) =j[1 +;mim 
(e) Complcle 111 tabla. 

5 10 50 100 

S(11) 

(f) Demuestre que}!_~ s(II) = E~ S(n) = 4. 

Calcular e l área por la definición de limite En los ejerc i• 
cios 45.;.1, utilice el proceso de límilc para en<"ontrar el área de 
la región entre la gráfica de la íunci6n y el eje x en el inten'ltlo 
indicado. Dibuje la regi611. 

45 . .f • - 4.l + 5. [0. 1] 

47. y • .r + 2. (O. 1] 

49. y :: 25 - x ?_ [I . 4] 

51. y= 27-xl. [J.3] 

53. y • x i - .r'. [-1.1] 

46. y • 3.r - 2. [2.5] 

48. y - 1r + 1. (o. 2) 

50. y::4-x1 • [-2.2] 

52. y=2x-.I-'. (0.1 ] 

54. y•2x3-,r. [1.2] 

Calcular el .irea por la d efinición de límite En los l'jer. 
cicios 55.60, utilice el procl'so de límitl' paro de tl'rminar e l 
área de la región entre la gráfica de la función y el eje y en el inter• 
,·a lo y indicado. Dibuje la región. 

55. /(y) • 4y, O s y s 2 

56. g(y) - h- 2 :s }' s 4 

57. /(y)•}~. O :s y s 5 

58. /(y) = -ly - ,~. 1 s )' s 2 

59. g( y): 4y~ - yl. ] S )' .S 3 

60. ll(y) • )..J + 1, 1 s )' :s 2 

Aproximar el área con la regla del punto medio En los 
ejercicios 6 1.6-1, utilice la regla de l punto medio con 11 = 4 p11rn 
11proximar el áre11 de la región limi111d11 por la gr.ifica de 1H fo n. 
ción y l'I eje x en l'I inten·alo dado. 

61. /(x) - x 2 + 3. (o. 2] 

62. /(x):: x1 + 4x. (0.4] 

63. /(x)•tanx. (o.¡] 
64. /(.r)::cosx, (o.;] 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

Aproximación En los ejercicios 65 y 66. determine cuál 
es el ml'jor ,,olor que aproxima el área de 1H n-gión enlre 
l'I eje x y la gráfica de la íunción en el intervalo indicado. 
(Realice la el«ci6n con base en un dibujo de la región y no 
eítttuando cálculos.) 

65. /(X)= 4 - _fl, [0,2] 

(a) -2 (b) 6 (c) 10 (d) 3 (e) 8 

66. /(x) = sen 'T· (O. 4] 

(a) 3 (b) 1 (c) -2 (d} 8 (e) 6 

67. Sumas superiores e inferiores Con sus propias pa­
labras y utifo·.ando las figuras adecuadas. describa los mé­

todos de las sumas superior e inferior en la aproximación 
del área de una región. 

68. Área de una región plana Proporcione 111 definición 
del área de una región en el plano. 



69. Razonamiento gráfico Considere la región delimitada 
por la gráfica de /(x) - &x/(.r + l) .. r - O, x ,. 4 y y • O . 
como se muestra en la figura. 

(a) Rcdibujc la figura. trace y 
sombree los rectángulos 
que rcprucntan a la suma 
inferior cuando 11 = 4. En­
cuentre esta suma inferior. 

(b) Redibujc la figura, trace y 
sombree los rectángulos 
que representan la suma su­
perior cuaOOO" = 4 . Deter­
mine esta suma superior. 

(e) Rcdibujc la figura. trace y sombree los rectángulos cuyas 
alturas se determinan mediante los valores funcionales en 
el punto medio de cada subinter.-iilo cuando 11 = 4. Deter­
mine esta suma utilizando la regla del punto medio. 

(d) Compruebe las siguientes fórmulas al aproximar el área 
de la región utilizando II subintervalos de igual ancho. 

Suma inferior: .f(11) ::: f i[(i - !)~](:) 
~ 11 11 

Suma superior: S(11) = t/[(i);](~) 
Regladelpuntomedio:M(,i) = ~¡[(;-~)~](~) 

(e) Utilice una herramienta de gralicación y las fónnulas del 
inciso (d) para completar la labia. 
S(11) y M (II) para 11 = 4. 8. 20. 100 y 200. 

(1) Explique por qut .1'(11) :iumenta y S(n) disminuye parn va­
lores recientes de 11. como se muestra en lo tabla en el 
inciso (e). 

¿CÓMO LO VE? La función que .se muestra en la 
gráfica siguiente es creciente en el intervalo [ l . 4]. El 
intel"\•alo se divide en 12 subintcrvalos. 

(a) ¿Cuáles son los puntos 1enninales izquierdos del pri­
mer y último intervalos? 

(b) ¿Cuáles son los puntos tenninales derechos de los pri­
meros dos subintervalos? 

(e) t.;:;:c::n;~:s 
1:rrit~:1:~r:tt: g~¡¡;~~ ia 

función? 

(d) ¿Qué se puede concluir acerca de las alturas de los 
rectángulos si una función es constante en el intervalo 
dado? 

1.1 Área 1t 

¿Verdadero o falso? En los l'juc icios 71 y 72. determine s i 
el enuncindo es ,·erdndero o folso. S i es folso. expliq ue por 11ué 
o proporcione un ejemplo que lo demuestre. 

71 . La suma de los primeros 11 enteros positivos es 11(11 + 1)/2. 
72. Si/ es continua y no negativa sobre ¡a. bj. entonce.,; los límites 

cuando 11 ➔ oo de su suma inferior s(11) y de su suma superior 
S(11) existen ambos y son iguales. 

73. Redacción Utilice l::i figura para escribir un pequei\o pá­
rrafo donde explique por qué la fórmu la 1 + 2 + · · · + 11 = 
y,(11 + 1) es válida para todos los enteros positivos 11. 

Figura para 73 Figura para 74 

74. Razonamiento gráfico Considere un polígono regular 
de II lados inscrito e n un círculo de: radio r. Una los ,·értices 

del polígono al centro del círculo. fonnando II triángulos con• 
gruentes (,•ea la figura). 

(a) Detenninc el ángulo central tJ en ténninos de 11. 
(b) Demuestre que el área de cada triángulo en },1 sen 8. 
(e) Sea A~ la suma de las áreas de los 11 triángulos. Encuentre 

}~~ A~. 

75. Bloques de construcción Un niño coloca II bloques cú­
bicos en una hilera para formar la base de un disci\o triang u­
lar (vea la figura). Cada hilera sucesiva contiene dos bloques 
menos que la hilera precedente. Encuentre un:i fónnula para 
el número de bloques utilizados en el diseño. (Sugerencia: El 
número de bloques de construcción en el diseño depende de si 
11 es par o impar.) 

11cspar. 

76. Demostración Demuestre cada fónnula mediante induc­
ción matem:ítica. (Quizá se necesile revisar el método de prue­
b.1 por inducción en un texto de prec:ílculo.) 

(a) l?; = 11(11 + 1) (b) j:.1"3 = 112(11 4+ 1)2 

DESAFÍO DEL EXAMEN PUTNAM 
77. Un dardo. lanzado al azar. incide sobre un blanco cuadrado. 

Suponiendo que cualesquiera de las dos panes del blanco 
de igual área son igualmente probables de ser golpeadas 
por e l dardo. encuentre la probabilidad de que el punto de 

~:~i: :s~;e~;~:f:~o~:(~Jt: ªc)/:,~~!~a~~: 
c y d son enteros positi,•os. 

Este pmblemJ fue pre~porcl Comm111ttoo th,> l"ul~ PouCompetihon 

e n.e ~lltllmutinl Asso.:ialloo oí Amenc:a. Todo!; loi: dem:hos ~s,m-ados. 
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1.2 Sumas de Riemann y la integral definida 

Los subimen·alos no 1iencn 
anchos iguales. 
Figur.1 1.14 

El úrea de la región acotada por la 
gráíicade x = l y el eje y para 
OSy S l es i· 
Figura 1.15 

■ Ente nder la de finición de una suma de Riemann 
■ Hallar una integral definida utilizando límites. 
■ Calcular una inte gral definida utilizando las propiedades de las inte grales 

de finidas. 

Sumas de Riemann 
En la definición de área dada en la sección 1.1. las particiones tenían subintervalos de 
igual tmdw. Esto se hizo solo por conveniencia de c:'ilculo. El siguiente ejemplo mues­
tra que no es necesario tener subintervalos de igual ancho. 

Una partición con subintervalos de anchos 
desiguales 

Considere la región acotada por la gráfica de 

y el eje x para O :5 x 5 l. como se muestra en la figura 1.14. Encuentre el límite 

}.!!~~ /(e;) dx ; 

donde e, es el punto tenninal derecho de la partición dada por C, = P./ 112 y Ax, es el 
ancho del i-ésimo intervalo. 

Solución El ancho del i-ésimo intervalo está dado por 

¡2 (i - 1)2 
dx; = ~ - ----;r-

i2 - ¡? + 2i - 1 
11? 

Por talllo. el límite es 

. . if,' (2° ') lím ~ /(e,) .ó.x1 = lím ~ !..,, ~ 
.,-oo,~ .. - oo , ., 1 11· 11· 

= lím __!_ t (2i2 - i) 
.,- oo ,rl,~ 

_ lím J...[2(11(11 + 1)(211 + 1)) _ 11(11 + l)l 
.,-00 11l 6 2 

, 411 3 + 3,,2 - 11 

"" ..1~!!. 6113 

• 
De acuerdo con el ejemplo 7 de la sección l. l. sabe que la región mostrada en la 

figura 1.15 tiene un :'írea de!. Debido a que el cuadrado acotado por O :5 x :5 1 y O :5 y :5 1 
liene un :\rea de l. puede concluir que el área de la región que se muestra en la figura 
1.14 es j, Esto concuerda con el lírni1e que encontró en el ejemplo 1. aun cuando en ese 
ejemplo utilizó una partición con subintcn '::1.los de anchos desiguales. La razón por la 
que esta partición particular da el área apropiada es que cuando II crece. el tmc:ho del 
s11bimen'tlio mtís grmule tiende a ce,v. Esta es la característica clave del desarrollo de 
las integrales definidas. 



GEORG FRIEDRICH BERNHARD 
RIEHANN (1826-1866) 

El matemitlco ;ilemin Rlem;inn, 
re;ili:z6 cu u-abajo rrw; notable 
en tu áreu de la geometria no 
euclidian1. ecuaciones diferenciales, 
y b teorb. de números. ftJeron 101: 
ruultados de Riemann en ficlca y 
matemiticac los: que conformaron 
b estnictura en l;i que se ban la 
teoría de la relatividad general de 
Einnein. 
Consulte LarsonCa/cu/us.com 
para leer más de esta biografia 

o/! l '. ' ,. 
n ---+oo no implica que !Al--+O. 

1-'i¡;urn 1.16 

1.2 Sumas de Riemann y la integral definida 1~ 

En la sección 1.1 se utilizó el límite de una suma para definir el área de una región 
en el plano. L'l delenninación del área por este medio es solo una de las muchas aplic::i­
ciones que implican el límite de un::i suma. Un enfoque similar puede utilizaf5C par:i 
detennin::ir cantidades diversas como longimdes de arco. valores medios. ccntroides, 
volUmencs. trabajo y :'ircas de superficie. La siguiente definición se nombró en honor a 
Georg Friedrich Bemhard Riem::inn. Aunque la integral definida se h::ibía uliliz::ido con 
anterioridad. fue Riemann quien generalizó el concep10 p::ir::i cubrir un::i categorfa m:'is 
amplia de funciones. 

En 13 siguiente definición de una suma de Riem::inn. observe que la función/ no 
tiene otra restricción que haber sido definida en el intervalo I", bJ. (En la sección 1.1. la 
función/ se supuso continua y no negativa. debido a que se trabajó con un área bajo una 
curva.) 

Definición de suma de Riemann 

Se::i/definid::i en el intervalo cerrado fa. bJ y sea~ un::i partición de [a. b] dada por 

donde Ax, es el ancho del i-ésimo subin1erv::ilo 

[x1_ 1.xi]. i-é~1mo~ubm1cr,alo 

Si e, es cualquier punto en el i-ésimo subintervalo lx, _ 1• x,J entonces l::i suma 

i/(c;) 6 :c¡. :C; -l ~C¡~:C; 

se dcnomin::i suma de Riem:mn de f para la partición ~. (Las sumas de la sección 
1.1 son ejemplos de sumas de Riemann. pero hay sumas de Riemann más generales 
que l::is cubiertas ::iquí.) 

El ancho del subintervalo más grande de fa partición .ó. es la nonna de la partición y se 
denota por medio de ll.ó.ll- Si todos los intervalos tienen el mismo ancho. la partición 
es rtgul::ir y la norm::i se denota mediante 

Particiónonlinaria 

En una partición general. la norma se relaciona con el número de subintervalos en [a. bJ 
de la siguiente manera. 

b - " 
TAf '" Pamcióngcncrnl 

Por tanto. el número de subintervalos en una partición 1iende a infini10 cuando la norma 
de la partición tiende a cero. Esto es. ll .ó.ll ➔ O implica que 11 ➔ oo. 

La afirmación recíproca de este enunciado no es cierta. Por ejemplo. sea .ln la par-
1ición del in1erv::ilo [O. 11 d::ido por 

O < ~ < 2nl- i < ... < ½ < ± < i < 1. 

Como se mucs1rn en la figura 1.16. p::irn cualquier valor positivo de 11. la nom1a de la 
partición .ó.n es{·. Por tanto. hacer que II ticnd::i a infinito no obliga a que 11.l.JI se aproxime 
a O. En una pal'tición regular. sin emb::irgo, los enunciados 

son equivalentes. 
IH181fOIQ/~ 
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■ l'A N.A I Nf,'O N.!\IAC IÓ:,rl A VICIONAL 

Para obtener mll información acerca 
de la his1oria de la in1cg.ral definida. 
consulte el artículo ·"'The fa•olution of 
lntegr:11ion". de A. Shenit1.er y J. Stc­
prnns. en n,e America11 Ma1henu1tict1I 
Mo111hly. Par:i \ 'Ct este artículo . ,·isite 
Mt1tl11\ rticle.f.cm11. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . ·t> 
: • •COMENTARIO Mis S<le­

lante en esta unidad. aprenderá 
métodos convenientes para calcu­
lar (J(x) dx para funciones 
continuas. Por ahora. debe usar 
la definición de límite. 

La integral definida 
Para definir la in1cgral definida. considere el siguiente límite 

lím f J(c;) 6 x1 = L. 
1A1-t:1,~ 

Afinnar que este límite existe. significa que hay un número real L. tal que para todo e> O 
existe una 8 > O tal que para to<b partición de llü ll < 8. se deduce que 

a pesar de cualquier elección de e, en el i-ésimo subintervalo de cada partición de 6 . 

Definición de una integra l definida 

Sif se define en el intervalo cerrado (a. b] y el límite de las sumas de Riemann sobre 
las particiones ü 

existe (como se describió antes). entonces / es integrable en [a, b) y el límite se 
denorn por 

" f.' lí~ k /(e,) a x, - /(x) dx . 
1.1.1 ·- · ,, 

El límite recibe el nombre de integral definida def de a a b. El número a es el límite 
inferior de integración, y en número hes el límite superior de integración. 

No es una coincidencia que la notación para integrnles definidas sea similar a la que 
se utilizó parn las integrales indefinidas. En 13 siguiente sección verá porqué, cuando se 
introduzca el teorema fundamental del cálculo, Por ahora. es importante observar que 
las integrales defi nidas y las integrales indefinidas son identidades diferentes. Una inte­
gral definida es un mímem, en tanto que una integral indefinida es una/ami/ia e/e fimcümes. 

A pesar de que las sumas de Riemann estaban defi nidas por funciones con muy 
pocas restricciones. una condición suficiente par.i que una función/sea integrable en (a. bJ 
es que sea continua en [a. bJ. Una dcmom ación de este teorema está más allá del obje­
tivo de este texto. 

TEOREMA 1.3 Co ntinuidad implica integrabilidad 

Si una función/es continua en el intervalo cerrado la, bJ. entonces/es integrable 
en la. b). Es decir (J(x) dx existe. 

Explorac ión 
fllverso del teorema / .3 ¡,Es verdadero el inverso del teorema 1.3? Es decir. si 
una función es integrable. ¡,tiene que ser continua? Explique su razonamiento y 
proporcione ejemplos. 

Describa las relaciones entre continuidad. derivabilidad e integrabilidad. ¡,Cuál 
es la condición más fuerte? ¡,Cuál es la más débil? ¿Qué condiciones implican 
otras condiciones? 



Como la integral definida es 
nega1iva. no represema el área 
de la región. 
t'igurn 1.17 

Se puede usar una integral definida 
para detcm1inar el área de la región 
acolada por la gr::ifica dcf.el 
eje x .x = ay :c= h. 

Figura 1.18 

1.2 Sumas de Riemann y la integral definida 1i 

8!ifü'1ld•fj Evaluar una integral definida como límite 

Encuentre la integral definida f 2 2x tli:. 

Solución La funciónfix) = 2x es integrable en el intervalo {-2. 1 J porque es continua 
en (- 2. 1 ). Además. la definición de integrabilidad implica que cualquier partición cuya 
norma tienda a O puede u1ilizarse para determinar el límite. Por conveniencia de cálculo. 
defina 6.. subdividiendo 1-2. IJ en 11 subintervalos del mismo ancho. 

Ax,. = Ax = b : " = ~-

Eligiendo e, como el pumo terminal derecho de cada subimervalo. obtiene 

. 3i 
C¡ ""' CI + 1(6,,r) - -2 + -;;· 

De este modo. la integral definida está dada por 

= hm - ~ - 2 + -, 6 " ( 3;) 
.. - 00 11 ~ /1 

= lím --2~1 +-~i 6 ( " 3 " ) 
.,- 00 11 ,,:'¡ 11,,:1 

= hm - - 211 +- --, 6{ 3 ["<" + !)]} 
.. - 00 11 " 2 

= lím (- 12+9+ ~) 
.. - 00 11 

- -3. • 
Debido a que la integral definida en el ejemplo 2 es ncgati,•a. esta 110 representa el 

área de 13 región que se muestra en la figura 1.17. Las integrales defin idas pueden ser 
positivas. negativas o cero. Para que una integral definida sea imerpretad.:i como un áre.:i 
(como se defin ió en la sección 1.1 ). la funciónf dcbc ser continua y no negativa en 
[a. h). como se establece en el siguiente teorema. La demostración de este teorema es 
direcl3: u1ili1.ar simplemente la definición de área dada en la sección 1.1. porque es una 
suma de Riemann. 

TEOREMA 1.4 l a integral definida como área de una región 

Sif es continua y no negativa en el intervalo cerrado fa. b ]. entonces el área de la 
región acotada por la gráfica de f el eje x y las rectas verticales x = a y x = b está 
dad.:i por 

Área = Lb J(x) cfr. 

(Vea la figura 1.18.) 
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Área= f (4x - x?)dr: 

Figura 1.19 

Como un ejemplo del teorema 1.4, considere la región delimitada por la grifica de 

/ (x) - 4x - .<' 
y e l eje.,·. como se mues1ra en la figura 1.19. Debido a quef es continua y no negativa en 
el intervalo cerrado (0. 4J. el :írea de la región es 

Área = f (4.r: - .rl) dL 

Una técnica directa para hallar una integral definida como esta se analizari en la sección 
1.4. Por ahora. se puede calcular una integral definida de dos maneras: usando la defin i­
ción en términos de límites o verificando si la integral definid:i represent:i el :írea de una 
región geométrica común. tal como un rectángulo. triángulo o semicírculo. 

Áreas de figuras geométricas comunes 

Dibuje la región correspondieme a cada imegral definida. A continuación. evalúe cada 
integral utilizando una fórmula geométrica. 

a. f 4dr: b. f (.r: + 2)tlr: c. f
2 
~tlr: 

Solución En l:i figura 1.20 se muestra un dibujo de cada región. 

a. Esta región es un rectángulo de 4 de alto por 2 de ancho. 

f 3 4 ,Lr: = (Área del rectángulo)= 4(2) = 8 

b. Esta región es un trapezoide con una altura de 3 y bases paralelas de longitudes 2 y 5. 
L, fónnula para el área de un trapc1.0ide es ½li(b1 + b2) . 

(
3 1 21 Ju (.t + 2) dx = (Área del trapezoide) = ·i3)(2 + 5) = 2 

c. Esta región es un semicírculo de radio 2. La fórmula para e l área de un semicírculo 
es ½1rr2• 

f~
1 
~ d.r: - (Área de l semicírculo)""' ½1r(22) - 21r 

,., (b ) 

flgura 1.20 • 
La variable de integración en una integral definida algunas veces se denomina como 

w,riab/e muda porque puede ser sustituida por cualquier otra variable sin cambiar el 
valor de la integral. Por ejemplo. las integrales definidas 

f (x + 2)dx y f (t + 2)dt 

liencn el mismo valor. 



J: j(x) dt + t /{.t) d r 

Figura 1.21 

1.2 Sumas de Riemann y la integral definida H 

Propiedades de la integral definida 
L'I definición de la integral definida de f en el intervalo (t1, bJ especifica que a< b. Sin 
embargo. ahora es conveniente extender la definición para cubrir casos en los cuales 
a = boa> b. Geométricamente. las siguientes dos defi niciones parecen razonables. Por 
ejemplo. tiene sentido definir el área de una región de ancho cero y altura finita igu::11 a O. 

Definiciones de dos integrales definidas especiales 

l. Si/está definida en .,·= a. entonces Lª J(x) li'r = O. 

2. Si/es integrable en [a, b]. entonces Lª f(x) dx = - f' /(x) dx. 

ifjffl❖jij!•ii Calcular integra les definidas 

'. • • • r> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Evalúe la integral definida. 

a. J..• senxdr b. f (x + 2)dx 

Solución 

a. Debido a que la función seno se define en .\' = 1r. los Umi1cs superior e inferior de 
integración son iguales. puede escribir 

J..• scn.\'llr = O. 

b. La integral ~(x + 2) dx es la misma que la dada en el ejemplo 3(b). excepto por el 
hecho de que los límites superior e inferior se intercambian. Debido a que la inte­
gral en el ejemplo 3(b). tiene un valor de~. puede escribir 

(" ( ' 21 J
3 

(x + 2),Jx = - )o (x + 2)dx = -2- • 
En la figura 1.21 la región más grande puede dividirse en x = e en dos subrcgiones 

cuya intersección es un segmento de recta. Como el segmento de recia tiene área cero. 
se concluye que el área de la región más grande es igual a la suma de las áreas de las dos 
regiones más pequeñas. 

TEOREMA 1.5 Propiedad aditiva de intervalos 

Si/ es integrable en los 1rcs intervalos cerrados determinados por a.by c. en1onccs 

f /(,)dx ~ r /(x)d, + f /(x),fr. 

HflfflMH!•Jj Usar la propiedad aditiva de intervalos 

f
1
i.rld.r = [

1
- xd.r + f .rdx Tcon:mal.S 

Árcaddtri.íngulo 

• 
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•................ ·I> 
: • •COMENTARIO Obscr­

,·e que l:i propiedad 2 del 
1eore ma 1.6 puede ex1cndcrse 
a cualquier número finito de 
funciones (vea el ejemplo 6). 

f /(x) dr :S f g(r) dx 

Figu rJ 1.22 

Debido a que la integral definida se describe como e l límite de una suma. hereda las 
propiedades de la sum:itori:i d:idas :intes del teorema 1. 

TEOREMA 1.6 Propiedades de la integral definida 

Sify g son integrables en fa. b] y k es una constante, entonces las funciones kfy 
/ :!: g son imegrables en [a. bJ. y 

l. L b kf(x) dx = kf ' J(x) ,fr 

2. L\J(x) ± cM],fr = L bf(x)d,· ± L b g(x),fr. 

Evaluar una integral definida 

Evalúe f 1 (-.r2 + 4x - 3) ,b: utilizando los siguientes valores 

f1 

x 2 ,Jx = ~. f1 

xd.,· = 4. f1 

tlr = 2 

Solución 

f1

(- x2 + 4x - 3)dx= f (- x2)dt+ f 4ulr+ f1

(- 3),/x 

= -f1 

x2 dx+ 4i
1

x ,Lr - 3f1 

,lx 

- -(~) + 4(4) - 3(2) 

4 

3 • 
Si/ y g son continuas en el inter.,,:ilo cerrado [a. bJ y Os f(x) 5 g(x} para"!!. x 5 b. 

las siguientes propiedades son c iertas. Primero. e l área de la región acotad:-i por la gráfi­
ca de/y e l eje x (entre a y b) debe ser no negativa. Segundo. esta :í.rea debe ser menor o 
igual que el área de la región delimi1:id::i por l::i gr:'ifica de g y e l eje x (emre ,, y b). como 
se muestra en la figura 1.22. Estos dos resultados se generalizan en el teorema 1.7. 

TEOREMA 1.7 Conservación de desigualdades 

1 Si fes integrable y no negativa en e l intervalo ccrr:ido (a. b). entonces 

o s f /(.,) ,fr. 
2. Sify g son integrables en e l intervalo cerrado [fl. b] y /(x} Sg(x) p::ira todox 

en lfl, bJ. en1onces 

Lb J(x) ,fr Sí Lb g(x) tlx. 

En el apéndice A se da una demostr::ición de este tcorem::i. 
Consulte LarsonCalculus.com para ver si video de Bruce Edwards de esta demostración 
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1. 2 Eje re i e i os ~:~:~::1~1~;::~com para un tu1onal do ayuda y soluc1onos traba¡adas do los o¡erc1c1os con 

Evaluar un limite En los ejercicios I y 2, ulilice el ejemplo 1 
como modelo para evaluar el límite 

}í!1,!. ~/(c1) Ax, 

sobre la región arotad:1 por las gráficas de las «-uadones. 

l. /(x) • fi. )' • 0. X • 0, X • 3 

( ,., ) 
Sugerencia: Sea c1 = ....!.;. ,.. 

2. /(x) • {./;, )' • 0. X• 0. X • ] 

(sugerencia: Sea c1 = ;.) 

Evaluar una inte gral definida como limite En los ejerci­
dos J-8. e,·alúe la integral definida medianle la definición de 
límite. 

J . [ 8dl' 

s. r. xldx 

7. f (.r2 + l)dr 

4. f /dx 

6. J' 4.,~,lf 

s. f
1

c2.r+3),lf 

Escñbir un limite como una integral definida En los ejer­
cicios 9-12, esC'riba l'I límite como una integral definida en l'I 
inten·alo !a. b]. donde c1 es cualquier punto en el i-ésimo su­
binlervalo. 

Límite Inten ·alo 

9. ~~.ti (3c1 + 10) 6.X; [-1,5] 

10. ~~ ,t 6c;(4 - c,F ó.x1 (o. 4) 

11. ~n~tl ~ Ó.1'1 [0.3] 

12. lfm t (.;)Ax, [l. 3] 
IJ.I -0,.1 C¡ 

Escribir una integral definida En los ej erTicios 13-22. 
fommle um1 integrnl definida que produzca el área de la fl'gión. 
(No nalúe In inlegral.) 

13. / (.,) • 5 14. /(x) • 6 - 3.r 

1 2 3 4 S - 2 - 1 1 2 3 ~ 5 

15. /(x) - 4 - r,1 16. /(x} •x1 

,. y 

17. /(x} • 25- .x2 

-6-4 -2 

19. /(x) = cou 

21. g (y) - y3 

1L 3 

' 
X - 1 l 1 2 l X 

18. /(x) • .r: 2 

20. /(x) = tan x 

' 

ti,. 
22. /(y) • (y - 2)' 

Evaluar una integral d efinida mediante una fórmula 
geom étrica En los ejerTicios 23-32, dibuje la región cuya 
área está dada por la integral definida. A continuación, use una 
fómmla geométr ica para e,,nluar la inlegrnl (a > O. r > O). 

23. f 4dr 24. f~ 6dx 

25. f xdr 26. f ¡,,x 
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27. f (lr + 4)dr 28. f (8 - 2,'),/.r 

29. f>-(,l)d, 3-0. f~ (a - lxl),fr 

J I. r J49 - .,- ,Lr 32. L .r,=:?d, _, 
Usar las propiedades de las integrales definidas En los 
ejen-icios 33-40, e,,a\úe la integral utilizando los s iguientes 
n1lort!S. 

L4
rldr = 60, i4

xdr=6, f dx = 2 

33. L1:c,fr 34. l2x1,1x 

35. f .,d, 3'. [ 25dr 

37. f (x-9)d, 3". f (x1 + 4)dx 

39. f {!:r3 - 3:r + 2) tb: "'· [ ( 10 + 4.r - 3:r3)d:c 

41. Usar las propiedades de las integrales d efinidas 
Dadas 

r /(x)dx • 10 y 

evalúe 

(a) f /(x) dt. 

(e) f /(x),fr. 

f /(:r)dt • 3 

(b) r /(.t)tfr." 

(d) f 3/(x) dx. 

42. Usar las propiedades de las inte grales d efinidas 
Dadas 

f /(.r) t/.f • 4 y f /(:r)d1· • - 1 

evalúe 

(a) r/{.f} dt. 

(e) f /(:e) dt. 

(b) f /(.t)tfr." 

(d) f -5/(.t) dt. 

43. Usar las propiedades de integrales definidas 

f /(t}tfr = 10 y f g(x)dt = -2 

evalúe 

(a) f [/(.t) + g(.t)] dr. 

(e) r 2g(t) tlx. 

(b) f [g(:r) - /(x)] tlx. 

(d) [, 3/(x)á 

Dadas 

44. Usar las propiedades de integrales definidas 
Dadas 

r. /(x),fr • O y f /(x),fr"" 5 

evalúe 

(a) [ ,f(x),lx. (b) f /(x) ,fr - [ /(x) ,fr. Jo _, 
(e) r. 3/(x) dt. (d) L' 3/(x) dt. 

45. Estimar una integral definida Utilice la tabla de valores 
para detem\in::ir las estimaciones infrriores y superiores de 

(" Jo /(x)dt. 

Suponga que/ es una función decreciente. 

10 

/(x) 32 24 12 -4 -20 -36 

46. Estimar una integral definida Uti lice la tabla de valores 
para calcular 

Utilice lres subintervalos iguales y (a) los extremos izquierdos 
(b) los extremos derechos y (c) los puntos medios. Si/es una 
función creciente. ¿cómo se compara cada estimación con el 
\"alor real? Explique su razonamiento 

1 2 3 

/(,} - 6 O 8 18 30 50 &O 

47. Pie nselo La gráfic::i def está compuesta por segmentos de 
recia y un semicírculo como se muestra en la figura. Ev::ilúe 
cada integral definida u1ili1.ando fónnulas geométricas. 

(-4.- 1) 

(o) f / (x) d, 

(c) f J(x)dt 

(o) [ ,IIMldx 

_, _, 

(4.2) 

(b) f 1(.r),fr 

(d) [ .1(,) d, 

(f) [., [/(x) + 2],fr 



48. Piénselo La gráfica de/ consta de segmentos de recta. 
como se muestra e n la figura. Evalúe cada integral definida 
utilizando fórmulas geométricas. 

(a) f-/(x) tlx 

(c) f /(x),ú 

L" (e) 
0 

/{,x)tlf 

(b) f 3/(x)dr 

L
" 

(d) , /(x),tx 

f." (fl /(ddx 

49. Piénselo Considere la función/ que es continua en el inter­
valo 1-5. 51 y para la cual 

50. 

f /(x)d:c = 4. 

Evalúe cada integral. 

(a) f [/(x) + 2] ,lr 

(c) f , /{x)t/x Ucspar.) 

(b) f i /(x + 2) dr 

(d) f s /(.r) di· (/ es impar.) _, 

¿CÓMO LO VE? Utilice la figura parn llenar los 
espacios con el símbolo <. > o =. Explique su razo. 
namiento. 

(a) El intcr\'alo [ l. 51 se divide en II subintervalos de igual 
ancho. 6x y X; es el punto temiinal izquierdo del i-ési­
mo subintcrvalo. r f(x)d-.: 

(b) El intcrv:110 [ l. 51 se divide en II subintervalos de igual 
:1ncho 1.\x y .r, es el punto tcmlin:11 derecho del i-ésimo 
subintcrvalo. 

~ /(x,) ó..r r /(:r)dt: 

1.2 Sumas de Riemann y la integral definida 2~ 

51. Piénselo Una función/ se define a continuación. Utilice 
fónnulas geométricas para encontrar foJ(x) ,l-.:. 

/(:,;) • ¡4, X < 4 
X. X.?: 4 

52. Piénselo Una función / se define a continuación. Utilice 
fóm1ulas geométricas para encontrar f~i /(.t) dx. 

(
6. 

/(.-.:) = -½x + 9, 
X> 6 
.r :S 6 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

Aproximación En los ejl'rcicios 53-56. determinl' cuáles 
,·a lores sc aproximan ml'jor a la intl'gral definida. Rea lice la 
sclecrión con base en un dibujo. 

53. f Jx,tx 

(a) 5 (b) -3 (c) IO (d) 2 (e) 8 

54. Lr. 4 ros 'll'"X df 

(a) 4 (b) j (e) 16 (d) 2 '11'" (e) -6 

55. L 2sen -rrxdx 

(a) 6 (b) f (e) 4 (d) ! 
56. [ (1 + fi)d, 

(a) - 3 (b) 9 (e) 27 (d) 3 

57. Determinar la integrabilidad Determine si la 

función 

IM - X ~ 4 

es integrable en el intervalo 13, 5). Explique 

58. Encontrar una función Proporcione una función que 
sea integrable e n el intervalo [-1. 1 J. pero no continua en 
f- 1. ,,. 

Encontrar valores En los ej en-icios 59-62. encuentre posi­
bla mlorí's de a y b que hagan el enuncindo correcto. Si í'S po­
siblí', use una gráfica para sustenta r su respuestn. (Aquí puedí' 
habu más dí' una respul'!lta correcta.) 

59. f l /{x) dx + r f(x) dx • r /(x) tlx 

60. f 
3 
/(x) dx + f /(.-.:) tlx - r /(x) dr = [

1 
/(.t:) d-.: 

61. f' scn .t:d-.: < O 

62. l" cosxdx = O 
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¿Verdadero o falso? E n los ejercicios 63-68. dc1er1n ine si el 
enunciado es ,·e rdadero o falso. Si ~ falso. dé un ejem1>lo que 
demueslre que es falso. 

63. r 1/(x) + g(.,)] dx • r /(x) d., + r g(x) d t 

64 f /(<)g(x) dx = [f /(x)d•][f g(x)d,] 
65. Si la norma de una partición tiende a cero. entonces el número 

de subintcl'\"alO!i 1iende a infini10. 

66. Si / es creciente en la . bJ. entonces el valor mínimo dcft:c) en 
[a. b) esfta ). 

67. El ,·alor de 

debe ser posili\·o . 

68. El valor de 

L' scn (xi) dx 

es o . 

69. Encontrar la suma de Riemann Encuentre la suma de 
Riemann paraftx) = x2 + 3., en el intervalo 10. 8 ). donde 

y donde 

C¡ = 1. Cz = 2. C) = 5 y e~ = 8. 

80 .. 
"' 

Z ~ 6 8 10 

70. Encontrar la suma de Riemann Encuentre la suma de 
Riemann paraftx) = sen :e en el intervalo [O. 21rJ, donde 

y donde 

71. DemostraciOn Demuestre que L" x dx = bz ; tr. 

72. OemostraciOn L
it bl - al 

Demuestre que " x' d, • -
3
- . 

73. Para pensar Determine si la función de Dirichlct 

/(:e) = ¡ 1. x es ~ i~nal 
O. xcs 1rracmnal 

es integrable en el intervalo 10. 11. Explique. 

7-1. Encontrar la integral definida La función 

{
º· ' : o 

/(x)= .!., O <xS 1 
X 

está definida en 10, 1 J. como se muestra en la figura. Demues­
tre que 

no existe. ¿Por qué lo anterior no contradice al lcorema 1.4? 

,. 

~ lD ,. ,. 
--+-+-+--+- ' _., 

0.5 1.0 l.5 2.0 

75. Determinar valores Encuentre la.~ constantes a y b que 
maximi1..an el valor de 

r (I -.r!) dt . 

Explique su razonamiento. 

76. Función de paso Evalúe. si es posible. la inlegrnl 

f 1x1d, 
77. Usar las sumas de Riemann Determine 

utili1.ando una suma de Ricmann apropiad.'I. 

DESAFÍO DEL EXAMEN PUTNAM 

78. Para cada función continua f [O. I ] ➔ R. sean 

1(/) • f :c'J(,)dx y J (x) - f x(/(.,·))?,tx. 

Encuentre el valor máximo de /(fj - J(fj en todas las fun­
ciones f. 

ESll!problema fue prepz100 pord Commnu:~ oo 1hr l\un:1m Pnu Compe1.111on. C 
llw, 1.1ath,,,nui,ea!As-o,;,uoooaofAmm('2. ~bid,:,-echo,lrtso-n'3do&. 
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1.3 La antiderivada o integral indefinida 

Exploración 
Deter111i11aci611 de 
a11tidtrfradas Parn cada 
derivada describa la función 
original F. 

a. F'(,) = 2x 

b. F '(,) = x 

c. F1x) ""x2 

d. F '(x) = ~ 

e. F '(x) = ~ 
f. F'(.r) = cosx 

¿ Qué estrategi:1 usó para 
detenninar F'! 

................. ·t> 
:. •COMENTARIO Laanti­

derivada 1ambién se conoce 
como primitiva de una función. 

■ Escribir la solución general d e una ecuación dife re ncial y usar la no tación de 
integral indefinida para a ntiderivadas. 

■ Utilizar las reglas de la integración básicas para encontrar antide rivadas. 
■ Encontrar una solución particular de una ecuación diferencial. 

Antiderivadas o primitivas 
Para encontrar una función F cuya derivada esfi.x) = 3.r2. podría usar lo que sabe de 
derivadas. para concluir que 

L1 función F es una <mtiderimda de/ 

Definición de una antiderivada {primitiva) 

Se dice que una función F es una antiderivada de f en un intcn,alo /, si F '(x) = 
.f(x) parn todo x en /. 

Note que F se llama una antidcrivada de f en vez de la antiderivada de f Parn en­
tender por qué. observe que 

F¡(x) = x 3
• F/r) = .r-1 - 5 y F3(x) = x 3 + 97 

son todas antiderivadas de/(x) = 3.i?. De hecho. para cualquier const:inle C. la función 
dada por F(.r) = x.l + Ces una antiderivad:1 de/ 

TEOREMA 1.8 Representación de antiderivadas 

Si Fes una antidcrivada de f en un intervalo / . entonces Ges una antidcrivada de f 
en el intervalo/ si y solo si Ges de la forma G(x) = F(x) + C. para todo x en / , 
donde C es una constante. 

Demostración La demostración del teorema 1. 1 en un sentido es directa. Esto cs. si 
G(x) = F(x) + C. F'(x) = f(x) y Ces constante. entonces 

Para demostrar este teorema en otro sentido, suponga que G es una antiderivada de f 
Defina una íunción fl tal que 

H(x) = G(x) - F(x). 

Para cualesquiera dos puntos a y b (a < b) en el intervalo, fl es continua sobre [a. bl y 
derivable dentro de (a, b). Por el teorema del valor medio, 

H'(c) = H(b¿ = : (a) 

para algún e en (a. b). Sin embargo. fl '(e) =O.por consiguiente H(a) = H(h). Dado que 
a y b son puntos arbitrarios en el intervalo. usted sabe que fl es una función constante C. 
Así. G(x) - F(x) = C y por esto G(x) = F(x) + C. 
Consulte LarsonCafcu/us.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración. ■ 
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Funciones de la forma" = 2.r + C. 
Figura 1.23 · 

Si utiliza e l leorema 1.8. puede representar la familia completa de antidcrivadas de 
una función agregando una consiame a una antidcrivada conoeid". Por ejemplo. sabien­
do que 

D,[x'] = 2, 

puede representar la familia de tm fas las antidcrivadas deft.x) = 2r por 

G(x) = x2 + C. Familia de todas las antiderivadas deft.x) = 2r 

donde C es constante. La cons tante C recibe el nombre de cons tante de integración. La 
familia de funciones representadas por Ges la anliderh•ada general de J. y G(.r) = x2 + C 
es la solución general de la eCfl(lcián difere11ci(lf. 

G '(x) = 2r Ecuación diferencial 

Una ecuación dfferencial en x y y es una ecuación que incluye a x. y y a las deriva­
das de _\'. Por ejemplo. 

y'=3xyy'=xl+ I 

son ejemplos de ecuaciones diferenciales. 

Solución de una ecuación diferencial 

Determine la solución general de la ecu:ición diferencial _v ' = 2. 

Solución Parn empezar. determine una función cuya derivada es 2. Una función con 
esta característica es 

)'= 2x. 21" es 1111a antiderivada de 2. 

Ahora bien. utilice e l teorema 1.8 para concluir que la solución general de la ecuación 
diferencial es 

y=2r+C. Solución general 

En la figura 1.23 se muestran las gráficas de varias funciones de la forma y = 2r + C. ■ 

Cuando resuelva una ecuación diferencial de la fonna 
................. ·t> 
: • •COMENTARIO Un sinó- ~ = /(x} 

nimo de antiderivada es integral 
indefinida. es conveniente escribirla en la fonna diferencial equivalcn1e 

. . . . . . . . ' ..... ' .. ·t> 
: • •COMENTARIO En este 

texto, la notac ión J/(x)dr ::= 

F(x) + C significa que F es 
una antideriv:ida de/ en 1111 

i11ten•"lo. 

t(v = ftx) dx. 

La operación para determinar todas las soluciones de esta ecuación se denomina an­
tiderivación (o integración indefinida) y se denota mediante un s igno integral f. La 
solución se denota mediante 

Van:iblcdc 
mtcgr:aoón 

1 
y= f j(x)dx = F(x) + C . 

l lntc!rando I Amidcri~ad~ 
dcft.1) 

L'l expresión J/(x),á se Ice como la tmtideri,•tula tle f re~pecto a x. De tal manera, la 
diferencial de ,Lr sirve para identificar a x como la variable de i111cgración. El 1énnino 
integral indefinida es sinónimo de antiderivada. 
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Reglas básicas de integración indefinida 
L, naturaleza inversa de fo integración y la derivación puede comprobarse sus1i1uyendo 
F '(x) por ftx) en la definición de imegrnción indefinida para obtener 

f F'(x) ,Lr = F(r) + C. U integración es la ""in~el'l.:i·· de laderi\:i.tlÓll 

Adcmás.sif/(x)<fr = F(x) + e.entonces 

UI dcriv;><:ión es la ""inversa- de J:1 mtcgrxión 

Estas dos ecuaciones le pcnniten obtener directamente íónnulas de integr:ición a partir 
de fórmulas de derivación. como se muestra en el siguiente resumen. 

Reglas básicas de integración 
Fórmula de derh·ación Fórmula de integración indefinida 

I Odx - e ;¡;[C]=O 

;¡; [kr] = k 

;¡; [k/(x)] ~ k/Xx) 

;¡; [/(x) ± g(,)] = /1-<} ± g '(x) 

f rrn] = ILfn-1 

f [senx] = cos x 

,5-; [cosx] = -senx 

f [tan x] -= scc2 x 

¾ [sccx] = sec.,·tanx 

¾ [c01x] = -csc2 x 

¾ [cscx] = -cscxcolx 

f kdx=kx+C 

f kf(,)dx = k f J(x) ,Lr 

f [/(x) ±g(,)],Lr = f t(,)dx ± f s(x),fr 

f <'"' x"<lr:=-·-+c. 11+- 1 
11 + 1 

f cosxd\' = scnx + C 

f scnxdr = -cosx + C 

J scc2 xtfr = tan x + C 

J sccxtanx,Jx = sccx + C 

f csc2 x,fr = -cotx + C 

f cscxcotx,Jx = -cscx + e 

Rc¡iladc la poi:cncia 

Observe que la regla de la potencia para la integración tiene la restricción 11 ," - 1. 
L'I evaluación de 

f_l_dx 
X 
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: · · · · · · · · · · · · · · · · ·l> ifjjéj#i•fj Describir antiderivadas 
• • •COMENTARIO En el 

ejemplo 2. advicna que el f 3:c tl:c = 3fx ,fr Rcgl;i del m últ1plocoos1:u1tc 
patrón general de imegración es 
similar al de la derivación. J = 3 :c1 dr Rccscnba x como x' 

l111egral original 

' = 3(~) + C Rqdadcpo1cncia (11 • J) 

Reescribir 

ln1cgrar 

Simplificar 

I> TECNOLOGÍA Algu,,os 
• programas de software. como 

Maple y Mathematica. son 
capaces de efec1uar simbólica­
memc la integración. Si tiene 
acceso a estas herramientas de 
integración simbólica. utilíce­
las para calcular las integrales 
indefinidas del ejemplo 3. 

Sunphf'iquc: 

Las antiderivadas de 3x son 13 forma !.rZ + C, donde Ces cualquier constante. ■ 
Cuando se evalúan integrales indefinidas. una aplicación estricta de las reglas bási­

cas de integración 1iende a producir complicadas constantes de integración. En el caso 
del ejemplo 2. la solución se podría hnber escrito 

f3\"d\" = 3J x,fr = 3(~ +e)= l"Cz + 3C · · 2 r · 
Sin embargo. como C represema c11alq11ier constante. es problemático e innecesario 
escrib.ir 3C cjt~o la constante de integración. Por tanto. f--2 + 3C se escribe en la fonna 
más sunple. p- + C. 

Reescribir antes de integrar 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este ripo de ejemplo. 

Integral original 

a. f ~dx 

b. J -Íxdx 

e. f 2scnxdx 

Rttscriba 

J-\"-) {fr 

J-t1fi dx 

2 J scnx,fr 

Integre Sim1>lifique 

S+c --& + e 
_,,r. 
J/ 2 + e ~,,,, +e 

2(-cos:c) + e -2cos .r + e 

: · · · · · · · · · · · · · · · · ·t> l!iifüd·ii Integrar funciones polinomiales 

• · •COMENTARIO Las reglas J f 
de integración básicas le pcrmi- a. ,fr = 1 d.,· 

ten integrar cualquier función 
polinomial. = x+ e 

b. J (x + 2),t. ~ J.«fr + f 2dx 

Se: entiende: que c:I intc!!rando es uno 

Integre 

L'l segunda línen en la solución suele omitirse. 

c. J(3.rl - Sx2 +x)dx - 3(f) - s(f) +;+e 
= ~x5 

- j"x3 + ~x2 + C ■ 
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: · · • · · · · • • • · · · • · • •[> lfjij❖jij!•fj Reescribir antes de integrar 
•• •COMENTARIO Antes de 

comenzar la serie de ejercicios. 
asegúrese de realizar uno de 
los pasos 111:is importantes en 
la imegración que es reescribir 
el integrando en una forma que 
se ajuste a una de las reglas 
básicas de integración. 

t 5,1 dx = f (+, + ~),L< Rc:csc-nb:i como dcu fr.icc,onc~ 

= f (xl/1 + x-1/?)dx Rcncnbót con u ponentes fraccionanos 

;c3/2 ;cl/2 

= 3/2 + 1/ 2 + e lntq¡n:. 

- ~_xJ/2 + 2rl/2 + C S1mphfiquc 

= i✓-i(x + 3) + C • 
Cuando integre cocientes. no debe integrar numerador y denominador por separa­

do. Esto es incorrecto tanto en la integración como en la derivación. A l respecto. obser­
ve el ejemplo 5, cerciórese de entender que 

fx+ I 2 r .fx cfr =3vx(x+3)+C 

no es lo mismo que 

f(x + 1) d:c ½r + x + c. 
fJxdx - Jx,/x+C2 · 

Reescribir antes de integrar 

f c:~~-:dt = f (co~x)(;::;)tfr 
= f secxrnnxtl:c 

=sccx+C 

Rl'C':5'CTiba tomo un pmdm;to 

Rc:c5o;ribautiliznndo idc11tidades 

trigonométrit!l!i 

IRtcgrc 

l!M:ild·W Reescribir antes de integrar 

Integral original Reescriba Integre Simplifique 

•. f 5,dx 2 f x- 1l2 cfr (x"') 2 1/2 + e 4x1l2 + C 

b. J(,' + l)'d1 f (r4 + 21 2 + l ) dt 
,, (") 5+2 J +t+C ¼1'+ ¾1)+ r + e 

f" + 3 c. - 0 -dx ., f (:e+ Jx-2)tJx ~ + 3(~) + e 
2 -1 ½-r - ;+ c 

d. f Vx(x - 4) tlr f (x-1/) - 4x 1/l) ,Jx 
x1/l (\'4/)) 

~x1/l - Jx4/l + C 7/3 - 4 4/3 +e 

• 
Al hacer los ejercicios. tenga en cuenta que puede comprobar su respues1:1 a un 

problema de antiderivación, deri\'ando. Por ejemplo. en e l ejemplo 7(:1). puede compro­
bar que 4x1/ 1 + Ces la antiderivada correcta derivando la respuesta parn obtener 

Utilice la dcriv~ión p.:irn comprobar la 1mudcnvada 
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La solución panicular que satisface 
la condición inicial f(2) = 4 es 
F(x) =.-.:1 - x- 2. 
Figura 1.2-1 

La solución particular que satisface 
la condición inicial F(I ) = O es 
F(.t) • -(1/.,) + l..t > O. 

Figura 1.25 

Condiciones iniciales y soluciones particulares 
Ha visto que la ecuación y = f /(x)d-.: tiene muchas soluciones (cada una difiere de las 
otras en una constante). Eso significa que las gráficas de cualesquiera dos antiderivad:i.s 
de /son traslaciones verticales una de otra. Por ejemplo. la figura 1.24 muestra las grá­
ficas de varias de las antiderivadas de la forma 

y = f (3.,.i - l )dx= .~-x+C Soluciónfrncral 

para diversos valores enteros de C. Cada una de estas antidcrivada.s es una solución de 
la ecuación diferencial 

~=3.,.2 - l . 

En muchas aplicaciones de la integración. se le da suficiente información para de­
terminar una solución particular. Para hacer esto. solo necesita conocer el valor de~•= 
F(x) para un valor de x. Esta información recibe el nombre de condición inicial. Por 
ejemplo. en la figura 1.24, solo una de 13s curvas pasa por el pumo (2. 4). Par:i encontrar 
esta curva. utilice la solución general 

F(x) = .,.J - .,· + C 

y la condición inicial 

F(2) - 4. 

Solución general 

Condición micial 

Utilizando la condición inicial en la solución general. puede detem1inar que 

F{2) - 8 - 2 + C - 4 

lo que implica que C = - 2 . Por tanto obtiene 

F(x) = x3 - x - 2. Solución panicular 

Determinar una solución particular 

Encuentre la solución general de 

F'(x) = ~. x > 0 

y de1ermine la solución pan'icular que sa1isface la condición inicial F( I) = O. 

Solución Parn encontrar la solución genera.!. integre para obtener 

F(x) = f ~dx F(.t) • fF1x)d.r 

= f x-zd,· Rcc-scr1ba como una potcnda. 

=S+c 

=-~+c. X> O. Soluci6n gcncr:al 

Utiliz.1ndo la condición inicial F(I ) = O, resuelva para Cde la manera siguien1c. 

F(1) = -f + e= o • e= , 

Por 1an10. l:i solución panicular. como se muestra. en la figura 1.25. es 

F (.r) = -~ + 1, X> O. Soluciónpanicular • 
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Tiempo (en segundos) 

Altura de una pelota en el 1iempo f. 
Figura 1.26 

1.3 La antiderivada o integral indefi nida 3 1 

Hasta ahora. en esta sección ha uti lizado x como variable de integración. En las 
aplicaciones, a menudo es conveniente utilizar una variable distinta. Asf. en e l siguiente 
ejemplo. la variable de integración es el tiempo t. 

lf jj¡*jjijllfi Solucionar un problema de movimiento vertica l 

Una pelota se lanZ.'t hacia arriba con una velocidad inicial de 64 pies por segundo a partir 
de una altura inicial de 80 pies. 

a. Encuentre la función posición que expresa la alturas en una función del tiempo t. 

b. ¿Cuándo llegará la peloia al suelo? 

Solución 

a. Considere que r = O representa e l tiempo inicial. Las dos condiciones iniciales 
indicadas pueden escribirse de la siguiente manera. 

s(0) - 80 

s'(0) - 64 

La altura 1mc1:1.I e~ 80 plt's 

La ,docml m1<;ial e~ de 64 pies por i.cgundo 

Uiilizando -32 pies/s2 como la acelcrnción de la gravedad. puede escribir 

s"(r) - -32 

s'(t)= fs"'(1),II = J -32,/i= -32t+C1. 

Empicando la velocidad inicial obtiene s'(0) - 64 - - 32(0) + C1• lo cual implica 
que C1 = 64. Después, integrando s'(t). obtiene 

s(t) -= f s'(t) dt - f (- 321 + 64) dt .. -16!2 + 641 + C2• 

Al utiliwr la altura inicial. encuentra que 

,(O) - 80 - - 16(0~ + 64(0) + e, 
lo que implica que C2 = 80. De ese modo. la función posición es 

~-(r) = - l 612 + 641 + 80. Vea la figura 1.26 

b. U1ilizando la función posición que encontró en e l inciso (a), es posible dctcmJinar 
el tiempo en que la pelota golpea el sucio al resolver la ecuación s(t) = O. 

-1612 + 641 + 80 = o 
- 16(r + l)(r - 5) - O 

t = - 1,5 

Como t debe ser positivo. puede concluir que la pelota golpea el sucio 5 segundos 
después de haber sido lanzada. ■ 

En e l ejemplo 9. observe que la fu nción posición tiene la forma 

s(t) = ½gt2 + ''fl + s0 

donde g = -32. "o es la velocidad inicial y s0 es la altura inicial. 
El ejemplo 9 mues1ra cómo lllilizar el cálculo para anali1.ar problemas de movi­

miemo vertical en los que b aceleración es determin:ida por una fuer¿a de gravedad. 
Puede utili:rnr una estrategia similar para analizar otros problemas de movimiento recti­
líneo (vertical u horizontal) en los que la aceleración (o desaceleración) es e l resultado 
de alguna otra fuerza. como ver:\ en los ejercicios 61-68. 
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Integrar y derivar En los l'j l'rcicios I y 2. comprul'be la ex­
presión dl'mostrando que la du ivada dl'l lado duedm es igual 
a l intl'grnndo dl'l lado izquil'rdo. 

l. f(-~)d.t • ~+C 

2. f (Sr +~)d.t - 2x'-ix + C 

Resolver una ecuación diferencial En los ejudcios 3-6. 
encul'ntn: la solución gí'nernl dl' la ecuiu: ión diferencial y com• 
pruebe el resultado ml'dia nte dcri,·ación. 

3. 't,=9,i 4. j,=s 

5. i=.rl/2 

Reescribir antes de integrar En los l'jl'n:icios 7-10. complete 
la labia para enconlrar la inll'gral indefinida. 

Integral original Reescribir Integrar Simplificar 

7. f V'xdr 

8. f~dt ---9. f x_½d,· ---10. f (3.~)2 dt 

Encontrar una integral Indefinida En los ej ercicios 11-32, 
encuentre la integral indefinida y comprul'be el resultado me­
diante dl'r il·ación. 

11. f (r + 7),1.x 12. J< l3 -x)dr 
13. f(.<'+ l)d., 14. J<s.r1 - 9.r? + 4)d.f 

15. J (.r1f2+2x+ l)dr 16. f(✓i+2~)d, 
17. f Yx'- d.r 18. J(~+l),fr 
19. f ~dx 20. J~dt 
21. IX+ 6 l Jx tr 22. r ... -3.r?+5dr .,. 
23. f (x + 1){3x - 2),h 24. f (4r! + 3fd1 

25. f(5cmx +4sen.r)d~ 26. J(,2 - cos1)d1 

27. f(l -csc1cott)d1 28. J< 8 2 + sec2 8) ,18 

29. f (sec? 8 - sen 8) d8 3-0. J sccy(rnn y - secy),ly 

31. f (tan? y+ 1) dy 32. f (4.t - csc2 x) dr 

Dibujar una gráfica En los ejen:icios 33 ~· 34 se pn!Senta la 
gnifü:a de la dul\'ada de una función. Dibuje las gnificas dedos 
funciones qul' tl'nga11 la duh·ada st>ñalada. (Hay más de una 
respuesta correcta.) Para imprimir una copia ampliada dl' la 
gnilicn. ,·isitl' MatilGraplu.com . 

33. 1 34. >' 

~- ,t( +~ 
Encontrar una solución particular En los ej en:icios 35-42. 
<'ncumtre In solución partkular qu<' satisface la ecuación dife­
rencial y las condiciones iniciall'S. 

35. f'(x) = 6x. /(O)= 8 

36. g1x)"" 4x2.g(- 1) ""3 

37. h'(1} z 813 + S. h(I)"" -4 

38. /1s) • IOs - l2t3. /(3) • 2 

39. f"(x) • 2. /'(2) • 5. /(2) • 10 

40. ¡-(.t) :a: .x1
• f'(O) "" 8. /(0) ""4 

41. ¡-(.t) = x-1r.. /14) = 2. /(O)= O 

42. ¡-(x) • scn x,f'(O) • 1./(0) • 6 

Campos direccionales En los ejercicios 43 y 44 se dnn una 
ecunción diFercncial. un punto y un campo direccional. Un ram• 
po de pe11die11tes (o campo de d ireccio11rs) está compuesto por 
segmentos de recta con JM!ndientes dndas por In ecuación dife­
rencial. Es los sq:mentos de rectn proporciona n una JM!rspecti,·a 
,·isual dl' lns pmdientes dl' las soluciones dl' la ecuación difl'­
rencial. (11) Dibuje dos solucionl'S aproximadas de la ecuación 
diFercncial l'n el campo de ¡x-ndientes, una de las cuales pasu 
por el punto indicado. (Para imprimir una copia ampliada de la 
gráficn. ,•isitc Matl1GrapJ,s.com.) (b) Utilice la integración parn 
detnminar la solución particular de la ecuación diíl'rencial y 
use unn herramit'nta de graficación parn rcpresl'llla r la solu­
ción. Compare el resultado con los dibujos del inciso (a). 

43. '!l..•.r2- 1,(-l.3) 

'" 
1111' • 3 ,-.1 1 I 1 
1 11 ; - , , - .1 1 11 
111.1-, ,_,.. 111 
111.1-, ,-.1111 
1 11.1-, ,_,.. 11 1 
111.1-, ,_,.. 111 

-31 /.t-, ,_,.. 113 
111.1-, ,-.11 J 1 
1 1 I .1-, ,-; 1 1 1 
1 11 ✓ --- ,_,.. 11 1 
111.1-, ,-.1111 
11 /.t·-l ,-.1111 

dy 1 
44. ';i; • -:;z,x :> 0.(1.3) 

, ___________ _ 
,------------, ___________ _ 

l ,------------,, __________ _ 
':::::::::::::::1 ,------------, ___________ _ 
,-------------, ... __________ _ 
,-------------



f1i Campos direccionales E n los ejercicios 4.5 y 46. (a) utilice 
mm herramienta de graficaci6n pam reprcst!nlar un cam po 
direcriona l pam la « uación diferencial, (b ) utilice la integra­
ción y l'I punto indicado pan, d t>ll'rminar la solución particular 
de ecuación d ifl'rencial y {e) l.mce la gráfica dl' la .solución y l'I 
campo dirttcional. 

45.~ -2.r.(-2. -2) 46. ~ :i: 2 fi, (4. 12) 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

47. Antiderivadas e integrales indefinidas ¿Cuál es la 
d iferencia. si existe. entre encontrar la anti derivada de ftx) 
y evaluar la integral f /(x) dr? 

48. Comparar funciones Considere ftx) = tan2 x y g(x) 

= sec2 x . ¡,Qué nOla acerca de las derivadas de /(x) y g(x)? 
¿Qué puede concluir acerca de la relación entre /(x) y 
g(.r)? 

49. Dibujar una gráfica Las gr.ificas de/y f' p:,.san a tra­
vl!!s del origen. Use la gráfica de J mostrada en la figura 
para bosquej ar la gráfica de/ y f'. Para imprimir una copia 
ampliada de la gráfica. visite MmhGrnphs.com 

¿CÓMO LO VE? Use la gráfica def' que se mues­
tra en la figura parn responder lo siguiente. 

(a) Aproxime la pendiente de/ en x = 4. Explique. 
(b) ¿Es posible queft2) = - 1? Explique. 
(e) ¡,Esft.5)-/(4)> O'I Explique. 
(d) Aproxime el valor de x donde/ es máxima. Explique. 
(e) Aproxime cualquier intervalo en el que la gráfica de/ 

es cóncm•a hacia arriba y cualquier inten:alo abierto en 
el cual es cóncava hacia abajo. Aproxime la coordena­
da.fa cualquier punto de inflexión. 

1.3 La antiderivada o integral indefinida 3 ~ 

SI. Crecimiento de árboles Un vivero de plan1as \·er<les sue­

le \·ender cierto arbusto después de 6 años de crecimiento y 
cuidado. La velocidad de crecimiento durante esos 6 años cs. 
aproximadamente. ,11,ldt = l.5t + 5. donde tes el licmpo en 
años y /a es la altura en centímetros. Las plantas de semillero 

miden 12 centímetros de altura cuando se plantan (I = 0). 

(a) Dc1ennir1C la ahura después de I años. 

(b) ¿Qué altura tienen los arbustos cuando se \'en<len? 

52. Crecimiento poblacional La ta.'>a de crecimiento ,IP/d1 
<le una poblaci6n de bacterias es proporcional a la raíz cuadra­
da de t. donde Pes el tamaño de la población y tes el tiempo 
en <lías (O s , s !O). Esto cs. 

~ = k,fi. 

El tamaño inicial de la población es igual a 500. Después de un 
día la población ha crecido hasta 600. Calcule el tamaño de la 
población después de 7 días. 

Movimiento vertical En los ej l'rcicios 53-55. utilice a(/) = - 32 
pies por segundo por segundo igual a la aceleración debida a la 
grm·edad. ( Ignore la ('l'Sistencia del a in.) 

.53. Una pelota se lanza \'erticalmente hacia arriba desde una altura 
de 6 pies con una \'clocidad inicial de 60 pies por segundo 
¿Qué altura alcan1.ará la pelota? 

54. ¿Con qué \·clocidad inicial debe lanzan;e un obje10 hacia arriba 
(desde el ni\'cl del suelo) para alcanzar la parte superior del 
monumento a Washington (aproximadamente 550 pies)? 

55. Un globo aerostático. que asciende venicalmcntc con una \'C­

locidad de 16 pies por segundo. deja caer una bolsa de arena en 
el instante en el que está a 64 pies sobre el sucio. 

(a) ¡,En cuántos segundos llegará la bolsa al sucio? 

(b) ¿A qué \·docidad hará contacto con el sucio? 

Movimiento vertical En los ejercicios .56-58. utili« a (/) = -9.8 
met ros por segundo por segundo igual a la aceleración debida a 
la gra,-«lad. (Ignore la resislencia de l aire.) 

56. Una pelota de béisbol es lan1.ada hacia arriba desde una altura 
de 2 metros con una velocidad inicial de 10 metros por segun­
do. Dctennine su altura máxima. 

57, ¿A qué velocidad inicial debe lanzarse un objeco hacia arri­
ba (desde una altura de 2 metros) para que alcance una altura 
máxima de 200 metros? 

• • .58. Gran Cañón • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

El Gran Cañón tiene una 
profundidad de 1800 
metros en su punto más 
profundo. Se deja caer 
una roca desde el borde 
sobre ese pu1110. Escriba 
la altura de la roca como 
una función del tiempo t 
en segundos. ¿Cuá1110 
tardará la roca en llegar 
al suelo del cañón? 
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59. Gravedad lunar Sobre la Luna, la acelcrnción de la grave­

dad es de - 1.6 m/s2• En la Luna se dej a caer una piedra desde 
un peñasco y golpea la superficie de esta misma 20 segundos 
dc.~pués. ¿Desde qué altura cayó? ¿Cuál era su ,·elocidad en el 
momento del impac10? 

60. Velocidad de escape La \'clocidacl de escape mínima que 

se requiere para que un objeto escape de la atracción gravitato­
ria de la Tierra se obtiene a pan ir de la solución de la ecuación 

J,,,J,,: -GMf""ldy 
donde ., es la velocidad del objeto lanzado desde la Tierra. 
\' es la distancia desde el centro terrestre. Ges la constante de 
ia gra,•ita.ción y Mes la masa de la Tierra. Demuestre que 11 y~• 
están relacionadas por la ecuación 

donde 1•0 es la \·elocidad inicial del objeto y Res el radio terrcs­

'"· 
Movimiento rectilineo [n los ejercicios 61-64, considl're 
una pa rtícula que se mue,•¡, a lo largo d l'I l'jl' .r, dondl' .r(I) es la 

pos ición de la partícula en el tiempo t • .r'(.r) s u ,·elocidad y x"(I) 
su aceleración. 

6 1. .t(t) = 1l - ful + 91 - 2. 0 S t $ 5 

(a) Determine la velocidad y la aceleración de la panícula. 
(b) Encuentre los intervalos abienos de I en los cuales la par­

tícula se mue\'e hacia la derecha. 
(c) Encuentre la vclocid;1d de la panícula cuando la acelera­

ción es O. 

62. Repita el ejercicio 61 parn la función posición. 

. t(t) = (t - 1)(1 - 3)2, O S I S 5. 
63. Una panícula se muc,·e a lo largo del eje x a una velocidad de 

1'(1) = 1/ ./i. t >O. En el tiempo 1 = 1. su posición es x = 4. 
Encuentre las funciones posición y la aceleración de la partícula. 

64. Una partícula. inicialmente en reposo. se mue,·e a lo largo del 
ejexdc manera que su aceleración en el tiempo 1 > O está dada 
por a(t) = cos ,. En el tiempo 1 =O.su posición es x = 3. 
(a) Dctennine las funciones \'clocidacl y la posición de la par­

tícula. 
(b) Encuentre los \'alores de t para los cuales la pa.nicula está 

en reposo. 

65. Aceleración El fabricante de un automóvil indica en su pu­
blicidad que el vehículo tarda 13 segundos en acelerar desde 

25 kilómetros por hora hasta 80 kilómetros por hora. Supo­
niendo aceleración constante. 

(a) Determine la aceler.ición en mls2• 

(b) Halle la dis1ancia que recorre el automóvil durante los 13 
segundos. 

66. Desaceleración Un automóvil que ,·iaja a 45 millas por 
hora recorre 132 pies. a desaceleración conslante. luego de 
que se aplican los frenos para detenerlo. 

(a) ¿Qué d istancia recorre el automó,·il cuando su ,·elocidad 
se reduce a 30 millas por hora? 

(b) ¿Qué d istancia recorre el automó,·il cuando su ,·elocidad 
se reduce a 15 millas por hora? 

(e) Dibuje la recta de números reales desde O hasta 132 y tra­
ce la gr.ifü:a de los puntos que se encontraron en los inci­
sos (a) y (b). ¿Qué puede concluir? 

67. Aceleración En el instante en que la luz de un semáforo se 
pone en verde. un automóvil que ha estado esperando e n un 
c rucero empie,.a a mo\'ersc con una aceleración constante de 

6 pies/s2• En el mismo instante. un camión que viaja a una Ye­
locidad constante de 30 pies por segundo rebasa al automóvil. 
(a) ¡,A qué distancia del punto de inicio el automóvil rebasará 

al camión? 
(b) ¡,A qué , ·clocidad circulará el automóvil cuando rebase al 

canuón? 

68. Aceleración Suponga que un avión totalmente cargado que 
pane desde el reposo tiene una aceleración constante mientras 
se mue\"C por una pista. El avión requiere 0 .7 millas de pista y 
una \'elocidad de 160 millas por hora para despegar. ¡,Cuál es 
la aceleración del avión? 

¿Verdadero o falso? En los ejucicios 69-74, dele rmine si el 
enunciado es , ·erdadero o falso. Si es falso, explique por qui o 
p roporcione un ej emplo que demuestre que es falso. 

69. La antiderivada de /(:e) es única. 
70. Toda derivada de una función polinomial de grado II es una 

función polinomial de grado (11 + 1 ). 
71. Si p(x) es una función polinomial. entonccsp tiene cxact:unen­

te una antiderivada o primitiva cuya gráfica contiene al origen. 
7 Z. Si F(.l) y G(x) son antidcrivadas de /(x). entonces 

f"(.r) = G(x) + C). 

73. F(x) • G(.r) + C. entonces fg(.,) d, • /(.,) + C. 

74. fj(l)gM dx • f/(x) d-c fg(x) ,t, 
75. Tangente horizontal Encuentre una función/ tal que la 

gráfica de esta lenga una tangente hori1.ontal en (O. 2) y r(x) 
= 2,. 

76. Determinar una función Se muestra la gráficadcf'. Di­
bujc lagr.'ifica de/dadoquc/es continua y/(0) = l . 

77. Demostración Sean s(x) y c(x) dos funcione5 que satisfacen 
s'(x) = tj.r) y c'(:c)"" -J"(.r) para todox. Si s(O) = O y C"(O):: 1. 
demuestre que [s(x)f + [c(.-c)f = l. 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 
78. Suponga que/ y g son funciones no constantes. derivables 

y de valores reales definida en(-«, l;I()) . Ademá.~. suponga 

que para cada par de números reales x y y. 

/(x + y) - /(.,)/(y) - g(,)g(y) y 
g(x + y) • /(x)gC,,) + g(x)/()'). 

Si /'(O) • O. demuestre que (J{.r)F + (g(x)F • 1 para 
todo:c. 

Bit probltma flll' prl'JWlldopor t i Comm,tttt on lhi' Putnam l'rK't Cornptt1l100 

e Thl' Malhemaucal ASWC-IIIIOO of Amenca. T(l(U los deffl-hos rutrVIOOII. 
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1.4 Teorema fundamental del cálculo 

• Evaluar una integr.11 definida utiliundo e l t eorema fundame ntal del cálculo. 
■ Ente nde r y uti liur e l teorema de l valor m edio par.1 integrales. 
• Encontra r el valor m edio de una funció n sobre un inter-va lo cerrado. 
• Entender- y utilizar- el segundo teorem a fundamental de l calculo. 
■ Entender y utilizar e l t e orema del cambio neto. 

El teorema fundamental del cálculo 
Ha visto ya dos de las principales ramas del c:'ilculo: el cálculo diferencial (presentado 
con el problema de la recia tangente) y el c:'ilculo integral (presentado con el problema 
del área}. Hasta aquí. podría parecer que estos dos problemas no se relacionan. aunque 
tienen una conexión muy estrecha. L'l conexión fue descubiena de fomla independiente 
por Isaac Newton y Goufried Leibniz y es1:i enunciada en un teorema que recibe el 
nombre de teorema fundamental del cálculo. 

De manera informal. el teorema establece que la derivación y la integración (defini­
da) son operaciones inversas, en el mismo sentido que lo son la división y la multiplica­
ción. Para saber cómo Newton y Leibniz habrían pronosticado esta relación. considere 
las aproximaciones que se muestran en la figura 1.27. La pendiente de la recta tangente 
se defin ió utilizando el cocienle A.y/Ax (la pendiente de la recta secante). De maner::i si­
milar e l área de la región bajo una curva se definió utilizando e l ¡n'0(/11c10 .lyA..t (el :'irca 
de un rectángulo). Por tanto. al menos en una etapa de aproximación primitiva. las ope­
raciones de derivación y de integración definida parecen tener una relación inversa en e l 
mismo sentido en el que son operaciones inversas la división y la multiplicación. El 
teorema fundamental del c:'ilculo establece que los procesos del límite (utilizados para 
definir la derivada y la integral definida) preservan esla relación inversa. 

Árn • .l.y.ll Área • .l.y.ll 

(a) Dcnvación {h) lmcgración definida 

La derivación y la in1egración definida tienen una relación "in\·crs.a". 

Figura 1.27 

ANTIDERIVACIÓN E INTEGRACIÓN DEFINIDA 

A lo largo de em unidad. ha emdo utillundo el signo de lntegnl pan denotar una andderivada 
(un1 famllil de funciones) y una integral definida (un número). 

Antidertvadón: J f(x) dx Integración definida: f f(x) dx 

El uso de este mismo símbolo para ambas operaciones hace parecer que enan relacionadas. 
Sin embargo, en los primeros trabaJos con cikuto. no se sabia que las dos operaciones estaban 
rt!lacionadas. leibniz a.plic6 primero el simbolo f a la integral definida y se deriva de la letra S. 
(Leibniz calculó el area como una suma Infinita. por tanto, eligió la letra S.) 
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TEOREMA 1.9 El teorema fundamental del calculo 

Si una función/ es continua en el intervalo cerrado fa. bJ y Fes una antiderivada 
de/en el iruervalo la. bJ. entonces 

f /(x) ,fr = F(b) - F(a) . 

Demostración La cla,,e pam la demostración consiste en escribir la diferencia F(b) -
F(a) en una fom1a conveniente. Sea ó. cualquier partición de [a, b]. 

lt = Xo < X¡ < X2 < · · · < x,,_, < x,, = b 

Mediante la res1a y suma de ténninos semejantes. se obtiene 

F(b) - F(a) = F(x.) - F(x. _ ,) + F(x. _,) - · · · - F(x,) + F(x,) - F(x0) 

= ,t.[F,,;) - F(x,_,)]. 

De acuerdo con el teorema del valor medio, se sabe que existe un número e, en el i-ésimo 
subintervalo tal que 

F'(c,) = F(x;) - F,,;_ ,) _ 
X¡ - X¡ _¡ 

Como F'(c1) = /(c1). se puede hacer que 6. :r:; = x1 - x1_ 1 y obtener 

F(b) - F(a) - ,t,f(c,) t.x;-

Esta importante ecuación dice que al aplicar repe1id.:imente el teorema del valor medio. 
siempre se puede encontrar una colección de e, tal que la co11stt1111e F(b) - F(a) es una 
suma de Riemann de/ en [a. b] parn cu.:ilquier partición. El teorema 1.3 garantiza que el 
lfmi1e de sumas de Riemann sobre las particiones con 11.ó.ll-+ O existe. Así. el tomar el límite 
(cuando MIi -+ 0) produce 

F(b) - F(") = f /(x) dx. 

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. ■ 

ESTRATEGIA PARA UTILIZAR El TEOREMA 
FUNDAMENTAL DEL CÁLCULO 

J. S11po11ie11do que t·mwzca un.:i antiderivada o primi1ivaf. dispone de una forma 
de calcular una integral definida sin tener que utilizar el límite de la suma. 

2. Cuando se aplica el teorema fund:unent.:il del cálculo. la siguiente nO(ación 
resulta convenien1e. 

Lh f(x) cb: = F(x)J: = F(b) - F(u) 

Por ejemplo. para calcular fi3 x3 dx. se puede escribir 

f xl Jx = iI = f- ~ = ~- ¼ = 20. 

3. No es necesario incluir una constante de integrnción C en la antiderivada o 
primitiva. ya que 

f /(.,) d., = [F(x) + e]'. = [F(b) + e] - [F(a) + e] = F(h) - F(a) 



J•-(ll-1) ,·•2.,- 1 

La iniegral definida de y en [O. 2]es j. 
Figura 1.28 

El área de la región acoiada por la 
gráfica de y.el ejex.x = O yx = 2 
esJf-, 
f'i¡;urn 1.2!1 

1.4 Teorema fundamental del cá lculo 3i 

lfjij❖jiji•fi Calcular una integral definida 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Evalúe cada integral definida. 

a. f1 

(x1 
- 3)dr b. f 3../xdx 

(' '' c. Jo scc
2 x dx 

Solución 

(' ["' ]' (8 ) ( 1 ) 2 a. Ji (x2 
- 3) <i.r = T - 3x 

1 
= ) - 6 - 3 - 3 = -3 

(' (' [ ''']' b. J, 3../xdx = 3 Ji x lf2 dx = 3 ;
1
; 

1 
= 2(4)3/2 

- 2(1)312 = 14 

r·'' .,. c. Jo scc2 xdx = tanxJo = 1 - O = 1 

l!iimd·fi Integral definida de un valor absoluto 

Calcule L2

12x - 1 I dx. 

Solució n Utilizando la figura 1.28 y la definición de valor absoluto. puede reescribir 
el in1egrnndo como se indica. 

l2' _ 'I = ¡-(2x - 1) , X < ½ 
2,· - l . x.?: j 

A partir de esto. puede reescribir la integral en dos partes. 

r 12, - 1 I"-' = r•r -(2' - 1) dx + r (2, - 1) dx Jo Jo J,r. 
=[-x'+xr+[x'-•L 
=~¼+D-~+~+~-~-G-D 

5 
=2 

Ntrn❖i#·fi Usa_r el teorema fundamental para encontrar 
un area 

Encuentre el área de la región delimitada por la gr:ífica de 

y = 2r2-3x + 2. 

el eje x y las rectas verticales x = O y .,· = 2. como se muestra en la figura 1.29. 

Soluc ió n Observe que y> O en e l intervalo !O. 2j. 

Área = L2 

(2r2 - 3.,· + 2) dx lntc:gn:-c:ntrcx - Oyx - 2 

= [~ - ~ + 2r]
1 

Encucntrc laantidcri\alla 3 2 , 

= ( ~ - 6 + 4) - (O - O + O) ApliqllC c:I teorema furtdamcnlal 

Simplifique ■ 
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Rectángulo de valor medio: 

J(c)(b - o) • f /tr) tlx 

Figu r.i 1.30 

El teorema del valor medio para integrales 
En 13 sección 1.1 vio que el área de una región bajo una curva es mayor que el área de 
un rectángulo inscrito y menor que el área de un ree1ángulo circunscrito. El teorema del 
valor medio para integrales establece que en alguna parte ··entre'' los rectángulos inscri­
to y circunscri10 hay un rec1ángulo cuya área es precisamente igual al área de la región 

/ (C") bajo la curva. como se ilustra en la figura 1.30. 

TEOREMA 1.10 Teorema del valor medio para integrales 

Si fes continua en el intervalo cerrado (a. bl, entonces existe un número e en el 
intervalo cerrado (a. b). tal que 

f /(x) ,fr = /(c)(b - a). 

Demostración 

Caso 1: Si/es constante en el intervalo [a, bJ, el teorema es claramente válido debido a 
que e puede ser cualquier punto en (a. b). 

Caso Z: Si/ no es constante en [a. bl. entonces. porcl teorema del valor extremo. pueden 
elcgirse}lm) yft.M) como valores mínimo y máximo de/en [a, b). Como 

/(m) S /(x) S /(M) 

para todox en (a. bJ. se puede aplicar el teorema 1.7 par:i escribir 

f /(111) dx 5 Lb f(x) dt: 5 f' J(M) de Ve;ilafigur:11.3 1. 

/(m)(b - a) S f /(<) dx S /(M)(b - a) Aphque el teormia fund.:uocntal 

/(m) S ~ f /(<) dx S /(M) 

De acuerdo con la tercera desigualdad, se puede aplicar el teorema del valor medio para 
concluir que existe alguna e en (a. b] tal que 

/(e) = b ~ a f /(<) dx o /(c)(b - a) = f /(x) dx. 

I / f ~ /El}/(M) 
/(m){r:::=J_ r:._i 

" b o b " b 

Rectángulo inscrito 
(menor que el área real) 

f /(m) ,fr = /(m)(h - a) 

f,'igura 1.31 

Rectángulo del valor 
medio ( igual al área real) 

f j(x)d, 

Rcc1ángulo circunscri10 
(mayor que el área real) 

f J(M) dx ~ J(M)(b - a) 

Consulta LarsonCakulus.com para ver al video de Bruce Edwards de asta demostración. il 

Observe que el teorema 1.10 no especifica cómo detennin:ir c. solo garantiza la 
existencia de al menos un número e en el intervalo. 



Valor medio 

' f.' Valor medio • -. - j(x) dr 
- (/ " 

Figura 1.32 

(4.40) 

t'i¡;ura 1.33 

1.4 Teorema fundamental de l cá lculo 3! 

Valor medio de una función 
El valor deftc) dado en el teorema del valor medio para integrales recibe el nombre de 
valor medio de/en el intervalo [a. bl. 

Definición del va lor m edio de una función en un intervalo 

Si/es integrable en el intervalo cerrado [ti. b\. entonces el valor medio de/en el 
intervalo es 

' i' ¡;--=-;; a /(x)dx. VealafigurJ IJ! 

Para saber por qué el promedio de f se define de esta manera. divida lll. b] en II sub. 
intervalos de igual anchura 

b -a 
.ó.x=-,,-. 

Si e, es cualquier punto en el i-ésimo subintcrvalo. la media aritmética de los valores de 
la función en los e; está dada por 

Al multiplicar y dividir por (b - ll). puede escribir la media como 

" = - 'I;' /(c.) --1 " (b-a) 
" 11;:"1 ' b - a 

= - 1 t /(e)("--=..!!.) 
b-a ~ 1 n 

1 " = ¡;--=-;; ~ J(c;) .ó.x. 

Por último. al tomar el límite cuando 11 ➔ oo se obtiene el valor medio de/en el interva­
lo [a. bJ. como se indicó en la definición anterior. Observe en la figura 1.32. que el área 
de la región bajo la gr.ifica de/ es igual al área del rectángulo cuya allur.i es el valor medio. 

Este desarrollo del valor medio de una función en un intervalo es solo uno de los 
muchos usos pr.'icticos de las integrales definidas para representar procesos de suma. En 
la unidad 3 eswdiar.'i 01ras aplicaciones. 1:1les como volumen. longimd de arco. cenlros 
de masa y trabajo. 

ifliM#•ii Determinar el valor medio de una función 

Determine el valor medio defi_x) = 3x2- h en el intervalo ( l. 4). 

Solución El valor medio está dado por 

-
1-i' /(x)d.r = -

1- J,' (3.r' - 2.r)d.r 
b - a u 4 - 1 1 

= ½[.r3 
- x2I 

= ½[64 - 16 - (1 - I)] 

Veal:ifi¡;ura 1.33 • 
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La prwnera perioM en volar a una 
velocidad mayor que la del sonido fue 
Charle1:Yeager. 8 I ◄ de octubre de 19◄7. 
a una altura de 12.2 kilómetros,Yeager 
alcanzó 295.9 metros por segundo. Si 
Yeager hubiera volado a una alwra menor 
que 11.275 kilómetro,. ,u velocidad de 
295.9 metros por segundo no hubiera 
" roto la barrera del sonido". La fotografia 
mue,tra un f /A- 18F. Super Homet.un 
bimotor de combate supersónico. Un 
"green homet'' utilizando una mezcla 
SO/SO de blocombustible. hecho a partir 
de aceite de camelina. ,e convirtió en el 
primer avi6n U.ctico esadounidense naval 
en superar Mach l. 

ifjj{i!QlffW La velocidad del sonido 

A diferentes alturas en la atmósfera de la Tierra. el sonido viaja a distintas velocidades. 
La velocidad del sonido s(x) (en metros por segundo) puede modelarse mediante 

.•,(x) = [f:~~ :7::
1
. r~~x:'i}2 

h + 254.5. 32 s -" < 50 
-½x + 404.5, 50 S X S 80 

donde x es la altura en kilómetros (vea la figura 1.34). ¿Cu:\! es la velocidad media del 
sonido en el intervalo 10. 80J? 

,,.-!-____ ___:========== 
j~- --------------­
~ 330 -j-',---------.,._,----------; 
~ i J20 ·-

~ JIO \-----✓-----'-------

1 300 

J~+-------------~'c-
2'0+-----------------

:!O 30 50 
Allura (C'nkm) 

La velocidad dd sonido depende de 13 altur.i 

Figura 1.34 

Solución Comience con la integración s(x) en el intervalo (O. 801. P3r3 hacer esto. 
puede dividir la imegr:il en cinco panes. 

L,,, L"' [ l'" J(x)dx = (-4.t + 341)d.,· = -2r2 + 341xJo = 3657 

f.n s(x) dx = f,22 

295 dx = [295x]n = 3097 .5 
l.5 11 .5 11.S 

L:? s(x)tlx = L:1 

{¾x + 278.5)c!x = [¾x2 + 278.5xJ:: = 2987.5 

J,
50 

s(.r) tlx = (
50 

(ir+ 254.5) clx = [:ix1 + 254.5x]so = 5688 n hz 3! 

J: s(x)clx = J: (-tr + 404 .5)dx = [-¾x2 + 404.5x]: = 92 10 

Al sumar los valores de las cinco i111cgrales. se ob1icnc 

l !IO s(x) dx = 24,640. 

Por tanto. la velocidad media del sonido entre los O y los 80 km de altitud es 

_ _ , Lao 24.640 
Velocidad promedio = 8() 

0 

s(x) tlx = SO = 308 metros por segundo. a 
............ _ 



Exploración 
Utilice una he1Tamienta de 
graficación par representar la 
función 

F(:c) = J: cos , r/J 

Para Os x :!. 'TT. ¿Reconoce esta 
gr:'ifica? Explique. 

1.4 Teorema fundamental del cálculo 41 

El segundo teorema fundamental del cálculo 
Al introducir la integral definida de/en el inten•alo fa. b) se ha tomado como fijo el 
límite superior de integración b y x como la variable de integración. Sin embargo. es 
posible que surja una situación un poco diferente en la que la variable x se use como el 
límite superior de integración. Para evitar la confusión de utilizar x de dos maneras dife­
rentes. se usa temporalmente 1 como la variable de imegración. (Recuerde que la integral 
definida no es una función de su vari:i.ble de integración.) 

La inlegral definida como un número L'l integral definida como una fu nción de x 

1 Fe~ una íunción de.,. ¡ 

7 
F(x) = r /(1) dt 

~ fes una 
~funcióndet 

Mf fü❖jij!•#j La integral definida como función 

Calcule la función 

F(x) = f cos rd, 

Solución Podría calcular cinco integrales definidas diferentes. una para cada uno 
de los límites superiores dados. Sin embargo, es mucho más simple fijar x (como una 
constante) por el momento para obtener 

f cos tdl =sen,]: 

= scnx - sen O 

Después de esto, utiliz~mdo F(x) = sen x. puede obtener los resultados que se muestran 
en la figura 1.35. 

F(x) • J: cos t dt es el área bajo la curva/(t) = cos t desde O hasta .r. 

Figura 1.35 • 
Podría considerar la función F(x) como la ac1mmlació11 del :'irea bajo la curv:i./(r) = 

cos I desde 1 = O hasta r = x. Para x = O. el área es O y F(O) = O. Para x = 'TT'/ 2. 
F('TT/ 2) = \ se obtiene el :.irea acumulada bajo la curva coseno del intervalo comple10 
[O, '1T/2J. Esta imcrprelación de una in!egral como una función de acumulación se usa a 
menudo en aplicaciones de la integración. 
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En el ejemplo 6. observe que la derivada de Fes el integrando original (solo que con 
la variable cambiada). Esto es 

d d d [L' ] - [F(x)] = -[scn x) = - cos t dt = cos x. 
clr dx dx 0 

Este resultado se generaliz.1 en e l siguiente 1corcma. denominado el segundo teorema 
fundamental del cálculo. 

TEOREMA 1.11 El segundo teorema funda m e ntal del cálculo 

Si J es continua en un intervalo abierto / que comiene a. entonces. para todo x en 
e l intervalo. 

Demos tración Comience definiendo F como 

F(x) - L f(t)dt. 

Luego. de acuerdo con la definición de la derivada. puede escribir 

F'(x) = l!!:lu F(x + A{! - F(x) 

1 [1····· 1·· ] = lím - /(t) tlt - /(t) dt 
,l.T-0 A.r u 

11 

1 [l'H' J." ] = lím - /(r),Jt + . /(t)dt 
~T--11 A.x ª T 

1 [J.' .. ' ] = lím - f(t)dt. 
<l.T--O Ax ., 

Por el teorema del \1alor medio (suponiendo que Ax > O). sabe que existe un número e 
en el intervalo f.r. x + Ax] tal que la integral en la expresión anterior es igual a ./(c) Ax. 
Además. como x ses x + Ax se deduce que e ➔ x cuando .lx ➔ O. Por tanto. obtiene 

F'(x) - lóm [-'- /(e) Ax] - lím /(e) - J(,). 
4T--O Ax ,i.,-o 

Se puede plantear un argumento similar para a r< O. 
Consulte LarsonCa/culus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración ii 

Utilizando el modelo del área para integra­
les definidas. considere la aproximación 

f. 
.•• , 

J(x) Ax - /(r) dt 

se dice que el :irea del rectángulo de :iltura./(x) y 
anchurn a r es aproximadamente igual al :irea de 
la región que se encuentra entre 13 gráfica de J y 
el eje x en el intervalo 

[x.x+arl 

como se muestr:i. en la figura de la derecha 

/(.t) 

x x+ .l.x 
1 

L 
.... 

/(:r)th• /(1)d1 



1.4 Teorema fundamental del cálculo 4~ 

Observe que e l segundo teorema del cálculo indica que toda/ continua admite un:i 
amiderivada. Sin emb:irgo. esta no necesita ser una función e lemental. 

lf MNH•W Usar _el segundo teorema fundamental 
del calculo 

Calcule ¾.[f R+J d,]-
Solución Observe que /(t) = _¡;r:¡:-f es continua en toda la rcct:i real. Por tanto. 
empicando e l segundo teorema fundamental de l cálculo. puede escribir 

!'.._[ (' Jr'"+T dt] ~ .,;?"+T. 
dx ) 0 • 
La derivación que se muestra en e l ejemplo 7 es una aplicación directa del segundo 

teorema fundamen1al del cálculo. El siguiente ejemplo muestr:i cómo puede combinarse 
este teorema con la regla de la cadena para encontrar la derivada de una función. 

Ntiffl❖i#H:H Usar _el segundo teorema fundame ntal 
del calculo 

Encuentre l:i derivada de F(x) = f.,, cos t ,11. 
•i' 

Solución Haciendo 11 = x3 • puede aplicar el segundo teorema fundamental del cálcu­
lo junto con la regla de la cadena como se ilustra. 

F'(x) = ~~ 
d11 dx 

=f[F(x)]~ 

= .!!...[f ~• cos Id,]~ 
d11 •/l ,fr 

- .!!_ [f" cos I dr]~ 
d11 •/? dx 

= (cos 11)(3x2) 

= (cos x3)(3x2) 

Regla de 13 cadena 

Definición de 1/;; 

f
,, 

su~t,tu)a cos, d1 p.u-J F(r) 
. n 

SuSUIU)'aUpor.r1 

Aplique el J.Cgundo ICOl't'nu. fond¡¡1ncnt;il del d.kulo. 

RccscribaCQlllQunafoncióndc.,. ■ 

Debido a que la integral del ejemplo 8 se integra con facilidad. puede comprobar l:i 
derivada del modo siguiente. 

f
,, 

F(x) = cos t dt 
-./2 

= sen,] '' 
.r-

= scn x3 
- scnf 

= scn.r3 - 1 

En es1a forma. puede aplicar la regla de las potencias para comprobar que la derivada es 
la misma que la que se obtuvo en el ejemplo 8. 

Dcn~xfadc F 
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Teorema del cambio neto 
El teorema fundamen131 del c:'ilculo (teorema 1.9) establece que si / es continua en el 
intervalo cerr:ido [a . b] y F es una antiderivada de/en [a. b]. entonces 

f /(x) dx = F(b) - F(a). 

Pero dado F '(:r) = /(x). este enunciado se puede reescribir como 

f F '(<) dx = F(b) - F(a) 

donde la cantidad F(b) - F(a) representa el cambio 11ew de F en el intervalo [(1, b]. 

TEOREMA 1.12 El teorema del cambio neto 

La integral definida de la razón de cambio de una cantidad F '(x) proporciona el 
cambio 1otal. o cambio neto, en esa cantidad en el intervalo (a. bJ. 

f F '(x) ,fr - F(b) - F(a) CambmnctodcF 

Usar el teorema del cambio neto 

Una sustancia química fluye en un tanque de 
almacenamiento a una ra7.Ón de 180 + 3r litros por 
minuto, donde res el tiempo en minutos y O~ r ~ 60. 
Encuentre la cantidad de sustancia química que fluye 
en el tanque durante los primeros 20 minutos. 

Solución Sea c(t ) la c~mtidad de sustancia química 
en el tanque en el tiempo l. Entonces c'(t) representa 
la razón a la cual la sustancia química fluye dentro 
del tanque en el tiempo t . Durante los primeros 
20 minutos. la cantidad que fluye dentro del 
tanque es 

L?IJ ,:'(t)dt = L::?O (180 + 3t)dt 

= [ 180t + ¾,21~ 
= 3600 + 600 

= 4200. 

Así. la cantidad que fluye dentro del tanque durante los primeros 20 minutos es 4200 
litros. ■ 

O1ra forma de ilustrar el teorema del cambio neto es examinar la velocidad de una 
partícula que se mueve a lo largo de una línea recta, donde s(r) es la posición en el IÍem­
po t. Entonces. su velocidad es 1'{1) = s'(t) y 

f ,(,) d, = ;(b) - s(a). 

Esta integral definida representa el cambio neto en posición. o desplazamiento, de la 
partícula. 
Cluntwi Ltigerek/Shuuroioct.com 



1·{1) 

A
1
.Ai y AJ son las áreas de las 

regiones sombreadas. 
Figura IJ6 

1'(1) 

Figurn 1.37 

1.4 Teorema fundamental del cálculo 4~ 

Cuando calcula la dislancia towl recorrida por la partícula. debe considerar los in­
tervalos donde 11(1) !!. O y los intervalos donde \'(I) ~ O. Cuando \'(t) !!. O. la partícula se 
mueve hacia la derecha. Para calcular la dislanc ia lota! recorrida. se integra el valor ab­
solu10 de la velocidad hí))I. Así. e l d esJ>lazamicnto de una partícula y la distancia lol!ll 
recorrida por una partícula en la. b). se puede escribir como 

Dcspla1..amic n1ocn [<1 .b) = Lb i·(t)d1 = A1 - A2 + A3 

y l:'1 distancia total recorrida por la panícula e n fa. bJ es 

Distancia total recorrida sobre [a. b] = f ll'(t)l ,/t = A 1 + A2 + A3• 

(Vea la figura 1.36.) 

• • • Solución de un problema de movimiento 
de una partícula 

La velocidad (en pies por segundo) de una partícula moviéndose a lo largo de una 
recta es 

l'(t) = t3 - JOf2 + 29t -20 

donde , es el tiempo en segundos. 

a. ¿Cuál es el desplazamie nto de la partícula en el intervalo 1 !!. r !!. 51 
h. ¿Cu:U es la distancia total recorrida por la partícula en el inten1alo 1 $ t :5 51 

Solución 

a. Por definición. se sabe que el desplazamiento es 

f ,,(1) dt = f (,3 - 1012 + 291 - 20) dt 

= - - -JJ + _,2 - 201 
[

1
4 

10 29 ] ' 
4 J 2 l 

~ ~ -(- 103) 
12 12 

128 
- -¡¡-

32 
-3 

Por tanto. la partícula se mueve f pies hacia la derecha. 

h. Para encontrar la distancia total recorrida. calcule t ¡.,(1)1 t/1. Usando la figura 1.37 
y el hecho de que \'(I) puede foc1ori1..arse como (1- 1)(1 - 4)(1 - 5). puede determinar 
que v(t) ~ O en ( 1. 41 y \'(1) S O en (4. SJ. Por tanto. la distancia total recorrida es 

f li·(t)I dt = f~ v(1)d1 - f i•(1)d1 

-r (13 _ 10,2 + 29, _ 20)c/J _ L! ,,3 _ J0,2 + 291 _ 20),/J 

= - - - t3 + - fl - 20, - - - - ,3 + - t2 - 20, [
,, JO 29 ] ' ['' JO 29 ] ' 
4 32 143 2 4 

=~-H2) 
71 . =6 p1es. • 
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1. 4 E i ere i e i os ~:~:~~~.:~1~::: com pua un tutonal d1 apda y 1oluc1onn trab1111d11 dt los 1¡1rc1c1os con 

Razonamiento gráfico En los ejercicios J.4. utilice una he. 
rramienta de graficación para n-presentar el integrado. Use la 
gnifica para determinar si la integral definida es positi,·a. ne­
gati,·a o cero. 

L
. 4 

l. :,----;--;-1 dx 
O X + 

3. f /._lx!'"+T d:c 

1 •cosxdx 

4. f1 

x~dx _, 

Evaluar una íntegra! definida En los ejercicios 5-34. en­
cuentre la integral definida de la función algebraica. Utilice una 
hernunienta de graíK'tlción para comprobar el resultado. 

5. Ll 6-f dx 

7. [
1 

(2.f - l)d.t 

9. rl (,2 
_ 2)d, 

11. f (21 - 1)2,11 

13 f (}, -1 )dx 

15. f "J/du 
17. r 

1 

(V, _ 2) ,,, 

19. f .l -
3 
.fi dx 

21. rl (rl/.1 - ¡!/J)Jt 

23. f 12x - 5 l dx 

25. f lx 2 
- 9 l dt 

27. 1• ( ! + scnx) d:c 

L
•/~ l - sen20 

29. cosl 6 d6 

31. ¡•/b scc1xd:c 
- •!' 

33. ¡•/.1 4 scc º'ª" 0 ,10 
- •l' 

6. f
1 

8d1 

8. f
1 

(7 - 3t)d1 

10. r (6.12 - 3:c) dx 

12. r (4.r' - 3.r) dx 

18. f.jf,1x 
20. f (2 - t}./itil 

22. ¡-I x - :el dx 
- a 2½ 

24. J \3 -lx - 31}d, 

26. f lx2 
- 4:r + 3J,lx 

28. r• (2 + cos :c) dt 

3-0. 1•/• sec1 6 d6 
t:m1 6+ 1 

32. f "'2 

(2 - csc1 :c} tl:c .,, 
34. f"'2 

(21 + cosr)d1 
- •!' 

Encontrar el área de una región En los ejercicios 35-38, 
determine el lin-a de la n-gión dada. 

35. )'•:e - :c1 36. y-~ 

37. )' = COS.f 38 . . \' = :c + sen.r 

Encontrar el área de una región En los ejercicios 39-44. 
encuentre el án-a de la n-gión delimilada por las gráficas de las 
ecuaciones. 

39. y • 5.rl + 2, :c • o, :c • 2. y • O 

40. y =x1 +x . . r = 2, >' = O 

41. y= 1 + Vx. :c = º· :e= 8. y= O 

42. )' - 2../x - X, )' • 0 

43. )' • -:c1 + 4X, )' • 0 

44. y• l- .r". y•O 

Utilizar el teorema del valor medio para integrales En 
los ejercicios 45-50, determine el (los) ,·alor(es) de e CUJa exis. 
tencin es garantizada por el teorema del valor medio parn inte. 
grules de la (unción eu el inlcn-alo dado. 

45. /(<) • x'. (O. 3] 

47. y="¡, [0.6] 

46. /(,} • ./x. (4. 9] 

48. /(x) = ~- [ l. 3] 

49. /(x)•2scc2 :c. [-ff] 50. /(x)•cosx, [-ff] 
Encontrar el valor medio de una función En los ejercicios 
51.56, encuentn- el ,·alor medio de la función en el inlt>n·alo 
dado y todos los ,·alores de x en el intervalo para los cuales la 
foncióu es igual a su ,·alor promedio. 

5 l. /{x)=9 - x2. [-3. 3] 52. /(x)=
4
(\-~ I)_ [ 1.3] 

53. /(<) • x'. (O. 1] 54. /(x) • 4x' - 3.~. (O. I] 

55. /(x) = sen :c. [O. 1r] 56. /(x)=cosx. [o.;] 



57. Velocidad La gráfica muestra la ,·elocidad. en pies por se­
gundo. de un automóvil que acelera desde el reposo. Utilice la 
g r:ifica para calcular la distancia que el automóvil recorre en 
8 segundos. 

¡:=■· ,+, - . ¡·=■·:. ~1 
f ro jfü, .. . ½ '° !.'-'. fflÍ 
~JO '-,~'° ~.' 
~ 4 11 12 16 20 ~ 1 2 3 -1 S 

Tiempo {en segun~) Tiempo (en segundos) 

Figura para 67 Figura para 68 

58. Velocidad La gráfica muestra la ,·elocidad. en pies por se­

gundo. de la desaceleración de un automóvil después de que el 
conductor aplica los frenos. Utilice la gráfica para calcular q ué 
d istancia recorre el auto antes de detenerse. 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

59. Us ar una gráfica La gráfica de/ se muestra en la 
figura 

(a) Evalúe fi r'(t) d1 

(b) Dctennine el valor medio de/en el inten·nlo 11. 7). 

(c) Dctennine las respuestas a los incisos (a) y {b) si la 
gráfica se desplaza dos unidades hacia arriba. 

60. Tasa de cre cimiento Si r'(t) representa In razón de 
crecimiento de un perro en libras por año. ¿qué representa 
r(I)? ¿Qué representa t; r'(t) dt en el perro? 

61. Fuerza La fuerza F (en newtons) de un cilindro hidráulico 

en una prensa es proporcional al cuadrado de scc x. donde ,r es 
la distancia (en metros) que el cilindro se despinza en su ciclo, 
El dominio de Fes 10. -:r/3J y F(O) : 500. 

(a) Encuentre F como una función de x. 
(b) Detennine la fuerr,a media ejercida por la prensa en el in­

lervalo [O. -:r/31 

62. Flujo sanguíneo La ,·elocidad 1• del flujo de sangre a una 
d istancia r del eje central de cualquier arteria de radio Res 

v=k(R2 -r2) 
donde k es la constante de proporcionalidad. Determine el flu. 
jo medio de sangre a lo largo de un radio de la arteria. (Use O 
y R como los límites de integración.) 

1.4 Teorema fundamental de l cá lculo 4i 

63. Ciclo respiratorio El volumen II en li1ros de aire en los 

pulmone.~ durante un ciclo respiratorio de cinco segundos 
se aproxima mediante el modelo V= 0.17291 + 0. 1522t2 -

0.037412• donde I es el tiempo en segundos. Aproxime el ,·olu­
men medio de aire en los pulmones durante un ciclo. 

64 Promedio de ventas Una compañía ajusta un modelo a 
los datos de ventas mensuales de un pnxlucto de temporada. 
El modelo es 

S(t): ¡ + 1.8 + 0.5scn(~)- O :s 1 :s 24 

donde S son las ventas (en miles) y I es el tiempo en meses. 

(a) U1iliee una herramienta de graficación para representar 
/(t) = 0.5 sen (-:rl/6) para O :s; 1 :s; 24. Use la gráfica para ex­
plicar por qué el valor medio de ftt) es cero en el imer..,.alo. 

(b) Utilice una herramienta de graficación para representar S(I) 
y la recta g(t) : 114 + 1.8 en la misma ventana de ob­
servación. Use la gráfica y el resultado del inciso (a) para 
explicar por qué g recibe el nombre rt'Clt1 de 1e11dn1cia. 

~ 65. Modelado de datos Se prueba un vehículo experimental 
en una pis1a recta. Parte del reposo y su \'elocidad ,, (en metros 

por segundo) se registra en kt tabla cada 10 segundos durante 
un mrnulo. 

t OI02030405060 

\' O 5 2 1 40 62 78 83 

(a) Use una herramienta de grnficación para dctenninar un 
modelo de la forma v = at3 + bt2 + el + d para los datos. 

(b) Uti lice una hemmienta de grnficación para dibujar los da• 
tos y hacer la gráfica del modelo. 

(c) Uti lice el lt-orema fundamental del cálculo para aproximar 
la distancia recorrida por el vehículo durante 111 prueba. 

... ¿CÓMO LO VE? En la figura se muestra la gráfica 
de/ Lo región sombreada A tiene un área de 1.5. y 
/g f(x) ,lx = 3.5. Use esta información para comple• 
tar los espacios en blanco. 

(a) f J(x)dx = 

(e) f if(,)I dx • 

(e) f [2 + /{.t)Jd.r = 

(b) r /(x) dx: 

(d) f -2/(.r)dx• 

(f) El vak>rpmmediode/ en el intervalo 10, 6) es 



48 Unidad 1 La integral definida y el teorema fundamental del calculo 

Eva luar una integral definida En los l.'jl.'rcic ios 67-72, dc-
11.'rmine F como una función de x V cvulúl.' e n x = Z. x = 5 ,, 
x = 8. · · 

67. F(.t) • f (4t - 7),/J 

68. F(r) • f (tl + 21 - 2),11 

i, 20 
69. F(.t) = --,tfr ,. J,

, 2 
70. F(.t) = 

2 
- ¡1d1 

71. F(.,') = f cos 6 tl6 72. F(.r) = L sen 6 tl6 

73. Analizar una funciOn Sea 

g(x) • L /(1)d1 

donde/ es la función cuya gráfica se muestra en la figura 

(a) Calcule g(O). g(2). g(4). g(6) y g(8). 
(b) Determine el intervalo abierto más grande sobre el cual g 

está creciendo. Encuentre el intervalo abierto más grande 
en el que g decrezca . 

(e) Identifique cualquier extremo de g. 
(d) Dibuje una gráfica senc illa de g. 

Figura para 73 Figura para 74 

74. Analizar una función Sea 

g(x) • L' /(r) dt 

donde fes una función cuya gráfica se mue5tra en la figura. 

(a) Calcule g(O). g(2). g(4). g(6) y g(8). 
(b) Encuentre el intem1lo abierlo más grande en e l cual gesté 

creciendo. Detennine el intervalo abierto más grande e n el 
que g decrece. 

(e) Identifique cualquier exlrcmo de g. 
(d) Dibuje una gráfica sencilla de g. 

Comprobar y detenninar una integral En los ej ('rcicios 
75-80, (a) integre para ddem1in11r F como una función d(' x y 
(b) demues tre el segundo teorema funda me ntal del Clllculo 
derfra ndo el resultado del inciso (a). 

75. F(.r) = f (r + 2)t/i 76. F(.r) = f 1(t! + l)t/J 

77. F(.r) • f: ifrd1 78. F(x) • f Ji dr 

79. F(x) • f scc2 r dt ""· F(x) • f scc I tan t tlt .,. .,, 

Usar el segundo teorema fundamental del cálculo E n 

los eje rcicios 81-86. utilice el segu ndo teorema íundamental del 
cálculo para encontrar F ' (x). 

81. F(x) • f
1 

(r2 
- 21)d1 82. f ,, F(.t)• ;T+Tdl 

83. F(x) = L 
1 

✓,.+7" ,Ir 84. F(.r) = f if,d1 

85. F(.t) • [ tcos1th 86. F(.t) • L' scc1 
1 tfl 

Encontrar una derivada En los ejercicios 87-92. 
CllCU('llfr('F' (x). 

87. F(x) • f ,,._
2 

(41 + l)tlr 88. F(x) • L.r3 d1 

89. f"(x) • L'"'d • .fi dr "'· F(.t) • f' ~dr 

' ' 
91. r F(x) = scnr2 tlt 92. F(x) = L' sen 9z d6 

93. Análisis gráfico Aproxime la gráfica de gen el intervalo 
0 :S:.r:S:4. donde 

g(x) = [ /(r) ti!. 

Identifique la coordenada x de un extremo de g. Para imprimir 
una copia ampliada de la gráfica. "isitc MalhGraplu.com 

' .~· 
9J. Área El área A entre la gráfica de la función 

¡;(r)= 4-~ 

y e l eje I e n el intervalo 11 xi es 

A(x)= f (4-~),11. 
(a) Detennine la asíntota hori1.0n1al de la gr:ífica de g. 

(b) Integre para encontrar A como una función de x. ¿La grafi-

ca de A liene una asínlota horizontal? Explique. 

Movimiento de partículas En los ejercicios 95-100, Ja fun­
ció n de la , ·elocidad. en p ies JH)r st>gundo. esh'Í dada pa ra una 
pa rtícula que se m uC\·e a lo largo de una línea reela. Eneue nl.re 
(11) el desplauu ni('nlo y (b) la dista ncia total que la par tíeu)a 
reeorre en el inten a lo dado. 

95.1•(r)=S1 - 7. os,s3 

96. 1•(t): f- - I - 12. 1 S / S 5 

97. 1·(r) - r3 - IOr! + 271 - 18. 1 s t s 7 

98. 1·(r) - r3 - sr- + 151. o s, s 5 



99. 1'(1) • 7,. 1 :S I S 4 

100. 1,(1) •cos /, O :S t :S Jw 

101. Movimiento de partlculas Una partícula se mueve a lo 
largo del eje .r. La. posición de la panícula en el tiempo I está 
dada por 

x(t) • ,1 - 6,~ + 91 - 2. O s 1 :s 5. 

Encuentre el dcspla1~1micnto total que la partícula recorre en 
5 unidades de tiempo. 

102. Movimiento de partículas Repita el ejercicio 101 para 
la función posición dada por 

x(t)•(t- 1){1 - JF, Os r :s5. 

103. Flujo de agua El agua fluye de un tanque de almacena­
miento a ra1.ón de (500 - 5t) litros por minuto. Encuentre la 
cantidad de agua que fluye hacia afuera del tanque durante los 
primeros 18 minutos. 

104. Filtración de aceite A la l :OOp.m .. empieza a filtrarse acei­
te desde un tanque a razón de (4 + 0 .751) galones por hora. 

(a) ¿Cuánto aceite se pierde desde la 1 :00 p.m .. hasta las 4:00 
p.m.? 

(b) ¿Cuánto aceite se pierde desde las 4:00 p.m. hasta las 7:00 
p.m.? 

(e) Compare los resultados de los incisos (a) y (bJ. ¿Qué ob-
seí\·a? 

Error de análisis En los ej ercicios 105-108. dl'SC'rilm por qui 
la expresión es incorrectu. 

105. 

106. ~ 

107. ~ 

~~ 108. ~ 

109. Experimento de la aguja de Buffon Sobre un plano ho­
rizontal se tra1.an rectas paralelas separadas por una distancia 

de 2 pulgadas. Una aguja de 2 pulgadas se lanza aleatoriamen­
te sobre el plano. La. probabilidad de que la aguja toque una 

21•r-P = - sen8d8 
ff ' 

donde 8 es el ángulo e ntre la aguja y cualquiera de las rectas 
parnlelas. Detennine esta probabilidad. 

1.4 Teorema fundamental del cálculo 4! 

110. Demostración Demuestre que 

d [f.'"' l d /(1) dt = /(l,(.r))1,tx) - /(11(x))11ix). 
t ~M 

¿Verdadero o falso? E n los l'j l'rt'icios 111 y 112, d l'tl'rminesi 
el enuncindo es , ·erdndero o ralso. Si es ra lso, explique por qué 
o proporcione un ejemplo que lo demuestre. 

111. Si F '(x) = G '(x) en el intervalo [a. b]. cnlonccs 

f -(b)- F(a) = G(b}- G(a). 

112. Si/es una continua en [a. h l, entonces/ es integrable en (a. hj. 

113. Anélizar una función Demuestre que la función 

/(x) • f /.' *,dr + E*, dt 

es cons1ante parn x > O. 

114. Encontrar la función Encuentre la func ión .ftx) y todos 
los valores de e tal que 

f j(1)dt • _r + x - 2. 

115. Determinar valores Sea 

do nde/ es continua para todo I real. Determine (a) G(O). 
(b) G'(O). (c) G"(.r) y (d) G" (O). 

PROYECTO DETRABAJO 

Demostración del teorema fundamental 
U1ilice una herramienta de graficación p.1ra representar la función 

y1 = sen2t 

en el intervalo OSI S n. Sea F(.r) la siguiente función dex. 

f {t) • f sen-21<1, 

(a) Complete la tabla. Explique porqué los valores de F están cre­
ciendo. 

F(x) 

(b) Uti lice la.~ funciones de integración de una herramienta de gra­
ficación para represen1ar f . 

(e) Use las funciones de derivación de una herramienta de grafi­
cación para hacer la gráfica de F '(.r). ¿Cómo se relaciona esta 
gráfica con la gráfica del inciso (b)? 

(d ) Compruebe que la derivada de 

y= ½,-¾ sen2, 
es sen11. Grafiquc y y escriba un pequeño párrafo acerca de 
cómo se relaciona esta gráfica con las de los incisos (b) y (e). 



50 Unidad 1 La integral definida y el teorema fundamental del cálculo 

1.5 Integración numérica 

El área de la región puede aproximarse 

util izando cuatro 1rupeeios. 
1-igurn 1.38 

El área del primer trapecio es 

~(,,); /(,,>](": ª) 
Fi11:ura IJ9 

■ Aproximar una inte gral definida utilizando la regla de l t rapecio. 
■ Aproximar una inte gral definida utilizando la regla de Simpson. 
■ Analizar los e rrores de aproximación e n la regla de l trapecio y en la regla de 

Simpson. 

La regla de l t rapecio 
Algunas funciones elementales simplemente no 1iencn antiderivadas que sean funciones 
elementales. Por ejemplo. no hay función elemental que 1enga alguna de l:i.s siguientes 
funciones como su derivada. 

ficosx. Jf-=-7. sen .r2 

Si nccesi1a ev::iluar un::i in1egral definid::i que implica un::i función euy::i an1iderivada no pue­
de ser delcnninada. el teorem::i fundamental del c:ilculo sigue siendo válido pero no puede 
aplicarse f:ícilmenle. En es1e caso. es más sencillo recurrir a un::i técnica de ::iproxima­
ción. En esta sección se describen dos de estas técnicas 

Una fonna de aproximar una integral definid::i es utilizar II trapecios. como se mues­
tra en la figura 1.38. En la formulación de este método. suponga que fes continua y 
positiva en el imervalo {a. bJ. Por tanto. la imcgral definida 

f f(x)dx 
representa el :írea de la región delimitada por la gr:ifica de f y el eje x. desde x = o 
hasta x = b. Primero. divida el intervalo [a. bJ en II subintcrvalos. cada uno de ancho 
Ar= (b - t1)/11. tal que 

t1 = x0 < .,·1 < x2 < · · · < x,, = h. 

Luego se forma un trapecio para cada subintervalo (vea la figura 1.39). El :irca del 
i-ésimo trapecio es 

Área del i-ésimo trapecio = [ /(x;-i)
2 
+ / (x;) ](b: "). 

Esto implica que la suma de las áreas de los II trapecios es 

Área=("~")[/(,,,); /(x,) + . .. + /(-'.-,)//(x.)l 

= (" ;, ")u<x,J + /(x,) + /(,,) + /(x, ) + ... + /(,,,_,) + /(x.)] 

= (" ;, ")u<x,) + 2/(x,) + 2/(,,) + · · · + 2/(x. _,) + /(x.)J. 

Haciendo .ó.x = (b - a)/11. se puede tomar el limite cuando 11 - oo para obtener 

,,'.!!!!., (" ~
1 
ª) [/(x0) + 2/(x1) + · · · + 2/(x,,_ 1) + /(.t ,.)] 

= }.'!'.:,[[/(") -¡(/,)] ,i, + ,t/<x,),i,] 
= }!."! [/(a) - f;~)](b - a) + }!."! ,t !(,,) ,ix 

= O + L''J(x),fr. 

El rc.'iultado se resume en el siguicn1e 1eorema. 



1.5 Integración numérica 5 1 

TEOREMA 1.13 la regla del trapecio 
Sea/ continua en (a. b]. La regla del 1rapccio para aproximar fif(x) d"( 
está dada por 

rb b - " J,, f(x) <1, - ~ [/(,0) + 2/(x,) + 2/(xJ + · · · + 2/(.,-._ ,) + /(.,~)]. 

Además. como 11-00. el lado derecho se aproxima a .I:J(x) clx. 

• • • • • • • COMENTARIO Observe que los coeficientes en la regla del trapecio siguen el 
siguiente patrón. 

Cu:itrnintcrvalos 

Ocho subintemilos 

Aproximaciones trapezoidales. 
t•i~ura IAO 

l 2 2 2 2 2 1 

HfMt'liM•IH Aproximar con la regla del trapecio 

U1ilicc la regla del trapecio para aproximar 

L" scnxdx. 

Compare los resuhados para 11 = 4 y 11 = 8. como se muestra en la figura 1.40. 

Solución Cuando 11 = 4 . .ix = 1r/4. y obtiene 

r· "( " " 3" ) Jo scn.rd.r - g sen O+ 2scn¡ + 2 sen z + 2sen4 + scn1r 

- if(o + ..ti+ 2 + ./'i + o) 

- ,,(1 + ..ti) 
4 

- 1.896. 

Cuando 11 = 8. d .r = -rr/8. y obtiene 

r· "( " " 3" " Jo scn.rd.r- 16 scn0+2scn¡ +2scn¡+2seng+2scn 2 
5-rr 31r 71r ) + 2seng + 2scn4 + 2sens + sen1r 

"( ¡;; " J,,) =u; 2+2-.,2 +4scn¡+4seng 

- 1.974. 

Para esta integml particular. podría haber encontrado una antiderivada y determinado 
que el :írea exacta de la región es 2. ■ 

[:> TECNOLOGÍA La mayoría de las herramientas de graficación y sistemas alge-
• braicos compu1ari1.ados cuen1a con programas incorporados que se pueden utili1.ar para 

aproximar el valor de una integral definida. Utilice un programa de este tipo para aproxi­
mar la integral en el ejemplo l. ¿Qué tan precisa es su aproximación? Cuando utiliza 
uno de estos programas. debe tener cuidado con sus limitaciones. Muchas veces. se le 
d:i. una indicación del grado de exactitud de l:i. aproximación. Otras. se le puede d:i.r una 
aproximación por completo equivocada. Por ejemplo. utilice un programa de integra­
ción numérica incorporada para calcular 

fl .!.,Jx. 
-1 X 

L..'l herramienta de graficación producirá un mensaje de error. ¿no es asf? 
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Es interes~mte comparar la regla del trapecio con la regla del punto medio que se dio 
en la sección 1.1. En la regla del trapecio, se promedian los valores de la función en los 
puntos terminales de los subinte rvalos. pero la regla del punto medio loma los valores 
de la función de los puntos medios de los subintervalos. 

L" " (-';+X; ') J(x)dx - Lf --
2
--- A x 

u l •I 

Rcllla del punto medio 

(' J(x) dx • :t ( /(<;) +/(';- ')) t.x 
J., ,- 1 

Rcgladcl1mpccm 

Hay dos puruos impor1an1es que deben señalarse respecto a la regla del trapecio (o 
a la regla del punto medio). Primero. la aproximación tiende a volverse más exacta a 
medida que II aumenta. Así. en e l ejemplo 1. si 11 = 16. la regla del trapecio produce una 
aproximación de 1.994. Segundo. aunque se podría utilizar el teorema fundamental para 
calcular la integral en el ejemplo 1. este teorema no puede utili1.arsc para calcular una 
integral tan simple como 1o•scn.r llx. debido a que sen .r2 no tiene una antiderivada ele­
mental. Sin embargo.es posible aplicar la regla del trapecio para evaluar esta integral. 

Regla de Simpson 
Una manera de ver la aproximación que pcnnitc la regla del trapecio de una integral 
definida consiste en decir que en cada subintervalo se aproxima /por medio de un po­
linomio de primer grado. En la regla de Simpson. que recibe ese nombre en honor del 
matemático inglés Thoma.s Simpson (1710-1761). se lleva este procedimiento un paso 
adelante y /se aproxima mediante polinomios de segundo grado. 

Antes de prescmar la regla de Simpson. considere e l siguiente teorema sobre las 
integrales de polinomios de grndo 2 (o menor). 

TEOREMA 1.14 Integral de p (x) =Ax'+ Bx + C 

Si p(.r) = Ac2 + Bx + C. entonces 

f p(x)dx = (" ~ ª)[1,(a) + 4p(ª; b) + ,,(l,)l 

Demostración 

f p(.r) {Ü' = L" (A? + Bx + C) dx 

=[tt;~ +~+ex]: 

= A(bJ 3- a l) + B(/,2 2- a2) + C(b - a) 

= (b; {')(2A(a2 + ab + b2) + 3B(b +a)+ 6C] 

Mediante la expansión y fa agrupación de ténninos. la expresión dentro de los corchetes 
se convierte en 

[ (b + ")' (b + ª) ] (Aa2 +Ba+C)+4A-
2

- +B-
2

- +C +(Ab2 +Bb+C) 

p{•) p{b) 

y se puede escribir 

f.• (b - ")[ (" + b) l .. r(.(),lx= -6- 1'(")+4,,-2- +,,(/J). 

Consulte La,sonCakulus.oom para ver el video de Broce Edwards de esra demosrradón. il 



L' p(.,·) tfr - { ' J(x) dr 

Figura 1.41 

. . . . . . . . . . . . . . . . . ·t> 
:. •COMENTARIO Observe 

que los coeficientes en la regla 
de Simpson 1iencn el siguiente 
patrón. 

1 4 2424 ... 4241 

., ,COMENTARIO En 13 sec­
ción l. l. ejemplo 8. la regla del 
punlo medio con 11 :::::: 4. aproxi~ 

ma L ... scnx dx a 2.052. En e l 

ejemplo 1 • la regla del trapecio 
con 11 :::::: 4 da una aproxima­
ción de 1.896. En e l ejemplo 2. 
la regla de Simpson con 11 :;;: 4 
produjo una aproximación de 
2.005. La antiderivada produci­
ría el valor verdadero de 2. 

: ................ ·t> 

1.5 Integración numérica 5~ 

P:ua formular l:1 regla de Simpson con el fin de aproximar una integral definida. se 
dh•ide e l intervalo fa. b] en II subimervalos. cada uno de ancho d x = (b - t1)/11. Sin 
embargo. csla vez se requiere que II sea par. y los subinlervalos se agrupan en pares tales 
que 

En cada subinlervalo (doble) lx, - 2.,·,]./se puede aproximar por medio de un polinomio 
p de grado menor que o igual a 2. (Vea e l ejercicio 47.) Por ejemplo. en el subin1ervalo 
[x0• x2J. elija el polinomio de menor grado que pasa a través de los puntos (xo-y0) . (x1• y1) 

y (x2, y1). como se muestra en la figura 1.41. Ahora. utilizando¡, como una aproximación 
de/ en cslc subintervalo. por el teorema 1. 14 se tiene que. 

L' /(x) tlx - L' p(x) tfr 

= X2; Xo[p(xo) + 4p(xº; .\'2) + p(x2)] 
~ 2[(b ~ a)/,,] [p(x

0
) + 4p (x,) + p(x,)] 

- b ;, a[/(.,,) + 4j(.,,) + j(.,,)]. 

Repitiendo este procedimiento en e l intervalo completo [{l. bl se produce e l siguiente 
teorema . 

TEOREMA 1.15 La regla de Simpson 

Sca/cominua en (a. h] y sea II un entero par. La regla de Simpson para aproximar 
f!/(x) d,· es 

f.' b - a 
J(x) "' • -

3
-[f(,,) + 4j(x,) + 2J(xJ + 4j(.,,) + • 

" " 
+ 41(,. _,) + j(x.)]. 

Además. cuando 11 - oo, el lado derecho tiende a f! J(x) (fr. 

En el ejemplo 1. la regla del trapecio se utilizó para calcular ¡; sen .,· ,Jx. En el si­
guiente ejemplo. se aplica la regla de Simpson a la misma integral. 

Aproximar con la regla Simpson 

; • • • t> Consulte LarsonCa/cu/us.com para una versi6n interactiva de este tipo de e1emplo. 

Utilice l::i regla de Simpson para aproximar 

L ... senx,fr. 

Compare los resultados para 11 = 4 y 11 = 8. 

Solución Cuando 11 = 4. se tiene 

(• rr ( rr rr h ) Jo scnx,fr - l2 sen0+4 scn¡+2sen2 +4sen4 + scn1r • 2.005. 

Cu:1ndo11 = 8. ticne L ... scn xdx • 2.0003. • 
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■ l'AHA IN t•OH.!\IACIÓN ADICIONAL 

Para la.~ demostraciones de las fóm1ulas 
utilizadas par.a calcular los errores 
implicados en el uso de la regla del 
punto medio y la regla de Simpson. 
consulte el anículo ··Elcmenlary Proofs 
of Error Estimatcs for thc Midpoint 
and Simpson's Rules". por Edward 
C. Fazekas. Jr. y Peter R. Mercer. en 
,\tatl1e111atics /llaga;J11e. Para ver este 
aniculo. visite Ma1IIArticlu.ca111. 

(> TECNOLOGÍA s; ,;ene 
• acceso a un sistema algebraico 

por computadora. uti lícelo para 
calcular la integral definida del 
ejemplo 3. Podría obtener un 
valor de 

f~,lx 
~½[Ji+ In (1 + -./2)] 

- 1.14779. 

(El símbolo "In .. representa la 
función logaritmo natural. 

1.144 :S f ./1+7,fr :S 1.164 

Figura 1.42 

Análisis de errores 
Al usar una técnica de aproximación. es imponante que conozca la precisión del resul­
tado. El siguiente 1eorcma. que se enuncia sin demostración. proporciona las fórmulas 
para calcular los errores que implican el uso de la regla de Simpson y de la regla del 
trapecio. En general. cuando se realiza una aproximación piense en el error E como la 
diferencia entre I,; /(x) dx y la aproximación. 

TEOREMA 1.16 Errores en la regla del trapecio y en la de Simpson 

Si/tiene una segunda deri"ada continua en [a. b). entonces el error E al aproximar 
J: /(:r) dx por medio de la regla del trapecio es 

(b - a)' • IEI S -,¡;;,[máx 1/ (x)I], as x s b. Regla del IDpc.:io 

Además, si tiene una cuana deri\'ada continua en /a. bJ, entonces e l error E al 
aproximar J!J(x) ,J.r mediante la regla de Simpson es 

IEI :S (hl;,;?'rmáx ¡¡<4)(x)I], ll ~ X :S b. Ri:¡;ladcSimJNlfl 

El teorema 1.16 establece que los errores genendos por la regla del trapecio y la 
regla de Simpson tienen cotas superiores dependientes de los valores extremos dcr(:c) 
y /41(.r) en el intervalo [(l. b]. Además. estos errores pueden hacerse arbilrariamenle pe­
queños i11creme11ta11do 11. siempre quer y /"1 sean continuas y. en consecuencia. acota­
das en (a. bJ. 

lf fü(/í9i•fi Error aproximado en la regla del trapecio 

Detcnnine un valor de II tal que la regla del trapecio se aproxime al valor de 

L~dx 
con un error menor o igual que 0.01. 

Solución Comience haciendo /(:r) = ~ y encontrando la segunda derivada 
def 

j'(,) = x(I + x')-'i' y j"(,) = (1 + x')-'i' 

El \'alor máximo de lf"'(.r)lcn el intervalo lO. 1) es lf"'(O)I = l. Por tanto. por e l teorema 
1.20. puede escribir 

(b - a)3 ,, 1 1 
IEI s ----¡-f,;, I/ (O)I = ¡z,,,(1) = ¡z,,,· 

Para obtener un e rror E menor que O.D I. debe elegir II tal que 1/(12112) :S 1 / 100. 

100 s 12112 
- 11 o!: ./W - 2.89 

Así. puede elegir 11 = 3 (debido :i. que II debe ser mayor o igual a 2.89) y aplicar fa regla 
del trapecio. como se ilustra en la figura 1.42. pam obtener 

f Jf'+'? ,fr - ¼[ Jl'+o' + 2 ✓ 1 + (l)' + 2 ✓ 1 + (l)' + Ji"'+1'] 

- 1.154. 

Por tanto. al sumar y restar el error de esta estimación. sabe que 

1.144 :!, f Jf+7,fr !S: 1.164. ■ 



1.5 Integración numérica 5~ 

1. 5 Eje re i e i os ~:::~::1~:!~~a~ª' com para un lutcmal da ayuda y solUCIOllts traba¡adn da los a1erc1c1os con 

Usar la regla del trapecio y la regla de Simpson En los 
ejercicios 1-IO, use la regla del trapecio y la regla de Simpson 
para aproximar el ,·alor de la integral delinidn para un valor 
dado de 11. ROOondee la respu~a hasta cuatro dKinmles ~, com. 
pare los resultados con l'I ,·alor exacto de la integral definida. 

1. L\r,1.x. 11= 4 

3. 12

.r' dx. 11 _ 4 

5. f .r' dr, 11 • 6 

1.[ ../xdx. 11 =8 

9. f (x: 2)l ,fr. " • 4 

10. 12 
.r.¡?"+1 ,lx. 11 • 4 

2. f {~+ t)dr. 11=4 

4. iJ~ lfr. 11•4 

6.f }Íxdr.11 •8 

8. f (4 - .r2) d.J.·. 11 = 6 

Usar la regla del trapecio y la regla de Simpson En los 
ejercicios 11-20, aproxime la inll'gral definida utili1.undo la re­
gla del trapecio y la regla de Simpson con 11 = 4. Compare eslos 
resultados con la aproximación de la integral utilizando una 
herr111nil'nh1 de graficación. 

11 . f ~ ,Lr 

IJ. L ./x./f"=xdx 

IS. 
( ;¡, 

scn x?dx 

17. r 3 

cos.rld,· 

20. r /(.,),lx. /(x) • { ~_;". 

l. 

f 1 12. ,..l'i""+? dr 
o 1 + . 

14. ¡• ./xsen.rd1' 
,r. 

16. 
r¡¡ 

0 

mnx2df 

18. r 0 
J I + sen2xdx 

x>O 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

21. Aproximaciones polinomiales La regla del trapecio 
y l:i regla de Simpson producen aproximaciones de una i111e­
gral definida /!J(x) ,ir ba.~as en aproximaciones polino­
miales de f. ¡, Qué grado de polinomio se usa para cada un:1? 

22. Describir un error Describa la dimensión del error 
cuando la regla del trapecio se utiliza para aproximar 
J: /(x) dr cuando /(.J.·) es una función lineal. Explique su 
resultado con una gráfica. 

Estimar errores En los ejercicios 23-26. utilice las fórmulas 
de error del teorl'ma 1.20 para calcular el error en la aproxima­
ción de la integral, con 11 = 4, utiliwndo (a) la regla del tra¡K'Cio 
~, (b) la regla de Simpson. 

23. f 2.r'dx 24. f (5x + 2)dx 

25. f 1 '(,- l)'d< 
26. L" COS .l' d X 

Estimar errores En los ejerdcios 27-30. utilice las fórmulas 
del l'rror l'n d teorema 1.20 con el fin de l'ncont.rar II tal que 
el error en la aproximación de la integral dt>finida sea ml'nor 
que 0.00001. utilizando (a) la regla dd trnpecio y (b) la regla 
de Simpson. 

27. f." 28. f 1 - dx - dx 
X O 1 + X 

29. f ./rTidr JO. r ll sen xdr 

Estimar errores utilizando tecnología En losejerciciosJl-34. 
utilice un s islt>nu1 algl'brniro por computadora ,. lns fórmulas 
del error para determinar II de manera que el error en la apro-­
xinmción de la integral dl'finid:1 sea menor qut> 0.00001 , ulili. 
zando (a) la regla dt>I trapecio y (b) la regla de Simpson. 

31. f ./l+xd1' 32. f (x+ 1)2/3 ,Lt 

33. L' tan.J..J. dr 34. f scn .t2 dr 

35. Encontrar el área de una región Aproxime el área de la 
región sombreada utilizando 

(a) la regla del trapecio con 11 = 4. 
(b) la regla de Simpson con 11 = 4. 

Figura para 3S f igura para 36 

36. Encontrar el área de una región Aproxime el área de la 
región sombreada utilizando 

(a) la regla del trapecio con 11 = 8. 
(b) la regla de Simpson con 11 = 8. 

37. Area Utilice la regla de Simpson con 11 = 14 para aproximar 
el área de la región acolada por los gráficas de y • ../4 cos x. 
)'= O.x=Oy_r= 7rf2_ 
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38. Circunferencia La integral elip1ica 

8.,/31•/2 j1 - ~ sen2 9d9 

proporciono la circunferencia de una elipse. U1ilicc la regla de 
Simp~on con 11 = 8 para oproximnr 111 c1rcunfcrencia. 

• • 39. Topografía • • • • • • • • • • • • • • • • • • • . . 
Utilice la regla del 
trap«10 para calcular el 
número de metros 
cuadrados de tierra en 
un lote donde .r y ~· se 
miden en metros. como 
.se muestra en la figura. 
La tierra es acotada por 
un rfo y dos caminos 
rectos <¡lle se junton en 
ángulos rectos. 

40. ¿CÓMO LO VE? La función/(x) es cóncava hacia 
arriba en el intervalo 10, 21 y lo función g(.r) es cóoca· 
va hacio abajo en el intervalo 10. 21. 

/(,) 

(a) Utilizando la regla del trapcc1ocon 11 = 4. ¿qué in1egral 
se sobrccstimó? ¿ Qué integral se ~ubcs1imó? Explique 

(b) Qué regla usaría para aproximacK>ncs máll eltactas de 

/;/(x) dr y t g(x) d.f. ¿la regla del lrapceio o la regla 

de Simpson'? Eltplit¡ue ~u ra7.onamiento. 

41. Trabajo Para de1cm1inar el tamaño del motor requerido 
en la operación de una prensa. una compai'lfa debe conocer 
la cantidad de trabajo reali1.ado cuando la prensa mueve un 
objeto linealmente 5 pies. La fuerla \"ariable para dc:spla1.ar 
el objeto es 

F(.r)=IOOx~ 

donde F está dada en libras y x produce la posición de la 
unidad en pies. Utilice la regla de Simpson con 11 "" 12 p..1ra 
apcoxinur el trabajo W(en pies.libras) realizado a tra\·és de 
un ciclo si 

\V= f f(.r)dx. 

J 2. Aproximar una función La tabla presenta varias med1• 
c iot1Cs recopiladas en un expcnmcnlo para aproximar una fun­
c ión continua desconocida y = ft:r). 

.r 0.00 0.25 0 .50 0.75 1.00 

y 432 436 4.58 5.79 6.14 

X 125 1.50 1.75 2.00 

·' 125 7.64 8.08 8.14 

(a) Aprolt imc la in1cgral 

f /(x)dr 

u1ilizando la regla del trapecio y la regla de Simpson. 

(b) Utilice una herramienta de graficación para encontrar un 
modelo de la formo J "" ux' + b.rl + ex + d par.11 los 
datos. Integre el pohnomio rcsultanle en ¡o. 21 y compare 
el resultado con el mciso (a). 

Aproximar Pi En los ej en-icios ,U y 4.1. utilKe la regla de 
Simpson con n = 6 pana aproximar 1r utiliu mdo la ecuación 

dada. 

L
l /2 Ó 

43. 1r - ..,/1=-? d.r L' 4 
44. 1r • -

1 
- 2 d.r 
+x 

45. Usar la regla de Simpson Use la reglo de Simpson con 
11 :::: 10 y un sistema algebraico por computodora para aproxi• 
mar ten la ecuación integral 

f scn ../xd.r = 2. 

J6. Demostración Demuestre t¡uc la regla de Simpson es 
exacta al aproximar la integral de una función polinomial cú­
bica. y demuestre el resultado con 11 = 4 para 

fr,fr. 
47. De mostración Dcmuc.~tre que puede encontrar un polino-

mio 

p(r) • Ar!+ B.r+C 

t¡uc pasa por cualesquiera de los tres puntos{.r1. y 1) . (.r! ,YJ y 
(.r1• y1~ donde las X; son distintas. ---



Encontrar una integral indefinida En los ejeN'icios 1-8, en. 
cuentre la inte,gral indefinida. 

1. f (r - 6)dr 

3. f (4.r2 +X+ 3)dx 

;. f ~dt -~ 
1. f (2.r-9stnx)dr 

2. f µA+ 3)dr 

4. f -k(Ú 
f _¡;2 + 2.t- 6 

6. --,-. -

8. f (5cosx - 2seclx)dr 

Detenninar una solución especial En los eje rcicios 9-12. 
encuentre la solución particular tiue satisfaga la K uación dife. 
rencial }' las condiciones inic.ia les. 

9. j'(x) = -6.,./(1) = -2 

10. /'(<) = ,.,, + 1./(0) = 7 

11. /'(<) • 24.<./'(- I) • 7.J(I) • -4 

12. r(x) • 2 cosx.f'(0) • 4./(0) • -5 

Campos direccionales En los ejercicios 13 )' 14. se dan una 
« uación diferencial, un punto y un campo direcc.iona l. (a) Di­
buje dos soluciones aproxinmdns de l:1 « uación diferencial en 
el campo direcciona l. una de las cuales pasa a trn,·és d l'I punto 
indicndo. (Parn imprimir una copia ampliada de la gráfiea, ,.¡. 
sil e Matl1Articlnco111. ) {b) Utilice la inlegrnción parn encontn r 
la solución pa rticuhir de la « uación diferl'ncial J utilice una 
herramienta de grnficación para representar la solución. 

13. ~ = 2x - 4. (4. -2) 
d)1 1 , 

14. -;¡; = fr - 2.r. (6. 2) 

_,, 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 
11 ·-• 

15. Velocidad y aceleración Se lanza una pelota hada arri­
ba ,·cnicalmcntc desde el nil·el del suelo con una velocid:id 
inicial de 96 píes por segundo. Utilice (1(1) = -32 pies por 
segundo cuadrado como la aceleración debida a la gravedad. 
(Ignore la resistencia del aire.) 

(a) ¿Cuánto tardará la pelota en alcan1..ar su altura máxima'? 
(b) ¿Cuándo la \'clocidad de la pelota es la mitad de la \'eloci-

dad inicial'? 
(c) ¿A qué altura eslá la pelota cuando su ,·elocidad es la mi­

tad de la wlocid:id inicial'? 

Ejercicios de repaso 5i 

16. Velocidad y aceleración La velocidad de un au1omóvil 
que viaj a en línea recta se reduce de 45 a 30 millas por hora 
en una distancia de 264 pies. Encuentre la distancia en la cual 
el automóvil puede llegar al reposo a partir de una \'Clocidad 
de 30 millas por hora. suponiendo la misma desaceleración 

l 7. Velocidad y aceleración Un a\·ión que está despegando 
de una pista recorre 3600 pies ante.'i de elcvam. El avi6n pane 
desde el reposo, se despla,..a con acdemción constante y efectlla 
el recorrido en 30 segundos. ¿A qué velocidad despega'? 

18. Modelado de datos La tabla muestra las ,·elocidades (en 
millas por hora) de dos carros sobre una rampa de acceso a una 
carretera interestatal. El tiempo I está en segundos. 

, ,,, \·~ 

o o o 

5 25 21 

10 7 " 
15 16 51 

20 29 60 

25 45 64 

30 65 65 

(a) Reescriba las \'elocid:ides en pies por segundo. 
(b) Use las capacidades de regresión de una herrnmie111a de 

g raficación para encontrar los modelos cuadráticos para 
los datos en el inciso (a). 

(c) Aproxime la distancia recorrida porcada carro durante los 
30 segundos. Explique la diferencia en las distancias. 

Encontrar una sumatoria En los ejercicios 19 y 20. encuentre 
la sumatoria. Utilice la capacidad de sumatoria de una herramienta 
de graficación para comprobar su resultado. 

19. t(5i- 3) 

Usar la notación sigma En los ejercicios 21 y 22, utilice la 
notación sigma para l'SC'ribir la suma. 

2 1. 3:1) + 3(~) + 3/3) + . . + 3(:0) 

2'· W(~l' + W(~l' + · · · + m(~l' 
Evaluar una suma En los ejercicios 23-28. utilice las propie­
dades de fa sunrntoria ~-el teorema 1.2 para C\'aluar la suma. 

" 24. ~ 5¡ 23. i,• 
~ 

26 . • ~ (3i - 4) 25. i2¡ 
" 28. ;fr. i(i1 

- 1) 27. i(i+ I)? 
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Encontrar sumas superiores e inferiores para una re­
gión En los l'jl'rcic ios 29 J 30. utilice sumassupl'riores e iníe­
riores 1m m aproximar el á rea de la región en el número indica­
do de subintl'nalos (de igual ancho). 

JO. y= 9 -¼x1 

' 

& . 
Calcular el área por la definició n d e limite En Los l'jucicios 
31-34, utilicl' l'I procl'SO d l' límite para detem1imir el área de la 
región l'ntrc la gráfirn de la función y el eje x l'n el inll'rvalo d11do. 
Dibuje la región. 

31. )' = 8 - 2r. [0.3] 

33. )' - 5 - _..?, [-2. 1] 

32. y = .r1 + 3. [o. 2] 

34. )' - ¼x1, [2, 4] 

35. Encontrar e l ilrea por la definición limite Utilice el 
proceso de límite para encontrar el área de la región limitada 
porx = 5.v-~,.i __ r = O . . \' = 2 Y.' '= 5. 

36. Sumas s upe riores e inferiores Considere la región ::ico­
tad::i por y= 11u.~• = O,x = Oy.r = h. 

(a) Dctcnnine l::i sum::i superior e inferior para ::aproximar el 
árc::i de l::i región cuando .6.x = l,/ 4. 

(b) Dctcnnine l::i sum::i superior e inferior para ::aproximar el 
área de l::i región cuando A.r - 1,/n. 

(c) Encuentre el área de la región dcj::indo que II tiende a in­
finito en ambas sumas en el inciso (b). Demuestre que en 
c::ida caso se obtiene l::i fónnula p::ira el área de un trián­
gulo. 

Escribir una integral definida En los ejercicios 37 J 38. 
Formule una intl'gral definida que produzca el área de la región. 
(No evalúl' la intl'gnal.) 

37. /(.r) • 2r + 8 38. /(.r) • 100 - :i! 

Evaluar una integral definida por medio de una fórmu­
la geométrica En los ejercicios 39 y 40. d ibuje la región 
CUJa área estú dada por la integral definida. Lul'go. utilice una 
Fórmula geomét r ica para e,·a lua r la integrul. 

39. f (5 - lx - 51) dx 40. f" J36 - X-tlr 

41. Usar de las propiedades de las integrales definidas 
Dad~ 

f /(x),Lr - 12 y f g(x),lx • 5 

evalúe 

(a) f [J{r) + g(x)] ti.'- ( b) f [/M - g{r)] dr. 

(c) f [2/(.r) - 3g(.r)] dr. (d) f 7/(x),fr. 

42. Usar las propiedades de las integrales definidas 
Dadas 

f /(x)dr= 4 y f 1(.r),fr=- I 

evalúe 

(a) f /(x),fr. (b) f / (x)d.1. 

(c) f /{r)dr. (d) f -10/{x)dr. 

Evaluar una inte gral definida En los ejercicios 43-50, utili­
ce el teorema fondamenta l del cálculo para e ,·alua r la intl'gral 
definida 

43. f (3 + x) tl.r 44. f (P - l)dt 

45. f
1 

(4r3 - 2r) ,h 46. f (.r' + 4.r - 6)dr 

47. [ ,.r,,, 48. f(~ +,)d, 
49. r•I• l sen 6tl6 

50. f •P• secltdt 
-•I• 

Determinar e l área de una región En los ejercicios 51 y 52. 
determine el área de la región dada. 

51. y=sen .\' 52. y=x+cosx 

I 1 

•Vf\. , :U 
~~ 

Encontrar e l área de una región En los l'jereicios 53-56. 
encuentre d área de la región limitada por las gráficas de las 
ecuaciones. 

53. y = 8 - x.x = O.x = 6. y = O 

54. y= -x2+x+6. y= O 

55. y=.r-.r-1 .. \'=0.x= 1.y= O 

56. y- ./x(J - x).y- O 



Encontrar el valor promedio de una función En los ej er­
cic.ios 57 v 58, encuentre el ,·a lor medio de la funci6n en el inler­
,,a lo indi~ado. Dctem1inc los valores de x en los cuales la fun­
ción tomn su ,·a lor medio y grnfique la función. 

57. /(x) • 7,· (4. 9] 58. /(,} - x'. [o. 2] 

Usar el segundo teorema fundamental del calculo En 
los ejercicios 59-62. utilice el segundo teorema fundamental del 
cálculo para encontrar F'(xJ. 

59. F(x) = f t2 ./f+?dt 60. f(x) = f * d, 

6 1. F(x) • fJ (11 + 31 + l )tlt 

62. F (x) - f csc2 1d1 

Encontrar la integral indefinida En los ej ercicios 63-72. en­
cuentre la integral indefinida. 

63. f ,, 
R"+}d.f 64. fn-c-lJI?'"Tidx 

65. f x( I - 3.rl)•,fr 66. f X+ 4 
(,'+'-'-7)''' 

67. f sen1xcosxdr 68. f xsen 3x2dx 

69. f cos 8 ---d8 
~ 

10. J~dx ,Jrosx 

71. f (I +sec mfSCC TrX l3nTrXdx 

72. f St.-c 2r tan 2r dr 

Campos direccionales En los l'jercicios 73 y 74. se dan una 
« uación difen>ncinl y un campo direccionul. (a) Dibuje dos so­

luciones aproximadas de la K uación d iíl'rencial en el cam po 
direccional. una de las cuall's pasa por d punto indicado. (Para 
imprimir una copia amplinda de la gr.í fica, visile Ma1IIArlicles. 
com.) (b) Ulilice la integración piua determinar la solución 
particular de la ec:uación diíl'rencial y u.se una hl'rrnmienla de 
graficación para represenlar la solución. 

73. ;t = x~. (O. -4) 74. ;t = -4ncn(.r). (0,0) 

-\\\\2 /l/1/-
-\\\\\ /1111-
-\\\\\ /l/11-
-\\\\\ //1//-

-J 1 1 1 1 \ / / 1 1 / J 
-\\\\\ /J/11-
-\\\\\ /J/11-
- \ \ \ \ \ / I 11 1-
- \\ \\ \ /1//1-
-\\\\\ /J/11-
- \ \ \ \ \ / I 11 /-
- \ 1 1 '-4 / / 1 1 ,-

Ejercicios de repaso 5! 

Calcular la integral definida En los ej ercicios 75-82. c;1lc11-
le la integral definida. Ulilice una herramienta de graficación 
para comprobnr el resultado. 

77. f ~dr 

79. 2Trf {y+ 1).,,/T="y,t)· 

81. L cos :.!.,fr 
o 2 

76. f .t2 (.r' - 2)1 (Ú' 

78. f 3~dr 

KO. 2'"[, .~?.,.lx+J dx 

f
.,. 

82. sen 2x dx 
-•/4 

Encontrar el área de la región En los ejercicios 83 y 84, 
encuenlre el área de la región. Utilice una herramienta de gra­
ficación pnra comprobnr el resultado. 

83. [ x.Yx=i"dx 84. L.-/l [ros x + scn(lr)] dr 

85. Usar la función par Ulilice f l dr =~ para e,·::iluar 

cacl::i integral definida utili1.ando el teorema fund::imental de 
cálculo. 

(a) f2 

x
4 dx _, 

(e) L2 

3.t' dx 

(b) [ ~ x' dx 

(d) f 2 - 5.r' dx 

86. Ciclo respiratorio Después de ejercitarse durante unos 
minutos. una persona tiene un ciclo rcspiralorio para el cual la 
lasa de admisión de aire es 

Encucnlrc el volumen, en litros. de aire inhalado durante un ci­
clo mediante la integración de la función en el inter,.•::ilo JO, 2]. 

Usar la regla del trapecio y la regla de Simpson En los 
l'jercicios 87-90. utilice la regla dd tra¡>l'cio y la regla de Simp­
son con 11 = 4. )' use las capacidades de integración dl' una he­
rramienta de graficación para aproximar la integral dl'finida. 
Compare los resultndos. 

87. f ' - - - , tfr 
2 1 +.r 

88. f ·"" o i"='?'lx . ,. r 0 
Jxcosxdx '!O . 1• J I + scrrxdr 
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l . Usar una func1on Sea L{r) • -d1. x > O. .. f.'' 
'' (a) Encuentre L( 1 ). 

(b) Encuentre /.'(x) y L'( 1). 
(e) Utilice una herramienta de graficación para aproximar 

el valor <le x (hasta tres lugares decimales) para el cual 
L(.r) = l. 

(d) Demuestre que L(.r1 •• , 2) = L(.r1) + L(x2) para todos los 
valores positi\'os <le .r I y .r2. 

Arco parabólico Arquimides demostró que el área de un 
arco parabólico es igual a j del producto de la base y la altura 
(vea la figura), 

w - --·---• 
(a) Grafique el arco parnbólico delimitado por y = 9--~ y el eje 

x. Utilice una integral apropiada para encontrar el área A 
(b) Encuentre la base y la altura del arco y compruebe la 

fórmula de Arquímides. 
(e) Demuestre la fórmula de Arquímides para una parábola 

general. 

Calcular una suma y un limite En los ejerdcios 3 y ~. 
(11) escr iba el áre11 bajo la gnifka de la función dada de6nida 

en el intervalo indicado como límite. l, uego. (b ) calcule la suma 
del inciso (a), y (e) calcu le l!l límite utilizando el resultado del 

inciso (b). 

3. y =x• - 4.r1 + 4.r2. [0,2] 

( . f ·• n(,1 + 1)(211 + 1)(311~ + 311 - 1)) 
S11gl'rt11c,a: ,'!:\, • 

30 

5. Función de Fresnal La función de Fresnel S se define 
mediante la integral 

S(x) = L' sen(.!f),,,. 

(a) Trace la gr.ifica de la función y • scn( TTt)en el interva-
lo [O, 3]. -

(b) Utilice la gr.ifica del inciso (a) para dibuj ar la gráfica de S 
en el intervalo [O. 3]. 

(e) Ubique todos los extremos rcl:lli\·os de Sen el intervalo 
(O. 3). 

(d) Localice todos los puntos de inflexión de Sen el intervalo 
(O, 3). 

6. Apro,cimación La aproximación de la cuadrnturn gans ­
sia na de dos punlos para/ es 

f' /(x),fr-/(--'-) +t(-'-). _, ./3 ./3 
(a) Utilice esta fómlUla para aproximar 

f
1 

cos.rdx. 

Encuentre el error de la aproximación. 
(b) Utilice esta fónnula para aproximar 

fo -'-d, 
- 1 1 + .r2 . 

(e) Demuestre que la aproximación de la cuadratura gaussia­
na de dos puntos es exacta para todos los polinomios de 
grado 3 o menor. 

7. Extremos y puntos de Inflexión La gráfica de una fun­

ción/ consta de tres segmentos de tccta que unen a los puntos 
(0. O). (2. - 2). (6, 2) y (8. 3). La función f se define por medio 

de la integral. 

F(x) = f f(,) d,. 

(a) Dibuje la gráfica de/. 
(b) Complete la tabla. 

(e) Encuentre los extremos de F en el intervalo 10. 8). 
(d) Dctennine todos los puntos de inflexión de F en el inter­

valo (O, 8). 

8. Calda libre Galileo Galilei ( 1564-1642) enunció la si-
guiente proposición relativa a los objetos <le caída libre: 

El tiempo el/ ti que c,wlquier espacit, que se remr" por 
1111 cuerpo acelermlo 1mifom1emellle es ig11al al liempo "" 
el cual ese mismo l'spacio :re recorrerf,1 110rel mismo cuer• 
¡10 mol'ib1dose ,1 111rt, 1·elocidml 1111ifon11e c11_w, i'tllor es la 
11u,dia de la i·elocidatl mds t1lw del cuerpo t1ctltmdo y 
lll ,•elocitlad justo m1tes ,le q11e empiece la acelemció,1. 

Utilice las técnicas de esta unidad para comprobar esta pro­
posición. 

9. Demostración Demuc.me 

to. Demostración Demuestre 

f /(<)/t<) d,• j([/(b)]' -[/(u)]'). 

1 L Suma de Riemann Utilice una suma de Riemann para 
evaluar el límite 



12. Suma de Riemann Utilice una suma de Riemann para 
evaluar el límite 

13. Demostración Suponga que/ es integrable en la, bJ y O< 
m Sft..r) S M paro todox en el intervalo [a. b]. Demuestre que 

m(a - b) s r /(x)d, s M(b - a). 

Utilice este resultado pam calcular f ../í'+? dx. 

14. Uso de una función continua Sea/continua en el inter­
valo [O, bJ. dondeft..r) + ftb-x) ,' O en (O. bj. 

(a) Demuestre que ( " ( ) f(.1 ) ,lf = !!., • 
)0 /x +Jb-x 

(b) Util ice el rcsullado del inciso (a) para calcular 

f sen .,· dx. 
J0 sen (l -x)+senx 

(c) Utilice el resultado del inciso (a) para calcular 

l' fi ----d, 
o J;+ ./3=x . 

15. Velocidad y aceleración Un aulomóvil se desplaza en lí­
nea recta dumnte una hora. Su \"clocidad ,, en millas por hora 
en intervalos de seis minutos se muestra en la tabla. 

0.1 0 .2 0.3 0.4 0.5 

10 20 40 60 50 

r (horas) 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0 

,. (mi/h) 40 35 40 50 65 

(a) Elabore una gráfica ra,.onable de la función de velocidad ,, 
graficando estos puntos y conectándolos con una curva 
uniforme. 

(b) Encuentre los intcr.·alos abiertos sobre los cuales la acele­
ración a es positiva. 

(e) Encuenlrc la acelernción media del automóvil (en millas 
por hora cuadrada) en el intervalo 10. 0.41 

(d) ¿Qué significa la integral 

f 1•(1)d1 

Aproxime esta integral utili1.ando la re gin del trnpecio con 
cinco subintervalos. 

(e) Aproxime la aceleración en l = 0.8. 

16. Demostración Demuestre que si/ es una función continua 
sobre un inter.'alo cerrado [a. b]. entonces 

Solución de p roblemas 6 1 

17. Comprobar una suma Compruebe que 

,tj2 - 11(" + 1~211 + J) 

demostrando lo siguiente. 

(a) (1 + i)l - i3 :: Jj2 + Jj + J 

(b) (11+ l)l-,t(3i2 +3i+ 1)+ l 

(e) 
1
t/? == r,(11 + 1~2n + 1) 

18. Función integral del seno La función integral del M:no 

. ) r "'"' S1(x:: )o f"' 

se utiliza a menudo en ingeniería. La función 

/(r) = se," ' 

no está definida en l = O. pero su límile es I cuando l ➔ O. Por 
tanto. define ft0) :: 1. En ese caso/ es continua en todos lados. 
(a) Utilice una herramienta de graficación para representar 

Si(.r). 
(b) ¿En qué valores dcx. Si(.r) tiene máximos relativos? 
(e) Encuentre las coordenadas del primer punto de inOexión 

dondex > O. 
(d) Decida si Si(.l) tiene alguna asíntota horizonlal. Si es así, 

identificnr cada una. 

19. Comparación de métodos Sea 

/• f /(x),fr 

donde/se !llll(Stra en la figura. Sea que L(11) y N(11) represen­
tan las sumas de Riemann utilizando los exlremos del lado 
izquierdo y los extremos del lado derecho de 11 intervalos de 
igual ancho. (Suponga que 11 es par.) Sean T(n) y S(n) los va­
lores correspondientes de In regla del trapecio y de la regla de 
Simpwn. 

(a) Para cualquier 11. ordene L(n). R(11). T(n) e/ en orden cre­
ciente. 

(b) Aproxime S(4). 

20. Minimizar una integral Dt:tenninc los límites de integra­
ción donde li s h. la] que 

f (xl - 16)dx 

tenga valor mínimo. 
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2.1 Reglas básicas de integración indefinida 

REPASO DE LAS 
REGLAS BÁSICAS 
DE INTEGRACIÓN 
(a > O) 

l. J kJ(11)d11 = k f J(u) ,l11 

l. J [/(11) :i: g(11)] du • 

J J (11) d11 :1: f g(u)d11 

J. J t111 = 11 +C 

4. J,t' d11 • ,:l':'
1 

+ C. 

,, * - 1 

5. J~ = lnl11I + e 

6. J ~ d11 • ~+C 

7. J a"du = (¡;;;)a" +e 

8. J sen11d11 = - cos11 + C 

9. J cos11d11 • sen11+C 

10. J 1an 1,d11 = -lnlcos 111 + C 

11 . J cot 1ul11 • Inlsen 111 + C 

12. f sec 11 d11 • 

lnlsec11 + 1an 11I + C 

13. J csc11d11 • 

-lnlcsc 11 +cot11I + C 

14. J sec~11,111 = 1an11 + e 

15. f csc1 11,l11 "" -cot11 + C 

16. J sec 11 1an11d11 • sec11 + e 

17. J csc11co1 11 d11 = -csc11+C 

18 . f-d_u_ • an:scn ~ + C 
J a· - u- u 

f d11 1 11 
19. - , - ~ • -arctan - + C 

a·+ u· " " 

20. f-'-1"-= !.arcsec l!!l+c 11P=ü! t1 a 

■ Revisar los procedimientos para ajust ar un integrando a una de las reglas básicas 
de inte gración. 

Ajuste de integrandos a las reglas básicas de integración 
En esta unidad se esmdiar:in varias técnicas de integración que amplfon en gran medida 
el conjunto de integrales para bs que se pueden aplicar las reglas básicas de integración. 
Estas reglas se repas:lII a la izquierda. Un paso importante en la solución de cualquier 
problema de imegración es el reconocimiento de cuál regla de integración básica usar. 

Comparar entre tres integrales similares 

• • • • E> Consulte LarsonCa/culus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Dctennine cada una de las integrales. 

a. J x1 ~ 9 dx b. J x1
4
: 9 <ir 

Solución 

J 
4x2 

c. ~9<i, 
X + 

a. Utilice la regla del arcotangente y sean 11 = x y a = 3. 

f x2 : 
9 

dt = 4 J x ? ! Jl d:c Regla del mú11iplo ronstantc 

• 4(½ arctan 1) + C 

= ~arctani + C Simplifique. 

b. La regla del arcot:mgente no aplica porque el numerador contiene un factor de x. 
Considere la regla del logaritmo y sea 11 = x2 + 9. Entonces d11 = 2x dx, y se tiene 

J~ l =2f 2xdx x2 + 
9 

'X xl + 
9 

Regla del múlurlo con~1an1c 

- 2f"--,," - su~muya: u - x 1 + 9 

""' 2 111i11 j + C Rcgla lK'llogantmo 

Rce,cnb,;i como una función dt' .1· 

c. Debido a que el grado del numerador es igual al grado del denominador. se debe 
utilizar la primera división para reescribir la función racional impropia como la 
suma de un polinomio y una función racional propia. 

J 4x' J( -36) ~dx= 4+ x2 + 9 dx 

= f 4,fr-36J ,\'1 ~9,fr Escnba como do!l mtq•raks 

( 1 "') - 4.r - 36 3arctan 3 +e 

' = 4x - 12 arelan 3 + C Sm1plifiq111: • 
Observe que en el ejemplo l(c) se requiere algo de álgebra antes de aplicar cualquier 

regla de integración. y se necesita más de una regla para evaluar la integral resultante. 



2.1 Reglas básicas de integración indefinida 6~ 

ifjij{ijiji•fj Usar dos reglas de integración para resolver una 
integral simple 

. f' X+ 3 
Evalue Jo ~ ,ir. 

Solución Comience por escribir la integral como la suma de dos integrales. Luego 
aplique la regla de la potencia y la regla del arcoscno. 

r•~tfr = (1 __ -'_,b:+ (' __ 3_d, 
Jo ~ Jo ~ Jo ~ 

= _..!_ f' (4 - x2)-11Z(-2r) tb: + 3 (1 __ l_,fr 2Jo J0 J21 -x1 

El área de la región es de aproximadamente 

1.839. 

= [-(4-x2
)

1/2 + 3arcscn iI 

- (- J3 + f)- (-2+ O) Figura 2.1 

Exploración 
Comparaci6 11 de tres 
i111egrales similares l Cuáles. 
en su caso, de las integrales 
indicada.<; a continuación 
pueden ser evaluadas utili7. .• ·rndo 
las 20 reglas básicas de 
integración? Para cualquiera 
que se pueda evaluar. hágalo. 
Par:i las que no se pueda. 
explique por qué no. 

a. f-3-dx 
Jf--=-:i" 

f 3x 
b. ---dx 

Jf--=-:i" 

f 1,' 
c. Jr"="xldx 

- 1.839 Vea'3íigur:i2.I. • 
C> TECNOLOGfA La regla de Simpson puede ser usada para dar una buena aproxi­

mación del valor de la integral en el ejemplo 2 (para la aproximación es 1.839). Cuando 
se utili7.a la integración numérica. sin embargo. debe ser consciente de que la regla de 
Simpson no siempre da buenas aproximaciones cuando uno o ambos de los límites de in­
tegración están cerca de una asínlota vertical. Por ejemplo. usando el teorema funda­
memal de l cálculo. se puede obtener 

(' W X+ 3 
Jo ~dx • 6.213. 

Para 11 = 10. la regla de Simpson da una aproximación de 6.889. 

Las reglas 18. 19 y 20 de las reglas básicas de integración de la p:'igina anterior 
1ienen expresiones que implican l:1 sum:1 o diferencia de dos cu:1drndos: 

a 2 _ 112. a 2 + 112 y 112 _t12. 

Estas expresiones son a menudo evidentes después de una sustitución de 11. como se 
muestra en e l ejemplo 3. 

iiii❖ib•fi Sustitución que implica a2 - u2 

Encuen1rc ~ dx. f x' 
V 16 - x" 

Solución Debido a que e l radical en e l denominador se puede escribir en la form:1 

Jtr - ir = ~ 
se puede inlcmar la sustitución 11 = x3• Entonces ,/11 = 3x2dx y se tiene 

R«'ICriba la integr.d. 

Regl.i del arcmeno 

R«scriba como una funóón de .f • 
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• . . . • • • . . • . • . . . . • ·I> 
: • •COMENTARIO Recuerde 

que se pueden separar numera­
dores pero no denominadores. 
Cuidado con este error común 
en el :ijustc de integrandos a 1:is 
reglas básicas. Por ejemplo. no 
se puede separar denominado­
res en el ejemplo 4. 

Dos de las reglas de integración que m:'is se pasan por alto son ta regla del logaritmo 
y la regla de la potencia. Advierta en los dos ejemplos siguientes cómo se pueden disfra­
z.ar cslas dos reglas de integración. 

Fonna disfrazada de la regla del logaritmo 

Encucn1rc J ~ ,Jx. 

Solución La integral no parece adaptarse a alguna de las reglas básicas. Sin embargo. 
la form:i del cociente. sugiere l:i regla del logaritmo. Si se h:ice 11 = 1 + e'. entonces ,J11 = 
e' tlx. Se puede obtener la t/11 requerida sumando y restando e' en el numerador . 

Suffl(' y reste e' rn el numerador 

RCCM'nb.tcomodosfr-.11,-ciooe). 

R~nb:I como di» intrgrak~ 

Jntcgn, • 
Por lo general hay más de un:i manera de resolver un problema de intcgrnci6n. Por 

ejemplo. en el ejemplo 4 1rate de integrar multiplicando e l numerador y el denominador 
por e-:r para obtener un:i integral de l:i form:i - J t/11/11. Ve:i si se puede obtener l:i misma 
respuesta por este procedimiento. (Tenga cuidado: la respuesta aparecerá en una fom1a 
diferente.) 

Mf J@lid•fj Fonna disfrazada de la regla de la potencia 

Encuentre f (cot x}[ln(scn:c}) dx. 

Solución Una vez m:í.s. la integral no parece adaptarse a alguna de las reglas b:í.sicas. 
Sin embargo. teniendo en cuenta las dos opciones principales para 11 

11 = cotx o 11 = ln(senx) 

Puede observar que la segunda opción es la apropiada. ya que 

11 = ln(scnx) 

Por tanto, 

d11 = cosx dx = cot xdx. 
scnx 

f (cotx)[ln(scnx)]dx - f 1u/11 

- ~+e 

= ½[ln(senxff + C. 

Sushtuy-,1: u - ln(scnx) 

lmrirc 

Reescriba romo una fuoci6n de .r ■ 

En el ejemplo 5, intente ,·omprolxtr que la derivada de 

½r1n(senx))' + C 

es el in1egrando de la integral original. 



[> TECNOLOGÍA Si usted 
• tiene acceso :t un sis1ema de 

:ilgcbr:i computacion:il, trate de 
usarlo para evaluar las integra­
les en esl:l sección. Compare las 
fomws de las antiderivadas 
proporcion:id:is por el soítwarc 
con las fom1as ob1enidas a 
mano. Algunas veces las fonnas 
serán las mismas. pero a 
menudo serán diferentes. Por 
ejemplo. ¿por qué la antidcriva­
d:i In 2x + C es equivalente a la 
:mtiderivada In x + C! 

2. 1 Reglas básicas de integración indefinida 6i 

Con frecuencia se utilizan identidades trigonométricas para ajustar integrales a un:i 
de las reglas básicas de integración. 

lf jj¡~jijllif Usar identidades trigonométricas 

Encuentre J tan
2 

2\' ,fr. 

Solución Obscr,,e que tan2 11 no está en la lista de reglas b:isic:,s de intcgr:ición. Sin 
embargo. scc2 11 está en la lista. Esto sugiere la identidad 1rigonomélrica tan2 

11 = scc2 11 

- l . Si hace que u = 2r emonces d11 = 2 dr. y 

f tan2 2r dr -½J tan2 ut/11 

= ½J (scc211 - J) d11 

= ½J sec
2

11 ,J11 -½J <ÍII 

1 " =2tan u- 2 + c 

1 =2tan 2r - x+C. 

S1m nuya: u - h 

lckntidad trigonomt'triea 

Integre 

Rcc)Criba como función de x. • 
Esta sección concluye con un resumen de los procedimientos comunes para el ajus­

te de integrnndos a las reglas básicas de integrnción. 

PROCEDIMIENTOS PARA AJUSTAR INTEGRAN DOS A LAS REGLAS BÁSICAS DE INTEGRACIÓN 

Técnica 

Desarrollar (numerador). 

Separar numerador. 

Completar el cuadrado. 

Dividir la func ió n racio nal impropia. 

Sumar y restar té rminos en el nume rador. 

Usar identidades trigonométricas. 

Multiplicar y dividir por e l conjugado de Pit~goras. 

Ej emplo 

(1 + e-')2 = 1 + 2e .. + e h 

1 + X I X 

~=~+~ 

1 

✓2, - x' = ~ 
, , 1 

~ = 1-~ 

2r 2x+ 2- 2 
x2 +2t'+ 1 "" x 2 +2r+ 1 

2K + 2 2 
= x2 + 2.r + 1 - (x + 1)2 

cot2 .r = csc2 x - 1 

1 ( 1 )(1- scnx) 
1 + scnx = 1 + scnx 1 - scnx 

1 - sen x 
= 1 - sen2 x 

1 - senx 
= cos2 .\' 

~ SCll .\' 
=scc·x - - ,­

cos-x 
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2. 1 E i e re i e ios ~:~s.~~:.~::~~-~ltl compara un lutona! d, ayuda V 1oluc1onu t,aba¡adas d, 101 IJIICICIOI con 

Elegir una antiderivada En los ejercicios 1-4. seleccione h, 
a nlideri,·ada corrttla. 

d\' x 
t. dx- Jx!"+T 

(a) 2RTI+c 

Ce) ½.,.!'x7"+T + e 
ti~• X 

2, ~"'x2+1 

(a) tnRTI+ c 

(e) arctanx+C 

J. ~-7h 
(a) tnGTI+c 

(e) arctanx + C 

4. t: = xcos(x2 + 1) 

(a) lrsen{.r2 + 1) + C 

(e) ½scn(x1 + 1) + e 

(b) RTI + e 
(d) ln(x2 + 1) + e 

2, 
(b) (xl + l)l + C 

(d) ln(x2 + 1) + e 

2,· 
(b) (.r + !)· + C 

(d) ln{,·1 + 1) + C 

(b) -½ sen(x2 + 1) + C 

(d) -loen{x1 + 1) + e 

Elegir una fónnula En los ejerricios 5-14. sele<:cione la 
íórmula de inlcgración básica que puede utiliz1u- pnrn encon­
trar la integral, e identifique 11 ) ' a, cuando sea apropiado. 

5. f (5x - 3)~ ,Lr 6. ---di J 2, + 1 
, 2 + 1 - 4 

7. d.i f 1 Jx(1 - 2Jx) 8. f (2t - ~)2 + 4 dt 

9.J~dt 10 . f -1, --d, .¡;r=-¡ 

11. J 1sen12,11 12. f scc5xlan5xdr 

u. J (cos x)e-• dr 14. f-'- ,,, xff-=-;¡ 

Encontrar una integral indefinida En los ejercicios 15.46, 
calcule In inlegral indefinida. 

15. f 14(x - 5)6d.,· 16. f (l:ó)3t/t 

17. f-'- d· (: - I0)7 • 18. f ,1 ..,r,r+T (/t 

19. f [•+(J,,~,p]•" 20. J[,, - (2, ! 3)·]"' 

21. ---d1 f ,1 - 3 
-13 + 9t + 1 

22. f x+ ¡ b 
JJ.r+6.rl" 

23. -d, f x' 
x-1 24. J.r ~ 4 dr 

25. 1 ~dx 1 + ,. 26 f (-1- - - 1-) d, 21'+5 lr-5 

27. f (5 + 4.rl)! dr 21J. f x(3 + ;y dr 

29. f .roos2,r.c2 ,Lr JO. J ese 1'1'.lCol 1'1'X dx 

3 1. f ~ox 32. f csc!.re«u,Lr ..!rosx'Lr COS.l 

33. fe-,\ 1,lx 34. f -2_ ,,, 
7e' + 4 

35. f ln.rx2 dr 36. J (tanx}[ln(oosx)],Lr 

37. J 1 + cosa --,,. 
~"• 38. f cos~-1,/9 

39. f - 1 
✓1 - (41 + 1): 

d1 40. J 25:4.rdx 

4 1. f tan(:j,)d1 f ,,,, 
1· 

42. yd1 

43. f--•-,fr 
✓10.r- x-

44. f I d., 
(x - l)J4x1 - 8.r + 3 

45. ----d, f 4 
4x: + 4.r + 65 

46. ---d, f 1 .r2 - 4.r + 9 

Campo direccional En los ejercicios 47 y 48, se dnn una 
e<:uación diíerencial, un punto J un campo direccional. (a) Tra­
ce dos soluciones aproximadas de 111 C('Uación diíerencial en el 
campo direc-cioual, una de las cuales pasa a tra\·és del punto 
dado. (b) Utilic(' 111 integración pnra ('nrontrar la solución par­
ticular de la C('unción d iferencial y use una utilidad grá6cn pnrn 
repJ'eS('ntar gráficamente la solución. Compare el resultado con 
los dibujos del inciso (a). Pnra imprimir una copia ampliada de 
la gráfica, visite MalliGraphs.com. 



Campo direccional En los ejen:icios 49 y 50, utilice un sis­
lema de álgebra computacional para graficar el campo dil'ft'• 
cional de la « uaclÓn difenmcial y representar gráficamt>nte la 
solución u trm·és de la condición inici:11 especificnda. 

49. t = 0.Sy. y(O) = 4 

5o. t.-s-.\•. y(O) • J 

Ecuaciones diferenciales En los ejen:icios 51-56, resueha 
la enmción diferencial. 

51. tr =(e• + 5)2 52. tr = (4 - el•>2 

dr IOe' 
53. dt - Jf--=-? 54. ~ = (I ;, e')2 

55. (4 + lan2 x)y' • scc2 .\" 
1 

56. y' - xJ4.\- - 9 

Evaluar una integral definida En los ejercicios 57-64. e,-a­
lúe la integral definida. Utilice las capacidades de integración 
de una herramicnla de graficación para H.•rificar su resultado. 

57. r 0 
cos 2xdr , .. 1• sen2 1cos r ,// 

59. 11.rr-•' d,· 60. f 1 - lnx --dx 
X 

61 . f 1, d 62. f 2l+3x- 2 ---dr 
oJx-+36

1
. X 

63. f /../l 1 - -,d,· 
0 4 + 9.r 

64. f 1 ---dx 
o ,/ioo-=-? 

Área En los ejercicios 65-68. calcule el área de la región. 

65. y= (-4.r + 6)lfl 

67 . .r .... rc1 - .r) 
,. 

~1~. -2 ¡ 2 _, 

-2 

lr + 2 
66. y=~ 

1 2 J 4 5 

68 . .)''"' scn 2x 

!Dt 

º"t 

2 .1 Reglas básicas de integración indefinida 6! 

~ Encontrar una integral usando tecnología En los ejerci• 
cios 69-72. utilice un sistema de álgebra computacional parn 
encontrar la integral. Utilice el sistema de álgebra computacio­
nal para gruficur dos antiderimdas. Dcscribu la relación entre 
las gráficas de las dos antiderin1das. 

69. ---,,, J 1 
x1 + 4x + 13 

70. f ~ dx x1 +4x+l3 

71 . f-'-de 1 + sen 9 
72. f ('' +,-•y - ,- '" 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

Elegir una fónnula En los ejercicios 73-76. indiqm.· la 
fórmula de integración que se utiliza para realizar la integra­
ción. Explique por qué eligió esa fórmula. No integre. 

13. f x(_,-2 + 1)1 dx 

74. f .rscc(.rl + l )tan(x2 + l )d.r 

16. f .,-2 ~ ¡ ,Lr 

77. Encontrar constantes Dctcnninc las cons1antes" y b de 
fom1a que 

scn x + cos .,,. • a sen(.,· + b). 

Utilice este resultado paro in1egrar 

f scn .r ! cosx· 

78. Derivada de una regla Dcmues1re <¡ue 

senx cos.r 
sccx • -+--. 

cos.r 1 + senx 

Luego utilice esrn ide ntidad parn derivar la regla de intc­
gr:ición bisica 

f sec .r dx = 1n¡sec .r + 1an .r¡ + C. 

79. Área Las gráficas de .ftx) = x y g{.r) = a.~ intersectan en los 
puntos (O. O) y ( 1/ a. l / t1). Encuentre a (u> 0) tal que el árc~ de 
la región ocotnda por la_~ gr:l.ficas de c.~tas dos funciones es j. 

80. Piénselo Cuando e,·a lúa 

es apropiado susti1uir 

11=x1. X"" ../Ü y tfr=
2
~ 

para obtener 

1 f' 2 
1 

J,idu•O? 

Expliq~. 
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81. Comparar antiderivadas 

(a) Explique por qué la anti<lerivada y1 = e' +e, es equivalen­
te a la antiderivada y2 • Ce'. 

(b) Explique por qué la antideriva<la y1 = sec? x + C1 es 
equivalente a la an1idcri,·ada y2 • tan1 x + C. 

~ ¿CÓMO LO VE? Usando el gr.ifico. t /(x) d.,· es 
~ positiva o negativa? Explique. 0 

Aproximar En los ejercicios83 y84.determine <Jué valoresst' 
aproximan mejor a III zona de la región comprendida enlre d 
eje x y la íunción en e l intervalo dado. (Haga su selección sobre 
la b:1se de uu l'Sbozo de la región y no medianil' lu integn1ción.) 

•·· 83. /(.,·) - ~- [0,2] 

(a) 3 (b) 1 (c) -8 (d) 8 (e) 10 

84. f(x) • .,.i : 1, [0.2] 

(a) 3 (b) 1 (e) -4 (d) 4 (e) 10 

Interpretar integrales En los ej l'n:icios 85 y 86, (a) dibuje la 
región cuya án>a l'Slá dada por la inlt"gtal, (b ) dibujl' el sólido 
cuyo ,·olumen eslá dudo por In intl'gn1I cuando se utili1.a l'I mé­
todo de los diS{'os. y (c) dibuje e l sólido cuyo ,·oluml'n eslá dado 
por la integral cuando se ulilii.a el método de las cnpas. (Hay 
más de una ttspuesla corr-ecla para cada inciso,} 

86. f 1f)' ll}' 

87. Volumen La región ac01ada por y - ,.-~' . y - o. x - O y 
x • b (b > O) se gira respecto al eje)'· 

(a) Halle el volumen del sólido generado cuando b - 1. 

(b) Encuentre b tal que el mlumen <le\ sólido generado sea de 
~ unidades cúbica.~. 

88. Volumen Considere la región acotada por las gráficas de 
x,,. O. y= eosxl. y= scnx2 y ,1·"" ..í-ii/2. Encuentre d 
,·olumen del sólido generado al girar la región respecto al 
cjcy. 

89. longitud de arco Encuentre la longi1ud de arco de la grá­
fica de y= ln(scn.r)clcx = n/ 4 ax= -rr/ 2. 

90. longitud de arco Encuentre la longi1u<l de arco <le la grá­
fica de)' • ln(cosx)de .r • O a .r • n/3. 

91. Superficie Encuentre el área de la superficie formada al g i­
rar la gráfica de y • 2 ../x en el intervalo 10. 9] respecto al eje x. 

92. Centrolde Encuentre la coordenada x del centroidc de la 
región acotada por las gráficas de 

y= J
25

5
_x-· y= O .. ,=O y x=4. 

Valor promedio de una función En los ejercicios 93 y 94. 
encuentre el ,·11 lor promedio de la íunci6n sobre el inlen·a lo 
dado. 

9J. /{r)•] : .,~• -3 :SX:S3 

94. /{t) = sen ,u. O s .,· s 11/ n. n es un entero positivo. 

longitud de arco En los l'jncicios 95 y 96, ulilice las capa­
cidades de inlt"gr.tción de una huramil'nta di" grnficnción para 
aproximar la longitud di" an:o de la cun·11 en d intl'n ·alo dado. 

95. y = ian 11-1·. [o.1) 96. }' = xl/l. (l. 8) 

97. Encontrar u n patrón 

(a) Encuencrc J cosl x d.1·. 

(b) Encuenlre J cosl .1· d.1·. 

(c) Encuentre J cos7 x dx. 

(d) Explique cómo encontrar J cos" .rdr sin integrar 
renlmcnte. 

98. Encontrar un patrón 

(a) Escriba f tan1 x dr en tém1inos de f lan.r dr. Luego 
encuenue f tan1 .r ,Lr. 

(b) Escriba f 1an5 x d,· en términos de f 1an1 .r d.r. 

(e) Escriba f tan?t+l .r ,Lr. donde kes un entero positivo. 
en témlinos de f 1an2.1 - 1 x dr. 

(d) Explique cómo encontrar J 1an15 ,r ,Lr sin llegar a la 

integrnción. 

99. Métodos de Integración Demuestre que los siguientes 
rcsuhados son equivalentes. 

/11tegradót1 11Jat1do tablm: 

f R+T ,Lr • ½(xP+T + lnlx + P+TI) + e 

Jmegraciót111Jamfo 1111 JiJtema dt cílgtbra porcompmadora: 

f P+T dx "" ½[.rP+T + arcsenh{-t)) + e 

DESAFIDS DEL EXAMEN PUTNAM 

100. Evalúe(' .,/iñ{9-=-:ij,'-r 
J2 Jíii(9'=x) + Jln(x + 3}' 

Ble problema foe preparado por el Con1mmtt on Lht Putnam PnH CompetlllOII 
O The Ma1hcmaucal A~iatton ol Am..-nca. Todos los dem,ho, resm-·lldoll. 
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2.2 Integración por sustitución (cambio de variable) 

....... . .... . .... ·t> 
: , •COMENTARIO El enun­

ciado del teorema 2.1 no dice 
cómo distinguir en1reftg(x)) y 
g '(x) en el integrando. A medi­
da que lcnga m:ts experiencia 
en la integración. su habilidad 
para efectuar esta operación 
aumentará. Desde luego. pane 
de la clave es su familiaridad 
con las derivadas. 

■ Utilizar el reconocimie nto de patrones para e ncontrar una integral indefinida. 
■ Emple ar un cambio de variable para de te rminar una integral indefinida. 
• U tilizar la regla ge ne ral de las po t encias para la integración con e l fin de 

determinar una inte gral ind efinida. 
• U tiliza r un cambio de variable pa ra calcular una integral definida. 
■ Calcular una integral d efinida que incluya una función par o impar. 

Reconocimiento de patrones 
En esta sección estudia~ técnicas para integrar funciones compues1as. El análisis se 
divide en dos partes: reco11ocimie11to tle fH1tro11es y cambio tle variables. Ambas técnicas 
implican una sustitución por 11 . Con el reconocimiento de patrones se efectúa l!i sus1i-
1Ución mentalmente. y con el cambio de variable se escriben los pasos de la sus1i1ución. 
El papel de la sustitución en la integración es comparable al de la regla de la cadena en 
la derivación. Recuerde que para funciones derivables dadas por 

)' = F(u) y 11 = g(.t) 

la regla de la cadena establece que 

;f, [F(g(,))] = F '(g(, ))g'(x). 

De acuerdo con la definición de una antiderivada. se deduce que 

f F'(g(x))g'(x) d, = F(gl,)) + C. 

Estos resuhados se resumen en el siguieme teorema. 

TEOREMA 2.1 Antiderivación de una función compuesta 

Sea g una función cuyo rango es un intervalo /. y sea/una función continua en/. 
Si ges derivable en su dominio y F es una antiderivada de/sobre /, entonces 

J /(g(,))g '(.,) d., = F(g(,)) + C. 

Si 11 = g(x). entonces t/11 = g '(x) ,Jx y 

f /(u) du = F(11) + C. 

Los ejemplos I y 2 muestran cómo aplicardirec:tamellte el teorema 2.1. reconocien­
do la presencia deftg(x)) y g '(x). Observe que la función compuesta en el imegr:mdo 
tiene una fimci611 exterior f y una / 1111ci611 interior g. Además. la derivada g '(x) está 
presente como un factor del integrando. 

1 Fooc~, "'"~ 1 

1 f 1(g(x))~ ,ü = F(g(,)) + e 

, 1 -:- "'""''"" ,, ~ fu111:1ón1n1cnor 
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[> TECNOLOGIA u,,.. un 

• sistema algebraico compu­
tarizado. tal como Mapll'. 
Ma1hemt1tica o Tl-Ns1Jill. para 
resolver las imegrales dadas en 
los ejemplos 1 y 2. ¿Se obtienen 
las mismas an1idcrivadas que 
las que se obtienen en los 
ejemplos? 

ifij{/IQl•fH Reconocer el patrón de f(g(x))g' (x) 

Dctcnninc f (.t2 + 1)2(2t)tfr. 

Solución Tomando g{x) = .r2 + 1. obtiene 

g'(x) = 2r 

J(g(x)) = J(x2 + 1) = (,' + I)'. 

A panir de esto. puede reconocer que el integrando sigue el patrónflg(.r))g'(x). Utilizan­
do la regla de la potencia para la integración y el teorema 2.1. puede escribir 

/(g(.1)) g'(.t) 
..-----'-----,,..-..., 

J(x2 + 1)2(2r)dr=±(x2 + l)' +C. 

Trate de utiliZlr la regla de la cadena para comprobar que la derivada j(x2 + 1 )3 + e es. 
el integrando de la integral original. 

Reconocer el patrón f(g(x))g'(x) 

Dctem1inc J 5cos5xdx. 

Solución Tomando g(x) = 5x. se obtiene 

g'(x) = 5x 

.ftg(x)) = ft5x) = cos 5x. 

A panir de esto, puede reconocer que el integrando sigue el patrón.ftg(x))g'(x). Utili1.an­
do la regla del coseno para la integración y el teorema 2. 1. puede escribir 

/(.((í)) g'(x) 
,---,,,-, f (cos 5x)(5) dx = sen Sx + C. 

Puede comprobar eslo derivando sen 5x + C para obtener el integrando original. • 

Exploración 

Reconocimiento de patrones El integrando en cada una de las siguientes 
integrales corresponde al patrón.ftg(.r))g '{,t). Identifique el patrón y utilice el 
resultado para calcular la integral. 

a. f 2t(.t2 + 1 )4 ,Lt b. f 1r2 ..,t;r+l dx c. f scc2 x(lan x + 3) tLr 

Las integrales de la (d) a la (O son similares a las de la (a) a la (e). Demuestre 
cómo puede multiplicar y dividir por una constante para calcular estas integrales. 

r. f 2 scc2 x(tan x + 3) tlx 
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Los integrnndos en los ejemplos I y 2 corresponden cxact:uncnte al patrónftg(:r)) g'(:r) 
(solo tiene que reconocer e l patrón). Puede extender esta técnica de manera considerable 
utilizando la regla del múltiplo constante. 

Muchos intcgrandos contienen la parte esencial (la parte variable) de g '(x). aunque está 
faltando un múltiplo constante. En tales casos. puede multiplicar y dividir por el múlti­
plo constante necesario. como se muestra en el ejemplo 3. 

Multiplicar y dividir por una constante 

Encuentre la integral indefinida. 

J.r(:r:2 + 1)2,Lt-

Solución Esto es similar a la imegral dada en el ejemplo 1, salvo porque al integran­
do le folla un factor 2. Al reconocer que 2t es la derivada de x2 + 1. tome 

g(x)= .r2+ 1 

e incluya el ténnino 2r de la manera siguiente. 

Í*' + 1)' ,L,· = f (.,·' + 1)' (¡)(2,) dx 

/~(.t)) K'(.r) 1¡,......._,,......, 
= 2 (x' + I)' (2,) ,fr 

=W'; l)'] +c 

=¼(:rz+ 1)3+C 

M11luphqm.• y di, Ida por 2. 

Regla del múltiplo constante. 

lntegn: 

Simplifique • 
En la pr:ktica. la mayoría de la gente no escribiría tantos pasos como los que se 

muestran en el ejemplo 3. Por ejemplo. podría calcular la integral escribiendo simple­
mente 

f.r(x2 + 1)2,fr=½ f (:r:2 + J)2(2r)d:c 

= ½[<:c2; 1)1] + e 

=¼(:r:2 + 1)3+C. 

Asegúrese de que la regla del múltiplo co11sl(111/e se aplica solo a co11sl(111tes. No 
puede multiplicar y dividir por una variable y después. mover la variable fuer:i del signo 
de la integral. Por ejemplo. 

Después de todo. si fuera legítimo mover cantidades variables fuera del signo de la inte­
gral. podría sacar el integrando completo y simplificar e l proceso completo. Sin embar­
go. el resultado seria incorrecto. 
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. , ,COMENTARIO Como la 
integración suele ser más dificil 
que la derivación. compruebe 
su rcspuesla en un problema de 
integración mcdi:mte la 
derivación. Así. en el ejemplo 4 
debe derivarse 
j (2,· - 1)3/t + C para compro­
bar que se obtiene el integrando 
original. 

: . ... . .... . . . ... . ,[> 

Cambio de variables 
Con un cambio de , •ariables formal puede reescribir por completo la integral en térmi­
nos de II y t/11 (o de cualquier otra variable conveniente). Aunque este procedimiento 
puede implicar más pasos escritos que el reconocimiento de patrones ilustrado en los 
ejemplos 1-3. resulta útil para intcgrandos complicados. La técnica del cambio de varia­
ble utiliza la notación de Leibniz para la diferencial. Esto es. si 11 = g(x). entonces 
e/u = g '(x) dx. y l:i integral en el teorema 2.1 toma 13 forma 

f¡ (s(x))g '(x) dx = f j(u) du = F(u) + C. 

l!/1❖!#llii Ca mbiar variable 

Encuentre J ./2x-=-T cb:. 

Solución Primero. sea II la función interior. 11 = 2r - J. Calcule después la diferen­
cial t/11 de manera que du = 2 dr. Ahora. utilizando J2r - 1 = Ji', y ,Lr = tiu/2.sus­
lituya para ob1encr 

f Jh-Cldx= f ✓,;(T) lnl1:Ef1!1:n lénmno,dcu 

= ½ fu•/2 c/11 Regla del múlliplo 1:oostan1c 

=½(;;;)+e AntidcrivadJcn lénninosdcu 

=½113t2+c S1mphfiquc 

= ½(2r - 1)3/! + C. Antidcm·ada en 1énnioos de x 

Cambio de variables 

• • • t> Consulte LarsonCiJlculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Encuentre J.rJíx-=--T dx. 

Solución Como en e l ejemplo previo. sc:1 11 = lt' - J para ob1cner ,Ll· = t/11/2. Como 
el integrando con1iene un factor de x. tiene que despejar x en términos de 11. como se 
muestra. 

11= 2,·- J • x=T Dc~pejc .ten 1énnmo~ de u. 

Después de esto. utili7..'lndo la sustitución. obtiene 

Jx~,l•= J(T)"''' (~) 
= ¾Jc11112 + 11

112)du 

- 1 ('/i/! 113/?) 
- ¡ s/ 2 + 3/2 + e 

= To(2r - 1)112 + ¼(2t - 1)312 + C. ■ 
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: . •COMENTARIO Cuando 

realice un cambio de variable. 
cerciórese de que su respuesta 
esté escrita utilizando las 
mismas variables que en el 
integrando original. Así. en el 
ejemplo 6. no debe dejar la 
respuesta como 

~,1 + e 

sino m:1s bien. reemplazar II por 
sen 3x. 

2.2 Integración por sustitución (cambio de variable) 7! 

Para completar el cambio variable en el ejemplo 5. debe resolver para x en términos 
de 11. Algunas veces esto es muy dificil. Por fortuna no siempre es necesario. como se 
ilustra en el siguiente ejemplo. 

lfMMdHf Cambiar va ria bles 

Determine J sen2 3xcos 3xtfr. 

Solución Debido a que scn1 3x = (sen 3x)1, puede tomar 11 = sen 3x. Entonces 

tlu = (cos 3x)(3) dt. 

Ahora. debido a que cos 3:c tlx es parte de la integra.! original. puede escribir 

~ = cos 3xdr:. 

Sustituyendo II y t/11/3 en la integral original. obtiene 

f se,r3xcos3xtfr = J,i2~ 
=if 112,111 

-H'f)+c 
= i- scn3 3x + C. 

Puede comprobar lo anterior derhrando. 

-f [¼ se1Y3x +e]= (¼)(3)(sen 3x)2(cos3x)(3) 

= sc1l2 3x cos 3x 

Como la derivación produce el integrando original. ha obtenido la antiderivada correcta. 

■ 
Los pasos que se utilizan para la imcgración por sustitución se resumen en la si­

guicnle gufa. 

ESTRATEGIA PARA REALIZAR UN CAMBIO 
DE VARIABLE 

l . Elija una sustitución 11 = g(x). Usualmeme. es mejor elegir la parte i11/emll de 
una función compuesta. tal como una cantidad elevada a una po1encia. 

2. Calcule ,111 = g'(x) dx. 

3. Reescriba la integral en ténninos de la variable 11. 

4. Encuentre la integral resultante en términos de 11. 

5. Reemplace II por g(x) para obtener una antidcrivad:1 en 1énninos de x. 

6. Compruebe su respuesta por derivación. 

Hasta ahora. ha visto dos técnicas para la aplicación de la sustitución. y \'Cr:1 m:1s 
técnicas en el resto de esta sección. Cada técnica es ligeramente diferente de las demás. 
Sin embargo. debe recordar que el objetivo es el mismo con cada técnica. está tmltmtlo 
de e11co11trar ww amiderfrada del imegrmulo. 
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Regla general de la potencia para integrales 
Una de las susti1ucioncs de II m:'is comunes incluye camidades en el in1egr::mdo que se 
elevan a una polcncia. Debido a la importancia de este tipo de sustitución. se le da un 
nombre especial: Regla general de la potencia para inlegrales. Una demostración de 
esta regla se deduce directamente de la regla (simple) de la potencia para la integración. 
junto con el teorema 2.1 . 

TEOREMA 2.2 Regla general de la potencia para integrales 

Si ges una función derivable de x. entonces 

f [g(,)]'H ' 
[g(,)]"g'(,)dx • - --

1
- + C, n ,e -1. 

n+ 

De manera equivalente. si 11 = g(x). entonces 

f ,~ .. 
u11 d11=--+C. 11':/--I. 

11 + 1 

if jj{ijQllW Sustitución y regla general de la potencia 

u• du 11'/S 
,-"----, ,.----, ~ 

a. f 3(3:c - 1)4 dr = f (3:c - 1)4 (3),fr ""' (
3x; l),S + e 

111 du .l/2 

f f 
,-"----, ,-----"------- ~ 

b. (2:c + J}(x2 + x) tfr = (x2 + ,r)1(2.r + l}dx = -·-
2

-· - + C 

~ ~ ~ 

f f (,' -2)'1' 2 
C, Jx2~tfr = (.i:3 - 2)1fl (J.r2)tfr = ~ + C = 3(.rl - 2)3/2 + C 

u-i d11 ,,-1/(- 1) 
,-"-, ,-"----, ,-----"-------

d. f~ tb: - f(1 -2x2)-2 (-4x)dx = (I - 2.,,?)-I + e - __ 1_ , + C 
( 1 - 2.,-)- -1 1 -2..---

il d11 n'/J 
,-"-,,-"-, ,-"-, 

e. J cos2 .rsenX(fr = - J (cos.r}2(-sen.r),fr = _(c~.r)l + C • 
Algunas integrales cuyos integr.mdos incluyen camidades elevadas a potencias no 

pueden detenninarsc mediante la regla general de la po1encia. Considere las dos integrales 

J.r(x2 + 1)2 d.r y f (x2 + 1)2,fr. 

La sustitución 

11 = x2 + 1 

funciona en la primera integral pero no en la segunda. En la segunda. la sustitución folla 
porque al integrando le folla el factor .r necesario para formar d11. Por fortuna. esta ime­
gral particular. se puede hacer desarrollando el integrando como 

(x2 + 1)2 = .r4 + 2.r2 + 1 

y utilizando la regla (simple) de la potencia para integrar cada 1énnino. 



2.2 Integración po r sustitución (cambio de variable ) 7i 

Cambio de variable para integrales definidas 
Cuando se usa la suslitución de u en una integral definida, muchas veces es conveniente 
determinar los Hmi1es de integración para la variable II en vez de convertir la antideriva­
da de nuevo a la variable x y calcularla en los límites originales. Este cambio de , •ariablc 
se esrnbleee explíc i1amente en e l siguiente teorema. L, demostración es consecuencia 
del teorema 2. 1 en combinación con el teorema fundamenta l del cálculo. 

TEOREMA 2.3 Cambio de variable para integrales definidas 

Si la función 11 = g(x) tiene una de rivada continua en el intervalo cermdo [ll. bJ y 
fes con1inua sobre e l rango de g. entonces 

ifjjt'liij!t■=H Cambiar variables 

Calcule L x(x2 + 1)3,Lr. 

Solución Para calcular esta integral. sea 11 = x2 + 1. En1onces. obtiene 

11 = ,rl-+ 1 - du =2xdi:. 

Antes de sustituir. determine los nuevos límites superior e inferior de integración 

Límite inrerior Límite superior 

Cuando x = O. 11 = 02 + 1 = 1. Cuando x = l .11 = I?+ 1 =2. 

Ahora. puede sustituir para obtener 

L. L' -----------.t{i.:2 + 1 )3 dx = ½ (x2 + 1 )3(2x) d T: Um1h:li de imcgr..ción parn x 

o o ---------------

1 f' -----------= - 113 d11 Límite~ de 1111cgr..c16n parn " 

2 ' ---------------

= ½[ f ]'. 
-½(4-¾) 

15 
=g 

Observe que obtiene el mismo resultado cuando reescribe la antidcrivada ½(,,4/4) en 
términos de la variable x y ca lcula la integral definida en los límites originales de la in­
tcgmción. como se muestra. 

_!_[,,:'_]' = _l_[ l'' + l)'I 
2 4 1 2 4 

= ~ 4 - ¼) 
15 
8 • 
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1 _, 1 1 
1 2 3 4 S 

La región nntes de la sustitución 
tiene un área de l 
Figura 2.2 

La región después de 111 sustiiución 
tiene un área de J/· 
1-' lgurn 23 

Cambiar variables 

Evalúe la integral definida 

f' X ,L 
J2x - 1 r 

Solución Parn calcular esta integral. sea 11 = ~ - Entonces.obtiene 

112 = 2r - 1 

112 + 1 - 2,-,,2; 1 =x 

udu = ,Lr. Dcnn:cadalailo 

Antes de sustituir. determine los nuevos límites superior e inferior de integración. 

Límite inferio.- Límite superio.-

Cuando x = l . u = ...,/2-=-i'" = l . Cuando x = 5 , 11 = ✓-fo-=-T = 3. 

Ahora. sustituya para obtener 

f' ,. f' 1 ('" + 1) --·-tlx= - -- 11d11 
~ 1 11 2 

lf' = 2 L (11
2 + 1) d11 

= ½[f + ,J 
=½(9+3-½- 1) 

16 
-3 

Gcométricamenle. puede interpretar la ecuación 

J.s J~-.;- ldx = f"?; l d11 

■ 

en el sentido de que las dos regiones diferentes que se ilustran en las figuras 2.2 y 2.3 
tienen la misma :\rea. 

Al calcular imegrales definidas por cambio de variable (sustitución). es posible que 
el límite superior de la inlegrnción correspondiente a la nueva variable II sea más peque• 
ñaque el límite inferior. Si es10 ocurre no reordene los límites. Simplemente calcule ta 
integr:.il de la manern usual. Po r ejemplo. después de sustituir 11 = Ji"""="x en l:i integral 

L .-.:2(1 - x)1l 2 tfx 

se obtiene 11 = .¡¡-=--f = O cuando x = 1. y 11 = Jí"-=-o = ¡ cuando x = O. Por 
t:into. b fonna correcta de est:i integrnl en la variable II es 

-2 f ( 1 - 11
2

)211
2

c/11. 

Desarroll:indo el integrando. se puede evaluar esla imegral como se muestra 

[ [
,,, 2u' ,,,r ( 1 2 ') -2 (112 - 211" + 1/') ,/11 = -2 - - - + - = -2 -- + - - -
3571 357 



Función par. 

Función impar. 
Figura 2.4 

Como/es una función impar. 

¡_•~~ /(x) dt • O. 

Figuro 2.5 

2.2 Integración por sustitución (cambio de variable) 7! 

Integración de funciones pares e impares 
Incluso con un cambio de variable. la integración puede ser dificil. En ocasiones se pue­
de simplificar el cálculo de una integral definida (en un intervalo que es simétrico res­
pecto al eje y o respecto al origen) reconociendo que el integrando es una función par o 
impar (vea la figura 2.4). 

TEOREMA 2.4 Integración de funciones pares e impares 

Seafintegrable en el intervalo cerrado [-<1. aj. 

l. Si/es una función par. entonces f .,/(x) cfr = 2 L' /(x) cfr. 

2. Si/es una función i111¡u1r.cntonces f~ª J(x) tb: = O. 

Demostración Es1a es la demostr.lción de la primer.l propiedad. (La demostr.lción 
de la. segunda propicd3d se le dej3 3 usted como ejercicio.) ConlOf es p3r. S3be queft,_x) = 
fl..- x). Utilizando el teorema 2. 1 con la sustitución 11 :: -x. se obtiene 

[ J(x)d, = [ J(- u)(du) = - [ J(u)du = (" J(u)du = ("J(x)dx. 
" " a Jo Jo 

Por último, utilizando el teorema 4.6, se tiene que 

f,, /(r) tlr = [ ,, J(x) tb: + f /(x) ,fr 

= f J ,,) dx+ f J(x) dx 

= 2f J(x)tlx. 

Consulte LarsonCa/culus.com para el video de 8rue6 Edwards de esta demostración. 11 

ifjj§iijHfjai Integrar una función impar 

Evalúe la integral definida 

f
•I' 

(scn3xcosx + scnxcosx)tb: _,,,2 

Solución Maciendofl..x) :: sen3 x cos x + sen x cos x se obtiene 

J(-x) = serr'(-x)cos(-.,) + sen(-x)cos(-.,) 

= -scn3 xcosx - scnxcos .,· 

- -J(x). 

Por 1an10. fes una función impar. y debido a que / es simé1rica respecto al origen en 
[ - Tr/2. Tr/2]. se puede 3plicar el teorem3 2.4 para concluir que 

f • l? (sen! x cos x + sen x cos x) dx = O. 
--r. 

Oc acuerdo con la figur.l 2.5 obscr"e que las dos regiones a cualquier lado del eje tienen 
la mism3 área. Sin embargo. como un3 se encuentra por debajo del eje.,· y otra está por 
encima del mismo. la integración produce un efecto de c311celaci6n. (Se verá más de 
áreas en la sección 3. 1.) ■ 
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2. 2 E i e re i e ios ~:~s.~~:.~~1~;::~com para un tut011al d, ayuda y 1oluc1on11 tr1ha1adas d, los IJIFCICIOI con 

Calcular u y du En los l'jen:icios 1-4, complete In tnbla iden­
tificando II y d11 para la integral. 

f f(g(x))g '(x) dx u= g(x) du = g'(x) dx 

l. J (8.r2 + 1)1(16.r)dr 

2. J.r2RTI d.,· 

3. f tan2 .r scc-2x tlr --
Encontrar una integral indefinida En los ejen:icios 5-26, 
encuentre la inll'gral indefinida y compruebe l'I resul tado por 
duin1ción. 

s. f (1 + 6.t)~(6) dx 6. J (x2 - 9)3(2,) dr 

7. J ~(-2.r)d.r 8. f ;/3 - 4.f 1( - 8.r) d.t 

9. f .r3(r + 3)2 l/x IO. J x2(6-.r3)'dr 

11. J x2(.r3 - J)•df 12. fx(5x1 + 4)3d.r 

13. J,P+1 dt 14. J,1J21'1"+3,1, 

15. f 5x ~dx 16. J,rUTidu 

17. J(I .:x2)1 d \" 18. J x-' 
(1 +.~Fdx 

19. J ,, 
~dx 20. J tu' ~d., 

21. J-' d, ~ 
22. J-'-',, Jí+? 

23. J(, +ff(M," 24. J[ ,, + (1'.)' l dx 

25. f ~dx 26. J y,.,"' k 

Ecuación diferencial En los ejercicios 27-30. resueha la 
ecuación diferencial. 

27. '!l. == 4.,· + - 4
- ' -

d f Jí6"="7 
29 t.!1..., __ x _+_I_ 

. ,lf (.r2 + 2f - 3)2 

28. '!x.= ~ 
df .,¡'T'+? 

30. ~- Jx·x-- 8.~ + 1 

Campos direccionales En los ejen:icios 31 y 32, sc.- indican 
una ecuación diíerencial, un punto y un campo direa:ional. 
Un campo dirrccio11al rnnsiste en segmentos de recta con pen­
dientes dadas por la «unción diíerencial. Estos segmentos de 
r« ln proporcionan una petsp«'liva ,·isual de las direcciones 
de las soluciones de una Kunción diíermcial. (a) Dibuje dos 
soluciones a proximadas de la ecuación diferencial en el campo 
dirKcional. una de las cuales pasa por el punto dado. (Parn 
imprimir una copia ampliada de la gráfica, ,·isite Ma1l1Grap/1s. 
com.) (b) Utilice In integración para encontrar In solución par­
ticular de la « u ación diíerencial y use una herramienta de gra­
ficación para repl"l'S('n1nr In solución. Compare el resultado con 
los dibujos del inciso (a). 

31. ~ = .r../'4=x1 

(2.2) 

- \ \ •J 

- \ \ , / I / -

/ I I -

/ I I -

-2 \ \ , / / ¡ 2 
- \ \ -1 

32. t =.,..?(.r3 - 1)2 

(1. 0) 

l -2 - - 1 1 

I - - - t 
I - - - 1 
I - - - 1 1 __ , 

1 1 /,.. ,.. - 1 

1 / - -- f 
1 / -? ,.. - 1 1 

Encontrar la integral indefinida En los ejercidos 33-42. en­
cuentre la integrul ddinida. 

33. Jrr scn1udf 34. f sen4xdr 

35. J cos 8xdr 36. Í'"'Wd, 
37. J 1 1 7/i cos ¡ d9 38. J.,sen xldr 

39. J sen 2.rcos 2xc/.r 4-0. f ./i:iñxsec!xd\" 

41. f csc2x df 
CO(J.f 

42. J~ dx coslx 

Encontrar una ecuación En los ejercicios 43-'6, encuentre 
una ecuación para la función / que tilme la derivada dada y 
cuya gráfica pasn por el punto indicado. 

Dl'rh•ada Punto 

43. /1.;c) • -sen Í (0 .6) 

44. 1,x) = seci(2f} 

45. /'(x) • 2.r(4:r2 - 10)? 

46. /1.r) - -2.r~ 

(2. 10) 

(2. 7) 
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Cambio de variables En los ejcn:icios 47-54, encuentre la 
integral indefinida mcdianle e l método (!Ue se muestra en el 
ejemplo 5. 

47. Jx./x+6dr 

49. J.r2./í-=-:rdr 

51. f~ d\' 
~ 

53. f - x dr 
(.,· + 1) - fi"+T 

54. fi _y;-:¡:-mdt 

48. fx✓lr-=-idr 

SO. J(.r+ 1)./2-=-:i,Lr 

52. f 2r + 1 d\· 
..rxn 

Evaluar una integral definida En los l'jcrcicios 55-62, calcu­
le la intl'gral definida. USl' una herramienta de graficaciún para 
comprobar su resultado. 

55. r x(x! + l).ldr 56. f x3(2.r' + 1 )1 dr _, 

57. f 2rz._rxr+T dr 58. f xJt-x°!dr 

59. [ 1 --,1., 
J2r+T 

60. f X ---,fr 
o~ 

61. [-'-,,, 
J,(1 + .fi)' 

62. f X Jx 
..,l2x-=-r 

Ecuación diferencial En los ejl'rC"icios 63 )º 64 Sl' muestra la 
gnifica de una íunciónf. Utilice la « uación diferencial y el pun­
to dado parn detem1i11ar una ecuac.ión de In íunción. 

63. * = J8.r(2r' + lf 
d)' -48 

64· df = (3x + 5)J 

Encontrar el área de una región En los ejercicios 65-68. 
encuentre el área de la región. Use una herramienta dí' grnfica­
ción p;1ra comprobar su resullado 

65. f X Y.r"+1 dJ.• 66. f t. x 2 J,'xTI d.r _, 
1 ' u ., .. 

20 

,, -2 2 4 6 ' 

f
.,. 

68. ese 21· COI 2.r dr 
• /1! 

Funciones par e impar En los l'jer<'.icios 69-72, e,·alúe la in­
t~ral utilizando las propiedades de los pares y fonciones impares 
como una ayuda 

70. f l.,(x2 + l}'dr 

72. ¡•/l scn xcos x ,lr 
-•/l 

73. Usar una función par Use M x 1 d.r • ~ para evaluar 
cada integral indefinida sin usar el leorema fundamental del 
cálculo. 

(a) [ xz,1.r _, (b) [ ,x1 dr 

(d) [ , 3x1dx 

74. Usar la simetría U1ilicc la simetría de las gráficas de las 
funciones seno y coseno como ayuda para el cálculo de cada 
integral definida. 

f
.,, 

(a) scn xdr 
- •I' 

f·" (e) - •/! cos .r,/.r f
.,, 

(d) sen .r cos.rdr 
-•/! 

Funciones par e impar En los ej ercicios 75 y 76, escriba la 
integral como la suma de la integral de una función impar y 
In integrJI dl' una función par. Utilicl' l'Sta simplificación para 
calcul:ir la integral. 

f' f"'' 75. - J (.r' + 4.r2 
- 3.,· - 6) dr 76. _ •/l (sen 4.r + cos 4.r) dr 

DESARRDLLD DE CDNCEPTDS 

77. Usar la sustitución Describa por qué 

J x(5 - .r~1 d.r ,:¡; f 111 t/11 

donde 11 • 5 -x1 • 

78. Analizar la integral Sin in1egrar, explique por qué 

f
2
.t(x2 + lfdr • O. 
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DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuaciOn) 

79. Elección de una Integral Se le pide que encuentre 
una de las integrales. ¿Cuál degirfa1 Explique. 

(a) f .;?"TI d.t o J x2 J?TI dt 

(b) f tan (lt) sec!(Jx) dt o f ian (Jx) dt 

80. M6todos comparativos Encuentre la integral indefi­
nida en dos fom,as. Explique a lguna diferencia en las for­
mas de la respuesta 

(a) f (2x- l}2rfr (b) J tan x scc1 x dx 

81. Depreciación La ta.~a de depreciad6n dVltltde una máqui­
na es im·ersamcnte proporcional al cu3drndo de t + 1. donde V 
es el valor de la m:íquina t años después de que se compró. 
El valor inicial de la máquina Íue de 500.000 dólares. y su 
,•alor decreció 100.000 dólares en el primer año. Calcule su va­
lor después de 4 años. 

,2. ¿CÓMO LO VE? La gráfica muestra la ,·elocicbd de 

flujo de agua a una estación de bombeo por un día. 

I 70 -r----------­t., 
~j 50 +----;-------~, ­
!i: ~ .w -r---=--~------
~ JO +-----------
~ 20-r-----------

" 2 4 6 8 10 12 14 16 IB 20 22 2:4 

Hor.t$ (O - medianoche) 

(a) Aproxime la ,·elocidad de flujo máxima a la estación de 

bombeo. ¿ En qué momento ocurre esto1 

(b) Explique cómo se puede encontrar la cantidad de agua 
utilizada durante el día. 

(e) Aproxime el periodo de dos horas cuando se usa la me­
nor cantidad de agua. Explique su razonamiento. 

83. Ventas Las \'Cntas S (en miles de unidades) de un producto 
de temporada están dada.~ por el modelo 

S • 7450 + 43.75 sen f 
donde I es el tiempo en meses. con t = 1 corrcspondienle a 
e nero. Dctennine las ventas promedio para cada periodo. 

(a) El primer trimestre (Os Is 3) 

(b) El segundo 1rimes1re (3 s I s 6) 

(e) El año completo (0 s Is 12) 

• • 84. Electricidad • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

La intensidad de corriente alterna en un circuito eléctrico es 

J "" 2 sen{6(hr1) + cos(1201r1) 

donde / se mide en amperes y t se mide en seguodos. 
Dclermine la intensidad media para cada intervalo de 
tie mpo. 

(a)Os,si 

(b) Os t:s~ 

(e) O :s, :si 

Probabilidad En los eju-cicios 85 y 86. In función 

/(x) = kx"{I - x)"', O :5 x s 1 

domle 11 > O, m > O y k es u na eo11Stante. puede utilizarse parn 
representar di\·ersas distribuciones de probabilidad. Si k se eli­
ge de manua (¡ue 

L' f(:r)dx = 1 

la probabilidad de que:r cnl'rá entre a y b (O S a S b S 1) es 

" •·• = r /(:r) d:r. 

85. La probabilidad de que una persona recuerde entre 1000% y 
10017% del material aprendido en un experimento es 

donde x representad porcentaje recordado. (Vea la figura.) 

(a) ¿Cuál es la probabilidad de que un individuo elegido al 
azar recuerde entre 50 y 75% del material? 

(b) ¿Cuál es el porcentaje medio de lo que se recuerda? Esto 
es. ¿para qué valor debes c ierto que la probabilidad de 
recordar de O abes 0.5? 



2.2 Integración por sustitución (cambio de variable) 8 ~ 

86. La probabilidad de que se tomen muestras de un mineral de 
una región que contiene entre IOOt1% y 100b% de hierro es 

~~: ~: [:~~e;~ai~n~c;;!ªi: n~:e~:~n;>~n~~~;a
1
:n~~ura.) 

(a) O y 25% de hierro? (h) 50 y 100% de hierro? 

87. Análisis gráfico Considere las funciones/y g. donde 

/(:r) • 6sen .rcos?:r y g{t) • I/(:r)dx. 

(a) Utilice una herramienta de graficación para representar f 
y gen la misma ,·entana de observación. 

(h) Explique por qué ges no negati,·a. 
(e) Identifique los puntos sobre la gr:ifica de g que correspon­

den a los extremos de J 
(d) ¿Cada uno de los ceros de/ corresponden a un extremo 

de g? Explique 
(e) Considere la función 

ll{t) = f' /(x) dx. 
•I' 

Utilice una herramienta de graficación par.i representar h. 
¿Cu:il es la relación entre g y M Compruebe su conjetura. 

88. Obtener un límite utilizando una Integral definida 
Determine 

evaluando una integral definida apropiada en el intervalo 10. 1 ]. 

89. Reescribir integrales 

(a) Demuestre que f .r( 1 - x)5 dx • L .rS(I - x)? ,fr. 

(b) Demuestre que f .t"(I - x)" d.r = f xh(J - x)" d.r. 

90. Reescribir integrales 

(a) Demuestre que 1•/! sen2 .r dx = 1•/! cos! x d.r. 

(b) Demuestre que 1•'\erl" .~d~ = 1•/2 cos~ .rdr, donde11 es 

un entero positivo. 

¿Verdadero o fa\so7 •: n los cjcrricios 91-96. determine s i el 
cnuncindo es ,·erdaduo o falso. Si es folso, explique por <1ué o 
proporrione un ejemplo que lo demuest re. 

91. f (2.r + IFdr = }(2.r + l)l + e 

92. J.r(:r2 + 1) ,i:c = ir2G,r3 + x) + C 

93. f ~
0 

(a.r3 + bx! + t:r + d) dr • 2 f O 
(b.r2 + d) dx 

94. L,1, senxdx = Lh!w sen.rdr 

95. 4f sen.rcos:rdr - -cos 2r + C 

%. f scn22.rcos2.rdr • ½sen12,· + C 

97. Reescribir integrales Suponga que/ es continua en to­
dos lados y que e es una constante. Demuestre que 

J: J(x) dx = e f /{c.r) dr. 

98. Integrar y derivar 

(a) Compruebcquesen11 - 11cos11 + C = f usen11d11. 

r·· (b) Utilice el inciso (a) para demostrar que Jo sen Jx dr = 21r. 

99. Demostración Complete la demostración del teorema 
1.16. 

100. Reescribir integrales Demuestre que si/ es cominua en 
la recta numérica real completa. entonces 

f/(.r+ ll)dr= r+•••/(r)dx. 

DESAFÍO DEL EXAMEN PUTNAM 

101. Si "o- "i· ... "• son números reales que satisfacen 

~ + ~ + ... + ....!!.!!_ - º· 
1 2 11 + 1 

demuestre que la ecuación 

ªo+ a 1x + t12x2 + · · · + a.,x" • O 

tiene al menos un cero real. 

102. Encuentre todas las funciones continuas posi1iva.~ ft.x) 
paraOs:xs: l .tales que 

f Jlr)dx = 1 

f /(x)xdx = a 

f /{xir,tr - a2 

donde cr es un número real. 

&los problcnw fu.m,n present~ porcl Comnuncc ce the Putn.r.m l'nie Com, 
pt1ntoo. Olbt M:uhemauca!Auonauoo oí Amtnca. Todos los dcmi'los l'ejCr• -
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2.3 Integración por partes 

Exploración 

Demostració11 si11 ¡xdabras 
Este es un enfoque difcrcnle 
para demostrar la f6nnula 
de integración por partes. 
Este planteamiento se tomó de 
"Proof Without Words: 
lntegration by Parts". por 
Rogcr B. Nelscn. Mathematics 
Mllga;:,ine.64.No.2.abril 1991, 
p. 130. con el penniso del autor. 

Área 

q•flb) 

=qs-1,r 

udi• + v,/11 = uv l' i' [ ]''·') 
r 'I {p.r) 

Í' [ ]''·'' J.' 11,Jv ,.. 11v - ,,d11 
r (p.,) 'I 

Explique cómo esta gráfica 
demuestra el teorema. ¿Qué 
notación en esla demostración 
no le resulta conocida'! ¿Qué 
cree que significa? 

■ Encontrar una antide rivada utilizando integraci6n por partes. 

Integración por partes 
En esta sección estudiará una lécnica de integración importante que recibe el nombre de 
intc-gr:1ción por partes. Esta técnica se puede aplicar a una amplia variedad de funcio­
nes y es particularmente útil para integrandos que implic~m productos de funciones al­
gebraicas y trascendentes. Por ejemplo, la integración por panes funciona bien con inte­
grales corno 

J xlnxdx. J x 2 trdx y J e~scnxdi-. 

La imegración por partes se basa en la fórmula par:i la derivada de un producto 

¾.[uv] = "* + v* 
= 11v'+ \'11' 

donde II y v son funciones derivables de x. Cuando 11 ' y v' son continuas. se pueden in­
tegrar ambos lados de esta ecuación para obtener 

111· = f 11r'dx+ f 1·11'dr 

= f 11dv + f 1• d11. 

Al reescribir esta ecuación. obtiene el siguiente teorema. 

TEOREMA 2.5 Integración por pa rtes 

Si II y v son funciones de x que 1ienen derivad3s continuas. entonces. 

f 1/(b- = /IV - J 1· d1,. 

Esta fórmula expres3 la integral original en términos de otro integrante. Dependien­
do de las opciones de II y,/\,. puede ser más fáci l para evaluar la segunda integral que la 
original. Debido a que l3s opciones de II y dv son fundamentales en 13 integración de 
proceso de partes. se proporcionan l:ls siguientes pautas. 

REGLAS PARA LA INTEGRACIÓN POR PARTES 

l. Tra1e de que dv sea la parte m:is complicada del integrando que se ajuste a un3 
regla b:isica de integración. Entonces u scr:i(n) el (los) fac1or(es) restante(s) del 
integrando. 

2. Trme de que 11 sea la parte del integrando cuya derivada es una función más 
simple que 11. Entonces dv ser:i(n) el (los) factor(es) rcstante{s) del integrando. 

Observe que dv siempre incluye el dx del integrando original. 

Cuando se u1ili1.a la integración por panes. considere que primero puede elegir dv 
o elegir u. Sin embargo. después de elegir. la elección del otro factor est:i determinada. 
debe ser la porción reslanlc del integrando. También tenga en cuenta que dv debe conte­
ner el diferencial dr de la integral original. 



... ... . ... .. . •... ·I> 
: .. COMENTARIO E" el 

ejemplo 1, considere que no es 
necesario incluir una constante de 
integración en la resolución de 

,, = f eAdx =e:,: + c1• 

Para ilustrar esto. reemplace 
v=e"por v=e-'+C1 y 
aplique la imegración ¡x>r panes 
para ver que obtiene el mismo 
resultado. 

C> TECNOLOGÍA Intente 
• graficar 

f 2 1 · J xJ I .r3 
.l n .\ (X y J n.r-9 

en su utilidad gráfica. ¿ Obtiene 
la misma gráfica? (Es10 puede 
tomar un tiempo. así que tenga 
paciencia.) 

2.3 Integración por partes 8! 

ifjij❖jijlffi Integrar por partes 

Enc uentre J Xi'A dx. 

Solució n Para aplicar la integración por partes. tiene que escribir la integral en forma 
f II tl\1• Hay varias maneras de hacer esto. 

f é<)(e•d,), f (e' )(xd,). f(l)(xe' d,). f (x,·' )(d,) 
V '-------v---' '-v' '---v-' Y '-----v------' ...........,...._,., 
11d1• udi· u,h ud1 

L1s directrices de la página anterior sugieren la primera opción debido a que la derivada 
de 11 = .res más simple que x y clv =e•,/_\' es la parte más complicada del in1egrando que 
se ajusta a una fó rmula de integración básica. 

dv = eA· d\' • 1· = f dv = f e• d\' = e·' 

11 =.r • cl11=clx 

Ahora, la integración por partes produce 

Í""" = "" - f \'(ill 
f xecdr:=xt1z _ f e .. dr: 

= Xf!z - e z + C. 

Fórmula de integración por parte~ 

Su~muya 

lntcgn:. 

Pam comprobar esto. derive xe-• - e .. + C para vcrque se obtiene e l integrando original. 

Integrar por partes 

Enc uentre J x2 In .,· dx. 
Soluc ió n En este caso. x1 es más fácil de integrar que In x. Además, la derivada de 
In .res más simple que In .r. Por lo tanto. debe hacer dv = xl d\'. 

11 = ln x E$> 

i·= fxldx=f 
du = ~ dr: ., 

La integración por partes produce 

f 11t/11=1111- f 11d11 

f x2 htx<fr -f ¡,, • - f (~)(~),fr 
=flnx- ½fx1 dx 
= fin x - ~+C . 

Fórmula de integración por partcli 

Su.1-muya 

Simplifique 

lmegn·. 

Puede comprobar este resultado mediante la derivación. 

• 
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El :'irea de la región es aproximadamente 
0571. 

f'igurn 2.6 

Una sorprendente aplicación de la integración por partes implic3 integrandos con­
sistentes en ténninos indi\1idu3lcs, como 

f ln x,Jx o f arcscnxd,·. 

En estos casos. trate de hacer tb- = dx como se muestra en el siguiente ejemplo. 

Integrar con un solo término 

Evalúe f arcsenxdt. 

Solución Sea th• - tlr: 

tJ,, = dx • ,·= f dx=x -du=--1-dx 
,.!T"=7 

L'l integración por partes produce 

f udv=uv -f ,,(fu Fónnul.1 de integr:ición 
potpartes 

J arcscn x ,J:c = x are sen x - f ~ tl:c 
v i -x· 

= x arcscn:c + ½ J (1 - :c2)-
1/2 (-2t) ,J:c 

= xarcscn:c + ..,.t¡="7 + C. 

Sustituya 

Reescriba. 

Integre 

Usrmdo esta antiderivada. puede calcular la integral definida como se muestra. 

f arcsen.x dx - [x arcsenx + ..lf'=x! I 
=i- 1 

- 0.571 

El área representada por esta integral definida se muestra en la figura 2.6. • 
[> TECNOLOGÍA Recuerde que hay dos formas de utilizar la tecnologfrl para evaluar 
• una integral definida: (1) se puede utilizar una aproximación numérica. como la regla 

del trnpecio o la regla de Simpson. o (2) se puede utilizar un sistema de álgebra compu. 
tacional para encontrar la antiderivada y a continuación aplicar el teorema fundamental 
del d.lculo. Ambos métodos tienen inconvenientes. Para encontrar el posible error cuan­
do se usa un método numérico. el integrnndo debe tener una segunda derivada (Regla del 
trapecio) o cuana derivada (Regla de Simpson) en el intervalo de integración: el inte­
grando en el ejemplo 3 no cumple ninguno de estos requisitos. Parn aplicar el teorema 
fundame111:il del cálculo. la utilidad de la integración simbólica debe poder encontrar la 
antideri\1ada. 

■ PAR,\ JNt'ORAIACIÓN ADICIONAL Para ver cómo se utiliza la integración por partes en la 
demostración de la aproximación de Stirling 

l11(11!) = 11 In 11 - 11 

consuhe el anículo ··lbc Validityof Stirling'sApproximation: A Phy~ical Chemistry Project'·. por 
A. S. Wallner y K. A. Brandt. en el lo11nre1f o/ C/iemicaf Ed11cC1t io11. 



2.3 Integración por partes Si 

Algunas integrales requieren e l uso repetido de la fónnula de la integración por partes. 

lfiil'/!d•CH Uso repetido de la integración por partes 

Encuentre J x2 sen x dx. 

Solución Los factores -'J y sen x son igualmente f:'icites de integrar. Sin embargo. la 
derivada de x2 se hace m:is simple. mientras que la derivada de sen x no. Por lo tanto, 
debe hacer que 11 = _\-2. 

d1• = senx dx • r = f senx d r = -cosx 

11 = x2 • d11 = 2rtlx 

Ahora, la integración por partes produce 

f x 2 sen xdx = -x2 cos.\' + f 2\'cosxdx. Pnmcr uso de la mtcp.1Ción por partcl 

Este primer uso de la integración por partes ha logrado simplificar la integrn.l o riginal. pero 
la integral de la derecha sigue sin ajustan.e a una regla de integración básica. Para evaluar 
esa integr.il. se puede aplicar la integración por panes otra vez. Ahora. sea 11 -1\'. 

t/1• = cos.r ,fr • 1· = f cos x d.1· = scn .1· 

11 = 2r • du = 2 dx 

Ahora. integrando por partes obtiene 

f 2rcosxtfr=hsenx- f 2sen xcb: 

= hscn x + 2cosx + C. 

&gimdo u:,o de la mtci;ración p!>1" partes 

Combinando estos dos resultados. puede escribir 

f x 2 scnxclx = -x2 cosx + 2rscn x + 2cosx + C. • 
Al hacer aplicaciones repetidas de la integración por panes. es necesario tener cui­

dado de no intercambiar las sustituciones en aplicaciones sucesivas. Por ejemplo. en el 
ejemplo 4. la primera sustitución fue 11 = _,J y dv = sen x lÜ'. Si en la segunda aplicación 
hubiera hecho la sustitución de 11 = cos x y dv = lr, habría obtenido 

f x2 senxdx = -x2 cosx + f lrcosxd.r 

= -x2 cosx + x2 cosx + f x2 scnxdr 

= f x2 scnx dx 

deshaciendo asf la integración anterior y volviendo a la integral original. Al aplicar rc­
petid:unente la integración por partes. también debe vigilar la aparición de un múltiplo 
constante de la integral original. Por ejemplo. esto ocurre cuando se utili7A1 la integra­
ción por pan es para evaluar Je• cos 2r dr . y también ocurre en el ejemplo 5 de la página 
siguiente. 

La integral en el ejemplo 5 es impon ante. En la sección 2.6 (ejemplo 5). verá que 
se utiliza para encontrar la longitud de arco de un segmento parabólico. 
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Figurn 2.7 

ifjjéjplf fW Integrar por partes 

Encuentre f sec3 x dt:. 

Solución La parte más complicada del integrando que puede integrarse fácilmente es 
secl x. entonces podrfa hacer que dv = scc2 x d.,· y 11 = scc .t:. 

d•· - sec2 x dx • 1· - J scc2 .,·dr - tan x 

-,. du = secx tanx dx 

La integración por partes produce 

f 11 d11 = 11v - f vt/11 

f scc3 xclr = scc xianx - f scc xtan2 xdx 

f sec3 xdt: = scc .t tan x - f secx(scc2 x - 1) dx 

f sec3 xtü =sccxtanx - f scc3 xdx+ f sccx di; 

2 J sccl xdi; = sccx lan x + f scc x di; 

2 J sccJxdi; = scc xtan x + lnlsccx + tan xi+ C 

J 
I J 

scc3 x di;= 2 sec x tan x + 2 in¡sec x + tan x! + C. 

lfi!:'li#llif Encontrar un centroide 

Fórmula de 11m:gr.1rnffl 
porp;ine) 

Sus111uya 

ldrntidadbi~ 

Agrupe: las m1egr.1ks i;cmcJanlo 

lme¡;n:. 

Dindaenln:2. 

Un elemento de una máquina es modelado ¡:x:,r la región acotada por la gráfica de y = 
sen x y el eje x. O s x s: '"/ 2. como se muestra en la figura 2.7. Encuentre el centroide de 
esta región. 

(t . 1) Solución Comience por encontr:tr el área de la región. 

A = f•/2 sen .,·dx = [-cos x):
12

= 1 

Ahora puede encontr:tr las coordenadas del cen1roide. Par:t evaluar la imegral para y, pri­
mero reescriba el integrando usando la identidad trigonométrica sen2 x = (1 - cos 2t:)/ 2. 

J r•/2 sen X J r•/2 J [ sen 2,]•/2 " 
Y= A Jo 2 (senx) ,tr = ¡Jo (1 - cos 2\") <ir = ¡ x - - 2 - 0 

= g 

Puede evaluar la integr:tl para ,t . (1/ A) ¡; 12 x senx dx. con la integración por partes. 
Para ello. sea dv = sen x ,Jx y 11 = x. Esto produce v = -cos x y du = clr y puede escribir 

f xscnxdr = - .r cos .r + f cos .r dr = -xcos.r + sen x + C. 

Por último. puede determinar que r es 

.t = ¾ L•/2 xsen xdr = [-xcosx + senx]:/2= l . 

Por lo tanto. el ccntroide de la región es ( 1. -rr / 8). • 
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: "COMENTARIO Se puede 

utilizar e l acrónimo LIATE 
como una guía para la elección 
de II en la integración por 
partes. Con este obje1ivo, revise 
el integrando. haciéndose las 
siguientes preguntas. 

¿Hay una parte logarítmica? 

¿Hay una parte 1rigonomé1rica 
inversa? 

¿Hay una parte algebraica? 

¿Hay una parte trigonométrica? 

¿Hay una parte exponencial'? 

■ l'AIU INl<"OKMACIÓNAl)JCIONAI, 
Para obtener más información sobre el 
método de tabla. consulte el artículo 
"Tabular lnlcgration by Part.s". de Da­
vid Horowitz. en Tl1e College Mlllhe­
mmics Jmmwl. y el anículo "M:is 
sobre Integración tabular por piezas". 
de Lconard Gillman. en The Coflege 
Mn1Jiema1ics Jmmml. Para ver estos 
anículos. visite Mr,1l1Ar1ides.com. 

2.3 Integración por partes 8! 

A medida que adquiera experiencia en el uso de la integración por partes. aumenta­
rá su habilidad en la determinación de II y dv. El siguiemc resumen muestra varias ime­
grnles comunes con sugerencias parn la elección de u y dv . 

RESUMEN: INTEGRALES COMUNES UTILIZANDO 
INTEGRACIÓN POR PARTES 

1. Parn integrales de la fomw 

f x"eu·•dx. f x"sen ,u,fr o f x"cosaxdx 

sca11=_,.n y dv=eu,Lr:. senaxdx ocosaxdx. 

2. Para integrales de la fomta 

f x" In x dx. f x" arcsen ta dx o J x" arelan ax ,fr 

sea 11 = lnx.arcsenax,o arctanax y di'= x"dt. 

J. Para integrales de la fomla 

f e'u sen bx dt o J e"" cos bx dx 

sea 11 = sen bx o cos bx y sea dv = eu• ,Jx. 

En problemas que implican la aplicación repetida de la integración por partes. un 
método tabular. ilustrado en el ejemplo 7. puede ayudar a organizar el trabajo. Este mé­
todo funciona bien para integrales de la fonna 

f x"scnax (lr:, f x"cosax,b: y f x"e""' tlr:. 

ijjj¡'1IHU@ Usar el método tabular 

'. • • · t> Consulte LarsonCalcu/us.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Encuentre J x2 sen 4x dt. 

Solución Comience como es costumbre haciendo 11 = x1 y dv = v'dx = sen 4.t dt. 
A continuac ión, genere una tabla con tres columnas. como se muestra. 

Signos 
alternados 

11y sus 
derivadas 

+ ---

+ --- 2 -o 
1 

lxri,c h~IJ qoc obtcn!!'a O 
como un:a den Y.Ida 

v' y s us 
antiderh·adas 

sen 4x 

-¾ cos 4.( 

--h sen 4x 

~ cos 4x 

L'l solución se obtiene mediante la adición de los productos con el signo de los elemen­
tos diagonales: 

f , 1 , 1 1 
x· sen 4xdt = - ¡ x· cos 4x + g x sen 4x + 32cos 4x + C. • 
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2. 3 E i e re i e ios ~:~s-~:.~~1~::~com para un tutarial lit ayuda y solucum,s ttaha1adas dt 1os IJtrCJCIOI con 

Configurar la integración por partes En los ejercicios 
1-6, identifique II y d1• para encontrar la integral mediante la 
integración por partes. (No e,·alúe la integrnl.) 

1. f xe21 d1· 

J. J (ln.r}2dr 

5. f .rsec? .,,fr 

2. f X~t'1' ,L, 
4. J ln5.r,Lr 

6.fx2cosxdx 

Usar la integración por partes F:n los ejncicios 7-IO. calcule 
la integral mediante la integración por partes con las opciones 
dadas de u y dv, 

7. f xi 1n x,fr:11= ln .r.dv=.rldr 

8. f (4.r + 7)t'1 d.r:1, = -tr + 7,dv = e1-·dx 

9. f xsen 3xd1·:11=x.dl• =sen 3x,Lr 

10. f xcos4xdr: 11 • X,dl' •cos 4x dx 

Encontrar una integral indefinida En los ejercicios 11-3-0, 
calcule la inlegnil indefinida. (Nota: Resueh·a por el método 
más simple, no lodos rt'(1uieren integración por partes.) 

11. f xe-◄• d,· 

IJ. f.r1e-• dx 

15. f t 111(1 + l)dl 

17. f º~:'-)2 d, 

19. f (2t:•,)2dr 

21. f ).·..,/i""=5dx 

2J. f ).·cosxdr 

25. f ).·1 sen .r,Lr 

27. f arelan .nb· 

29. f e--'-' sen 5., ,fr 

Ecuaciones diferenciales 
la «uación diferencial. 

Jl. y'= ln x 

12. f~,lr 
14. 
f ,,,, 

--¡r-dt 

16. f .r'linlrdr 

18. f 7dx 

20. f ( ;r'e'' ¡i'lr 
,l + 1 

22. f ~d.r 

24. f lcsctco11d1 

26. f x2 cosx,L, 

28. f 4 arccosx,fr 

J-0. f e◄~ cos 11· d1· 

En los t>jercicios 3 1-34. resueh·a 

., 
J2. y'= arelan 2 

dv 11 

JJ. dr "" J.f+T, 

Campo direccional En los ejercicios 35 y 36 se dan una 
ttuación diferencial. un punto y un campo direccional. (a) Tra­
ce dos soluciones aproximadas de la ecuación diferencial m el 
campo direccionnl. mm de las cuales pasn a lra,·és del punlo 
dado. (b ) Ulilit·e la integración para l'nconlrar la solución par­
ticular de la ecuución diferencial y use una utilid:1d gráfica p11n1 
representar gráficamente la solución. Compare el re!iultado con 
los dibujos del inciso (a), Para imprimir una copia ampliada d<' 
la gráfica. ,·is ite MatllGrapl,s.com. 

35. t = .r./ycosx, (0.4) 36. t: r •/l sen 2.r. (0. -m 

Campo direccional En los ejeKicios 37 y 38. utilice un sis­
tema dt> álgebra computacionnl para graficar t>I campo direc­
cional de la « uación diíerencial y representar gráficamente la 
solución a trn,·és de fo condición inicial especificada. 

J7. ;t • ;r•.11. y(O) • 2 38. t •; senx. y(O) • 4 

Evaluar una integral definida En los ejeKicios 39-48, calcule 
la integral definidn. Use un programa de grnficación para con­
firmar el primer resultado. 

J9. L Jxe•fl dr 40. L? xle-2~,Lr 

r 1 •.rscn2.r,Lr 41. . r coslr,Lr 42 . 

' r L1

.rarcsen.r2d,· 4J. arccosxdr 44. 

' 
45. L1 

l!' scn xdx 46. f ln(4 + .,..?) d,· 

47. L4

xan:sccxd,· 48. r .r scc2 21· t/.1· 

Usar el método tabular En los ejeKicios 49-54, utilice el 
método tabular para enconlrar la integral, 

49. f X?l!i., ,fr 50. f x1e-2'dx 

51. f xlscn.rd.l· 52. f .,.J cos 2x W.· 



53. J xscc1 .tdr 

Utilizar dos m 8todos En los ejercicios 55-58, calcule In inte­
gral indefinida mediante suslitución, St"guida por la integración 
porp:1rtes. 

55. J scn../xd,· 56. f 21•l cos :r2 clx 

51. f .r5e•' clx 58. f e.lfidx 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

59. Integración por partes 

(a) ¿En qué regla de diferenciación se basa la integración 
por partes'/ Explique. 

(b) En sus propias palabras, explique cómo se detennina 
qué partes del integrando deben ser II y cfr. 

60. lrttegración por partes Al evaluar fx sen :r ,ir. expli• 
que por qué el hacer que 11 = sen x y dv = x dr se dificuha 
m:'is encontrar la solución. 

6 1. Integrar por partes Indique si usaría la integración 
por partes para evaluar cada integral. Si es a.d. identifique 
cu:'il utilizarla para II y dv. Explique su razonamiento. 

J 
lnx 

(a) -clx 
X 

(b) f xlnxd.r (e) f .r?e- 1 ' dr 

(d) f 2re•' d,· (e) J ~llf 
v:r+ 1 

(f) f ~dx 

62. ¿CÓMO LO VE? Utilice la gr::lfica dcf mostrada 
en la figura para responder lo siguiente. 

(a) Calcule la pendiente de/cn.l = 2. Explique. 

{b) Aproxime los intervalos abiertos en los que la gr::lfica 
de/ es creciente y los intervalos abiertos en los que es 
decreciente. Explique. 

63. Usar dos metodos Integre J ~ ,lf 
v4 + .,·. 

(a) por partes. haciendo t/1· • ~ clx. 

(b) por sustitución. haciendo 11 = 4 + .r2. 

2 .3 Integración por partes 9 1 

64. Usar dos metodos Integre J x ./4=x dx 

(a) por panes. haciendo t/1• = ,fif"=x d,·. 

(h) por sustitución, haciendo 11 = 4 - .r. 

Encontrar una regla general En los ejercicios 65 y 66. uti. 
lice un sistema de álgebra computacional para encontrnr las 
integ111les para 11 = O, l. 2 y J. Utilice el resultado para obtener 
una regla general para las integrales para cualquier entero po­
silh-o 11 ~· ponga a prueba sus resultados para 11 = 4. 

65. f x" ln x dr 

Demostración E:n los ej el'<'.icios 67-72, utilice la integración 
por partes p11n1 demostrnr la fórmula. (Para los ejercicios 67-70. 
suponga que II es un entero positirn.) 

61. f x" scnxdr- - x• cos .,· +n f x•- 1 cos.,·dx 

68. f .r" cos.rdr ""x• scn:r - n f x • - 1 scn:rclr 

69. J.r• ln x ,Lr = (/:T:)2 [-1 + (n + 1) lnx] + C 

70. J x•e....- dr • .r"; "• -~f .r•- 1 e"·'dx 

71 _ Jeu senb.i· clr"" 1",.,(ll sen bx - hcos b.r) + C 
(1- + Ir 

72
_ J u . I · _ e"'(acosbx + hscn bx) 

I" cosb.1,.1- lll+bi +e 

Usar fórmulas En los ejercicios 73-78, calcule la integral me­
diante l'I uso de la fórmula apropiada de los ejercicios 67-72. 

73. f .rlsen.rdr 

75. f .r'lln.rdr 

11. f e-1• sen 4xdr 

14. f .r2 
COS X d.r 

16. f xJe1
• d,· 

18. f eü cos 3x d1· 

Área E11 los ejercicios 79.82. use una herramienla de grafica­
ción para l rni.ar la H gión acolada por lns gráficas de las ecua. 
cionl'S. Lut>go determine analíticamente el área de In ttgión. 

19. y = 2rl"- -', )' = 0, X : 3 

80. y • ~reb. y • O. x • O . .r • 2 

81. y • e--• sen 1r.r. y ""' O. x • 1 

82. y= .rlln .r. y =O . . 1· = l . .r=3 

83. Área, volume n y centroide Dada la región acotada por 
las gráficas de_\'= In x. y= O y x =e.encuentre 

(a) el 6rea de la región. 
(h) el volumen del sólido generado al girar la región respecto 

al eje .r. 
(e) el volumen del sólido generado al girar la región respecto 

al eje y. 

(d) el ccntroidc de la región. 
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84. Área, volumen y centroide Dada la región acotada por 
las gráficas de')'= sen .r. y = O . .r:: O y .r = -rr. encuentre 
(a) el área de la región, 
(b) el \·olumcn del sólido generado al girar la región alrededor 

del eje .r. 
(e) e~ \'olumen del sólido generado al girar la región sobre el 

eJey. 
(d) el ccntroide de la región. 

85. Centroide Encuentre el centroide de ta región ac01ada por 
las gráficas de)' = arcscn .r,.r = O y)' = -rr/ 2. ¿Cómo se rela­
ciona este problema con el ejemplo 6 en esta sección? 

86. Centroide Encuentre el centroide de la región acotada por 
las gráficas dcft..r) = .r1.g(.r) = 2•, x = 2 y .r = .t. 

87. Desplazamiento promedio La vibración de un resorte 
es afectada por una fucr1.a de amortiguación de manera que el 
desplazamiento del resorte está dado por 

y • r,.,(cos2t + 5sen2r). 

Encuentre el \·alor promedio de y en el intervalo de 1 = O a 
1 = 1r. 

88. Modelo de memoria • • • • • • • • • • • • • • 

Un modelo para la capacidad M de un niño para memori-
zar. medido en una escala de O a 10. está dada por 

M:: 1 + l .6t lnt. 0<1:S:4 

donde res la edad del 
niño en años. Encuentre 
el valor promedio de 
este modelo 

(a) entre el primer y 
segundo cumpleaños 
del niño. 

(b) entre el lercer y 
cuarto cumpleaiios 
del niño. 

Valor presente En los ejcr<'.icios 89 y 90. encuentre d ,·a lor 
presente P de u n flujo de ingreso continuo de c(t) dólares por 
año par:1 

P = r c(1)f,-" dt 

dondct1 ~ el tiempo en años y res la lasa de interés anual com­
puesto en forma continua. 

89. c(t) • 100.000 + 40001. r • 5%, 11 • 10 

90. c(t) - 30.000 + 5001, r • 7'.i.11 • 5 

Integrales utilizadas para encontrar los coeficientes d e 
Fourier En los ejercicios 91 y 92. ,·critique el valor de la inll'­
gral definida. donde 11 es un entero positi,·o. 

9\. ¡• xs,,,.,·d, = { ~· 
-O" 2-rr 

n 

11 es impar 

11es par 

92. .r2 cos ,u dx = ----,--f• (-1)' 4u 
- .- ,,-

93. Cuerda vibrante Una cuerda extendida entre los dos pun­
tos (O. O) y {2. O) es arrancada por el desplazamiento de: la cuer­
da/¡ unidades en su punto medio. El movimiento de la cuerda se 
modela por una serie de senos de Fouricr cuyos coeficientes 
están dados por 

L' J,' 111rx 111r.r 
b. = h xsen--:,-d.r + h (-.,· + 2)scn-d.r. 

o - 1 2 

Encuentre b_. 

94, Método de Euler Considere la ecuación diíerencialf'(.r) = 
u • con la condición inicial /(O)= O. 

(a) Utilice la integración para rcsohi:r la ecuación diferencial. 

(b) Utilice un programa de graficación para trazar la solución 
de la ecuación diferencial. 

(e) Use el método de Euler con 1, :: 0.05 y la.~ capacidades 
rccuo.i\'as de una herramienta de graficación. para gcncr.tr 
los primeros 80 puntos de la gráfica de la solución aproxi­
mada. Utilice la hemmienta de gmficación para trazar los 
puntos. Compa~ el resultado con la gráfica del inciso (b). 

(d) Repi1a el inciso (c) usando h "'0.1 y genere los primeros 
40 puntos. 

(e) ¿Por qut el resultado del inciso (e) es una mejor aproxi­
mación de la solución que el resultado del inciso (d)? 

Método de Euler En los ejercicios 95 y 96, coJlSidcre la ecua­
ción diíerencial y repita los incisos (a)-(d) del ejcrricio 94. 

95. 1,x) • 11· scn{21") 

/(O)= O 

96. f'(.r) "" cos .Jx 
/(O)= 1 

97. Pié nselo Dé una explicación geométrica de por qué 

r·" r·" Jo .rsenxdr :s Jo .r,fr. 

Verifique la desigualdad mediante la evaluación de las integrales. 

98. Encontrar un patrón Encuentre el área acotada por las 
gráfica.~ de y = ., sen .r y)' = O sobre cada inten•alo. 

(a) 10. -rrJ (b) 1-rr. 2-rr] (e) [2-rr. 3-rrJ 

Describa cualquier patrón que obscn·e. ¿ Cu:11 es el área enlre 
las gráficas de y::.rscn.ryy - Oenel intervalo[n-rr. (n + 1)-rr]. 
donde 11 es cualquier número entero no ncgali\•o? Explique. 

99. Encontrar un error Encuentre el error en el siguiente ar­
gumento de que O = 1. 

tlv=tl., ~ """ Íd.x =.x 

o+ f ".;: G)(,) - f H,)(,)dx 
- 1 + f ~ 

Por lo que.O= l. 

..... ~°"" 



2.4 Integración de funciones logaritmicas, trigonométricas y exponenciales 9~ 

2.4 Integración de funciones logarítmicas, 
trigonométricas y exponenciales 

Exploración 
llltegració11 de fu11cio11es 
racio11ales 
En la unidad 4 aprendió las 
reglas que le han permitido 
integrar c11a/q11ier función 
polinomial. La regla de 
integración de logaritmos 
presentada en esta sección 
facilita la in1egración de 
funciones racionales. Por 
ejemplo. cada una de las 
siguientes funciones se 
puede integrar con la regla de 
integración de logaritmos. 

1 
4x - l 

X 

~ 
3x2 + 1 

XJ + X 

x+I 
.r2 + 2x 

1 

3x + 2 
xi +x+ 1 

~ 
2, 

(, + 1)' 

Ejemplo 1 

Ejcmplo2 

EJCmploJ 

EJemplo4íc) 

Ejemp\o6 

Aunque hay algunas funciones 
rncionalcs que no pueden 
integrarse util izando la regla 
de integración de logaritmos. 
Proporcione ejemplos de 
estas funciones y explique su 
razonamiento. 

■ Utilinr 1.- regl.- par .- l.- integr.-ción de logaritmos p.-r.- inte grar una funció n racion.-1. 
■ lntegr.-r fu ncio nes trigo nom é tricas. 

Inte gración de la función logaritmo natural 
Con las reglas de derivación 

d 11 ' 
~[lnlul] = -; 

que estudió en la sección anterior se obtiene la siguiente regla de integración. 

TEOREMA 2.6 Regla de integración de logaritmos 

Sea II una función derivable de x 

Debido a que tlu = u ' d\'. la segunda fórmula también se puede escribir como 

fu' 
-dr = lnl11I + C. 

" 
r-orma altcmall'•II de la n:gla de mtegr.11.·ión de logariunm 

Hfiffl❖IH•IE Usa r la regla de integra ción de logaritmos 

f~ d.,· = 2f..!. tlx 
.\' X 

-2 1n1,1 +e 
- In(,')+ C 

Regla del müluplo constante 

Regla de mtcgración de loganunos 

Propiedad de lrn; !q!ummo~ 

Debido a que x1 no puede ser negativa, la notación de valor absoluto es innecesaria en la 
forma final de la antiderivada. 

ifjj)'jjij!•fj Usar la regla _de integ~ación de logaritmos 
con un cambio de vanable 

Encuentre J- 1
- dx. 

4x - 1 

Solución Si11 = 4x - l.e111oncest/11 = 4dx 

f 4x ~ 1 t/.r = ¡¡ (4:c ~ 1)4 tlx Muluph<¡ue y di,ida entn: 4 

= ~f..!. du 
4 " 

Susmup 11 • 4\ - 1 

= ¡ lnlul + e Aph<¡uc la n:gla de m1egración de loganU!lO'i 

-¡ lnl4x - 11 + e Su;;muyad,alordcu • 
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, X 

L' A rea • -::r-- tlr: 
o.r + 1 

El :írca de la región limitada por la 
gráficadey.el eje .,yx • 3es 

f In 10 . 
f'igurn 2..8 

El ejemplo 3 utiliza la variante de la regla de integración de logaritmos. Par.i. aplicar 
esta regla, busque los cocientes en los que el numerador es la derivada de l denominador. 

MfH&iHlffi Detenni~ar el área con la regla de integración 
de logantmos 

Encuentre el área de la región limitada por la gráfica de 

X 
y=~ 

el ejex y la rectax = 3. 

Solución En la figura 2.8 se puede ver que el irea de la región esti dada por la inte­
gral definida 

llx2: 1 dx. 

Si 11 = x2 + l . entonces 11' = ll'". Par:i aplicar la regla. multiplique y divida entre 2. como 
se muestra 

(3+-
1
dx={ (3-#-

1
dx Jox + -Jox + 

= ½[ rn(x2 + 1)): 

= ½(In 10 - In 1) 

= ½in 10 

- 1.15 1 

M1.1lt,pliquc y di,•ida c:ntn: 2 

In l .. O 

ifjj{ii#llii Re~onocer !~nnas de c?ciente de la regla 
de mtegrac1on de logantmos 

f 3x' + 1 d 1 1 ' 1 C a, - ,-- X = n X + X + 
X + X 

f sec' x 
b, -· -dx = ln l1an x l + C 

la/I X 

f x+ 1 lf 2x+2 
c. ~

2
. dx - -

2 
- ,-

2
- dx 

X + .\ X + X 

= ½1n1x2 + 2x1 + e 

J I IJ 3 
d. 3x + 2 d.r = 3 3x + 2 dx 

= i lnl3x + 21 + e 

11 .. Jx + 2 

• 
Con antiderivadas o primitivas que involucran logaritmos. es fácil obtener formas 

que parecen bas1an1e diferentes, pero siguen siendo equivalentes. Por ejemplo. tanto 

lnl(lx + 2)'i'I + e 

1nl3.r + 21 1/l + e 
son equivalcmes a la antiderivada que se presenta en el ejemplo 4(d). 
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[> TECNOLOGÍA s; usted 
tiene acceso a un sistema 
algebraico compu1acional, 
utilícelo para encontrar las 
integrales indefinidas en los 
ejemplos 5 y 6. ¿De qué manera 
se compara la forma de la 
:mtidcrivada obtenida con la 
dada en los ejemplos 5 y 6? 

L:i.s integrales :i. l:i.s que se puede :i.plic:i.r l:i. rcgl:i. de integrnción de logaritmos apa­
recen :i. menudo en forma disfr:i.z:i.d:i.. Por ejemplo, cuando un:i. función r:i.cion:i.l tiene un 
111,merador de grado mayor o igual al del de110111i11ador. al dividir se encuentra un:i. 
forma :i. l:i. que se puede :i.plic:i.r la regla de integrnción de logaritmos. Es10 se mues1rn en 
el ejemplo 5. .. Usar la divis ión larga antes de integrar 

• • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo. 

Encuentre l:i. integral indefinida. 

fx2 +x + l
1 ~ t _,. 

Solución Comience usando l:i. división l:uga p:i.ra reescribir el integrando. 

;r:2 +X+ 1 1 

~ - :i! + 1 ).r! +X+ 1 -
~ 

Ahora puede integrar par:i. obtener 

fx' + X + 1 J ( X ) --, --,1.t= 1 +-,- dx 
.r + 1 :r: + 1 

Rtt5C'nb3 usando la división lait:i 

= dx+- --dx f 'f 2x 
2 :r:2 + 1 

Rttscrib:i como dos intcg:r.ilc~ 

= x + ~ ln(x2 + 1) + C. 

Compmebc es1c rcsul1ado mediante la derivación para obtener el integrnndo original. ■ 

El siguiente ejemplo presenta otro caso en el que la regla de integración de logarit­
mos está disfrazada. En este caso, un cambio de vari:ibles :iyuda :i reconocer l:i rcgl:i de 
intcgr:ición de logaritmos. 

Cambiar va riables con la regla de integración 
de logaritmos 

Encuentre la integr:i.l indefinida. 

Ícx !'" ,)2t!x 
Solució n Sea 11 = x + l. entoncesc/11 = dx yx = 11- l . 

f 2, J 2(u - 1) 
(x + l )l tlx = - ,.-, -d11 Su.mtuy" 

= 2 f (~ -~) tlu Re!:'scrib:icomodos frocciones 

fdu f =2 ~-2 ,,-2 ,1,¡ Reescnb,1 corno do, mtegr:ale~ 

("-') = 2 In!11I - 2 -=-T + e lntq¡n-. 

= 2 lnl11I + ~ + e Sm1plifiquc 

= 2 lnlx + 11 + X ! 1 + e S11stituya11 

Compruebe este resultado mediante la derivación para obtener el integrando original. 
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• • COMENTARIO Tenga en 
• cuenta que puede comprob:ir su 

respuesta a un problema de 
integración derivando la 
respuesta. Por ejemplo. en el 
ejemplo 7. la derivada de y = In 

• llnxl + Ces y '= 1/ (xln x). . ..... . .... . .... ·t> 

Al es1udiar los mé1odos que se muestran en los ejemplos 5 y 6. considere que ambos 
métodos implican reescribir el integrando disfrazado para que se ajuste a una o más 
fónnulas básicas de in1egración. En las secciones rcslantes de esla unidad se dedicará 
mucho tiempo a las técnicas de integración. Para dominar estas técnicas. debe reconocer 
la naturaleza de .. ajustar a l:i forma .. de l:i integral. En este sentido. la integración no es 
tan sencilla como la derivación. La derivación es 

"Aquí esrá la preg1111ta, ¿cuál es la resp11esw?" 

La integración es m:'is como 

"Aq11( esrá la resp11esra, ¿(.'11ál es la 1,reg11111a?" 

A continuación se prc.'iclllan estrategias que se pueden utilizar para la integración. 

REGLAS PARA LA INTEGRACIÓN 

l. Aprenda una list:i b:'isica de fórmulas de integración. (Incluyendo los que figu­
r:m en esta sección. ahor::i tiene 12 fónnulas: la regla de la po1encia. la regla de 
integración de logaritmos y ID reglas trigonométricas. Al final de la sección 2.8. 
esta lista se habrá ampliado a 20 reglas básicas.) 

2. Encuentre una fórmula de integración que se asemeje a la totalidad o parte del 
integrando y. por ensayo y error. encuentre una selección de II que har:í que el in­
tegrando se ajuste a la fórmula. 

3. Cuando no pueda encontrar una sustitución que funcione. intente alterar el 
integrando. Us1ed puede tratar con una identidad trigonométrica. multiplicación 
y división por la misma cantidad. suma y resta de la misma cantidad. o una divi­
sión larga. Sea creativo. 

4. Si usted tiene acceso a un software que encuentre antidcrivadas simbólicamen­
te. úselo. 

Sustituir u y regla de integración de logaritmos 

Resuel"a la ecuación diferencial~ = _!_ • 
dx x In x 

Solución La solución puede escribirse como una integr::il indefinida. 

y = f_!__d:r 
xlnx 

Debido a que el integrando es un cociente cuyo denominador está elevado :i la primem 
potencia, usted debe tratar con la regla de integración de logaritmos. Hay tres opciones 
básicas para 11. Las opciones 

11 = x y 11 = x ln x 

no se ajustan a la fonna 11 ' / 11 de la regla de integración de logaritmos. Sin embargo. la 
tercera opción se ajusta. Haciendo 11 = In x se tiene 11 ' = 1/x y se obtiene lo siguiente. 

f.,. 1~ x clx = f 11
1
[; c/x 

= f~c1.,· 
= lnl11I + C 

= lnlln:cl + e 

D1,1da el numerador y d dc:oommadorentn: .r 

SuslllU)'ll: ,, - ln .f 

Aplique 1~ n:gla de: mtcgr111:ión de loganunrn. 

S us h lU)'ll 11 

Por tanto. la solución es y = In lln xj + C. ■ 



2.4 Integración de funciones logaritmicas, trigonométricas y exponenciales 9i 

Integración de funciones trigonométricas 
En la sección 1.3 aprendió las seis reglas de integración trigonométrica. las seis que se 
corresponden directamente con las reglas de derivación. Con la regla de imegración de 
logaritmos. :ihora puede complet:ir el conjunto de fórmulas trigonométricas básicas de 
integración. 

Usa r una identidad trigonométrica 

Encuentre J tan x dx. 

Solució n Esta integral no parece ajustarse a ninguna fórmula en nuestra lista básica. 
Sin embargo. mediante el uso de una identidad trigonométrica. se obtiene 

f f scnx 
tan x dx = -dx. 

cosx 

Sabiendo que O~ feos x i = -sen x. puede hacer 11 = cos x y escribir 

ftanx dx = - J~dx 
cosx 

= -f ~ dx 
= - lnl11I + e 
= -ln lcos.rl + C. 

Aplu.¡uc la 1dcnudad 1rigonométrica 
y mul11pl1que y dn1da cnlrc -1 

Sus1i1uy,1: u • cosx 

Aplique la regl3 de integración de logaritmo~-■ 

Susutuya u. 

El ejemplo 8 utiliza una identidad trigonométrica para deducir una regl:i de integra­
ción para la función tangente. El siguiente ejemplo da un paso bastante inusual (multi­
plicando y dividiendo entre la misma cantidad) para deducir una regla de integración 
p:ira la función sccan1e. 

Deducir la fónnula de la secante 

Encuentre J sec x d:c. 

Solució n Considere el siguiente procedimiento. 

Jsec x dx = f scc x(sec x + tan x) dx 
sccx+ tan x 

= ¡ scc
2 :e+ scc:ctan x ,lx 
sec:c + tan x 

Haciendo que II sea el denominador de esle cociente se tiene 

11 = sccx + tan x 

11 ' = sccx tan x + scc2 x. 
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• . ........•. . . .. . ·I> 
: • •COMENTARIO Utilizan­

do las idcnlidades trigonométri­
cas y las propiedades de los 
logariunos. podña volver a 
escribir estas seis reglas de 
in1egraci6n en otras íom1as. Por 
ejemplo. podría escribir 

f ese 11,/11 

= lnlcsc 11 - cot 111 + C. 

Por lo tanto, se puede conclu ir que 

J l Jscc2 x + sccx tan xd 
sccxix - x 

scc x + 1a11 .t· 

= Jfdx Sustituya: 11 - .-ce .o· + tan x. 

= 1111111 + e Aplique la l't'gb lk- int~graci6n de Jog:intmos 

= lnlsccx + tan xi+ C. ■ 
Con los rcsulrndos de los ejemplos 8 y 9. ahor:i tiene fórmulas de integración para 

sen x. cosx y secx. Las integrales de las seis funciones trigonométricas b3sicas se resumen 
a continuación. (Pam las demostraciones de cOl II y ese u. consulte los ejercicios 87 y 88.) 

INTEGRALES DE LAS SEIS FUNCIONES 
TRIGONOMÉTRICAS BÁSICAS 

J scn1,d11 = -cos11 + C 

J tan11d11 = - lnlcos11I + C 

f coS lltlll = sen u + C 

f cot II d11 = lnjscn 111 + C 

f scc11t/11 = lnlsec11 + rnnul + C f cscud11 = -1n¡csc11 + cot ul + C 

Integrar funciones trigonométricas 

(•!• 
Evalúe Jo ~ dx. 

Solución Utilizando 1 + 1an2 x = scc2 x. puede escribir 

1•/-' ~dx = L•/4 ...,lscc!xtix 

= L•14secxdx 

--= ln]sccx + rnnxl]:' " 

= ln{,/2 + 1) - In 1 

- o.ss1. 

S(."C.fi!:OparaOs .rs¡ 

HfiJ§jijlfhfi Determinar un valor promedio 

Detennine el valor promedio de 

J(x) = tanx 

sobre el intervalo [O. 7r/ 4J. 



1 

/(x.J•1an.r 

V:ilorpromcdK>•0.441 
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S o lució n 
1 (•!• 

Valor promedio= (1r/4) _ 0 Jo tan .u/x , L' Val<Kpromcdio• ¡;--=-;; ~ /(.r)dT 

4l•'' =- 1an x dx 
" o 

Simphfiquc 

= ;(-1n¡cosx1r· lmcl!rc 

= -;H ; )- Jn(J)l 
= -;I•( 1) 
- 0.441 

Figura 2.9 El valor promedio es aproximadamente 0.441 , como se muestra en la figura 2.9. ■ 

Integración de funciones exponenciales 
Cada íómmla de derivación para funciones exponenciales tiene una íómmla de integra­
ción correspondiente. 

TEOREMA 2.7 Re glas d e integra ció n d e funciones expone nciales 

Sea II una función derivable de x. 

l . frdr =~ +C 2. f f!"d11 =e" + C 

Integra r funciones exponenciales 

Encuentre la integr:i.l indefinida 

f e»:+id.r 

Solució n Si 11 = 3.r + 1. entonces d11 = 3 dx. 

:••t>- f el.t+ 1 tJx=½J e»+ 1(3)dr Mulupliquc y divida cntn: J. 

=½ fe~ ,¡,, S11.'iUIU).1: H • ~f +] 

= ½t'M + e ;\pliquc la regla de loscxporw.,ntcJ 

e1T+I 

=-3-+c SustilU)'3U • 
: ••• COMENTARIO En el ejemplo 1.Jafta el factor constante 3 que se introdujo parn 

crear c/11 = 3 dr. Sin embargo. recuerde que no se puede introducir un factor w1riable 
que falta en el integrando. Por ejemplo. 
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Integrar funciones exponenciales 

Encuentre la integral indefinida. 

J Sxe-"'
1 

d:c 

Solución Si 11 = -x1• cmonccs d11 = - 2..-clxox tfr = -<111/2. 

f Sxe-.r' ,Jx = J Se-.1:(x,Jx) Reatrnpc: la integr.11. 

= f Se"(-~) Sust1tu}a: 11 • -_,i_ 

= -i f e" d11 

=-%e"+ e 

= - &e-xl+c 

Regla dc:I múlhpln comtan!c: 

Aplique: la rc¡:la de: lm c:xponc:ntc:!I 

Su,,11tu}aU 

i!H@Ql•iii Integrar funciones exponenciales 

Encuentre cada una de las integrales indefinidas. 

h. f senxe..-·'tfr 

Solución 

,.. ¡/,¡ 

,....._ -------­
b. f scn:ce~ .... d:c - -f eroo.x (-scnxdx) 

- -etuX + e 

Detenninar áreas limitadas por funciones 
exponenciales 

Evalúe cada una de las integrales indefinidas. 

(' , 
h. Jo ~,fr 

Solución 

a. Ll e-xJx = -e-xl 

- - ,-, - (-1) 

1 
=]--

' 
- 0.632 

c. [pr cos(e-')] dx 

Vc:.1 figura 2.lO(a). 

• 



2.4 Integración de funciones logaritmicas, trigonométricas y exponenciales 101 

b. f l : _.eA dx= ln( I +e-')r 

= ln(I + e) - In 2 

- 0.620 

c. f 1 [e•cos(e•)]c/x = scn(e•)J :
1 

,., 
1-' i¡:urJ 2.10 

= sen 1 - scn(e- 1) 

- 0.482 

(h ) 

Vea figura :?.IO(b) 

Vea íigura:?.IO(c). 

(<) 

A veces el integrando implica una función exponencial a una base distinta de e. 
Cuando esto ocurre, hay dos opciones: ()) convenir a base e usando la fónnula 
,r = e(lna}r y luego integrar. o (2) integrar directamente. ulilizando la fónnul:i. de inte­
gración 

if jjfijij(tf [f Integrar una función exponencial a otra base 

Encuentre J 2-' d.r. 

Solución 

• 
Cuando se utilizó la regla de la potencia. D..[x"I = 11x11 - 1• en un curso de cálculo 

diferencial. se requirió que el exponente fuera un número racional. Ahora la norma se 
amplía par:1 cubrir cualquier valor real de 11. Trate de demostrar este teorema utilizando 
la derivación logarítmica. 
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Encontrar una integral indefinida En los ejercicios 1-26. 
cakule la inlegral inddinida. 

l. f~dr f ~dr 

19. 
¡ x•+ .r-4 

Xl + 2 tfr 

20. r rl - 4.r - 4x+20dr 
r - 5 

2 1. f (h~x)2 dx 

22 . f~'~d, . rlnx-' · 

23. J ' ----d, 
fi(J - 3fi) 

24. f.yl/l([ ~ xl/l) tfr 

25. f (x::.' l)'dx 

26. ¡x(x - 2) d 
(x - \)j X 

4
· Íx ~ s"·'" 

6. Ís ~ 4xdr 
8. f 5 ~\1d.r 

10. J .r-2.rdx 
x-'-1r 

12. f x-' ~ R.rdr 

J 
iJ + 4x 

14. x-'+6.r+sdr 

J
2x1 + 7.r - 3 

16. ---d, 
x- 2 

Jx1 -6.r-20 
18. ---d, 

X+ 5 

Encontrar una integral indefinida por sustitución de u 
En los ejercicios 27-30, encuentre In integral indefinida por sus­
titución. (S11ger~11cia: haga lfUe u sea el denominador del inte­
gnmdo.) 

27. f-1
- dx 

1 + J2r 

29. f ..r;Jx_ J dx 

28. J~tlr 
l + vlr 

JO. J 1/x dx Vx- 1 

Encontrar la integral indefinida de una función trigono­
métrica En los ejercicios 31-W, calcule la integral indefinida. 

31. f Col 'j t/8 32. Ji:m 5(Jt/8 

33. f ese 2x dr 34. J ' scc2d.r 

35. f {cos 38 - 1) d8 36. J (2 - ""*)de 
f cost 38. f cscl 1 I 37. --d, _ ,, 

1 + sen/ col 1 

39_ ¡ scc .rtanx d.r 
scc.r- 1 

.•. f (scc 2.r + tan 2.r) dr 
Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 41-44. resueh·a 
la ecuación diferencinl. Ulilice un prognama de grafic11ciún 
para traz.ar l.ressoluciones. una de ellas pasa por el punto dado. 

41. ~ - 2~x' (I.O) 

43. ~ • .,.2 =\x· (O. 4) 

42. t •·r~ 2
. (-1 ,0) 

44. ~-,a:,c~ 1' (1r,4) 

Encontrar una solución particular En los ejercicios 45 y 
46. encuentre la solución particulnr qmi satisfaga la enación 
diferencial y las condic.iones iniciales. 

45. r(.r) = ~ -/'{!) = 1./(1) = l. x > O 

46. r(x) • - (, ~ J)' - 2./'(2) • 0./(2) • l.x > 1 

Campo direccional En los eju·cicios 47 y 48 se dan una 
l'Cuación diferenc ial. un punlo y un campo direccional. (a) Di­
buje dos soluciones npruximndas de la ecuación difen-ncial en 
el campo direc:cional, una de la!ii cuales pasa a tra,·és del punto 
dado. (b) Use ha integración par.a encontrar In solución par­
ticular de la ecuac.ión diferellCial y utilice un programa de gra• 
ficación para traz.ar la solución. Compare el resu.ltado con los 
dibujos del inciso (a). P:1rn imprimir una copia ampliadn de fo 
gráfica, ,·aya a MnJl,Graplu.com . 

dy 1 
41. dx = .f+2· (O. 1) 

' ',, ,i--------1 ,,,,,.. --------
1, ,,,,.. --------
1, ,,,,.. --------
1 , ,,,,.. --------
1 I / ✓ 

- 2 I ,,,,,.. 1,,,,,,.. 1,,,,,.. 1,,,,,.. 
1, ,,,,,.. 
1 / ✓-J 

48. i=~- (1.-2) 

, ______ _.,..,.. 

1 , - -----------

-'-1 ~- --------5 ,------------, . ..................... ... 

Evaluar una integral d efinida [n los ej ercicios 49-56, e,·a. 
lúe la integral definida. Utilice un programa de graficación 
para ,·erificar el resultado, 

L
. 5 

49. ~d.t f' ' 
SO. -• 2.r + 3 d.t 
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51. 
r(l +lnx)l 

---dx 
X 

52. f' ' -d, 
,. X ln .1' • 

53. f-'' -2 --dx 
x+ 1 

54. f~ d.r 
o:r+ 1 

55. r 1 - cos 8 JO 
8- sen 6 

56. r o11 (csc-26 - cot 28)d(i 

Usar teenologia para encontrar una integral En los ejer­
cicios 57-62. utilice un sis t1>ma de á lgebra rompu1acio11al para 
encontrar o emlunr In int¡,gra l. 

57. J ' dx 1 + ..r; 58. f 1 - .Jx,tr 
1 + fi 

"· f Jx dx x -1 
611. f _i__d, x- 1 

r 61. (cscx-scnx)d:r .,. 
62. 
¡•/~ sen1 x - cos1 x ----d., 
-•J• COS.l.' 

Encontrar una derivada En los l'jen-icios 63-66, encuentre 
F ' (x). 

63. f' 64. FM: f 1an1d1 F(x) "" -dt 

' 
65. f'' 66. f" F(.r)::: -d1 f"(.r)::: -dt 

' ' 
Area En los ejercicios 67-70, encuentre el área de una n>gi6n 
determinada. Utilice un programa de grnticación para ,·erificar 
l'I ttsultado. 

67. y=~ 

69. y - tan x 

68. )' = ____!_ 
x In ., 

70. y• I :::~X 

Área En los ejl'rcirios 71.74. encul'nltt l'I áttn de la rl'gión 
limilada por las gr áficas dl' las ecuaciones. Utilice un prognm1a 
de grnficnción parn wrificar el n:-suhado. 

71. )'"' ;el.: 
4

. ·'::: l. ·'::: 4. )'"' 0 

12. y • .r s; 2 · x • 1. x • 5. y • O 

73. y = 2 sec T- .r = O. .r = 2. y = O 

74. y• lr - tan 0.3.t. x • 1. x • 4. y• O 

Integración numérica En los l'jncicios 75-78, utilice la rt>gla 
del trapecio y la ttgln dl' Simpson para aproximar l'I ,·nlor de 
la integral definida. Haga <1ue 11 = 4 y redondee su rl'Spuestn 
n cuatro dl'Cinmles. Utilice un programa dt graficación para 
,·erificar l'I resultado. 

J.
' 12 75. -dx ., 

77. [ ln .,dr 

76. (4 ~dx 
Jo .t1 + 4 

78. ¡•P sccxdr 
-•/J 

DESARRDLLD DE CDNCEPTDS 

Elección de una fórmula En los ejl'rdcios 79-82, l'Sta­
hlezca la fórmula de integración que podría usar parn reali­
zar la int~rnción. No integtt. 

79. f /,,'xd, 80. f-' d, ,,2 + 4)l 

81. Í.r2 : 4 ,fr 82. J='x,,. 
1anx 

Aproximación En los l'jercicios 83 y 84. determine qué 
,·a lores se aproximan mejor a la zona de In región entre el 
ejex y In gráfica de la función sobre el inten·nlo dado. (Haga 
su selc«ión n partir de un dibujo de la región, no media nte 
la realización de los cálculos.) 

83. /(x) = scc x, [O. 1) 
(a) 6 (b) - 6 (e) {- (d) 1.25 (e) 3 

84. /(x) • .r ~ 
1
. (0.4J 

(a) 3 (b) 7 (e) -2 (d) 5 (e ) l 

85. Encontrar un valor Encuentre un valor de :e tal que 

1, 3 J.' 1 -dr = -dr. 
t 11• ' 

86. Encontrar un valor Encuentre un ,~Jlor de :e tal que 

1,' -d, 

' 
sea igual a (a) In 5 y (b) l. 

87, Demostración Demuestre que 

f cot11 d11 • lnlsen 111 + C. 

88. Demostración Dcmues1rc que 

f csc1id11 • -lnlcsc 11 + c()(ul + C. 
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Usar las propiedades de los logaritmos y de las identida• 
des trigonometricas En los ejercicio,¡ 89-92. dl!mueslrc que 
las dos fó rmulas son cquiYa)cntcs. 

89. Jian :cd.r = -lnlcos:cl + C 

Jian x d., • ln jscc x¡ + C 

90. f cot.rd:,: • lnlsen xl + C 

f cou d., = - lnlcsc .rl + C 

9 1. f sec.rdx • lnlsecx +tan.el+ C 

f secxd.r = -lnlsecx - tan .rl + C 

92. f csc:cd.r::: -lnlcsc.r + cot:cl + C 

f cscxc/.r•lnlcsc .,-cotxl +e 

Oetenninar el valor promedio de una función En los 
t'jt'rcicios 93-96. encut'nlre el n llor promedio de la función SO• 

brc el inlcn·alo dado. 

93. /(.,) = ~. (2.4] 94. /(:e) = 4 <:c_.:; 1). (2, 4] 

95. /(.r) • 
2 '.;x. [1.e] 

96. /(.,) • sec f. [o. 2] 

97. Crecimiento de la población Una población de bacte­
rias está cambiando a un ritmo de 

dP 3000 
df = 1 + 0251 

dónde/ es el tie mpo e n días. La población inicial (cuando t = 
o ) 
es 1000. Escriba una ecuación que da la población en un tiem­
po I.A continuación. encuentre la población cuando I = 3 días. 

98. Ventas La tasa de cambio en las ventas es in\'efS:lmenle 
proporcional al tie mpo 1 (/ > 1) medido en semana.. ... Encuentre 
S como una función de I cuando las \"C'ntas después de 2 y 4 
semanas son 200 unidades y 300 unidades. respectivamente. 

• • 99. Transferencia de calor 

Encuentre el tie mpo 
requerido para que 
un objeto se enfrie 
de 300'F a 250"F 
evaluando 

'ºf,'"' ' 1:: - - - dT 
ln 2 .oo T -100 

donde tes el tie mpo en 
minutos. 

100. Precio promedio La ecuación de demanda de un produc-

90000 
p•400+3.r 

donde pes el precio (en dólares) y.res el número de unida­
des (en miles). Encuentre el precio promedio p e n el interva· 
lo 40s.rs50. 

101. Área y pendiente Grafiquc la función 

/(.r) - 1 :.r-
sobre el intervalo (O. oo). 
(a) Determine el área limitada por la gr.ifica de/ y la recia 

)' = ½x. 
(b) Determine los valores de la pendiente m de tal manera 

que la recta y = nu y la gr.ificn de/ encierren una región 
finita. 

(e) Cakule el área de esta región como una función de m. 

IU2 ¿CÓMO LO VE? Use la gráfica def' q ue se muestra 
en la figura para responder a lo siguiente. 

~:~ 1~~~:: :~:i~~~l~ ~{¡~~~ :n-1~ ts;J~i~u~ficn 
de/ es creciente y los intervalos a bien os en los que es 
decreciente. Explique. 

¿Verdadero o falso? En los l'jucicios IOJ.106. detl'rmine si 
la u:presión l'S nrdndl'ra o rals.1. Si l'S íalsn. l'xpliqul' por q ué o 
di un ej !!mplo que d l!mul!st re que es fnlsn. 

103. (ln .r)1r- • ½inx 

104. fin .rdr - (1/x) + C 

105. f -!;d.,""' lnlcxf. e "'F- O 

106. f
1

:;c/x= [1n¡:c{
1 
= ln2 - In 1 = ln2 

107. Desigualdad de Napier 

_!. < lny-lnx < .!_. 
)' )' - .r .r 

Para O < .r < y. demuestre que 

l08. Demostración Demuestre que la función 

F(.r) = 12., +d1 
es constante sobre el inter\.'alo (0, oo). 
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Encontrar una Integral indefinida En los ... jen:icios 109-126, 
l.'ncuenlre la integral indefinida. 

109. f t'j;_(S)d.l 110. f ,.-,'(-4.l3)d.l 

111. f ,,-, dx 112. f ,.1 - l..,fr 

113. f x 21"''dr 114. f e'(e'+ lfdr 

115. -d, f ,✓, 
./x 

116. 
f ,,,,, 7dr 

117. f ,-, 
I + ,.-, dx 118. 

f ,,, 
~(fr 

119. f ,.•fi--=?d.r 
120. --dx 

f ,, -,-, 
e'-+,,-., 

121. --dx 
f , . .,-, 
r - e-• 

122. f 2e' - 2e-, dx 
(t'' + t' -•)2 

123. f' -,, ----;I,dx 

124. ----dx f e2•+2e•+ 1 ,. 
125. f e-• 1an(t'-' ) dx 

126. f e1> csc(r-')dr 

Evaluar una integral definida En los ejl'n:icios 127- 136. 
calcule la intl.'gral dl'finida. Utilice un programa de graficación 
para nrificar el resultado. 

127. f t'-:,d.l 

129. Lª .u-•• dr 

f.
3 e3/, 

131. -;rdx 

133. f 1 ~
2

~ dr 
135. i•r- e-••cos -rrx dr 
Campo direccional En los ejerricios 137 y 138 se dan una 
ecuación diferencial, un punto y un campo direccional. {a) Di­
bujt dos solucionl'S aproximadns de la ttm1ció11 diferrncial l'n 
el campo dirKcional. una dl' las cuales pasa a lr.n·és del pun­
to dado. (b) Utilice la integración para enconlrnr la solución 
particular de la ecuac.ión diíermcial y utilice un programa de 
grafirnción pa ra trazar la solución. Compare l'I resultado con 
los dibujos del inciso (a). Para imprimir una copia ampliada de 
In gr:ífica. ,·isite Mall1Graplls.co111. 

137. i- 2e-,n. (O, 1) 

' 

li 
-------
' -----

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 139 y 140. l"t'suel-
\'a la ecuaci6n difuencial. 

139. ~ • .1't'"'
1 

dx 

Ecuaciones diferenciales En los l'jcrricios 141 y 142 . ... ncul.'n­
tre la solucWn particular que sntisfoce las condiciones iniciales. 

141. /"(x) - ½<r• + ,.-•). 
/(O) • 1./'(0) • O 

142. /'"(., ) • scnx + eZ>. 

/(O) - l.J'(O) - ½ 

Area En los ejen:icios 143-146, l'ncul'nlre el área de la región 
acotada por las gráficas de las Kuacione.'i. Utilice un programa 
de gn1ficnci6n pan1 !razar la región y nrifirnr su rt'SUhado. 

143. y= I"".)' = 0.x = 0.x = S 

144. )' = e-h.y = O.X= -1 ,x = 3 

145. y - Xt'-•'l'.y - o . . l - 0.x - ../6 
146. y• t'- 1.> + 2.y - 0. x - 0.x - 2 

Integración numitrica En los ejercicios 147 y 148. aproxime 
la integral utili1.ando la regla del punto medio. la regla dl'I tra­
pecio y la regla de Simpson con n = 12. Ulilice un programa de 
graficación 1>ara ,·erificar .sus resultados. 

147. f ✓Xrdx 148. f2.u-'dr 

149. Probabilidad Una b:iteria de automóvil tiene un:i vida 
media de 48 meses con una desviación estándar de 6 meses, 
La vida de la balería se distribuye normalmente. La proba­
bilidad de que una batería dada durará entre 48 meses y 60 
meses es de 
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U1ilice las capacidades de integración de un programa de 
graficación para aproximar la integral. Interprete la probabi• 
lidad resultante. 

150. Probabilidad La mediana de tiempo de espera (en mi• 
nulos) para la gente esperando el servicio en una tienda de 
conveniencia está dada por la solución de la ecuación 

L. 
3 _,.,, 1 l 

O. e ,r = 2· 

¿Cuál es el tiempo de espera promcdioí' 

151. Uso del área de una región Encuentre el \'alordet1 tal 
que la sui;:erficie delimitada por y= e•. el eje x . . , =-ay 
X= UCSJ, 

152. Modelado de datos Una válvula de un tanque de alma• 
cenamiento se abre durame 4 horas para libcrnr una sustancia 
química en un proceso de fabricación. En la tabla se da la ve. 
loddad de ílujoR (en litros por hora) enel tiempo, (en horas). 

R 425 240 118 71 36 

(a) Utilice las capacidades de regresión de un programa de 
graficación para encontrar un modelo lineal para los pun• 
tos ( l. In R). Escriba la ecuación resultante de la fonna 
In R = at + ben forma exponencial. 

(b) Utilice un programa de graficadón para trazar los datos y 
graficar el modelo exponencial. 

(c) Use la integral definida pa_ra aproximar el número de li• 
tros de sustancia quimica liberados durante las 4 horas. 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

153. Propiedades de la función exponencial natu. 
ral En sus propias palabras. explique la.~ propiedades 

de la función exponencial natural. 

154. Una función y su derivada ¿ Hay una funciónflal 
que/(,1) = f'(x)'! Si es así. idcntifíquela. 

155. Seleccionar de una función Sin integrar. eslablez~ 

ca la fóm10la de integración que puede utilizar para inic• 
grar cada uno de los siguien1es. 

(a) Je' e~ 1 ,LT (b) J.u•' dr 
156. Analizar una gráfica Considere la función 

/(x) := 1 +2 eª/• . 

(a) Utilice un programa de graficación para 1ra1 . .1r f. 
(h) Escriba un bre\'e párrafo explicando por qué la gráfica 

tiene una asíntota horizontal en_,, = 1 y por qué la ÍUn· 
ción tiene una di!IContinuidad no extraíble en x = O. 

157. Derivar una desigualdad Dada e' 2: l. para x 2: O se 
tiene que 

f ,, d1 i? f I dt. 

Realice: eSla integración para derivar la desigualdad 

t-12: l +x 

parn.,2:0. 

158. Resolver una ecuación Encuentre. con tres decimales. 
el valor de x tal que e • = x. (Use el método de Newton o la 
característica cero o mf:. de un programa de graficación.) 

Encontrar una Integral indefinida En los ejHcicios 159. )66. 
l'ncul'lllre la int¡,gra l indl'finida. 

159. f Y,lx 

160. f ,,.i + 2-·•) dx 

161. f .f(5-•'),/.f 

162. 
f ,,. 
~dr 

163. f ,-,,,, 
164. f(x' + 5')dr 

165, f (x + 4)6(•+•)' til 

166. f 2••~cosxd,· 

Evaluar una integral definida En los ejercicios 167.170. 
l'Vnlúe la int¡,grnl definida. 

167. f 1 2' dr 

168. f (5• - 3•) dr 

169. [.3•!~ ,,., 
170. f (7• - 4') ,Lx 

Área En los l'j('J't'.icios 171 y 172, encul'nlre l'I á rea de la re. 
gió n limitada por las gr áficas d" las Kuaciones. 

171. y• 3'.y • O, x • 0,.1 • 3 

172. y• 3"'"'scn.r,y • O,.f - O,.r • '1T 
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2.5 Integrales trigonométricas 

SHEILA SCOTT MACINTYRE 
( 1910- 1960) 

Sheíla Scott Macintyre publicó , u 
primer trabajo sobre los periodos 
asintóticos de lu funciones 
integrale, en 1935. Recibió su 
doctorado en la UnM!n;idad de 
Aberdeen, donde enser.o. En 1958 
aceptó una beca de investigador 
visitante en la Univen;ldad de 
Cíncinnati. 

a Resolver integrales trigo nom étricas que implican potencias de se nos y cosenos. 
■ Resolver integrales t rigonomi t ricas qu e implican pote ncias de la secante y 

tangente. 
■ Resolver integrales trigo nomi tricas qu e implican productos seno-coseno con 

diferentes ángulos. 

Integrales que implican pote ncias de seno y coseno 
En esta sección estudiará las técnicas par:i evaluar integrales de fa íorma 

f scn"'xcos"xtlx y f scc"'xtannxdx 

donde III o II es un número entero positivo. Par:i encontr:ir antiderivadas o primiti"as de 
estas formas. tmte de separarlas en combinaciones de las integrales trigonométricas a la 
que se puede aplicar la regla de la potencia. 

Por ejemplo. puede evaluar 

f sensxcosx dx 

con la regla de la potencia a l hacer que 11 = sen x. Entonces, d11 = cos .\' dx y obtiene 

J sen5 .rcos.r,Lr = f 115 d11 =: + C = se;
6

-" + C. 

Para separar f sen"' x cosn x dx en formas a las que se puede aplicar la regla de la 
potencia, ut ilice las siguien1es identidades. 

scn2.r + cos2.r = 1 

scn2.r= 1 - ~os2x 

2 
1 + cos2r 

cos .r= - - 2- -

ldcntkbd p,1:igóric:i 

ldcntid:id de medio ángulo p;ir:i. scni .l 

ldcnt>d.Jid de medio in¡;ulo de oos1 .t 

DIRECTRICES PARA LA EVALUACIÓN DE INTEGRALES QUE IMPLICAN 
POTENCIAS DE SENO Y COSENO 

l. Cuando la potencia del seno es impar y posiliva, separe un fac1or de seno y convierla los factores restantes a cosenos. 
Después. desarrolle e integre. 

lmp:ir Con,cnir:icosc:nm Scp;irnrparn,fo 

f sen;;:-;xcosnxdx= f wcosnx~= ] <1 - cos2 x)*cosnxscn .rdx 

2. Cuando la potencia del coseno es impar y positiva, separe un factor coseno y convierta los restantes factores a senos. 
Luego desarrolle e in1egrc. 

Impar Convertir a cosenos Separar p;im d11 

f sen"'xcos;:;:-;xdx = f sen"'.r~~- = f sen"' x{ I - sen1x}kcosxdx 

3. Cuando las potencias tanto del seno como del coseno son pares y no negativas. use repetidamente las identidades 

~ l -cos2x ~ l +cos2r 
sen· x = --

2
-- y cos· x = --

2
--

para convertir e l integrando a potencias impares del coseno. Después. proceda como en la segunda directriz. 
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El área de la región es de aproximadmncnte 
0239. 

f'igurn 2.11 

Potencia del seno es impar y positiva 

Encuen1rc J sen3 x cos4 x dx. 

Solución Debido a que espera u1itizar la regla de la potencia con 11 = eos x. se¡,an-
1111 factor del seno para fonnar d11 y c01wicrta los factores del seno restantes en cosenos. 

J scn3 x cos4 x dx = f sen2 
.,· cos4 x(scnx) dx Re1:M:riba. 

= f (1 - cos2 x) cos• x sen x dx ldcnud;io.J trigonométric~ 

= f (cos4 x - cos6 x)scnxdx Mulnpliquc 

= f cos4 x sen x tlx - f cos6 
.t sen x dx Re1:M:riba. 

= -f cos4 x(-scnx) tl.t· + f cos6 x(-scn x)dx 

cos5 x cos7 x = --5- + - 1- + e ln1egrc ■ 

t> TECNOLOGÍA Un sistema de ::'ilgcbrn computacional utilizado parn calcul:u 
• la in1egral en el ejemplo 1. produjo el siguiente resultado. 

f sen1 .,· cos4 x,fr = -cos5 x(½scn2 x + ½) + C 

¿Esto es equivalente al resultado ob1enido en el ejemplo 1? 

En el ejemplo 1. ambas potencias de m y II se convinieron en enteros positivos. Esta 
estra1cgia íunciona siempre y cuando III o II sea impar y positivo. Para el caso del si­
guiente ejemplo. la potencia del coseno es 3. pero la potencia del seno es -½. 

Potencia del coseno es impar y positiva 

• t> Consulte LarsonCalcu/us.com para una versión interactiva de este fipo de ejemplo. 

Evalúe f "''1 
cosJ x dx. 

• /6 Jscñ"x 
Solución Debido a que espera utilizar la regla de la potencia con 11 = sen :c. sevare w, 
facwr de coseno para fonnar d11 y convicna los foctores coseno restantes en senos. 

f.,,¡l cos1 x f • l
3 cosi xcosx 

--dx= ---d, 
w/6 ~ -,,¡6 ~ 

f.,,¡J (1 - scn?x)(cosx) = ~-=~~dx 
.,,¡6 Jscñx 

f
. ¡, 

= [(senx)-1/2 - (sen x)312]cosx dx 
•!• 

= [(senx)1/2 _ (sen .r)5/2] • /J 

1/ 2 5/ 2 •!• 

( ,/)")'/' 2( ,/)")'12 ,/J"2 = 2 2 -52 -,/2+80 

- 0.239 

La figura 2.11 muestra la región cuya área está representada por esta integral. ■ 



JOHN WALLIS (1616-1703) 
Wallis hizo gran parte de su trabajo 
en el cikulo antH de Newton 
y Leibniz. el cual influyó en el 
pensamiento de enos 00!; hombres. 
A Wallis tambiefl $e le aaíbuye la 
introducción del limbolo actual 
para el infinito (oo). 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más de esta biograf,a. 
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iflij❖jij■•fi Potencia del coseno es par y no negativa 

Encuentre J cos4 x <lx. 

Solución Como III y II son pares y no negativos (111 = 0) puede reemplazar cos4 x por 

(1 + ;os2,·r 

Asf. puede imcgrar como se mucs1r:1. 

f cos<4xdx= f (1 
+ ~os

2
xy dx Identidad de medm ;1ngulo 

J (
1 cos2r cos2 2x)d = ¡ + - 2- + - .- X 

J [I cos2x 1(1 + cos4x)] 1 = ¡+-2-+4 --2-- '-' Identidad de medio ánfulo 

= ~f dx + ¼J 2cos 2x dx + ~f 4cos4xdx Rccscnlxl 

Use un programa de derivación simbólica para verificar esto. ¿Se puede simplificar la 
derivada para obtener el integrando original? ■ 

En el ejemplo 3. cuando se evalúa la in1egral definida entre O y TT/ 2 se obtiene 

( "
12 

4 . 1 _ [~ sen 2x sen 4x]'" Jo COS.\(X- 8 + 4 + 32 O 

~ (~ + O + O) - (O + O + O) 

3w 
~-¡¡; 

Observe que el único tén11ino que comribuyc a la solución es 

Jx 
8' 

Esta observación se generaliza en las siguientes fórmulas desarrolladas por John Wallis 
(1616-1703). 

Fórmulas de Wallis 

1. Si II es impar (11 ~ 3). a continuación 

2. Si II es par (11.?: 2). :i continuación 

Estas fónnulas también son v:'ilidas cuando cos" x se sustituye por senn x. (En el 
ejercicio 88 se le pide que demuestre amb:-.s fórmulas.) ,._.....,, 
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Integrales que implican potencias de la secante y tange nte 
Las s iguientes direcLrices pueden ayudarle a e\'aluar integrales de la forma 

f scc"' x tan" x dx. 

DIRECTRICES PARA LA EVALUACIÓN DE INTEGRALES QUE IMPLICAN 
POTENCIAS DE LA SECANTE Y LA TANGENTE 

l. Cuando la potencia de la secante es par y positiva. separe un factor de secante al cuadrado y convierta los factores 
restantes en tangentes. Después. desarrolle e integre. 

Par Con\cn,r a 1angen1e~ Separar para du 

f scc;:;_,· tan"xd.t,., f ~ tan"x~- = f (1+1an2 x)l - 1 1an"xscc2 xd.r 

2. Cuando la potencia de la 1angcnte es impar y positiva. separe un factor sccantc-1angen1c y convierta los factores 
restantes a secantes. A continuación, desarrolle e integre. 

Impar Convenir a '4.'Cante~ Separar p.ara d11 

f sccmx tan;;:-; .rd:r - f sec"'- 1x(~"'~ - f scc"'- 1 x(sec2 x - 1).tscc .,· tanx,Lt: 

3. Cuando no hay fac1ores sccan1cs y la potencia de la tangente es unifonnc y positiva, convierta un factor de 
tangente-cuadrada a un factor de secante-cuadrada, a continuación. desarrolle y repita si es necesario. 

C1m1·cn1r 3 sc,:antcs 

f 1a11"xtlx= f tan"- 2 .t~t/:r= J1an11
-

2 x(scc2x- 1),/x 

4. Cuando la integral es de la fonna 

f scc"'x tlx 

donde 111 es impar y positiva, utilice la integración por partes. como se ilustra en el ejemplo 5 en la sección 2.3. 

S. Cuando no se aplique ninguna de las cuatro primeras directrices. intente convertir a senos y cosenos. 

lflj❖jijlfii Potencia de la tangente es impar y positiva 

f tan1 x 
Encuentre ../secx dx. 

Solución Debido a que espera utilizar 13 regla de la potencia con 11 = scc x. sept1rt! 11t1 

factor de ( se!· x um x) para fonnar du y con\'icn a los factores rcstan1cs de las tangen1cs a 
secantes. 

f 1~dx = f (sccx)- 112 tan3 x ,Jx 
.,¡SCCX 

= f (sec x)-312(tan2 x)(scc x tan x) ,J.i: 

= J (scc x)-l/?(scc? ;r - 1 )(sec x tan x) dx 

= J [(scc x)1f2 - (scc x)-3f2](scc x tan x) dx 

= ~(scc:r)l/ 2 + 2(sccx)-1/2 + C • 
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ifjij❖jij!•fj La potencia de la secante es par y positiva 

Encuentre J scc4 3x tan3 3x dx. 

Solución Sea 11 = tan 3.r, entonces d11 = 3 sec2 x 3x dr y puede escribir 

J scc4 3.r tan3 3x ,Jx = f sec2 3x tan3 3.r(scc2 3x) ,Jx 

= f (1 + tan2 3x) 1an3 3.r(scc2 3x) d:c 

= ~ f (tan3 3x + tan' 3x)(3 scc2 3.r) dx 

= _!.(1an41x + 1an
6 

3.r) + C 
3 4 6 

= ta~:3.r + ta~
6/r + C. ■ 

En el ejemplo 5, la potencia de la tangente es impar y positiva. Así. también se 
puede encontrar la integral utilizando el procedimiento descrito en la segunda directriz 
en la página anterior. En los ejercicios 69 y 70. se le pedirá demostrar que los resultados 
obtenidos por estos dos procedimientos difieren solo por una const:lnte. ... La potencia de la tangente es par 

Evalúe 1•/4 

tan4 .r dx. 

Solución Puesto que no existen foclores secantes. puede comenzar mediante la con~ 
versión de un factor tangeme cuadrada a un factor secante cuadrada. 

f tan4 xd:c = J,an2 x(lan2 .r)d.r 

= f tan2 x(scc2 .r - 1) ,Jx 

= J,an2 xsec2 xdx- J ,an2 xdx 

= J1an2xscc2 .r dx - f (sec2 x - !),/-'· 

tan3 x 
=-

3
- - tan .r+x+C 

A continuación. calcule la integral definida. 

r·'' ['ª"' , ]·'' Jo 1an4 xd.r = -
3

-· - tan .r + x 
0 

1 ~ 
=3- I +¡ 
-0.119 

El ~a de la región es de aproximadameme En la figura 2.12 se muestl"3 el :írea representada por la imegral definida. Trate de usar la 
0.1 19. regla de Simpson para aproximar esta integml. Con 11 = 18. se debe obtener una aproxi-
f'igurn 2.12 mación que csti dentro de 0.00001 del valor real. ■ 
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Pam l:i.s integrales que implican po1enci:1s de cotangentes y cosecantes. se puede 
seguir una estrategia similar a la utilizada para potencias de tangentes y secantes. Ade­
m:ís, al integrar las funciones trigonométricas. recuerde que a veces ayuda convertir 
todo el integrando a potencias de senos y cosenos. .. Convertir a senos y cosenos 

f secxd Encuentre - 2- .r. 
tan x 

Solución Debido a que no se aplican las primeras cuatro directrices antes menciona­
das intente convertir el integr::i.ndo a senos y cosenos. En este caso. puede integrar las 
JX>lencias resultantes del seno y el coseno como se muestra. 

f ,::c?·>,x = f Co~J(:~::r dx 

= f (senx)-2(cosx) dx 

= -(scnx)-1 + C 

- -cscx+C 

Integrales que implican productos seno-coseno 
con diferentes ángulos 

■ 

Las integrales que implican los prcxluctos de senos y cosenos de dos :íngulos diferellles 
se producen en muchas ::i.plicaciones. En es1os casos. puede utilizar 1::i.s siguientes iden­
tidades de prcxlucto a suma. 

sen mx sen ,Lt - i (cos [(111 - 11}r] - cos [(m + 11}r]) 

sen mx cos ,u· - i (scn[(m - 11}t] + scn ((m + 11}t]) 

cos mxcos,u· = ½(cos((m - 11~\'] + cos [(m + 11}t]) 

i!iifü#!•l=H Usar identidades de producto a suma 

Encuentre J sen Sx cos 4.r dx. 

Solución Considerando la segunda identidad producto-suma anterior. puede escribir 

J sen 5xcos 4x dx - }f (sen x + sen 9x) dx 

1 ( cos 9x) = 2 -cosx - -
9

- + e 

= _ co;x _ co~t" + C. ■ 

• PARA INf.ORMACIÓN ADICIONAi. 
Para aprender más acerca de las integrales que implican productos seno-coseno con diferentes 
ángulos. consulte ti artículo .. lnlcgrals of Products of Sine and Cosine with DilTcrcnl Argumcnts ... 
por Sherrie J. Nicol. en 77,e College Afollrematic:r Jrmnral. Para ver este artículo. visite Mmli­

Anicles.com. 
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2. 5 E i ere i e i os ~:~:~~:.~1~;;:~com para un tutor1al de ayuda y soluciones traba1adas ,. los •1erc1c1os con 

Encontrar una integral indefinida que implica seno y co­
seno En los ejercicios 1-12. calcule la integral indefinida. 

l . J cos5 xsen xd.r 

J. J scn7 1rcos11·dx 

S. J scnJ .r cos2 x dx 

1. J scnJ28.Jcos2iid8 

9. J cos? 3x dx 

11 . J xscn2.rd.r 

2. J cos3.rsen4.rd.r 

4. J scn1 3.rd.r 

6 f 3Xd • COS 3 X 

10. J se11"'68tl8 

12. J x.J sen2 .,· d.1· 

Usar las fónnulas de Wallis En los ejercicios 13- 18, ulilicc 
las fórmulas de Wallis pa ra e\'aluar la integral. 

IJ. r o cos7 .ul.,· 14. r 0 

cos9 .rtlr 

15. r coslO_u/.r 16. r o scns.r,l.r 

17. f" 0 

scn6 .r,lr IH. r 0 
sen1 .rdx 

Encontrar una integral indefinida que implica secante 
y tangente En los ejercicios 19-32. cnkule la integrnl 
indefinida. 

19. f scc4.1·d.1· 

21. J secl1r.rd.r 

23. f ' tan5~d.r 

25. J tan1 2r sec1 2r dt 

27. J scc' 4.r lan 4x d.r 

29. f scc5.rlim1x,b 

31. J tan
2

.r scc7ch· 

20. f scc"' 2x dx 

22. f 1an6 3.r d.r 

24. J tan1 T scc
2 T ,lx 

26. f tan5 lr scc4 lr dx 

28. f scc2~tan ~dx 
2 2 

JO. J lan3 3.r dx 

f 1an2x 
32· scc5 xd.,· 

Ecuaciones diferenciales En los l'jucicios 33-36, resul'h·a 
la enación difl'rl'llcial. 

JJ. ~ = sen4 1rfJ 

35. y' • 1an3 3.r sec 3x 

34. ~ = scn1 -icos2 i 
36. y' • ./Íanx scc4 x 

Campo direccional En los ejercicios 37 y 38 se dan una 
ecuación diferencial. un punto J un campo dira-:cional. (a) Tra­
ce dos soluciones aproximadas de la Kuación difl'rmci:,I en el 
campo direcrional. una de las cuales pasa a lrn\·és del punlo 
dado. (b) Utilice 1:, inlt>grnci6n para enoontrar la solución 
particular de h1 Kmación difer('ncial y use una utilidad gráfica 
para repr('S('ntar gr-áfieamente la solución. Com1>are el resultado 
oon los dibujos del inciso (a). Para imprimir una copia a mpliada 
de la gráfica, ,·isite MathGraplu.com. 

37. tx = sen2 .r.(O,O) 

' 

lli-
dy ( 1) 38. -;¡_; = sec-1 x tan2 

X, º· - ¡ 

1 1 1 /- 1.!1 --11 / 1 
1111-- --1111 
11¡1- - --1¡11 
1 1-- --1 1 
1 1-- --1 1 
1 11-- --11 1 

_,I, 1 ;::: ,--
1 1--
1 11--
1 / /-l.!1 

,, 
1 

1 

Campo direccional En los ejercicios 39 y 40, utilice un 
sistema de álgebra computacional parn graíicar el campo 
direccional de la a-:uación diferencial. y la gr-áfica de la solución 
a trn\·és de la condic.ión inicial espe<:ificadn. 

39. i- 3
:n·r. y(O) • 2 40. t • 3./ylan?.r. y(O) • 3 

Usar identidades producto-suma En los ejercicios 41-46, 
encuentre la integral indefinida. 

41. J cos 11· cos 6x dx 42. J cos 59cos 38tl6 

43. J scn2xcos4xdx 44. J sen{- 7x) cos 6.rd.l 

45. J scn9 scn 38d9 46. f sen5.lsen4xtlr 

Encontrar una integral indefinida En los ejercicios 47-56. 
calcule la integral indefinida. U1ilice un sistema de álgebra 
computacional para confirmar su resultudo. 

41. f cot3 lllÜ 48. f ,x X tan ¡ sec~¡dl 

49. J csc•lld.r 50. J cot1 ~csc4 ~dr 
2 2 

5 1. f ""'1 52. f CO~I -di -di 

'" I '" I 

53. f- 1
-dx secx tanx 

54. J scn2 r - cos? r 
~ dJ.· 

55. J (tan4 t - scc4 
1) dt 56. --di J 1 - see r 

cost - 1 
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Evaluar una integral definida En los ejercicios 57-6", 
calcule la integrnl definida. 

57. f" sen? .r:,lx 58. f '' tan2 ,tdx 

r r 59. 6tan1xdx 6(). sec112 x tnn x dr: 

' 1•/l COSI f '' 61. --,// 62. sen 6x cos 4.I ,fr 
0 1 + sen1 .,. 
r r 63. Jcosl x,lx 64. -•/? (sen

2 
x + 1) dx 

-•n 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

65. Describir cómo encontrar un integral En sus pro­
pia.~ palabras. dc.,;criba cómo podria integrarse para cada 
condición / sen"' ,r: cos• x d.1·. 

(a) mes positi\·a e impar. (b) 11 es posi1in1 e impar. 

(c) m y II son positivos y pares. 

66. Describir cómo e ncontrar un integral En sus pro­
pias palabrns. describa cómo se integrará/ scc"" x tanª .1· dx 
para cada condición. 

(a) 111 es positi\·a y par. (b) 11 es positi,•a e impar. 

(e) 11 es positivo y par. y no hay factores de secantes. 

(d) mes posi1i,·o e impar. y no hay factores de tangentes. 

67. Comparar m étodos Evalúe/ senx cosx ,fr utiliz.ando el 
método indicado. faplique cómo difieren sus respucslas para 
cada método. 

(a) Sustitución con 11 = sen x 

(b) Sustitución con 11 = cos x 

{e) Integración por panes 

(d) Uso de la identidad sen 2r: = 2 sen xcosx 

¿CÓMO LO VE? Use la gráfica dcf' que se mues­
tra en la figura para responder lo siguiente 

\A :~r= 
fYmTVí 

(a) Usando el inlcrvaloque se muestra en la figura. aproxi­
me el (los) ,·alor(es) de x si/ es máximo. Explique. 

(b) Usando el intervalo que se muestra en la figura. aproxi­
me el (los) valor(es) de x si/ es mínimo. Explique. 

Comparar métodos En los ejen:icios 69 y 70, (a) resuelva 
la integral indefinida de dos maneras difermtes. (b) Utilice 
un progra ma de graficación parn trazar la an1iderl\·ada (sin 
lu roll!ltante de integmción) obtenidu por cada método pan, de­
mostrar que los resultados solo difieren por una roll!llante, 
(c) denmc.~tre anulíticamcnle que los resultados difieren solo 
por una constante. 

69. f scc◄ J.1· tan' Jxdx 

70. J sec2 .r: tanx,Lr: 

Area F.n los ejen:icios 71-74, encuentre el área de la región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones. 

7 1. y • scnx. y • selrx. x • O. x • f 
72. y a: sctT 1rx. y• O. x • O . . t "" I 

7J. y• cos? x. y• sen2 x. x • -f . .1· • !J-

74. y - cos2 x, y - senx cos.r:. x - -f. x • ¡ 
Volumen F.n los ej ercicios 75 y 76. determine el ,·olumen del 
sólido generado al girar la región acotadu por las gráficas de la 
('("Uac.ión sobre el eje x. 

ff ff 
75. y=lan .f, y=O. x=-¡, .r=¡ 

76. y=cosf y =seni x=O. x=f 

Volumen y centroide En los ejcn:icios 77 y 78, p:1rn la rl'• 
gión amtada por las gráficas de las « unciones, l'ncuenlrt! (a) l'I 
m lumen dd sólido rormado por gir.ar la rl'gión all'Medor del 
t"jex y (b) el centroide de lu región. 

77. y • scn .r, y • O. x • O, x • 1r 

78. y=cos .,·. )'""º· x=O. x=f 

Ve rificar una fórmula de reducción En los ej ercicios 79-82. 
utilice la integración por partes para ,·erificar la rórmula de 
reducción. 

f scn•- 1 .r:cos .r n-l J 
79. scn"xd.r = ---,--+--;- sen• - 2 .r:dx 

f cos•- 1xsenx 11-I J 
80. cos•x,/.1· = --,-, - +---¡:¡- cos•- 2 x dx 

81. J cos"'.l"sen"x,/x: 

,, - 1 J -- cos"'xsen• - 1 xdx 
m +11 

82. f scc" x d.r • A sec"-2 x tan .r: + : = 7 f sec"-1 .r:tl.r: 

Usar fórmulas En los ej en:icios 83-86. utilice los resultados 
de los ejercicios 79-82 para e11contn1r la integr.al 

8J. J scnsxdr 84. J cos◄ xdx 



85. J sec4 (2n:r/5) dx 86. f sen◄ .r cos2 .r d.Ji 

87. Modelar datos La tabla muestra bs temperaturas nomia­
lcs máxima (alta) y mínima (baja) (en grados Fahrenheit) en 
Erie. Pennsylvania. para cada mes del año. (F1m1te: NOAA) 

Mes E~ro Feb Mar1.0 Abril Mayo Junio 

Mi< JJj 35.4 44.7 55.6 67.4 76.2 

M ín 20.3 20.9 28.2 37.9 48.7 585 

Mes fol Ago Sept Oc, Nos Die 

Má, 80.4 79.0 72.0 61.0 49.3 38.6 

M ín 63.7 62.7 55.9 45.5 36.4 26.8 

Las temperacuru máximas y mínimas se pueden modelar por 

/(t) - a0 + a1 cosf + h 1 scnf 
donde 1 - O corresponde a l I de enero y ''o- "i y h1 son las si-
guientes 

(a) Aproxime el modelo H(t) para las temperaturas máximas. 
(S11gem1cil1: Use la regla de Simpson para aproximar las 
integrales y utilice los datos de enero dos \"eces.) 

(b) Repita el inciso (a) para un modelo l(l) para los datos de 
1empcra1ura mínima. 

(c) Use un progrnma de graficación para trazar cada modelo. 
¿ Durante qué pan e del año la diferencia entre las tempera­
turas máximas y mínimas es mayor? 

88. Fónnulas de Wallis Utilice el resultado del ejercicio 80 
para demostrar las siguientes versiones de las fórmula.'i de Wa­
llis. 

(a) Si II es impar (11 .:2: 3). entonces 

(b) Si II es par ( 11 .:2: 2). entonces 

89. Funciones ortogonales El producto interno de dos fun­
c iones/y g sobre ja. h l está dado por 

(J.,) = f /(x),(x) dx. 

Se dice que dos funciones distintas/ y g son onogonales si 
(f. g) = O. Demuestre que el siguiente conjunto de funciones 
es ortogonal sobre [-1r. 1tl 

{scn:r,sen2.r,sen1r, ... ,cosx,coslr,coslr, ... ) 

V...~<ono 

2.5 Integrales trigon ometricas 11~ 

90. Series de Fourier La siguiente suma es una .~erie de Fo11-
rierfi11ita. 

N 

/(x) • .~ a;seni.T 

= a 1 sen.r + a1 scn2.r + a 1 sen3.r + · · · + aNscn N.r 

(a) Use el ejercicio 89 para demos1rar que el cocficien1e 

11-isimo cs1á dado porª~ = (1/ ,r) ¡_•• /(x) sen n.r tfr. 

(b) Seaft.r) = .r. Encuentre a 1• "i y a3• 

... 
Líneas eléctricas 
Las líneas eléctricas se construyen encadenando un cable entre los 
sopones y aj us1ando la tensión en cada tramo. El cable cuelga entre 
los sopones en la fonna de una catenaria. como se muestra en la 
fig ura. 

Sea Tia 1ensión (en libra.~) en un tramo de alambre, sea II la densi­
dad (en libras por pie). sea g - 32.2 la aceleración de la grave~a<I 
(en piC5 por segundo por segundo), y sea L la distancia (en pies) 
entre los sopones. Entonces la ecuación de la catenaria es 

y•~ (cosh7"- 1 )- donde .r y ysc miden en pies. 

(a) Encuentre la longitud del cable entre dos tramos. 

(b) Para medir la tensión en un tramo, los trabajadores de la línea 
de energía utilizan el método de lt, omla de ntomo. El cable es 
golpeado en un sopone, creando una onda sobre la linea. y se 
mide el tiempo, (en segundos) que tarda la onda en hacer un 
viaje de ida y vuelta. La \'clocidad ,, (en pies por segundo) está 
dada por,,= ..fflü. ¿Cu:into tiempo tarda la onda en hacer un 
viaje de ida y vuel!a entre los sopones? 

(e) El pandeos (en pulgadas) se puede ob1ener mediante la 
evaluación de \' cuando .r = L/2 en la ecuación de la catenaria 
(y multiplicando por 
12). Sin embargo. e-n la 
práctica. los tmhajado­
res de la línea de 
energía utili7.an la 
"ecuación del instalador 
de líneas" dada por s -
12.07512. Utilice el 
hecho de que 

cosh
1'.J; + 1 - 2 

para deducir esta ecuación. 

■ PARA JNl-'ORMACJÓN ADICIONAL Para obtener más infor­
mación sobre las matemáticas de las líneas de energía. consulte el 
anículo ··constructing Power Lines" . por Thomas O'Neil. en n,e 
UMAP Jo11nwl. 
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2.6 Integración por sustitución trigonométrica 

Exploración 
lnttgraci6n de u11af1111ci6,t 
radical Hasta este punto en 
el texto. no se ha evaluado 
la integral r.~dx. 
De la geometría. debe poder 
encontrar el valor exacto de 
esia integral, ¿cuál es? Usando 
integración numérica. con la 
regla de Simpson o la regla 
del trapecio. no se puede estar 
seguro de la exactitud de la 
aproximación. ¿Por qué'! 

Tra1e de encontrar el valor 
exacto mediante la sustiwción 

x = scn9 

,Lr - cos 9tl9. 

¿Su respuesta concuerda con 
el valor que obmvo utilizando 
la geometrfa? 

■ Ut il i:u r sustitución trigonometrica para resolver una integral. 
■ Utiliur int e grales para mode lar y resolve r aplicaciones de la vida real. 

Sustitución trigonométrica 
Ahor.i que puede evaluar integrales que implican potencias de funciones trigonomé1ri­
cas. puede utilizar la sustitución trigonométrica para evaluar integrales que implican a 
los radicales 

~. Ja1 + u1 y J 111 -a1. 

El objetivo con sus1i1ución trigonométrica es eliminar el radical en el integrando. Esto 
se hace mediante el uso de bs identidades pitagóricas. 

cos2 9 = 1 - scn2 9 

scc2 9- 1 +tan2 9 

tan2 9 =sec2 9- I 

Por ejemplo. para"> O. sea 11 = sen 11. donde-rr/2 :s; O:s; 1r/ 2. Entonces 

Jw -1r= Ja- -,rsew8 

= Ja1(1 - sen1 8) 

= Ja1cos1 8 

= (ICOS 8. 

Observe que cos O 2 O. porque -rr / 2 :s;: O :s;: 7T / 2. 

Sustitución trigonométrica (a > O) 

1. Para integrales que implican ✓,,2 - 112• sea 

11 - ascn9. 

Entonces Ja2 - ,i1 = a cos 9. donde 

- 'Tr/2 :S 9 :S 'Tr/2. 

2. Para integrales que implican Ja1 + 111• sea 

11=a tan8. 

Entonces Ja1 + 111 = a scc 9. donde 

- 'Tr/2 < O< 1r/2. 

3. Para integrales que implican J 11l - al, sea 

ll '"" llSCC 9. 

Entonces 

L:1· n~ 
Jui _ aZ = ¡a tan 9 para 11 > a.donde O :S 8 s 'Tr/2 

-ll tan 9 parn 11 < -ll. donde 'Tr/2 < Os 'Tr. 

Las restricciones sobre O aseguran que l:l función que define l.'.1 sustitución es uno a 
uno. De hecho. estos son los mismos intervalos sobre los que se definen el arcoseno, 
arcotangente y arcosccante. 



L} 
r,:::;, 

sen8:Í· cot 8 "" ~ 
f'igura 2.13 

2.6 Integración por sustitución trigonométrica 11i 

ifjij❖jiji•fi Sustitución trigonométrica u= a sen o 

Encucn1re J xl J~x- .r. 

Solución En primer lugar, adviena que no se aplica ninguna de las reglas b:'isicas de 
integración. Para utilizar la sustitución trigonométrica. debe observar que 

~ 
es de la forma Jc11 - 111. Así. puede utilizar la sustitución 

x = asen 6 = 3 sen 6. 

Usando la derivación y el triángulo que se muestra en la figura 2.13. obtiene 

tlx = 3 cos 6tl6. ~ = 3 cos 6 y xl = 9 sen? 6. 

Así. la susti tución trigonométrica da como resultado 

f dx f 3cos6d6 
x2J9 - r = (9 sen2 6)(3 cos 6) Su~titu)a 

'f d0 ""9 sen2 6 

= ¼J csc2 6d6 

=-¼cot6+C 

~ -H ✓9 ,- ,') + e 

-fif= 
= -~ + e. 

Simplifique 

Identidad trigonométrica 

A¡,liquc laregladc laeosecan1c 

SU!itÍIU}llparn COI (J 

Observe que el tri.ángulo en la figura 2. 13 se puede utilizar para convenir 1:-.s O's de 
nuevo en x's. como se muestra. 

cot 6 = adyacente 
opuesto 

[> TECNOLOGÍA Utilice un sistem:-. de álgebra computxional para encontrar 
• cada una de las integrales indefinid:-.s. 

f d.r 

~ f dx 

x.../9=-il 

f d.r 
x2J9 - xl f dx 

x l ~ 

■ 

Luego. utilice la sustituc ión trigonométrica para duplicar los resultados obtenidos 
con e l sistcm:-. de álgebra comput:-.cional. 

f t/11 f t/11 f t/11 
J ,,- ± a-· a1 - 111" y 11Jtr ± w· 

También se pueden evalu:1r estas integrales utilizando susti1ución trigonométrica. Esto 
se muestra en el siguiente ejemplo. 
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L:J· 
1 

tan 8 :: 2r.scc 8""' J4.r1 + t 

Figura 2.14 

1an 8::.r.scn8:: ff+T 
l-"igun1 2.15 

Sustitución trigonométrica: u = a tan 6 

Encuentre f-'-lx_ 
J4r + 1· 

Solución Sea 11 = lx. t1 = 1 y 2r = tan O. como se muestra en la figum 2.14. E111011ces. 

dx = "iscc2 8d8 y flxT+T = sec O. 

Con la sustitución trigonométrica obtiene 

J I l f sec'O dO 
J 4xi + 1 dx = 2 ~ 

= ½f scc 8d8 

= ½in¡scc 8 + tan OI + e 

= ½1nlJ4.r1 + 1 + 2xl + C. 

SustilU)'il 

Snnphfiquc:. 

Arliquc 13 n:gla de la liC'Cantc 

Sustitu)ahad.iatrás. 

Intente comprobar este resultado con un sistema de álgebra computacional. ¿El resulta­
do está dado en esta fonna o en la forma de una función hiperbólica inversa? ■ 

Puede extender el uso de la sustitución trigonométrica para cubrir las integrales que 
implican expresiones como (€/1 - 112)nf2 escribiendo la expresión como 

(a'- u2Y,f2 = (✓w- u-)'•. 

if füfüQHfj Sustitución trigonométrica: potencias racionales 

· • • · t> Consulte LarsonCalcu/us.com para una versión interactiva de este fipo de ejemplo. 

Encuentre f (xl :\pir 

Solución Comience escribiendo (x2 + J)l/ 2 como 

Luego. sea a = 1 y 11 = x = tan O. como se muestra en la figura 2. 15. Utilizando 

dx=sec2 8tl8 y ~=seco 

puede aplicar la sustitución trigonométrica. como se muestra. 

f (x2 :x1pn = f (✓x:-: 1 )3 

= f scc
2 

Otl(J 
scc1 8 

= f :c
8
o 

= f cos OdO 

=scnO +C 

=--'-+e 
R+T 

ReeJCribaeldenoniinador 

S,mplifiquc: 

!denudad tngonomémca 

Aplique la n:gb del cor.cno. 

Su~utuya hacia auili, • 



¿j= 
,¡¡ 

scc 8 - 2:... tan 8 -~ . J'f J'j 
Figura 2.16 

2.6 Integración por sustitución trigonométrica 1H 

P:u a integrales definidas. a menudo esto es conveniente para dete rminar los límites 
de inlegr:ición para O que evite convertir de nuevo a x. Es posible que desee revisar este 
procedimiento en la sección 2.1. ejemplos 8 y 9. 

lflfflt'lid•IH Convertir los límites de integración 

f' ~ Evalúe ---dx . 
./l , . 

Solución Como~ tiene la form:i ✓111 - a1, puede considerar 

11 = x. a = ../3 y x = ../3 sec 8 

como se mucstm en la figura 2.9. Entonces. 

dx = Jlscc 8tan 9d9 y ~ = Jl tan 9. 

Para determinar los límites superior e inferior de integración. utilice la sustitución 
x = JJ scc 8. como se mues1ra. 

Límite iníerior Límite superior 

Cuando .r = ./3. scc (} = 1 

y 9 - o. 

2 
Cuandox = 2. scc 8 = ../3 

Por tanto. tiene 

f' ~ dx = ("1' ( J'l tan 9)( J'l scc 9 ian 9) d9 
.fj x Jo ../3sec 8 

r·'' = Jo J3 tan2 (}ti(} 

r·'' = J'l Jo (scc' 9 - 1) d9 

[ ]
.,, 

=../3 rnn8-8
0 

= J'l(~ -i) 
= 1 - J'l,, 

6 

- 0 .093 1. 

y 8 = r 

■ 
En el ejemplo 4. intente convertir de nuevo a la variable x y evalúe la antiderivada 

en los lími1cs originales de la integración. Debe obtener 

J: ~ dx = JJ[ 7-arcsec JJ]~ 
= ,;1(~-f) 
- 0.0931. 
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Cuando utilice la sustitución trigonométrica para cvalu:-.r in1cgrales definidas, debe 
tener cuidado de comprobar que los valores de O están en los intervalos analizados al 
princ ipio de esta sección. Por ejemplo. si en el ejemplo 4 se había pedido evaluar la in­
tegral definida 

J
-../ifiT-=-1 ,Jx 

- 2 X 

entonces. util izando 11 = x y a = J'J en el intervalo {-2. - JJ] implicaría que 11 < -a. 
Así. al dctcnninar los límites superior e inferior de la integración. se tcndrfo. que elegir O 

tal que 1r/2 <Os 1r. En este caso. la integral se evalúa como se muestra. 

J- ./l ,;xT-=-1 dx = J,• (--l'J ton o)( -l'Jsoc O tan o)do 
-2 X 5.-/b ./3 SCC (J 

= J, .. - J'J 1an2 8 d8 
h,/6 

=--i'J J,• (scc2 8-l) d8 
5•/6 

= - _/'J [tan o - o]' 
5.-/1> 

.. -0.0931 

Se puede utilizar sustitución trigonométrica con completar el cuadmdo. Por ejem­
plo. trate de encontrar la integral 

f R--=-1x dx. 

Para empezar. puede completar e l cuadrado y escribir la integral como 

f ✓(x-1)2- l·dx. 

Debido a que el imcgrando es de la forma 

J ul- al 

con 11 = x- 1 y a = 1, ahora se puede uliliz.ar sustitución trigonométrica para encontrar 
la in1egral. 

La sustitució n trigonomé trica se puede util i:,_ar para evaluar las tres integrales que 
figuran e n el siguiente teorema. Es1as integra]c..<; se encontrar.'in varias veces en el res to 
del texto. Cuando esto suceda. simplemente nos reícriremos a este teorema. (En el ejer• 
cic io 7 1. se le pide al lector que demuestre las íónnulas dadas e n el teorema.) 

TEOREMA 2.8 Fó rmulas especiales de integración (a > O) 

l. J J a1 - 11i t111 = ½(a1 arcscn~ + 11 Ja1 - 111) + C 

2. f J 111 - a1 du = ½(11J 112 - a2 - a 2 ln l11 + J 112 - a21} + C, 

3. f J 111 + a1d11 = ½(11 J 112 + a2 + a2 ln l11 + J 112 + a2J) + e 



(O.O) 

Longitud de arco de la curva de (O.O) 

'(1. l). 
Figura 2 .17 

El barril no está completamente 
lleno de acei1e, 0.2 pies de la parte 
superior del barril cs1á vacía. 

Figura 2.18 

f'igurn 2.19 

2.6 Integración por sustitución trigonométrica 121 

Aplicaciones 

Encontrar la longitud de arco 

Encuentre la longitud de arco de la gráfica de J(x) = ½x2 de x = O a x = 1 (vea la figura 
2. 17). 

Solución De la íómmla de longitud de arco tenemos. 

s = L J i + [J'(x)F dx 

= L.JT'+x!dx 
= 1•14 

scc3 o,l(J 

= ½[sec (Jtan (J + ln lscc (J + tan o¡J:14 

~½(./2 + 1n(J2 + 1)] 

• 1.148 

lf fü❖jiji•if Comparar dos fuerzas de fluido 

Un barril de aceite sellado (con un peso de 48 libras por pie cúbico) está flotando en 
agua de mar (que pesa 64 libras por pie cúbico). como se muestra en las figurns 2.18 y 
2. 19. (El barril no está completamen1e lleno de aceite. Con el barril acostado sobre un 
lado. 0.2 pies de la parte superior del barril está vacía.) Compare las fuerzas de fluido 
sobre un extremo del barril desde el interior y desde el exterior. 

Solución En la figurn 2. 19. localice el sistema de coordenadas con el origen en el 
centro del círculo 

.t2 + _r2 = 1 

Para encontrar la fuerza del fluido sobre un extremo del barril desde el inrerior. integre 
entre - 1 y 0.8 (con un peso de w = 48). 

F = \\1 [J h(y)L(y} dy Ecuai:ión general (,ca la M:<.~ión 3.7) 

F.,.-- 48 [:' (0.8 - y)(2),/!=y'dy 

= 76.8 [
1

: ,/!=y' ,ly - 96 [ ~ y ,/!=y' dy 

Para encontrar la fuerza del fluido desde el exterior. integre entre - ! y 0.4 (con un peso 
dew = 64). 

F.,.""- 64[' (0.4 -y)(2)~<~' _, 
= 51.2 r·4 JT--=-?Jy - 128[.~y,/!=y'dy ' _, 

Los detalles de la in1egración se dejan para que el lec1or lo complete en el ejercicio 70. 
lntuiti"amcnte. ¿diría que la íuerza del aceite {el interior) o la íuena del agua de mar (el 
exterior} es mayor? Mediante J:1 evaluación de estas dos integrales. puede determinar que 

F 1111cnor• 121.3 libras Y FeMerior • 93.0 libras. • 
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2. 6 E i e re i e ios ~::se~:.~~1~;:: com pira un lulonal de ayuda' soluciones fr1h111dn d1 los 1JllrC1ClOS con 

Sustitución trigonométrica En los ejercicios 1.4, establez. 
ca la sustitución trigonométrka que utilizaría para encontrar 
la integral indefinida. No integre. 

l . f (9 + r)- !,/;c f.../4'=? d.r 

3J-·"-. ~d:r: 4. f .i:-2(.rl - 25)lf2 d, 

Sustitución trigonométrica En los ejercicios 5-8. calcule lu 
integral indefinida usundo In sustitución x = ~ sen O. 

5. f (16-1.rl)Jfl,/.r 6. f .r!Jl:-x!''·' 

1. f Jl6:c- .-r ,/.1· IJ. f J I:- .r ,J:c 

Usar sustitución trigonométrica En los ejercicios 9.12, cuJ. 
cule la integral indefinida usando la sustitución x = 5 Sff O. 

9. J ~d:c .,¡.r - 25 J 
J.,' - 25 

to. --.,-,lx 

J 
.r' 

12. ~d.t 
.,¡.r- - 25 

Usar sustitución trigonométrica En los l'jercicios 13-16, 
culcule la intl'gral indefinidu mediante la sustitución x = tan O. 

13. f :c ✓T+?,lx 14. J 9.r' Jf'+""?dx 

15. f (1 +l.r2)ld:c 16. J ,, 
( 1 +x2p"·' 

Usar fónnulas En los ejercicios 17-20. utilice las íónnulas 
es~iales de integración (teorema 2.2) para encontrar la inte­
gral indefinida. 

17. f J9 + 16.r1 ,/.r 18. f ,/i"+x'!,J.r 

19.J ~,lx 20. f ~ dx 
Encontrar una integral indefinida En los ej l' rcicios 21 -36, 
calcule la int('gral indefinida. 

21. J--1
- d, J 16 -x· · 

23. f J 16 - 4.r1d.r 

25. J ,1,-x' - _,..-,,, 
27. J--'- ,1.r xJ.G"TTI 

29. J -Jx 
(.r2 + J)V2d.r 

J 
x' 

22. ~dt 
.,¡36-x-

24. J~,J.r 
26. f J25.,l + 4 d.r 

.r' 

28. J ' - --dx 
xJ97+'T 

3-0. J (.,1 +t 5pn dx 

3 1. f r~~d:c 32. J _¡¡-=, --dx 
fi 

33. J--'--,h 4 +4:r:2 +.r4 . 34. f :el +.r + 1 
.r' +2:ci + 1 d:c 

35. J arcscc 1:cdx. 1 
X> 2 36. f xarcsen:cd:c 

Completar el cuadrado En los ejercicios 37-40. compll'le el 
cuadrado y l'IICUl'nlre lu integral indefinida. 

J7. f J4.r\- .Tl d.r 38. f J 2.:l_ xl ,t.T 

39 J .r dx 40. J--·'--,1:c · J.r +6x+ 12 ~ 

Convertir límites de integración En losl'jercicios 4l-46, e,·a. 
lúe la integral definida mediante (a) los límiles de integración 
dados y (b) los límites obtenidos por sustitución lrigonom~lrica. 

( .fin 11 L./111 1 
41. Jr1 (1 - tl)3/l J¡ 42. (1 - tl)S/2 J¡ 

43. f x• --d, 
(1 ~. 

44. r 0 

J9-25r,/x 

45. 
[ ,, 

46. f J.r- - 16 --,L< --,-,,, 
~ .r 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

47. Sustitución trigonométrica E.~tablc1.ca la sustitu­
ción que haría si utilizó sustitución trigonométrica para 
una integral que implica el radical dado. donde a > O. 
Explique su razonamiento. 

(a) ~ 

(b) J"· + 11· 
(c) J11· - u· 

48 Elegir un método Establezca el método de integra­
ción que utilizaría para realizar cada integración. E.,cplique 
por qué eligió ese método. No integre. 

(a) f xJiT+'T,LT (b) J.,2 _;:¡:r=-¡,LT 

49. Comparar métodos 

(a) Encuentre la integral J-' - 1J.r mediante la sustitu­
.rl + 9 

ción de 11. Después. determine la integral mediante 
sustitución trigonométrica. Analice los resultados. 

(b) Encuentre la integral J ~ ,L, algcbraicamcnte 
.r + 9 

utifü·..ando .r! • (.rl + 9) - 9. Luego. determine la in­
tegral mediante sustitución trigonométrica. Analice 
los resultados. 



so. ¿CÓMO LO VE? U1ilicc la gráfica de/' mostmda 
en la figura para responder lo siguiente. 

(a) Identifique el {los) intervalo(s) abicrto(s) en el (los) que 
la gráfica de/ es creciente o decreciente. Explique. 

(b) Identifique el (los) intervalo(s) ahierto(s) en el (los) que 
la gráfica de fes cóncava hacia arriba o cónca\':I. hacia 
ab:ijo. Explique. 

¿Verdadero o falso? En los ejen:icios 51-54, determine si el 
l'nunciado es n irdaduo o folso. Si es folso, l'xplique por qué o 
dé un ejemplo que demuestre que es falso. 

51. Si .t = sen 8. entonces 

f_!!._•fd8. fi--=-? 
52. Si x • scc 9. entonces 

f _¡;,-=-¡ f - · .-, -dx = sec (Jtan tJ ,l(J. 

53. Si x • tan fJ. enlonces 

( -fi ( t/.tl)'fl • t •/l cos 6d8. 
Jo 1 + .r Jo 

54. Si .r = sen O. e ntonces 

55. Área Calcule el fu-ea encerrada por la elipse ~ + f = 1 
mostrada en la figura. 

Figura para 56 Figura para 56 

56. Área Calcule el área de la región sombreada del círculo de 
radio t J cuando la cuerda está a h unidades {O< I, < a) desde el 
centro del círculo (,·ea la figura). 

2.6 Integración por sust itución trigonométrica 12~ 

57. Diseño mecánico La superficie de una pie1.a mecánica es 
la región entre las gr:Uicas de )' • 1-rl y x1 + Ü' - k)! • 25 
(vea la figura). 

' ,m/ 
~ 

(a) Dctenninc k cuando el círculo es tangenle a la gráfica de 

,, . ¡4 
(b) Encucntrcel árca de la superficie de la pieza de la máquina. 
(c) Encue ntre el área de la superficie de la pie;r.a de la máqui­

na en funció n del radio r del círculo. 

511. Volumen El eje de un tanque de a lmacenamiento en la for­
ma de un cilindro circular recto es hori1.0nta l (vea la figura). 
El radio y la longi1ud del tanque son de I metro y 3 metros. 
n:spectivamcnte. 

--3m -.., 

(a) Detcnninc el volumen de íluido e n el tanque como una 
función de su profundidad d. 

(b) Util ice un programa de graficación para trazar la función 
e n el inciso (a). 

(c) Diseñar una ,·ari lla par.1 el tanque con marcas de ¼.1 y¾. 
(d) El íluido está entrando en el tanque a una \'clocidad de¾ 

metros cúbicos por minuto. Determine la rapidez de cam­
bio de la profundidad del fluido como una función de su 
profundidad d. 

(e) Utilice una herramienta de graficación para trazar la fun­
ción en el inciso (d). ¿En qué mo me nto la rapidez de cam ­
bio de la profundidad es mínima'! ¿Concuerda eslo con su 
intuición? Explique. 

Volumen de un toro En los ej N'('icios 59 y 60, cncuentrt" el 
,·olu men d el toro generado al girar la región acotada por la grá­
fica de la cin.-unferencia respc1:to a l ejc x . 

59. {r - 3)2 + y2 - 1 

60. (.r - 1,)2 + y2 • , 2. I, > r 

Longitud de arco En los ejercicios 61 y 62. encuentre la lon­
gitud d e a rco de la l."urvn en e l inten ·alo dado. 
61. y= hu. [ 1. 5] 

62. y = h 2
• [O. 4] 

63. Longitud de arco Demuestre que la longitud de un arco 
de la curva dcl seno es igual a la longitud de un arco de la 
curva del coseno. 
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64. Conjetura 

(a) Encuentre lns fórmulas para las distancias entre (0. O) y 
(t1. t12) a lo largo de la recia entre estos puntos y a Jo largo 
de la parábola y = .r. 

(b) Utilice las fóm1ulas del inciso (a) para encomrar la.~ dis­
tancias para ti= 1 yt1= JO. 

(c) Haga una conjetura acerca de la diferencia e ntre las dm 
distancias a medida que a se incrementa. 

Centroide En los ejuc idos 65 y 66, enc1m 1tre el centroide 
de la rl'gión <ll'lumin:ula por las gráficus de las d l.'Sigualdades. 

65. y s 3/~.y.?: 0. x.?: -4.x s 4 

66. y s ¼x1.(x - 4)2 + y1 s 16.)'.?:: O 

67. Superficie Encuentre el área superficial del sólido genera­
do al girar la región acotada por las gráficas de y = _,.!. _\' = O. 
x = O y .r = ..fi alrededor del eje x. 

68. Intensidad de campo La intensidad de campo H de un 
imán de longitud 2L sobre una panícula r unidades desde el 
centro del imán es 

2ml 
H • (,2+¿zpr-

donde ::: m son los polos del imán (vea la gráfica). Encuentre la 
fucn.a promedio del campo a medida que la panícula se mue­
ve de O a R unidades del centro mediante la evaluación de la 
integral 

1 ('1 2mL 
Ñ.Jo (,-! + upo dr. 

• • 69. Fuerza del fluido 

Encuentre la 
fucr,.adcl íluido 
sobre una ,·entana 
de observación 
circular de I pie 
de radio en una 
pared venical de 
un gran tanque 
lleno de agua en un 
criadero de peces 
cuando el centro 
de la ,·emana está 

2l • ----• 

(a) 3 pies y (b) d pies (d > 1 ) por 
debajo de la superficie del agua 
(,·ea la figura). Utilice sustitución 
trigonométrica para e,·alunr la 
inlegrnl. El agua pesa 62.4 libras 
por pie cúbico. 

70. Fuerza del fluido Evaluar la.\ dos integralc.\ siguien1c.~. 

que producen las fuenas de íluido dadas en el ejemplo 6. 

(a) Fdfft<lf=48[
1

1 

{0.8-y)(2)~dy 

(b) Fn1n"" ., 64 r:J (0.4 - y)(2) ~ t/_11 

71. Verificar fórmulas Use suslitución trigonométrica para wri­
ficar las fórmula.~ de integración cbdas en el 1oorema 2.2. 

72. Longitud de arco Demuestre que la long itud de arco de 

Ju gráfica de~•= sen x sobre el intm"alo (O. 2"1TI es igual a la 
circunferencia de la elipse x2 + 1y-1 = 1 (vea la figura). 

73. Area de una luna La región en forma de media luna. aco­
tada por dos círculos. forma una /111w (vea la figura ). Encuen­
tre el :1rea de la luna si el radio del círculo más pequeño es 
de 3 y el radio del círculo más gr.mde es S. 

74. Área Dos círculos de radio 3. con cenlros en (-2, O) y (2, O) 

se intersecan. como se muestra en la figura. Encuentre el área 
de la región sombreada. 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 
75. Evalúe 

ri ln(.t + 1) 
)of+ldx. 

Ble probkma rljt preparado par ti Comlllllltt OCI !he Pulnam Pnu Cornpet,IIOCI 
O Tht Ma1htma11calASk!C1at1011ol Amco,;a. TodoJloJd.:m-hos resmllOO!I 
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2. 7 Integración por fracciones parciales 

¿j,= 
1 

~c8=2-r-5 
Figura 2.20 

JOHN BERNOULLI (1667-1748) 

El método de fracciones parci.iles 
fue incroducido por John Bernoulli. 
un matemidco suizo que fue clave 
en el des;u-rolto lnida.1 del cilculo. 
John Bernoulli fue profesor en la 
Unlven;ida.d de Basilea. y ensenó a 
muchos estudiantes sobresa.lientes, 
de los cua.les et mi, ramoso fue 
Leonhard Euler. 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más de esta biograha. 

■ Entende r e l concepto de descomposición en fracciones parciales. 
• Utilizar la descomposición e n fracciones parciales con factores lineales para 

integrar funciones racionales. 
■ Utilizar la descomposición en fracciones parciales con factores cuadri ticos para 

integrar funciones racio nales. 

Fracciones parciales 
En esta sección se examina un proccdimicnlo para descomponer una fu nc ión racional en 
funciones racionales sencillas a las que se pueden aplicar las fórmulas b:tsicas de in1e­
gración. Este procedimiento recibe el nombre de método de fracciones parciales. Para 
ver el beneficio del método de fracciones parciales. considere la integral 

f x i - ~x + 6 dx. 

Para evaluar esta integral sin fracciones parciales. se puede completar el cuadrado y 
utilizar la sustitución trigonométrica (vea la figura 2.20) para obtener 

f--1--d,-f dx a-}.x - ½-}sccB 
x' - 5x + 6 · (x - 5/2)' - (1/2)' _ f (1/2) sec Oian OdO dx • ½.w:c Btan BdB 

(1/4) ian' 9 

= 2 f ese (Jc/9 

= 2 lnlcsc o - coto¡ + e 
1 h- 5 1 1 

= 2 h• 2Jxl _ 5_,·+6 2Jx1 - Sx+6 +C 

= 2 \ni x - 3 1 + e 
Jx1 - Sx + 6 

=2 lnl~l+c 

1
, - 31 = In -· - + e 
X - 2 

- in¡x- 31 - i,, 1x - 21 + c. 
Ahora, supongamos que había observado que 

1 1 1 
x? - Sx + 6 = ~ - ~- l>oconlpO!>icióncnfracc1~~iak:s 

E111onces, se podña calcular la integral como se muestra. 

L, -~<+ 6 d, - f V 3 - x ~ 2) ,fr 

- 1n¡x - 31 - lnlx - 21 + e 
Este método es cl:tramente preferible a la sustitución trigonométrica. Sin embargo. su 
uso depende de la capacidad para factorizar el denominador . . l2 - Sx + 6, y encontrar 
las fracciones parciales 

1 1 
x"=""3 y -x""=2. 

En esla sección estudiará las técnicas parn encontrar descomposiciones en fracciones 
parciales. 
n..G,_CalKtai 
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................. ·t> 
: .. COMENTARIO En 

prec:ilculo. aprendió a combinar 
funciones tales como 

El método de fracciones parci:1-
les le muestra cómo revertir este 
proceso. 

(, - 2)(, + 3) ' ' . +-·-
x - 2 x+3 

Recuerde del :ilgebr::t que todo polinomio con coeficientes reales se puede factorizar 
en factores lineales y cuadr:'il icos irreducibles.* Por ejemplo. el polinomio 

x5 +x4 -x- l 

puede ser escrito como 

x5 + x4 - x - 1 = x4(x + 1) - (x + 1) 

= (,·' - 1)(, + 1) 

= (•·' + l)(x' - l )(x + 1) 

= (x' + l)(x + l)(x - l)(x + 1) 

= (x - l)(x + l)'(x' + 1) 

donde (x - 1) es un factor lineal. (x + 1 )2 es un factor lineal repetido. y (.l.i + 1) es un 
factor cuadíltico irreducible. Usando esta factori7~'lción. se puede escribir la descompo­
sición en frnccioncs parciales de la expresión r:icional 

N(x) 
X +x -.\' - J 

donde N(x) es un polinomio de grado menor que 5. tal como se muestra. 

N(x) A B C Dx + E 
(x - l)(x+ l)'(x' + 1) ~+ ~ + (x + I)' + x' + 1 

Descomposición de N(x)/ O(xl en fracciones parciales 

l. Dividir cuando es impropia: Si N(x)ID(x) es un:i fracción impropia (es decir. 
cuando el grado del numerador es mayor o igual que el grado del denominador). 
divida el denominador en el numerador para obtener 

N(,) ( 1. . ) N,(x) 
D(x) = un po momio + D(x) 

donde el grado de N1(x) es menor que el grado de D(x). Después aplique los 
pasos 2. 3 y 4 a la expresión racional propia N1(x)/D(:c). 

2. Factor denominador: Factorice complcrnmente el denominador en foc1ores de 
forma 

(px + q)m y (axl + bx + c:)n 

donde ax2 + bx + e es irreducible. 

3. Factores lineales: Para cada fac1or de la fom1a (p.r + qt'. la descomposición en 
fracciones parci:iles debe incluir la siguiente suma de m fracc iones. 

_A_,_+ _A_2_ + .. _ + _A_._ 
(¡u + q) (px + q)' (px + q)• 

4. Factores cuadrálicos: Para cada factor de la form::i. (axl + bx + cf. la descom­
posición en fr:iccioncs p:irci:iles debe incluir l:i siguieme sum:i de II fracciones. 

B1x + C1 B~ + C1 B,.x + Cn 
ax2 + bx + e + (,Lr2 + bx + c.f + · · · + (ax2 + bx + e)" 

• Para un:i revisión de 1écnica.s de factori1.3ción. ,·ca l'recC1lc11fus. 9a. edición. o PreC11lc11l11s: ReCII 

Mmhrmmics U)• Real People. 6a. edición. ambos por Ron Larson (Boston. Ma.ss.1chusetts: 
Brooks/Colc, Ccngagc Lc:arning. 2014 y 2012, rcspcc1ivamcnte). 
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Factores lineales 
L,s técnicas algcbrnicas parn la determinación de las constantes en los numeradores de 
una descomposición en fr:icciones parciales con factores lineales o repetidos se mues­
tran en los ejemplos I y 2. 

if fü:'liiji•IH Factores lineales diferentes 

Escrib:i la descomposición en fracciones parciales para 

1 
x2 - 5x + 6" 

Solución Como x2 - 5.r + 6 = (x - 3)(.r - 2). podría incluir una fracción parcial 
por cada factor y escribir 

1 A B 
x2 -5x+6=~+x-2 

donde deben determinarse A y B. Multiplic:rndo esta ecuación por el mínimo común 
denominador (x- 3)(x -2) obtiene la ecu:ición básica 

1 - A(x - 2) + B(,· - 3). Ecuación bi'ltca 

Debido a que esta ecuación es verdadern para todas las x. puede sustituir los valores 
co,we11iemes para x parn obtener ecuaciones en A y B. Los valores más convenientes son 
los que hacen que determinados factores sean iguales a O. 

• • • • • • • • • • • • • • • • • •[>- Para resolver para A. seax = 3 

:. •COMENTARIO Observe 
que las sustituciones para x en 
el ejemplo I se eligen por su 
conveniencia en la detennina­
ción de los valores de A y B: 
x = 3 se elige para eliminar el 
término B(x - 3) y x = 2 se 
elige para eliminar el término 
A(x - 2). El objetivo es hacer 
sustituciones com·e11ie11tes 
siempre que sea posible. 

• l'ARA INFORMACIÓN ADIC IONAL 
Para aprender un método difereme para 
encontrar descomposiciones en fraccio­
nes parciales. llamado el método Hca­
vysidc. consulte el artículo "'Calculus to 
Algcbra Conncctions in Panial Fraction 
Dccomposition"", por Joseph Wiencr y 
Will Watkins. en Tlie AMATYC Re1·iew. 

1 = A(3 - 2) + 8 (3 - 3) 

1 = A(l) + B(O) 
l = A 

Para resolver para B. sea x = 2 

1 = A(2 - 2) + 8(2 - 3) 

l = A(O) + B(-1) 

- 1 = H 

Por rnmo. la descomposición es 

1 1 1 
x1 -5x+6=~-;-=--i 

Haga .t • :! cn laccuaciónb{isica 

como se demos1ró al inicio de es1a sección. • 
Asegúrese de ver que el método de fracciones parciales es práctico solo para las 

integrales de fu nciones racionales cuyos denominadores se foclorizan ·•pcrfcc1:1men1e··_ 
Por ejemplo. cuando el denominador en el ejemplo I se cambia a 

x2 -5x+5 

su descomposición en factores es 

sería demasiado complicado usarla con fracciones parciales. En es1os casos. se debe 
completar el cuadr:i.do o ulilizar un sistema de álgebra compuiacional para realiw.r la 
integración. Al hacer esto. se debe obtener 

f-,- 1
--dx = J5 1nJ2, - J5 - sJ - J5 lnJ2, + J5 - sJ + C. 

x·-5x+5 5 5 
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■ !'ARA INf-'ORl\lACIÓN ADIC IONAL 
Para una aproximación alternativa al 
uso de fracciones parciales. vea el 
artículo ··A Shoncut in Partial 
Fruc1ions". por Xun-Cheng Hunng. en 
The College Mathemmics Jo11nwl. 

Factores lineales repetidos 

f 5x2 +20x+6 
Encucn1rc 3 2x2 dx. 

X + +x 

Solu ción Como 

x 3 + 2r2 + x = x(x2 + h + 1) = .r(x + 1)2 

debe incluir una fracción para cada potencia de x y (.r + 1) y escribir 

5x2 +20x+6 A B C 
x(x + 1)1 X+ x"+'f + (x + 1)1. 

Multiplicando por el mínimo común denominador x(x + 1)2 obtiene la ernt1ció11 lxísica 

5x2 + 2Qr + 6 = A(x + 1)2 + Bx(x + 1) + Cx. Ecuación básica 

Para despejar a A. se hace x = O. Esto e limina los términos 8 y C y produce 

6- A(l ) +O+ O 

6-A. 

Para despejar a C, se hace x = - 1. Es10 elimina los 1érminos A y B y produce 

5- 20 + 6 - o+ o - e 
9- c. 

Se han utilizado las opciones m:ís convenientes para x. por lo que para eneontrarel valor 
de B puede utilizar c11alq11ier otro mlor de x. j unto con los valores calculados de A y C. 
Utiliz.andox = I.A = 6 y C = 9 produce 

5+ 20 + 6 - A(4) + 8 (2) + C 

3 1 - 6(4) + 28 + 9 

-2 - 28 
- 1 - B. 

Por tanto. licne que 

f 5.<' + 20x + 6 ,fr- f (~ __ 1_ + _9_),fr 
x(x + 1)2 · x .r + 1 (x + 1)2 • 

-6 1nlxl - In¡.,+ 11 + 9(-' ~:)~' + C 

= In -·- - -- + C. 
1 

,. 1 9 
X+ 1 X+ 1 

Intente comprobar este resultado mediamc la derivación. Incluya álgebra en su compro­
bación. simplificando la derivada hasla que haya obtenido el integrando original. ■ 

Es necesario hacer tantas sus1ituciones como incógnilas (A, B. C . ... ) haya que de­
terminar. Por ejemplo. en e l ejemplo 2 se han hecho tres sustituciones (x = O. x = - 1 y 
x = 1) para resolver para A. 8 y C. 

[> TECNOLOGÍA Se pueden utilizar la mayoría de los sistemas de álgebra compu-
• tacional. corno Maple. Matliemalica y la Tl-nSpirt!. para convenir una función racional 

a su descomposición en fracciones parciales. Por ejemplo. usando Matlumwtirn. se 
obtiene lo siguiente. 

Apart [(5 • x /\ 2 + 20 • x + 6)/(x • (x + 1) /\ 2). x] 

6 9 1 
:; + (1 + x)2 - ~ 
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Factores cuadráticos 
Al utilizar el método de fracciones parciales con fac1ores lineales, una elección conve­
nieme de x inmediatamente produce un valor para uno de los cocficiemes. Con los fac­
tores cuadráricos, por lo general un sistema de ecuaciones lineales tiene que ser resuci­
to. independientemente de la elección de x. 

l!JM:!Hi•fi Factores lineales distintos y factores cuadráticos 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interacriva de este tipo de ejemplo. 

f 2x1 -4x- 8 
Encuentre (xl _ x)(x2 + 4) dx. 

Solució n Como 

(x' - x)(x' + 4) = x(x - 1)(.,·2 + 4) 

puede incluir una fracción parcial para cada factor y escribir 

lt3 -4x-8 A 8 Cx+ D 
x(x - l )(x2 + 4) ~ + ~ + x2 + 4 · 

Multiplicando por el mínimo común denominador 

x(x - I)(.,·' + 4) 

obtiene la. ecuación básica. 

2<3 - 4.r - 8 = A(x - l)l,' + 4) + 84'' + 4) + (Cx + D)t<)(., - 1). 

Para resolver para A. haga .r = O p:ira obtener 

-8=A(- 1)(4)+0+0 

2= A. 

Para despejar a B. haga x = 1 p:im obtener 

- 10 =O+ 8(5) + O 

- 2 = B. 

Hasta este punto. C y D están ::iún por determinarse. Puede encontrnr cst:tS constantes 
eligiendo otros dos v:ilores de x y resolviendo el sistem:i resultante de ecuaciones line:i­
les. Usando x = - 1. A = 2 y B = - 2. puede escribir 

- 6 = (2)( -2)(5) + (-2)(-1)(5) + (- C + D)(-1)(-2) 

2= - C+ D. 

Para x = 2. tiene 

0= (2)(1)(8) + (-2)(2)(8) + (2C + D)(2)(1) 

8- 2C + D. 

Resolviendo el sistema line:il restando la primera ecu:ición de la segund:t 

- C + D = 2 
2C + D = 8 

obtiene C = 2. En consecuencia. D = 4 y tiene que 

f 2t
3
-4x-8 dt= f(~--2-+~ +-4-)d, 

x(x - l )(x! + 4) x x - 1 _\ -2 + 4 .r1- + 4 · 

= 2 ln lxl - 2 lnlx - 1 I + ln(xl + 4) + 2 arelan Í + C. 

■ 
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En los ejemplos 1-3. la solución de la ecuación básica comenzó con la sustitución 
de los valores de x. lo que hizo los factores lineales iguales a O. Es1e método íunciona 
bien cuando la descomposición en fracciones parciales implica factores lineales. Sin 
embargo. cuando la descomposición implica solo factores cuadrá1icos. a menudo es más 
conveniente un procedimiento alte rnativo. Por ejemplo. trate de escribir el lado derecho 
de la ecuación básica en fonna polinómica e iguale los coeficientes de los términos seme­
jantes. Este mé1odo se muestra en el ejemplo 4. 

... Factores cuadráticos repetidos 

f&x3 + 13x 
Encuentre (x2 + 2)2 dx. 

Solución Incluya una fracción parcial por cada potencia de (x2 + 2) y escriba 

8x3 + 13x Ax+ B Cx+ D 
(x2 + 2)2 = x2 +2 +(x2 +2)'° 

Multiplique por el mínimo común denominador(.~ + 2)2 pam obtener la ec11ació11 lx ísica 

8x3 + 13.r = (Ax + B)(x2 + 2) + Cx + D. 

Desarrolle la ecuación básica y agrupe tém1inos semejantes para obtener 

&.r3 + 13x=Ax3 + 2Ax+Bx2 +2B +Cx+ D 

Bx' + 13x = Ax3 + Bx' + (2A + C)x + (28 + D). 

Ahora. puede igualar los coeficientes de los términos semejantes en los lados opuestos 
de la ecuación. 

8x3 + Ox2 + l 3x + O = Ar1 + B.r2 + (2A + C)x + (28 + O) 

1 1 0- H t 1 

1.l 2A+C 

Utilizando los valores conocidos A = 8 y 8 = O. puede escribir 

13 = 2A + e • 13 = 2(s) + e • - 3 = e 
O = 28 + D oa> O = 2(0) + D - O = D. 

Finalmente. puede concluir que 

Jl<...,+ 13x f( 8x -3x) 
(x2 + 2)2 ,J.x = xi + 2 + (x2 + 2)2 ,Jx 

= 4 ln(x' + 2) + 2,,,\ 2) + C. 

t> TECNOLOGÍA Puede uti lizar una hcrmmictlla de graficación pam confirmar la 
descomposición encontrada en e l ejemplo 4. Para ello. grafique 

&x3 + 13.r 
Y1 = (.r- + Z)· 

8x -3x 
Y2=x2+2+(.r2+2)2 

en la misma ventana de visualización. Las gráficas 
deben ser idénticas. como se muestra a la derecha. 

• 



• l'ARA INJ,"ORMACIÓNAlllCIONAL 
Para leer acerca de otro método 
de evaluación de las integrales de 
funciones racionales. consulte el 
artículo ''Altcmate Approach lo 
Partial Fractions to Evaluate lntegrals 
of Rational Functions". por NR 
Nandakumar y Michael J. Bossé. en 
n,e Pi M11 Epsilmr Jmmwl. Para \'er 
este articulo. visite Mm/11\rticles.com. 
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Cuando integre expresiones racionales. considere que para las expresiones raciona­
les impropias como 

N(x) 2r3 + x2 - 7.r + 7 
D(x)= x 2 +x-2 

primero debe divid ir para obtener 

N{x)_ 2r-l+ -lr+5 
D(x) - .r2 + x - 2· 

Después descomponga la expresión racional propia en sus fracciones parciales por los 
métodos h:i.bitu:i.les. 

Aquí h:i.y algun:i.s directrices p:i.ra l:i. solución de la ecu:i.ción básica que se obtiene 
en un:i. fracción p:i.rci:i.l. 

DIRECTRICES PARA SOLUCIONAR LA ECUACIÓN BÁSICA 

factores lineales 

l. Sustituir las raíces de los factores lineales distintos en la ecuación básica. 
2. P:i.ra factores line:i.les rcpcl'idos. utiliz:i.r los coeficientes determinados en l:i. pri­

mera directriz para \'Olver a escribir la ecuación básica. A continuación. sustituir 
otros v:i.lores propios de x y resolver los coeficientes rcsl:l.ntes. 

Factores cuadráticos 

l. Desarrollar la ecuación básica. 
2. Agrup:i.r ténn inos de acuerdo con bs potencias de x. 
3. Igualar los coeficientes de las potencias para obtener un s istema de ecuaciones 

lineales que impliquen A. B. C y así sucesivame nte. 
4. Resolver el sislema de ecuaciones lineales . 

Antes de concluir esta sección. se presentan algunas cosas que se deben recordar. 
En primer lugar. no es necesario utilizar la técnica de fracciones parciales e n todas las 
funciones racionales. Por ejemplo. la siguiente integral se evalúa con mayor facilidad 
por la regla del logaritmo. 

f ~ d,· "" .!..f ~ dr 
.r3 + 3.r - 4 · 3 .r' + 3x - 4 

= ½ In l.r3 + 3.r - 41 + e 

En segundo lugar. cuando el integrando no está en forma reducida. la reducción puede 
eliminar la necesidad de fr:i.cciones parciales. como se muestra en la s iguiente integral. 

f .r2 - .r - 2 d-.: = f (-.: + J)(.r - 2) cfr 
.r3 - 2-.: - 4 · (r - 2)(.r2 + 2r + 2) 

= f ~d-.: .r2 +2r+2 

- ½ lnlx2 + h + 21 + e 

Finalme nte, las fracciones parciales se pueden utili1..ar con a lgunos cocientes que impli­
can funciones trascendentes. Por ejemplo. la sustitución le permite escribir 

f con dx = f-d" 
scnx(scnx - 1) 11(11 - I)" 

i, • ~ n.í,dll • cm.rdt 
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2. 7 E i e re i e ios ~:~·,~:.~~'~:;::compara un tuto111I d, ayuda V solucionas lr1h111das d, los IJIIC!ClOS con 

Descomponer en fracciones parciales En los ej ucicios 
1--4, escriba la expresi6n racional en In íom1a de d{'S(."omposi­
ci6n en fracciones parciales. No resueh·n para las rnnsta nles. 

l. .r! ~ 8.r 2' i~ +3)~ 

2.r - 3 
3. _r3 + 10.r 

2.r - 1 
4 . .r(,rl + Jf 

Usar fracciones parciales En los ejercicios 5-22, use frac­
ciones pard11les p11rn encontrar l11 integral indefinida. 

5. f.r2 ~ 9 dx 

f ' 7. .rl + lr - 4 d.r 

9. f.rz+ 12.r+ 12 dr 
.r-1 - 4.r 

f 2.rJ - 4.rl - 15.r+ 5 
11. .rl-2.r-8 dr 

13. f 4_ri+z.r- Id 
~ .r 

15. f xi + 3.r - 4 tlr 
.r.l - 4.r2 + 4.r 

f x' - 1 
17. -,-d, 

.r +x 

19. f .f" - ~l _ 8 t1r 

f .rl + 5 
2 1. .r.1 _ .rl + .r + J dr 

6. f 9_,.22_ 1 d.r 

f 3 -., 
8. lrl-2.r -ld.r 

f.rl -.r+J 
10. .rl + X - 2 dx 

12. f ~d.r 
x,? + 5.r 

f ,,- ' 14. (.r - 2)·'/.r 

16. f x3 + _/-~ .r _ I dr 

... f-,6.r tfr 
X - 8 

20. f l6./ _ 1 dr 

f xl+6.r +4 
22. .I" + 8.r? + 16 t1r 

Evaluar una integral definida En los ejercicios 23-26, calcule 
la integral definida. Use una herramienta de graficación parn 
,·er ificar su resultado. 

23. ---dx L' 3 4x2 +5.r+ I 
24. r x- 1 --d, 

x2(r + 1) 

25. r~d., x(.r + 1) 
26. r~d, 

o .r- +.r+ 1 

Encontrar una integral indefinida En los l'jucicios 27-34, 
use sustitución)' fr:m:iones parciales para enconlrar la integral 
indefinida. 

2 f scn.r l 7
· cos.r+cos2 .r'' , .. f 5cosx d 

sen1 .r + Jsen.r- 4 r 

29. f sec?.r d1· 
tan1 x+5 tan .r+6 

30. f ='·' dx tan .\·(tan x + 1) 

31. f ,, 
(t" - l)(r + 4)dr 32. f (r1' + l~r - l)d.r 

33. f J; dx 
,l - 4 

34. f-'- d, .fi- y; 

Verificar una fórmula En los ejercicios 35-38, utilice el mé­
todo de írncciones part'.inle!ió p:1r.1 ,·erific11r la íórmula de intc­
gr.1dón. 

35. f-'-,Lr -.!.lnl-"-1 + e .t(a + b.r) a ti + bx 

36. f-' -dr • ..!..1111~1 + e 
(/! -_rl 2J1 (l - .I' 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

39. Usar fracciones parciales ¿Cuál es el primer paso 

cuando integra Í.r ~ 
5 

d.r? Explique. 

40. Descomposición Describa la descomposición de la 
función racional propia N(.,)ID(.r) (a) para /J(x) = (¡,.r + qY" 
y (b) para D(x) = (a.r? + b.r + cf donde u.r? + h.t + e es 
irreducible. Explique por qué eligió ese mé1odo. 

4 1. Elegir un mátodo Escriba el método que utilizarla 
para evaluar cada integral. Explique por qué eligió ese mé­
todo. No integre. 

f x+ I f 7.r+4 
(a) xZ + 2r - 8 dr (b) .rZ + 2.r - 8 dr 

(e) f xi + ~' + 5 dr 

[Ea ¿CÓMO LO VE? U1ilice la gráfica def' como se 
muestra en la figura para responder a lo siguiente. 

, ~ 
( r· + Ir 

' 
-++++t-' . 

' 

(a) ¿fa}tJ) -ft.2) > O? Explique. 
(b) .:,Qué es mayor. el área bajo la gr:ífica de/' de I a 2. o 

el área bajo la gráfica def' de 3 a 4'! 

43. A rea Calcule el área de la región acotada por las gráficas de 
y• 12/(r + 5x + 6),y- O,.r - O y .r • l. 

44. Area Calcule el :írea de la región acotada por las gráficas de 
)' - 7 /(16 - .i-2) y y • l. 



45. Modelar datos En la tabla se muestra el costo predicho C 
(en cicnlos de miles de dólares) para una cmpn::sa para climi• 
nar p% de un producto químico de sus agua.\ residuales. 

Para los datos dados por C • ( IO + ;~~~ _ ¡,) 

para O s ¡, s 100. utilice el modelo para encontrar el costo 
promedio de la eliminación entre el 75% y el 80% de la sus-
1ancia química. 

46. Crecimiento logístico En la práctica. a menudo existe un 
límite superior L más all:í del que no puede ocurrir el creci­
miento. En tales casos. se supone que la 1asa de crecimiento es 
proporcional no solo a la can1idad exis1entc, sino 1:unbién a la 
diferencia entre la cantidad y exiscente y el límite superior L 
Es decir. dy/dt "" kJ(L - y). En fomia integral. se puede es­
cribir esta relación como 

f dy f J(L -y)"" ktlt. 

(a) Se muestro un campo direccional para la ecuación dife­
rencial dy /dt = J(3 - y). Dibuje una posible solución a la 
ecuación diferencial c uando y(O) = 5 y olro cuando 
J(O) • !. Para imprimir una copia ampliada de la gráfica. 
visile Mt1t/iGmp/1J.COIII. 

(b) Cuando y(O) es mayor que 3. ¿cuál Cli el signo de la pcn• 
diente de la solución? 

(e) Para y > O. encuentre ,~'!!, y(1). 

(d) Evalúe las dos integrales dada.~ y resuelva para ,\' como 
una función de t. donde _\'o es la cantidad inicial. 

(e) Utilice el resultado del inciso (d) para enoontr.ir y repre­

sentar gr:ífieamente las soluciones en el inciso (a). Use un 
programa de graficación para trazar las soluc iones y com­
p:ire los resultados con fas soluciones en el inciso (a). 

(f) La gráfica de la función yes una c urva lo¡:ística. Dcmucs­
lre que la tasa de crecimiento es máxima en el pun10 de 
innexión. y que esto ocurre cuando)' = L/l. 

2.7 Integración por fracciones parciales 13~ 

47. Volumen y centroide Considere la región acotada por 
la..~ gráficas de y • 2x/(r1 + !}. y • 0.x • O y x • 3. 
Encuentre el volumen del sólido generado al girar la región 
alredl-dor del eje :r. Encuentre el centroide de la región. 

48. Volumen Considere la región acolada por la gráfica de 

>~"" g ~ ;r. 
en el intervalo [O. 1 l. Encuentre el volumen del sólido genera­
do al g irar esta región :ilrededor del eje x. 

49. Modelo epidémico Un solo individuo infectado entra en 
una comunidad de ,1 individuos suscep1ibles de infectarse. 
Sea x el número de individuos recienlemente infectados en el 
momento t. El modelo epidémico común supone que la eníer­
mcdad se propaga a una \·elocidad proporcional al producto 
del número total de inícctados y el número de los oún no infcc-
1ados. Por lo que. d.t/d1 • k(t + 1)(11 - x) y se obtiene 

f- 1-d,• fkd,. (.,· + 1)(11 - x} 

Resuelva para ;r como una funció n de/. 

• • 50. Reacción quimica • • • • • • • • • • • • • • • 

En una n::acción química. 
una unidad de compues­
to Y y una unidad de 
compuesto Z se convierten 
en una sola unidad del 
compuesto X. Sea .( la 
cantidad de oompucs10 X 
formado. La \·elocidad 
de formación de X es 
proporcional al producto 
de las cantidades de compuestos no con\·ertidos Y y Z. 
Por lo lanto. d.t/,/t = k(y0 - :r)('<') - :r). dondc _,1

0 y =o 
son las cantidades iniciales de compuestos Y y Z. De esta 
ecuación. se oblicnc 

f 
I dr: • f kdt. 

(y0 - .t)(:o - x) 

(a) Realice las dos integraciones y resuelva para .ten 
tém1inos de t. 

(b) Utilice el resultado del inciso (a) para encontrar :e 
cuandot ➔ oc para ( 1) y0 < .:O. (2) Yo> :O Y 
(3)yo=::o. 

51. Utilizar dos métodos Evalúe 

L -' 
T+?tfr 

de dos maneras diferentes. una de las cuales es fracciones par­
ciales. 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 

22 L' x' ( I - x)' 
52. Demues1re 7 - -rr "" !+Td.r:. 

EJk probkma ÍUI' pre~ por el Comm,titton IIIC' 1'1H1um Pnu Competit,oa 
O The M~thenutK'21 AS50ClalKlll of Animca. TOOOII los deffi:005 R'ser,,lollos. 
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2.8 Integración de funciones trigonométricas inversas 

• PARA INFORMACIÓN ADICIONAL 
Para una demostración detallada de 
la regla 2 del teorema 2.9. consulte el 
anículo '"A Dircc1 Proof of thc Integral 
Fonnula for Arctangenf'. por Amold 
J. lnsc:l. en 71re College Mutlremlllics 
Jmm,a/. Para ver este artículo. visite 
Aftttlu\ rticles.com. 

■ Integrar funciones cuyas anciderivadas implican funciones trigonomi!cricas 
inversas. 

■ Ut ilizar e l mi!todo de completar e l cuadrado para integrar una funció n. 
• Resumir las reglas básicas de integración que involucran funciones elementales. 

Integrales que contienen funciones 
trigonométricas inversas 
L'ls derivadas de b s seis funciones trigonométricas inversas se agrupan en tres pares. En 
cada par, la derivada de una función es el negativo de la 01ra. Por ejemplo. 

d 1 
~(arcscn.t] = J ¡ _ xi 

~(arccosx] = ---1-. 
tfr ~ 

Cuando se relaciona la m1rideriwult1 que corresponde a cada una de las funciones trigo♦ 
nométricas inversas. es necesario utilizar solo un miembro de cada par. Por convención 
se utili1..a arcscn x como la antidcrivada de 1 / ~. en lugar de -arceas x. El si♦ 
guiente teore ma proporciona una fórmula antiderivada para cada uno de los tres pares. 
Las demostrac iones de esias reglas de integración se dejan como ejercicio (vea los ejer♦ 
cicios 75♦77). 

TEOREMA 2.9 Integrales que contienen funciones trigonométricas 
inversas 

Sea II una función derivable de x. y sea ti> O. 

f du 11 
l. --- = arcscn - + C 
~ ti f t/11 1 11 

2. -,--~ = -arctan - + C 
t1- + w a a 

3. f--"-"- = .!. arcscc ~ + C 
11 ~ (/ (I 

M!i@1lijl1ji Integrar con funciones trigonométricas inversas 

f t/.\' X 
a. fi-=-7 = arcscn 2 + C 

b J dx _ 1 f 3dx 
' 2 + 9.<' - 3 ( ,n)' + (3x)1 

1 3x 
= 

3
.Jiarcrnn Ji+ C 

f dx f 2,fr e --- -
. xJ4_r1 - 9 2x~ 

11 - 2x.u - 3 

= j arcscc l~rl + C • 
Las integrales en el ejemplo 1 son aplicaciones bastame sencillas de las fónnulas de 

integración. Desafortunadamente. esto no es lo nonnal. Las fómmlas de integración para 
las funciones trigonométricas inversas se pueden d isíra1..ar de muchas maneras. 
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ijjjfijijllfj Integrar por sustitución 

Encuentre f d;;-, . 
.,¡e--r - 1 

Solución En la acrnalidad. es1a integral no encaja en ninguna de las tres fónnul:is 
trigonométricas inversas. Sin embargo. usando la suslitución 11 = e' . produce 

u=e' - tlu= e-.,tlx - tlx=7=~-

Con es1a sustirnción. puede imcgrar como se muestra. 

f ✓f;'_ 1 = f ✓(,:;; - 1 

= f~ .;ur=-1 

f d11 
= 11Jir - 1 

lul = arcscc T + C 

= arcsec er + e 

Escnb;i r• como (,-•)l 

Sus1i1uya 

Reescriba p.ira aJu11ar a la regla del arco secante. 

Aplique la regla del arco secante. 

Susti1uya 11 ■ 
t> RIESGO DE TECNOLOGÍA Un:i utilid:id de integración simbólica puede 
• ser útil para la integración de funciones como la del ejemplo 2. Sin embargo. en al­

gunos c:isos l:i utilidad puede follar en encontrar una :intiderivada por dos razones. 
En primer lugar. algunas funciones elementales no tienen antiderivadas que sean 
funciones elcmcnt:iles. En segundo lugar. todas las utilidades tienen sus limitacio­
nes. podría haber ingresado una función que la utilidad no estaba programada para 
manejar. Usted también debe recordar que las antideri\'adas implican funciones tri­
gonomé1ricas o funciones logarítmicas que se pueden escribir de muchas fonnas 
diferentes. Por ejemplo. un:1 utilidad encuentra que la imegral en el ejemplo 2 es 

f d, =,---, --- = arelan ve.,_,, - 1 + C. 
~ 

Intente demostrar que esta antiderivada es equivalente a la encontrad:i en el ejemplo 2. 

Reescribir como la suma de dos cocientes 

f x+ 2 
Encuentre ¡-:,-------:,_ dr. 

v4 - .r 

Solución Esta integral no parece ajustarse a ninguna de las fórmulas básicas de inte­
gración. Sin embargo. al dividir el integrando en dos partes. se puede ver que la primera 
parte se puede encontrar con la regla de la potencia. y la segunda parte resulta una fun­
ción inversa del seno. 

f~tlr = f--x-dx + f--2-,Jx ,.,,,.---=7 ,.,,,.---=7 ft--=-:;:, 

- _! J (4- x2
)-

1
/

2(-2r)dx + if--1
-,L< 

2 J4 - x1 

1 [(4 - ,,·')'/'] X = - 2 --
11

-
2
- + 2 arcsen 2 + C 

= - J4 - x 1 + 2 arcsen i + e 
■ 
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El área de la región limitada por la 
gráficadefclcjcx.x = Í yx = J 
es ,rr/6. 
Figura 2.21 

i> TECNOLOG(A Con inte-
• gralcs definidas. como la dada 

en el ejemplo 5. recuerde que 
puede recurrir a una solu­
ción numérica. Por ejemplo. 
aplicando la regla de Simp­
son (con " :; 12) a la inte­
gral e n e l ejemplo. se obt ie ne 

('' ' 1 
),¡, J 3x _ x> ,1, - 0.523599. 

Esta difiere del valor exacto de 
la integral ( =' -rr / 6 - 0.52235988) 
en menos de una millonésima. 

Completando el cuadrado 
Completar el cuadrado ayuda cuando hay funciones cuadráticas e n el integrando. Por 
ejemplo. la ecuación cuadrática x1 + bx + e puede ser escri1:1 como la diferencia de dos 
cuadrados sumando y restando (b/ 2)2• 

(b)' (b)' ( b)' (b)' xi+bx+c=x2 +bx+ 2 - 2 +e= x+2 - 2 +<-· 

Hfi!fü#lf lH Completar el cuadrado 

: · · · t> Consulte LarsonCalcu lus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

f dx 
Encuenlre x? _ 4x + 7. 

So lució n Puede escribir el denominador como la suma de dos cuadrados. como se 
muestra. 

x 2 - 4x + 7 = (x2 - 4.r + 4) - 4 + 7 = (x - 2)2 + 3 = 112 + a2 

Ahora. en esta fonna cuadrada completa. sea 11 ;;; x- 2 y" = ./3. 

f_,_,_fr __ = f--d_,_; - = _!__ arcwn ~ + e 
x·-4x+7 {,·-2)·+3 J3 J3 • 

Cuando e l coeficiente principal no es 1, ayuda factorizar antes de completar e l cua­
drado. Por ejemplo. puede completar el cuadrado de 2x2 - 8x + 10 al factorizar primero. 

2t"2 - &.,· + 10 = 2(.t2 - 4x + 5) 

- 2(.r2 -4x+4-4+5) 

= 2[(x - 2)' + !] 

Para completar el cuadrado cuando el coeficiente de x2 es negativo. utilice el mismo 
proceso de foc1orizxión apenas mostrado. Por ejemplo. puede completar el cuadrado 
para 3.t2 - x2 como se muestrn. 

3x - x' = -(x' - 3x) = -[,' - 3x + (¡)' - (!)'] = (l)' - (x - l}' 

Completar el cuadrado 

Encuentre el área de la región limilada por la gráfica de 

/(x)=--' -
J3x - x2 

el eje x y las rectas x = Í y x = ?. 
Solució n En la figura 2.21 puede ver que el área es 

, 1'4 1 
Arca = JJ/2 J3x - x i {Ü' 

r/4 dx 

= J,,, ✓(3/2)' - [, - (3/2)]' 
u~ la ronna de r:omplctar cuadr.id~. 

_ X - (3 /2)r,/• 
- arcsen ~ ) /2 

= arcscn i - arcsen O 

" - 6 
- 0.524. • 
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Repaso de las reglas básicas de integración 
Ya ha complcrndo la introducción de las reglas básicas de integración. Parn ser eficien­
tes en la aplicación de es1as reglas. us1ed debe haber prac1icado lo suficiente para que 
haya memorizado cada regla. 

REGLAS BÁSICAS DE INTEGRACIÓN (o > O) 

3. f t111 ,.. ,, + e 

fdu 
5. - = lnl11I + e 

" 
6. f e"d11=e"+C 

7. f a" du = (_.!._)d' + e In (/ 8. f scn11 ,/11 = -cos 11 + C 

10. J1an11 d11 - - lnlcos11 I + C 9. f cos II du - sen 11 + e 

11 . J co1 11 ,/11 = lnlsenul + C 

13. J csc11d11 = - lnlcsc11 + co111I + C 

15. f csc1 11tl11 = -co111 + e 

17. J csc11co111 ,/11 =-csc11 +C 

f du 1 11 
19. -,--~ = -arctan- + C 

cr + ,r a " 

12. f scc ,, c/11 = ln jscc 11 + 1:m 111 + C 

14. f scc2 11d11 = tan11 + C 

16. J scc11 tan11t/11 = scc11 + C 

f c/11 11 
18. ~ = arcsen - + C 

..,¡tr - ¡¡- ll 

20. J--"-"- = .!. arcsccM + e 11 ✓11! -ai ll (I 

Puede aprender mucho acerca de la naturaleza de la integración comparando esta 
lista con el resumen de las reglas de derivación que se presentan en la sección anterior. 
Para la deri\'ación. ahora tiene reglas que permiten derivar nwlq11ier función elemen­
tal. Para la integrnción. esto está lejos de ser cierto. 

Las reglas de imegración ames mencionadas son fundamentalmente las que se pre­
sentan durnntc el desarrollo de las reglas de derivación. Hasta el momento no ha aprendi­
do rcgl:ls o récnicas para encontrar la :mtidcrivada de un produc10 o cociente genernl. la 
función logaritmo natural o las funciones trigonométricas inversas. M:'is imponamc. no 
puede aplicar ninguna de las reglas en esta !isla a menos que pueda crear la d11 correcta 
corrcspondien1e a la II de la fórmula. El punto es que hay que trabajar m:ís con las 1écni­
cas de integración. lo que podrá hacer en las siguientes secciones. Los dos ejemplos si­
guien1es deben darle una mejor idea de los problemas de integración que p11ede y 110 
puede resolver con las técnicas y reglas que hasta hoy conocemos. 
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• • •COMENTARIO En los 
• ejemplos 6 y 7. observe que 

.. Comparar proble mas de integración 

Encuentre en cuánrns de las siguientes integrales puede usar las fónnulas y técnicas que 
ha estudiado hasta ahora en e l 1exto. 

a f- "-' . x.,rxr=-T 

b ---f xd, 
. J?"'="T 

f ,fr 
e ---. J?"'="T 

Solución 

a. Usted ¡melle encontrar esta integral (se ajusta a la regla arco secante). 

f ,L, 
r.:r-.- = arcseclxl + C 

.t..;x- - 1 

b. Usted ¡mede encontrar esta integral (se ajusla a la regla de la potencia). 

c. Usted 110 ¡mede encontrar esta integral utilizando las técnicas que ha estudiado has­
ta ahora. (Debe examinar la lista de reglas básicas de integración para verific:u esta 
conclusión.) 

Comparar problemas de integración 

Encuentre en cuántas de las siguientes integrales puede usar las fórmulas y técnicas que 
ha estudiado hasta ahora en e l 1exto. 

f ,fr a. --
x ln x 

b. f lnx ,fr 
X 

c. Jin xd,· 
Solución 

a. Usted ¡me,le encontrar c.sla inlegrnl (se ajusta a la regla del logaritmo para integrnción). 

f..±_ - f 1 ;., ,fr 
x ln x ln x 

- !npn xJ + C 

b. Usted ¡me,Je encontrnr esta integral (se ajusta a la regla de la potencia). 

P" X."' -W l(lnx)',fr 
• las funciones más simples son 
: las que todavía no puede = (In x)

2 + C 
: integ r::i.r. 2 • • • • • • • • • • • • • • • • • •t> c. Usted no ¡,11ede encontrnr esta integrnl utilizando las técnicas que ha estudiado hasta 

- ■ 
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Encontrar una integral indefinida En los eju·cicios 1-20. 
encuentre la integrnl indefinidl'I, 

J d, 
l . ~ 2 J-dx_ . ~ 

3.J ~,lx 
X 4X - ] 

J 12 4. 1 + 9,r'lx 

5. J--1- -d, 
~ 

J 1 6" 4 + (.r - 3)2 d.r 

'·Ín(ÍI 1 - ' 
s.J ~dr 

X X - 4 

9. J,.: 25 ,lt 10. J- 1-d, 
X~ J ,, 11 . ~d.r 12. J 2 ---d., 
xJ9r - 25 

13. J ~~, ---d, 
J25 - tan· .r · 

14. J ~"' ---d, 
1 + cos'x 

15. Í✓x~''' 16. J 3 ---d, 
X ] - X 2h(I +x) 

17. 1~"' .r!+ 1 
18. J . .-'+ 3 ---d, 

.rp-=-;i 

19. J---'_+_s_,,., 
✓9-(x-3)· 

20. J X - 2 l 
(.r + 1)· +4tr 

Evaluar una integral definida En los ejercicios 21-32. e,·11• 
lúe la integral definida. 

f'' 22. rl 21. JI - 9.rd.r ,fií"-=--?tl.r 
o 4 - . Lflp 1 

24. r 1 23. 1 + 4.r-d.r - --d, 
,¡1.rJ4.r1- - 9 

25. f 25 + <-~ - 3)2,tx 26. f 1 ---d, 
.rJ l6.r--5 

27. r· 1 :r,d.r 28. f~'_,_-•_ d, 
.i ~ 

29. J" ~,l.r 
•/2 1 + cos·.t 

30. i"12 
cosx - - ,- ,fr 

0 1 + scn·.r 

31. 
l i/.,.t:! arcsen .r dx 

Jí"="? 
32. i'/.1! arccosx --d, 

o .,/1="? 

Completar e l cuadrado En los ejercicios 33-42. encuentre o 
en1lúe In integn1l completando el cuadrndo. 

L' d, 
33. .r2 - 2x + 2 J4. fl X2 +:;·+ 13 

J 
2, 

35 . .r2+ 6.r+ 13d.r 36. Í.r2 ~r ~ ~ 2 ,tx 

37. J ~,Lr .,¡-x· - .. x 38. J J-x~ + 4x dx 

39. r 2.r - J dx 
)2 J4x - x-

41. J--"'--dx .r4 +2r1 +2 

40. J l tlx 
(x - l)J.r - 2.r 

42. J X tfx 
J9 + 8x· - .t:. 

Integrar por sustitución En los ejercicios 43-46, utilicl' la 
suslituc.ión l'Specificadl't pl'lra l'ncontrar o e,•ffluar la intl'grnl. 

43. J ~dt 

11 - P-=1 

44. J .Jx=1 dx 
x+I 

11 - Jx=-'l. 

.- J.' d, 
::'l. 1 h(l +.r) 

4611 ,Lr 
. o 2../J=x✓x"TI 

11 - ✓x+T 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

Comparar problemas de integración En los l'jercicios 
47-50, dl'tuminl' c-uál de las integrnll'S Sl' puedl' l'ncontrar 
utilizando las íórmull'ls básicas de integración que ha estu­
diado hasta ahora en l'I lexto. 

47. (a) J ~dx 48. (a) J rr tlx 

(b) f ñdx 1 - .r 
(b) J-u.-'d.r 

(<) J ~ d, 
.f 1 - .r· (c) J~r1

1-'tb: 

49. (a) f ...!x=11lx 50. (a) f7dx 
1 + . 

(b) fx ✓x=," dx J X (b) --~tlr 
1 + .r 

(e) J FJtlr (c) J 1 :_,,dx 

51. Oetenninar una integral Decida si puede encontrar 
la integral 

J 
2dx 

PTI 

usando las fórmulas y técnicas que ha es1Udiado hasta aho­
ra. Explique su razonamiento . 
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~ ¿CÓMO LO VE? U1ilizmxlo la gráfica. ¿qué ,·alor 
~ aproxima mejor el área de la región entre el eje .f y la 

íunción sobre el intm-alo(-~. ½]? Explique. 

' 

;t 

(a) -3 (b)½ (c)I (d)2 (c)4 

Ecuaciones diferenciales En los l'jcrcicios 53 y 54. utilice 
la ecuación direrencia) y la condición inicial especificada para 
encont.rar )'• 

"'' 1 53 ....... =--
dx ./4=-? 

,,,,, 1 
54·dr ""4+x.! 

y(O) • TT y(2) - 1T 

Campo direccional En los ej rrcicios 55 y 56 se dan una 
e<"unción diít'rendal. un punto y un campo direccional. (a) Di­
buje dos soluciones aproxinuadas de la ecuació11 diferencial en 
el campo direc:cional, uno de los cuales pasa a tra,·és del punto 
dado. (h) Utilice la integración para encontrar la solución par­
ticular de la «uación diíe~ncial y use un programa de grnfi­
cación para lra7.ur la solución. Compare el resultado con los 
dibujos del inciso (a). Para imprimir una copia ampliada de 111 
gnífica, ,-a)'ª a Ma1/,Grnpl1s.co111. 

5s. ~:: 9 :.r· (0 .2) 

Campo direccional En los ejercicios 57-60, utilice un siste­
ma de álgebrn computaciona l parn g raficar el campo dir«cio­
nal de la « uación diíerencia l J la gráfica de la solución que 
salisíace la condición inicial dada. 

57 '.!1, _ _ _ 10_ 
·,fr x-R"-=---i" 

y (3) • O 

59. ~:: J I:)~ .r 

y(O) • 2 

58. ~= 12 ~xi 

y (4) • 2 

60.i= ,¿r! 
,,oJ - • 

Área En los ejercicios 61-66, halle el sin-a de la región. 

2 
61. y= ../4'='? 

1 
62. y=xu-=-i 

' ' 

*il 
2 

' 

' 2 
'";;>! 

' 2 

63. y•r -~'"+s 

65. y:: ~ 
1 +sen·.r 

64· Y•_r2+~x+8 

66. )':: 1 :~l, 

º·' 
o, 

' ' 

,t ~ x • lnv'J 

' 
' ' 

-2 -l 1 2 _, 

67. Área 

(a) Dibuje la región cuya área está representada por 

L1 

arcsen.,,fr. 

, 

' 

(b) Utilice las capacidades de integración de un programa de 
graficación para aproximar el área. 

(e) Halle el área exacta analíticamente. 

68. Aproximar Pi 

(a) Demuestre que 

L
' 4 
--1dx• 1r. 

} 1 +.r 

(b) Aproxime el número 1r usando la regla de Simpson (con 
11 = 6) y la integral del inciso (a). 

~ (e) Aproxime el número 1r mediante el uso de las capacidades 
de integr.teión de una herramienta de graficación. 
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69. Investigación Considere la función 

'i' .. ~ 2 F(x) • 2 , ,F+""j"dt. 

(a) Escriba un párr.tfo cono que dé una interpretación geomé­
lrica de la función F(x) en relación con la función 

J(x) = xZ ~ 1· 

Use lo que ha escrito para suponu el \'alor de x que hará F 
máximo. 

(b) Realice la integración dada para encontrar una forma al­
temati\•a de F(.t). Utilice cálculo para locafür.ar el \'alor 
de x que har.i F máximo y compare el rcsuhado con su 
suposición en el inciso (a). 

70. Comparar int egrales Considere la integral 

J-'-d, Jw: - .r- . 

(a) Halle la integral al completar el cuadrado del radicando. 

(b) Halle la integral al hacer la sustitución 11 "" ../X. 
(e) Las antidcri\'ada.,; en los incisos (a) y (b) parecen ser signi­

ficativamente diferentes. Uti lice un programa de grafica­
c ión para tra1.ar cada antidcri\·ada en la misma venlana de 
visualir.ación y determine la relación e ntre ellas. Encuen­
tre e l dominio de cada una. 

¿Ve rdadero o falso? E n los l'jercicios 71-74, dell'rmine si la 
nfirmaci6n es \·erd:1dc.ra o ínlsa. S i es falsa. l'xplique por qué o 
dé un ejemplo que demuestre que es íalsa. 

J 
dx 1 1x 

7 1. 3xJ9.r1- - 16 • ¡arcsec4 + e 

J 
d, 1 ., 

72. 25 + .r2 • 25arctan25 + C 

73. J ~ = -arccos :!: + C 
v4 -.r- 2 

74. Una forma de encomrar f j
9
'u:,.'"' ,fr es usar la regla del 

Comprobar una regla de integración En los l'jercicios 75-77. 
compruebe la regla dl'rfrando. Sl'a a > O. 

J 
d11 11 

75. Ja--w•arcscn~+C 

76. f--,!!!!., • .!. aman ~ + C 
a· +w ll ll 

77. J--d"_ . !arcscc~ + e 
11 J1r-tr ll a 

78. Oemos\fació n Trace la gráfica de 
Y1 "" ~· Yi= arctanx y .\'3 =.r 

en \O. 1 OJ. Demuestre que 

1 
+ x2 < arctan .r < x para .r > O. 

79. Integración numérica 

(a) fac riba una integral que represente el área de la región en 
la figura. 

(b) Utilice la regla del trapecio con 11 = 8 para calcular el área 
de la región. 

(e) Explique cómo se pueden util izar los resultados de los in­
c isos (a) y (b) para calcular 1T. 

80. Movimiento vertical Un objeto se proyecla h.1cia arriba 
desde el suelo con una velocidad inicial de 500 pies por segun­
do. En eslc ejercicio. el objeti\·o es analizar el movimiento del 
objeto d uran1e su rnelo hacia arriba. 

(a) Si se desprecia la resistencia del aire. encucnlre la \·elo­
c idad del objeto como una función del tiempo. Uti lice un 
progrnma de graficación para uw.ar esta función. 

(b) U1ilice el resultado del inciso (a) para e ncontrar la función 
de posición y determine la altura máxima alcanzada por el 
objeto. 

(e) Si la resistencia del aire es proporcional al cuadrado de la 
velocidad, se obtiene la ecuación 

7' • - (32 + kv!) 

donde - 32 pies por segundo cuadrado es la aceleración 
debida a la gm\'edad y k es una constante. Encuemre la 
velocidad como una función del tiempo mediante la reso­
lución de la ecuación 

J d,• J 
32 + kv: • - dt. 

(d) Ulil ice un progmma de grnficación para trazar la función 
velocidad 1'(1) en el inciso (e) para k = 0 .001 . Use la grá­
fica para aproximar el tiempo en que el obje10 alcan1.a su 
ahum máxima. 

(e) Util ice las capacidades de integración de un progr.una de 
graficación para aproximar la integral 

('• Jo l'(f)l/1 

donde 1'{1) y /0 son las que se encontraron en el inciso (d). 
Esta es la aproximación de la altura máxima del objeto. 

(f) Explique la dife.rencial entre los resultados de los incisos 
(b) y(o). 

■ l'AKA INf'OKMACIÓN ADICIONAL Para obtener más infor­
mación sobre csle tema. consulte el artículo "What Goes Up Must 
Come Down: Will Air Rcsistancc Make lt Rctum Sooocr. or La ter?". 
de John Lckner. en Mlltl1e11wtics Mag,¡:i11e. Para \'er este anículo. 
visite Mm/lArtides.com. 
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2.9 Integración de funciones hiperbólicas 

JOHANN HEINRICH LAHBERT 
( 1728-1777) 

La primera pe~ona en publicar 
un enudio c:omplel o cobre las 
funcione$ hiperbólicas fue johann 
Helnric:h Lambert. matemátic:o 
$Uizo-alem;in y c:oleg.i de Euler. 
Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más de esta biografia. 

................. ·t> 
: • •COMENTARIO Lo 

not:ición senh x se lee como "el 
seno hiperbólico de x", cosh x 
"el coseno hiperbólico de x ... y 
así sucesivamen1e. 

a Desarrollar propiedades de las funciones hiperbólicas. 
a Integrar funciones hiperbólicas. 
■ Desarrollar propiedades de las funciones hiperbólicas inverus. 
a Integrar funciones que implican funciones hipe rbólicas inversas. 

Funciones hiperbólicas 
En esta sección se analiZ!l.r!Í una clase especial de func iones exponenciales llamadas 
funciones hiperbólicas. El nombre ji111ci611 ltiperbófirn surgió de la comparación de la 
zona de una región semicircular. como se mueslra en la figura 2.22. con el :írea de una 
región b:ijo una hipérbol:1. como se muestr:i en la figura 2.23. 

Círculo: .,.2 + y 2 • 1. 
figura 2.22 

' 

~ 
1 

l-l ipérbola: -.r! + y 2 = 1. 

l<"igura 2.23 

La integral para la región semicircular implica una función uigonométric:1 inversa (circular): 

f
1
ft-=-7 (fr=½[.rJT-=-?+arcsenxI

1 
=f- 1.571. 

La integral de la región hiperbólica implica un:1 función hiperbólica inversa: 

J
1 

~,fr = ½[ x,/f""+"x! + scnh- 1x]1 

- 2.296. 
-1 -1 

Esta es solo una de las muchas maneras en que las funciones hiperbólicas son similares 
a las funciones trigonométricas. 

Definiciones de las funciones hiperbólicas 

scnh x = ex ~ ,.--~ 

e"+ e-x 
coshx = -

2
-

senh .r 
tanh"" = cosh x 

1 
cschx ::e --. 

scnh .r 

1 
scch .r"" -­

cosh .r 

x"FO 

1 
cothx = tanhx' x"FO 

■ PARA INt'ORMACIÓN ADICIONAL Para más infommción sobre el desarrollo de las funci0+ 
nes hiperbólicas. vea el artículo "An lntroduction to Hypcrbolic Functions in Elcmentary Calculus". 
por Jeroine Rosenthal. en Ale11he11u1tics Teac/1u. Para \'Cr este artículo. visite MmllArtic/es.rom. 

Mine• h11trt1111 off"hrooc1Wf'l(Eonilio Stf91Ylllll1Arttw.l 



Dominio: (-(X), 00) 
Rango: (-!X>.00) 

Dominio: (-00, O) u (O. 00) 
Rango: (-00.0)V{0.00) 

1-' igura 2.24 

• l'AKA INJ,'OKMACIÓNAUJCIONAL 

Par.i. entender gcomélricamcnle la 
relación entre las funciones hiperbóli­
cas y cxpcmcnciaks. "ca el artículo .. A 
Shor1 Proof Linking the Hypcrbolic ancl 
Exponential Functions", por Michael J. 
Secry. en The AMAITC Reden-. 

2.9 Integración de funciones hiperbólicas 14~ 

L:i.s gráficas de las seis funciones hiperbólicas y sus dominios y los intervalos se 
muestr:i.n en l:i. figura 2.24. Observe que l:i. gr:\fica de senh x se puede ob1ener mediante 
la adición de las coordenadas y correspondientes de las funciones exponenciales 

f(x) _, k" y g(x) - - 1r .... Del mismo modo. l:l. gr:ific:i. de cosh .,· se puede obtener 

mediante l:l. :l.dición de las correspondientes coorden:i.d:l.s y de l:l.s funciones exponenci:l.­

les f(x) = ½t-' y h(x) = ½r .... 

Dominio: (-00.!X>) 
Rango: [l,00) 

Dominio: (-00.00) 
Rango: (O. 1] 

Dominio: ( - oo, 00) 
Rango: (-1. 1) 

.i·•to1hr• ~ 

-------- ! 

-2 - l 

Dominio: (-oo,O)u(O,oo) 
Rango: (-00.-l)u(I.00) 

Muchas de l:i.s identidades trigonométricas tienen idelllidades hiperbólicas corres­
pondientes. Por ejemplo. 

(
,,. + -,)' ("' - ,-,)' 

cosh2 x - senh2 x = -
2
-'- - - 2-

e2-· + 2 + e-2• e2.< - 2 + e-2.o 

4 

4 

4 

- l. 

IDENTIDADES HIPERBÓLICAS 
cosh2 x - scnh2 x - 1 

l:l.nh1 x + scch2 .t = 1 

coth2 x - csch2 x = 1 

senh2_,. = - 1 + ;osh h 

senh 2x - 2 scnh x cosh x 

scnh(.t + y) - scnh x cosh )' + cosh x scnh )' 

scnh(x - y) = scnh x cosh y - cosh x scnh y 

cosh(x + y) = cosh x cosh y + scnh .r scnh y 

cosh(x - y) = cosh x cosh y - scnh x scnh y 

~ 1 + cosh2r 
cosh- .t = --

2
--

cosh 2t = cosh2 x + scnh2 .r 
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Integración de funciones hiperbólicas 
Debido a que las funciones hiperbólicas están escri tas en términos de e' y e~. usted 
puede fácilmente deducir las reglas de sus integrales indefinidas. El siguiente teorema 
enumera estas reglas. 

TEOREMA 2.10 Integrales de funciones hiperbólicas 

Sea II una función derivable de x. 

l . J cosh11d11 =senh11+C 

2. J senh11d11 =cosh11+C 

3. f sech2 11 d11 = 1anh 11 + e 

4. J csch?11d11 = -coth11 + C 

5. f sech II tanh 11 ,/11 = -scch 11 + C 

6. J csch11 c0lh11c/11 = -csch11 + C 

M!füfo4i•ii Integrar una función hiperbólica 

Encuentre J cosh2r scnh2 2l'd:r:. 

Solución 

J cosh 2r scnh2 2xdx = ~f (scnh 2x)2(2 cosh 2x) ,Jx 

_ ~[(sen~ 2l'}3] + C 

_ sen~) 2l' + C 

Funcione s hiperbólicas inversas 

11 - 5C11h 2 .l 

• 
A diferencia de las funciones trigonométricas, las funciones hiperbólicas no son perió­
dicas. De hecho. al revisar la figura 2.24 se puede ver que cuatro de las seis funciones 
hiperbólicas son en realidad uno a uno (seno. tangente. cosecante y ca1angen1e hiper­
bólicos). Así. se puede aplicar el teorema de la existencia de una función inversa para 
concluir que estas cuatro funciones tienen funciones inversas. L'ls olras dos (el coseno 
y la secante hiperbólicos) son uno a uno cuando sus dominios están restringidos a los 
números reales positivos. y para este dominio restringido también tienen funciones in­
versas. Debido a que las funciones hiperbólicas están definidas en 1ém1inos de fundo-



Gráficas de la función tangente 
hiperbólica y la función 1angcnte 
hiperbólica inversa. 

Figura 2.25 

2.9 Integración de funciones hiperbólicas 14~ 

nes exponenciales, no es sorprendente encontrar que las funciones hiperbólicas inver­
sas se pueden escribir en términos de funciones logarítmicas. como se muestra en e l 
teorema 2. 11 . 

TEOREMA 2.11 Funciones hiperbólicas inversas 

Función Dominio 

scnh- 1 x = ln(x + R'+'!") 

cosh- 1 x = ln{x + ~) 

1anh- 1 x = ..!.¡n .!......:!:..:! 
2 J - X 

coth- 1 x = ..!.111 ~ 
2 x - 1 

sech- 1 x = In 
1 + ~ 

X 

csch- 1 x = In(.!.. + J I +xi ) 
-' lxl 

(-00,00) 

[Loo) 

(- 1.1) 

(-oo. - l)U(l. oo) 

(O, 1) 

(-oo. O) U (O. oo) 

Demostración La demostración de este teorema es una aplicación directa de las 
propiedades de las funciones exponenciales y logarítmicas. Por ejemplo. para 

/(r) = scnhx = Ir -
2 

e-.r 

g(x) = In(, + P+T) 
puede demostrar que 

j(g(x)) = x y g(f(x)) = x 

lo que implica que g es la función inversa def 

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostración. ■ 

[:> TECNOLOGÍA Puede utilizar una herramienta de graficac ión para confirmar 
• gráficamente los resultados de l teorema 2. 11. Por ejemplo. grafiquc las siguientes 

funciones. 

y1 = tanh x Tangente hipcrbóhca 

• =e•-e-.r 
)i Ir+ e-.r Definición de tangente h1pcmólica 

y
1

,.. tanh- 1 x Tangente h1pcrbóhca m,cn.a 

1 1 + x 
y"=2 1n -¡---=-:; Definición de tangcn1c h,pcrb61ica invci.:i 

En la figura 2.25 se muestra la pantalla rcsuhante. Como puede ver en las gráficas 
trazadas. advierta que y1 = y1 y y3 = y4. Observe también que la gráfica de y1 es la 
refl exión de la gráfica de y1 en la recta _v = x. 
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Una persona tiene q ue caminar uoos 
4 1.27 pies para llevar el barco a una 
posición a 5 pies del muelle. 

F igura 2.27 

Las gr.'ificas de las funciones hiperbólicas inversas se muestran en la figura 2.26. 

' :t~ 
' 
' 
J 

DominK>: (-00.00) 
Rango: (-00.00) 

Dominio: (- 1.1) 
Rango: (-00, 00) 

Dominio: (O, t] 
Rango: [o. oo) 
Figura 2.26 

, 
- l 1 2 J _, 

Dominio: [ 1. 00) 
Rango: [O. oo) 

Dominio: (-00. O) V (O. 00) 
Rango: (-00,0)u(0.00) 

7
_, 
_, 
-J 

2 J 

Dominio: (-00.- l)u(l. 00) 
Rango: (-oo.O) U (O, oo) 

La secante hiperbólica inversa se puede utilizar para definir una curva llamada trac­
l r i:. o c11n•a de .reg11imie1110. como se :maliza en e l ejemplo 5. 

ijjjÓj4i•fj Tractriz 

Una persona sostiene una cuerda que est:í atada a un barco. como se muestra en 13 fi gu­
ra 2.27. A medida que la persona camina a lo largo del muelle. el barco viaja a lo largo 
de una traclriz. dada por la ecuación 

y=asech-1 ~ -~ 

donde ti es la longitud de la cuerda. Para a = 20 pies. encuentre la distancia que la per­
sona tiene que caminar para llevar el barco a una posición a 5 pies del muelle. 
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Solución En b figura 2.27. observe que la distancia que la persona ha caminado es 

Y1 = y + J201 - x 1 

= ( 20 scch- 1 fo- - J20· - .r) + J20· - .r 

= 20sech- 1 fo-. 

Cuando x = 5 esta dis1ancia es 

5 1 + ./l=lf74l' 
y1 = 20sech-1 2() = 201n 

114 
201n(4 + ✓T5)- 4l.27pies. 

Por lo tanto. la persona debe caminar unos 41.27 pies para llevar el barco a una posición 
a 5 pies del muelle. ■ 

Integración de las funciones hiperbólicas inversas 
Las derivadas de b s funciones hiperbólicas inversas. que se asemej:in a las derivadas de 
las funciones trigonométricas inversas. se enumeran en el teorema 2. 13 con las fórmulas 
de integración correspondicmcs (en forma logarí1mica). Puede verificar cada una de 
estas fónnulas. según las definiciones logarítmicas de las funciones hiperbólicas inversas. 

TEOREMA 2.12 Integración que involucran funciones hiperbólicas 
inversas 

Sea u una función derivable de .r 

f ~=ln(u+~)+c 
v1r :1: tr 

f ''" 1 1 I" +111 e a2 -u2 -=~n-;;-=-;; + 

f t/11 1 a+~ 
11Jtr:1:1t1 --;,-ln lul +e 

MfH:'li#•fi Integrar usando funciones hiperbólicas inversas 

1 " + .;¡;-r-=--¡; -;¡ln--i;;¡-+C 

...!...1n1~1+ c 
lu r, - " 

■ 
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Verificar una ide ntidad En los l'jercicios 1-8, ,·erifique la 
idenlidad. 

l. tanh2 x + sech2 x • 1 

l. coth2 X - csch2 X :: 1 

, l+cosh2.t 
3. cosh· x • --

2
--

4. scnhi.f = - l +;osh 2.r 

5. senh 2x • 2 senh .,cosh x 

6. r' • scnh 2x + cosh 2.,· 

7. senh (x + )'):: senh xcosh )' + coshxsenh )' 

8. coshx + cosh y • 2cosh"'; >'coshx; Y 

Encontrar una integral ind efinida En los ejl'rcicios 9-20, 
l'ncuenlrl' la integral indd inida. 

9. f cosh 2.r clx 10. f sech?(Jx) c/x 

J Jcosh fi 
11. senh(l - 2x)df 12. - .fx-.,- d, 

J J 
senh x 

13. cosh2{x- l)senh(x- l)c/x 14. 
1 

+scnh2 _,cfr 

l5. J CO§h X dt 
scnh x 

17. J.r csch2 .Ídr 

9 Jcsch(l /x) coth(l/x) d 
i . :r '" 

Evaluar una integral definida 
lút la intl'gral. 

2 1. fª2 

tanh xdt 

23. f 25 ~ x 2 df 

L
./!I' 2 

25. ✓ I _ 4x· dx 

16. f sech2(2.f- l )dr 

lit f sec-hl _, tanh X dr 

20. J~dt 
✓9 - senh· x 

22. f cosh2 x cfr 

24. [--
1
-d, 

✓25 - .r 

26. fª2 

2e-~ ooshxclx 

Encontrar una integral indefinida En los l'jncicios 27-34, 
l'ncuentrl' la integral indefinida utilizando !ns fórmulas del teo­
rema 2.13. 

27. f 3 _1 9_,-2 dx 28. J ' ---d, 
2.r~ 

29. J-'-d, 
~ 

3-0. J X ~d.r 

3 1. ---d, J ' fifi+x 
32. --d, J .fx ,/i"+7 

33. 
J _, 

4x - x!d., 34. J d., 
(r + 2)~ 

Eva luar una integral definida En los l'j ercicios 35-38, eva­
lúe la integral definida utilizando las fórmulas dl'I teorema 5.20. 

J,' 1 35. cr--:. dx 
l VX- - 4 

f' ' 37. _, 16 _ 9.1.! clx 

36. J,'--1
-d, .ffi"+? 

38. f
1

--
1
- cfr 

Jo ✓25:r + 1 

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 39-42. resul'lva 
la ecuación difl'rencial. 

39· * "" -✓;;;80,=;a+s,Hx--=as,IO,=;r 
40. ~= I 

dx (x - l)J-4.r + 8x - 1 

dy -~ - 2 lx 
4

1. dx • 5 + 4x - x2 

42. * = ~.\"~~~ 
Área En los ejercicios 43-46. halle el área de la n-gión. 

43. y= sech i 

Sx 
45. y= _¡;r:¡:-r 

44. y = tanh 2., 

' 

f , 
, 
J 

6 
46. )' - .,¡xr=.¡ 

- 4 - 2 _, 



47. Reacciones químicas Los produe1os químicos A y B se 
combinan en una proporción de 3 a I para fom1ar un compucs• 
to. La cantidad de compuesto que se produce en cualquier mo-­

mcn10 es proporcional a la~ cantidades sin cambios de A 
y B que quedan en la disolución. Así que cuando 3 kilogramos 

de A se mc1.d:m con 2 kilogramos de B. se tiene 

~ • 1.:(3 - ~)(2 - :!) • ~(.,: - 12x + 32). 
d1 4 4 16 

Un kilogramo del compuesto se fonna después de 10 minutos. 
Encuentre la c:mtidad fonnada después de 20 minutos median­
te la resolución de l:1 ecu:ición 

J~d1 = J--""--16 xi- 121+32. 

48. Movimiento vertical Se deja caer un objeto desde una al­
mra de 400 pies. 

(a) Encucnlre la velocidad del objeto en función del tiempo 
(ignore la resistencia del aire sobre el objeto). 

(h) Ulil ice el resultado del inciso (a) para encontrar la función 
de posición. 

(e) Si la resistencia del airees proporcional al cuadrado de la \ 'C• 

locidad.cntonccsdv/,11 =- -32 + kv1.dondc-32 piespor 
segundo por segundo es la aceleración debida a la gravedad 
y k es una constante. Demuestre que la velocidad v como 
una función de tiempo es 1·(1) = - %fi 1anh( ,/IlI 1) 
reali1 .. 1ndo f ,fr/(32 - h-2) • - f t/1 y simplicando el re­
sultado. 

(d) ~u~n~~;::.1~~1:n~I inciso (e) para encontrar,~'!!, r(t) y dé 

(e) Integre la función de \'elocidad en el inciso (c) y determi­
ne la posición .f del objeto como una función de l . Use una 
herramienta de graficación para trazar la función de posi­
ción cuando k = 0.01 y la función de posición en el inci-

::~~:/~1;~~:n:~'a:,~\~/:i:t~i:~~~cl ~i!~~iti 
sucio cuando la resistencia del aire oo se desprecia. 

(f) Escriba una descripción de lo que usted cree que pasaría 
s i k se incrementara. A continuación demuestre su afinna• 
c ión con un detem1inado valor de k. 

49. Tractriz Considere la ecuación de la 1ractri1: 

y= a s«h - 1(x/a) - ~ - a> O. 

(a) Halle ,lyf ,tx. 

(b) Sea Lb recta tangcme a la tractriz en el punto P. Cuando l. 
se cruza con el eje y en el punto Q. muestre que la distan­
c ia cntre P y Q es t1. 

50. Tractriz Demuestre que el barco en el ejemplo 5 s iempre 
está apuntando hacia la pc™>na. 

51. Demostración Demuestre que 

52. Demostración Demuestre que 

senh- 1 1 • In(, + Ji!+"T). 

2 .9 Integración de funciones hiperbólicas 14! 

53. Uso de un triángulo rectángulo Demuestre que 

arctan(senh x) = arcsen(tanh x). 

54. Integración Sea x > O y b >O.Demuestre que 

f" t"di = 2!óenhbx_ 
- 1> X 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 
55. Desde el vértice (O. e) de la catenaria y= e cosh (x/c) se 

traza una recta L. perpendicular a la 1.ingcn1c a la catena­
ria en e l punto /J. Demuestre que la longitud de L inter­
cecado por los ejes es igual a la ordenada Y del punto I'. 

56. Demostrar o refutar: hay por lo menos una recta perpen­
dicular a la gráfica de y = cosh x en un pumo (a. cosh a) 
y que además es normal a la gr:ifica de y = scnh .l en un 
punto (c. senh e). 

IEn un punto sobre una gr:Uica. la recta nonnal es la per• 
pendicular a la langentc en ese punto. Además. cosh x = 
(t>' + ,.-•)/2 y senh.r = (t' - ,.-~)/2.J 

Es1e pnibkm~ fue preiww,lo por d Cornm,uc,e ,;,n thc 1"111n:un PnU' Cornpctiuon. 
e ~ ~IJ!lltll13tic-a!Au,ocl.llion of Amena.. ~r-.'adol lodoi los drrtthos 

PROYECTO DETRABA~O 

Arco de St. Louis 
El arco de entrada a St. Luis. Missouri. fue disc11ado utili7.!ln• 
do b función coseno hiperbólico. L3 ecuación utilizada para 
la construcción del arco fue 

)' "" 693.8597 - 68.7672 cosh 0.0100333.r. 

-299.2239 S X S 2992239 

donde x y y se miden en pies. Las secciones transversales del 
arco son tri:íngulos equiláteros, y (x. y) traza la rula de los 
centros de masa de los triángulos de la sección transversal. 
Pam cada valor dcx. el área del triángulo de la sección tr:ms­
versal es 

A"" 125.1406cosh0.0!00333x. 

(F11entt: Ow11er'.s Mmumlfor 1/u• Ga/eway An:I,, St1i111 Lm1i.s. MO. 
por \Vilfim11 nwyer.) 

(a) ¿A qué a ltum sobre el 
sucio está el ccn1ro del 
triángulo m:ís alto? (A 
niwl del suelo. y= O.) 

(b) ¿ Cuál es la a hura del 
arco1 (S11gertt1cit1: 
Para un triángulo equi­
látero. A • ,J3c1, 
donde e es la mi1ad de 

~it~: : ~ ~!i~:1!'¡:·J e ~~ c:i~1~: ~~l~ri~::11~-~ángulo está 

(e) ¿Qué tan ancho es el arco al ni\·el del suelo? 
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2.10 Integración por tablas y otras técnicas de integración 

[> TECNOLOGiA Un 
• sistema de álgebra computacio­

nal consiste, en parte. de una 
base de datos de fónnulas de 
intcgrnción. La principal 
diferencia entre el uso de un 
sistema de álgebra computacio­
nal y el uso de tablas de integra­
les es que con un sistema de 
:ílgebrn computacional. el 
equipo busca a través de la base 
de datos para encontrar un 
ajuste. Con tablas de integra­
ción. se llebe buscar. 

a Evaluar una integral indefinida m ediante una tabla de inte gra les. 
a Evaluar una inte gra l indefinida utilizando f6rmulas d e reducción. 
■ Evaluar una inte gral indefinida que implica funciones racionales d e seno y 

Integración por tablas 
Hasl3 ahora. en esta unidad se han estudiado varias técnicas de integración que se pueden 
usar con las reglas básicas de integración. Pero saber cómo utili7..ar las diversas técnicas no 
es suficiente. También se necesita saber cuándo usarlas. L'l integración c.s. ante todo. un 
problema de reconocimiento. Es decir. se debe reconocer la regla o la técnica a aplicar para 
obtener una antideri"ada o primitiva. Con frecuencia. una ligern alteración de un intcgrnn­
do requerirá una 1écnica de integr:ición diferente (o producir una función cuya antideriva­
da no es una función elemental). como se muestr:i a continuación. 

f x' x' 
x lu xdx = 2 1nx - 4 + C 

f hu (ln.r)2 

7 dx= -
2
- +c 

f-1
1
-,Jx=lnllnxl +e 

x nx 

f ., 
-,Jx=? 
hu 

lntegr-..ci6nporpartcs 

Regladcpotendas 

Regla de Jogari1mos 

No es una función elemental 

Muchas personas encuentran que las tablas de integrales son un valioso complemento 
a las técnicas de integración que se tratan en e.,;ta unidad. En el apéndice B se pueden en­
contrar tablas de intcgrnles comunes. La integración por tablas no es un "curn-todo·· parn 
tocbs las dificullades que pueden acompañar a la integración, usando tablas de integrales 
requieren mucho razonamiento e intuición y con frecuencia implica sustitución. 

Cada fómmla de integración en el apéndice B se puede desarrollar usando una o 
más de las técnicas en esta unidad. Debe tralar de verificar \'arias de las fónnulas. Por 
ejemplo. la fónnula 4 

f (a / bu)2 d11 = b C, : bu + lnla + 1ml) + C Fórmula4 

se puede "crificar usando el método de fracciones parciales. La fórmula 19 

f Ja + bu re.-= f du 
--,,-d11 = 2..;ll + h11 + ll u✓tl + bu Fórmulal9 

puede verificarse usando integración por partes. y la fómmla 84 

f- 1
-,Ju = 11 - ln{ I +e")+ C Fórmula84 

I + e" 

se puede verificar utilizando la sustitución. Tenga en cuenta que las integrales en el 
apéndice B se clasifican de acuerdo a la fonna del integrando. Varias de estas formas se 
muestran a continuación. 

.~ 
(a + bu + t:1t2) 

(a2 :2:" u2) 
j,,1 _ 111 

Funciones 1rigonométricas im·ersas 

Funciones logarítmicas 

(a + b11) 

✓a+ b11 

~ 
Funciones 1rigonomé1ricas 

Funciones exponenciales 



Exploración 
Utilice las tablas de integrales 
en el apéndice B y la 
sustitución 

11=fi-=-T 

para evaluar la integral en el 
ejemplo 1. Al hacer eslo. usted 
debe obtener 

J dx J 1du 
x..!x=7"= ~-

¿Esto produce el mismo 
resultado que el obtenido en el 
ejemplo I ? 

f'igurn 2.28 

2.10 Integración por tablas y otras técnicas de integración 151 

iflij❖jiji•fi Integrar por tablas 

Encucn1rc J :::-. . 
X.,¡X - 1 

Solución Debido a que la expresión dentro del radical es lineal. debe considerar for­
mas que implican Ja + bu. 

J 
du 2 ---= --a.retan 

11Ja +b11 ~ 
a + b11 
~+e Fómmla 17 (a < O) 

Sea a = - 1. b = 1 y 11 = x. Entonces t/11 = dx. y puede escribir 

J 
,fr 
~ = 2 arelan fi-=-1 + C. 

.\' -,/.{ - 1 

if jij❖jij(tfj Integrar por tablas 

; • • • r> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Encuentre J x ,JxT=9 dt. 

Solución Debido a que el radical liene la fom1a J 111 - al, debería considerar la 
fórmula 26. 

f J11'--a1d11=½(11~-a2111 l11+ Ju1 -a'-l)+c 

Sea 11 = .r-1 y ll = 3. Entonces t/11 = 2.r dx. y obtiene 

J xP-:::-. d, = ~ J ✓(.,'¡1 - 31 (2') ,fr 

= ¡(x'P-:::-. - 9 lolx' + P-:::-.1) + C. 

ifjj:'ijij!•fi Integrar por tablas 

Evalúe i2 

1 +\-.r dx. 

Solución De las formas que implican e" considere la fórmula 

J 
du 
~ = 11 - In(! + e") + C. 

Sea 11 = - x2• Entonces t/11 = -2x ,Lr. y obtiene 

J 
.,· 1 J -2',fr 

i+?dx=-2 J+? 

= -H-x' -10(1 + ,-r)] + e 

-i[x' + 1,,(1 +,-.•)]+c. 

Por 1anto, el valor de la integral definida es 

Fórmula8-' 

f 1 +.te-.r cb: = ½[-t2 + In(! + r x
1

) ] :"" ½[4 + ln(I + e-") - In 2] - 1.66 . 

L'I figura 2.28 muestra la región cuya área esl:i. representada por esta integral. • 
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[> TECNOLOGiA A veces. 
• cuando uliliz3 sistemas de 

álgebra computacional obtiene 
rcsullados que se ven muy 
diferentes, pero en realidad son 
equivalentes. Así es como dos 
sistemas diferentes evaluaron la 
integral en el ejemplo 5. 

Maple 

J3 - 5x -
J', arcianh(\~J',) 

Mathematica 

Observe que los sistemas de 
álgebra computacional no inclu­
yen una constante de integración. 

Fórmulas de reducción 
Varias de las in1egrales de las tablas de integración 1ienen la forma 

J f(x) dx - g(x) + f /,(x) ti<. 

Estas fórmulas de integración se denominan fórmulas de reducción. ya que reducen una 
integral dada a la suma de una función y una integral simple . 

. . . Usar una fórmula de reducción 

Encucn1rc f x 3 sen x tlx. 

Solución Considere las lrcs fórmulas siguientes 

f 1tSe1l11tJ11 = SCll/1 - 1/COSI/ + C 

f 11nscn11tl11 = -11"cos11 + 11 f un- l cos11d11 

f 11" cos11,J11 = 11"sen11 - 11 f 11
11

-
1 scn11 d11 

U1ilizando las fórmulas 54. 55 y 52. obtiene 

f x3 senxd,· =-x3cosx+3 f x2 cosxdx 

Fórmula52 

J'órmula5.t 

Fórmul;,55 

= -x3cosx + 3 (x2 scnx - 2 f xsenxtlr) 

= -x3cosx + 3x2 scnx + 6.rcosx - 6 scnx + C. .. Usar una fórmula de reducción 

Encucnlre J ✓J 
2
~ Sx dx. 

Solución Considere las dos fónnulas siguicmcs 

f du 1 1 1../a+liü - J,,I C 
u ✓a +bu= ../0 11 ✓a+ bu+ /2 + 

Fórmula 17 (a > O) 

f Ja + bu f du 
--.,-,111 = 2 ✓,, +bu+ a u✓a + bu Fórmula 19 

Usando la fórmula 19 con"= 3. b = - 5 y 11 = x. se obtiene 

! f ✓3 - 5x ,Lr - !(2JJ=Tr + 3 f-d_,·_) 
2 .,· 2 x.Jr-=-sx 

= ~+~J __ ,L,_ 
2x~ 

Usando la fórmula 17 con" = 3. b = -5 y 11 = x. obtiene 

f JJ - 5-' ,Lr = J3 - 5x + ~(...!...1nl ~ - ,/ji) + C 
2' 2 Jj J3 - 5x + J', 

= ~ J',11~- J',I e 
x+ 2 

11 ✓3-Sx+JJ + · • 



2.10 Integración por tablas y otras técnicas de integración 15~ 

Funciones racionales de seno y coseno 

' . ' Integrar por tablas 

f sen 2x 
Encuentre -

2
- -dx. 
+ cosx 

Solución Sus1iwyendo 2 sen x cos x por sen 2x se obtiene 

f sen2x dx = 2 f senxcosxdx. 
2+cosx 2+cosx 

Una verificación de las fomias que implican sen II o cos II en el apéndice 8 muestra que 
no se aplica ninguna de las enumeradas. Así. se pueden considerar formas que implican 
a + bu. por ejemplo, 

f 11d11 1 --= 7"(b11 - alnla + b11I) + C. 
a+ bu b-

F6nm113 J 

Sea a = 2. 1, = 1 y 11 = cos x. Entonces d11 = -sen .r dx. y se obtiene 

2 J SCII XCOS.t dx = -2 f cos x(- senx tfr) 
2+cos.r 2+cosx 

= -2(cosx - 2 1nl2 + cosxl) + C 

= -2cosx + 4 lnl2 + cosxl + C. ■ 
El ejemplo 6 implica una expresión racional de sen x y cos x. Cuando no se puede 

encontrar una integral de esta fonna en las labias de integración, pruebe uti lizar la si­
guiente sustitución especial para convertir la expresión lrigonométrica a una expresión 
racional estándar. 

Sustitución de funciones racionales d e s e n o y co seno 

Par::i integrales que implican funciones r::icionales de seno y coseno. la sustitución 

scn x x 
., - --- = ian-

1 +cosx 2 

da como resultado 

1 - ,i2 
cosx=~-

2 .. 
scnx=--

1 + ui 
dx = ~ . 

1 +112 

De mostración De la sustitución de 11. se tiene que 

~ scn2 x 1 - cos2 x 1 - cos.,· 
u-= (1 + cosx)- = ( 1 + cosx)- = 1 + cosx· 

Resolviendo par::i cos .r. obtiene cosx = (1 - 112)/(1 + 112). Para hallar sen x. escriba 
11 = sen x/(1 + cos x) como 

sen x = 11(1 + cosx) = 11(1 + 
1 - "~) = ~-
1 + u- 1 +,,-

Por último. para hallar ,fr. considere 11 = lan(x/2). Entonces se obtiene arelan 11 = x/ 2 y 

,Jx = 12:'':,2-
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración. ■ 
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2. 1 o E j ere i e i os ~:~:~~:l~~l~~;:~com para un Monal d• ayuda y soluc1onos lraba¡adas do los 01orc1c10s con 

Integrar por tablas En los ejercicios I y 2. utilice una tnbln 
de integrdles con íormas que implican a + b11 pnra enconlrar 
la integral indefinida. 

J 
x' 

l . ~ d:c l . f x2(4 ! 3..t)l rlr 

Integrar por tablas En los ejercicios J y 4. use una ta bl11 de 
integrales con lns formas que implican ./iif"=-;¡I para encon­
trar la integral indefinida. 

J . J, ~ d, 
·' " ' -.• 

4. ¡ ✓64.- .? dr 
X 

Integrar por tablas En los ejercicios 5-8. use una tabla de 
integrales con formas que implican fonciones trigonométricas 
para encontrar la integral indefinida. 

5. f cos4 3.Hll 6 J""' .,r; · Jx dx 

1. J I d:c 
./x(l - cosh) 

•-J--'-,,, 1 + cot4x 

Integrar por t ablas En los ejercic.OS 9 y JO, use una tabla de 
integrales con formas que implican e- para en{'ontrar h, inte­
gral indefinida. 

9.f 1; ei,, d:c 10.fe-.i...scn l rr/x 

Integrar por tablas En los ejercicios 11 y 12, utilice una ta­
bla de integrales {'011 formas que impli{'an In II para t>ncontrar 
la integral indefinida. 

11. f :c1 ln x d:c 12. f (In x)l dx 

Usar dos mé todos En los ejercicios 13-16. cnleule la inte­
grnl indl'finida (a) utiliu ndo tnblas de intrgración y (b ) utili-
1.tmdo el mitodo indicado. 

lnlegral 

13. fx2r"d,· 

14. f x5 tn :ulr 

. J ' 1,. ~ l)d, .r .f + 

16.J-1
-d, .r! - 36 

Método 

Integración por partes 

Integración por partes 

Fracciones parriales 

Fracciones parriales 

Encontrar una integral indefinida En los ejl' rcicios 17-38, 
utilice ta blas de inlegración para enconlrar la integral indefi. 
nida. 

17. f .1·arccsc(:c2 + l )rlr 18. f arcscn 4.u lx 

19. J ' ---,,, ;c2....rrr=,¡ 20. Í x i +~:c+ 8 d:c 

21. J 4, 
(2 - 5.t)? dr 22. J--"'- ,,. 1 + sen~ 

. B. f e ' arccos e ' dx 24 • J ,, ---,,, 
1 - tan e' · 

25. ---d, J X 1 - sccx2 26· f 1(1 + 
1
(ln t)!) ,lt 

27. f cos 8 ,19 
3+2scn8 +sen· 8 '"· f .,1✓2 + 9r,l:c 

29. J--'--d, :c?✓2 + 9:c2 • 
JO. f fi arelan x3 f1. d,· 

J I. J '" ' ---,,, 
:c(3 + 2 ln ,t) · Jl. f (1 - ~ )3r- ,l.r 

33. J ' (:c2 - 6.-c + 10)2'll 
34. J~ 5+xd.1· 

35. J x d ~ X 
36. ¡~ dr 

✓sen·.r + 1 

37. J ,. 
(1 + e•)1'1.r 38. f cot4 8 d8 

Evaluar una integral definida En los ejercicios 39-46. utilice 
tablas de integración para cnleular la integral definida. 

39. (' xer d, 40. t _ ,_ da· 
Jo Jo ../3+2x 

41. f.2

x ' ln :c dx 42. f" 0 
.,· sen2:cdr 

43. 
f •/? cos :c --,-,,, 

- •/l 1 + scn· .r 
44. f " o (5 ~ 2r)1'Lr 

45. f '' 0 
13 cos ldl 46. f R+Tórfr 

Verificar una fónnula En los ejercicios 47-52. ,·erifü1ue la 
íórmula de integración. 

47. J ¡:-;-,="
2
• ) d11 ""¡;,' (b11 - ~ b - 2ll lnla + b11I) + C 

O+ 11 ll + 11 

J ,, ' ~ f ,,-• ) 48. ~d11: -( - -- ) 11'../ii+bÜ -1w ~,111 
va +bu 211+lb v a +b11 

J 
1 ± 11 

49. (112 ± (lipr. ''" • "2✓,r ±a-+ e 

50. f 11" cos II rl11 = u" sen 11 - 11 f 11" - 1 sen II d11 

5 1. f arctan11d11 = 11 arctan11 - ln.,/í+'ii! + C 

52. f (ln11td11 = 11(111 11)" -11f (ln11)"- 1d11 
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Encontrar o evaluar una integral 
l'ncuenlre o e,·alúe la integra l. 

En los ejen:icios 53-60. 

53· f 2- ~sene'19 54. 1~d8 1 + cos2 8 

L
•r. ' 55. ~-~-~,,. 

0 1 +scn6+cos6 L
•/l 1 

56. ---,/8 
3-2cos8 

J ~"• 57. -
3

- , - d9 
- _cos 6 58. 1~d8 1 +cos8 

59. J st:";(! d(J 60. J--4 __ ,,, 
csc8-c0(8 

Área En los ej ercicios 61 y 62, encuentre el área de lu región 
acotada por las gráficas dl' las K uaciones. 

61. ,,- -'-.,1 • 0.x • 6 fiTI· 

62. -" = ~-.'' = o .. f =2 

DESAROLLO DE CONCEPTOS 

63. Encontrar un patrón 

(a) Evalúe J.x" In x ch para 11 ,., l. 2 y 3 . Describa cual­
quier patrón que observe. 

(b) Escriba una regla general para laevaluaci6n de la inte­
gral en el inciso (a). para un entero 11 2: 1. 

64. Fórmula de reducción Describa qué se entiende por 
fómmla de reducción. Dé un ejemplo. 

65. Elegir un método E.,;c-riba (si es posible) el método o 
fónnula de integración que utilizó par.1 encontrar la antide­
rivada. Explique por qué eligió ese método o fóm1ula. No 
integre. 

••-

(a) J~df (b) 1~,h (c) f :rtr' dx 
e""'+ 1 r' + 1 

(d) f :reJ tb: (e) f e•' tl.r (f) f e1-',fi!i'"+1 dr 

¿CÓMO LO VE? Utilice la gráfica dcf' que se 
muestra c:n la figura para responder a lo siguiente. 

(a) Calcule la pendiente de/enx = -1. Explique. 

(b) Aproxime los intervalos abiertos sobre los que la gr:ifi­
ca de fes creciente y los imervalos abienos sobre los 
que e.<. decreciente. Explique. 

¿Verdadero o falso? En los l'jen:icios 67 y 68, detenninl' s i 
el enunciado es ,·erdadero o falso. Si es falso. explique por qué 
o dé un l'jl'mplo que demuestre que es falso. 

67. Para mil izar una tabla de integrales. la integral que está eva­
luando debe aparecer en la tabla. 

68. Cuando utiliza una tabla de integrales. quizá tenga que hacer 
sustituciones para reescribir su in1egral en la fonna que apare­
ce en la tabla. 

69. Trabajo Un cilindro hidráulico en una máquina industrial 
empuja un bloque de acero a una distancia de x pies (O s:x s: 5) 

donde la fuert.a variable requerida es F(x) = 200füe-• libras. 
Calcule el trabajo realizado al empujar el bloque un máximo 
de 5 pies a tra,·és de la máquina. 

70. Trabajo Repita el ejercicio 69. usando 

F(x) = J
2
~~ x· libras. 

71. Volumen Considere la región :icotada por las gráficas de 

y• .r✓-i'6'='?. y • O. :r • O y :r • 4. 

Encuentre el volumen del sólido generado al girar la región 
sobre deje y. 

72. Dise ñar edificaciones La sección trans,·e11,al de una viga 
de concreto prefabricado para un edificio está acotada por las 
gráficas de las ecuaciones 

X=~- :r= ~. )1 =0 y )" "' 3 

donde x y~· se miden en pies. La longitud de la viga es de 20 
pies (vea la figura). 

(a) Encuentre el ,-olumen V y el peso IV de la viga. Suponga 
que el concrclo pesa 148 libras por pie cúbico. 

(h) Encuentre el centroidc de una sección trans,·ersal de la 
viga. 

- J - 2 - 1 

73. Población Una población está creciendo de acuerdo con el 
modelo logístico 

N= 1 +~-,w 

donde, es el tiempo en días. Encuentra la población media en 
el intervalo 10. 2J. 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 

74. Evalúe ('r /2 ,---:¡:-¡;-;;;-(d,) , . J0 + tan:r 

Elle problema foe ¡np;ndo por t i Commmtt on !he Ptn~m Pnu Compeuuoa. 
O 'fht Mathl'mat,(111 ,\~ ÍIIIOII ol A~ T\}OOI; lo:ti ~hos R'~"JOOl' 
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E• • • d Co11sul10 CalcChatcom para un tulonal de ayuda y so1uc,onos traba¡adas do los 1erc1c10s e repaso e¡erc1c1osconnuml!rac1on1mpar 

Enco ntrar o evaluar una integra l En lm; ejercicios 1-8, use 
las n-glas bíisicas de intl'gración para l'ncontrur o evalunr In 
integral. 

1. J .rJ.r - 36dr 2.fxe•' - 1 t1x 

3. f x2 ~ 49 dt 

5 . (" ln{2.r) d.t 
)1 X 

f 100 
7. J IOO - .r dY 

4.fñdt 
6.J,? 2t,./2x'='J d y 

'" 
8. J_./:\d.r 

Usar la integració n por partes En los l'jerctcios9-16, utilicl' In 
int¡,grnción por partes p:1ra l'IJCOntrnr lu integral indefinida. 

9. f .,·~ dt 10. f .r1e' tfr 

11. J e!• ~n3.r,Lt 12. J.,·Jx-=-ídx 
13. f x1 senltdY 14. J 1np-=-;¡,fr 

15. f xarcsen lr,fr 16. J arctan lr d t 

Encontrar una inte gral trigonom étrica En los ej ercicios 
17-22. calcule la int¡,gral trigonométrica. 

11. f cosl(nx - 1) ,fr 18. f sen?T dr 

19. f sct' ~ d t 20. f 1an8 Stt" 8 d8 

2 1. f- 1
- dO 1 - sen8 

22. f cos 28(sen 8 + cos 8)2 ,18 

Área En los ej ercicios 23 y 24, encuentre d área de In región. 

23. y• sen4 .r 
,. 

:! . ~ .. # 

24. y• sen 3.rcos l r 

Us ar la sustitución t rigo no m étrica En los ej l'rcicios 25-30. 
utilice sus tilución trigonomi trica para l'ncontr:nr o e \·a luar In 
integral. 

25. f ~ ,L,· 26 f ~ l 3 . - ,- ,r, X > 
.r2~ 

27. f x' - - d, 
J,í+? 

28. J J 25 - 9.rdY 

29. f 6.tl ---d, 
Ji6'+'? 

JO. f .l~dt 

Usar m éto d os dife rentes En los ej ercicios 31 y 32. encuen­
tre la integral iTidd iTiida utilizando cada método. 

J I. f-x_' _d, 
fl+'x' 

(a) Sustituc ió n trigonométrica 

(b J Sustimc '.ón: 112 = 4 + .r? .r 
(c) Integración por partt.-s: tlv • fi+? tl.r 

32. J x fi+xdr 

(a) Sustituc ión trigonométrica 

(b) Sustituc ión: 112 • 4 + .r 
(e) Sustituc ión: 11 = 4 + .r 

(d) Integración por partes: dv = .,¡;r:¡=-; d,· 

Usar fraccio nes parciales En los ejercicios 33-38. u.se írac­
ciones parciales para encontrar la intl'gral indefinida. 

33. f ~ dt .r~ - .r - 12 

f .r? + 2r 
35 . . r-l - .r2+.r - l dt 

37. f--x-' -d, 
.r~+ s.r - 24 

34. ¡~·=:dr 
f 4x - 2 

36. 3(.r - IF dr 

38. f sccl 8 d8 
tan 8 (tan 8 - 1) 

Integrar por t ablas En los ejndcios 39-46. utilice tablas de 
integración para encontrar o evalunr la integral. 

39. f-x d, 
(4 + 5.r)2 

40. f-x d, 
..,r.r+3x 

41. Lhli __ x _ , ,l.r 
1 + sen.r· 

42. { 6dr 

43. J-. x- dx .r + 4.r + 8 
44. f- '- d, lrJ'9xT"=I . ' X>½ 

45. f ' 46. f ' ---,,, ---d, 
SCll'71'XCOS 71'.I' 1 + tan Tl:f 



47. Verificar la fórmula Verifique la fómmla de reducción 

f (lnx)" dr • x(ln x)" - 11 f (In x)"- 1 dt. 

48. Verificar la fórmula Verifique la fóm,ul::i de reducción 

f lan".rdt::: -
1

- ian"- 1 x - f tan" - 1 xdx. 
11- 1 

Encontrar una integral indefinida En los l'jl'l't'.icios 49-56. 
encuentre 111 integral indefinida usando ctmh¡uier método. 

49. f 8 scn 8 cos 8d(J SO. f csc...fix dt 
.fi 

SI. f x•I• 
~tl.r 52. f j 1 + ./xd, 

53. f J I + coudr 54. --d, f lr1
+4.r 

(xl + 1)2 

SS. J cosxln(senx)dr 56. J (sen O + cos 6)2 ,10 

Ecuaciones diferenciales En los l'jercidos 57-60, resueha 
la ttuación dif('rencial u..~ando cualquier método. 

57. '!l. -~ 58. '!l_ • ,¡;¡--=-? 
dx x1 -25 dr 2x 

59. y' • ln(.r2 + x) 60. y' • Ji - cos O 

Evaluar una integral definida En los l'jH<'.icios 61-66. 
l',·a lúe la integral dl'flnida utilii.ando cualquier método. Use un 
programa de grnfü-.1.ció11 para ,·rrifirnr su resultado. 

61. L .fl x(x! - 4))/2 dr 62. L' X ----d< 
o (.l - 2)(.l - 4) 

63. r~dt 64. f xe-'-'dr 
X 

65. L rxsenxd.t 66. --,fr f X 
o fi+x 

Área En los l'jcn:icios 67 y 68, encuenlre l'I área dl' la región. 

67. y•x~ 68· ,, . 25 ~r 
J 

u 

Ejercicios de repaso 15i 

Centroide En los ejercicios 69 y 70, encuentre el centroide de 
la región acotada por las g ráficas de las ecuaciones. 

69. y • .j'í"'='"?_ ) • O 

70. (x- ip+y1 • 1, (:r-4}2+y2 •4 

longitud de arco En IM ejen:icios 71 y 72. aproxime a dos 
ciíras decimales la longitud dl' nn:o de la cun·a l'n el intrr,·a lo 
dado. 

Función lntcn·alo 

71. y= sen.r 

72. y • scn2 x 

73. Valor presente El consejo de administración de una socie­
dad anónima está calculando el precio a pagar por un negocio 
que se pronostica producir:i. un flujo conlinuo de ganancia de 
$500.000 por año. El d inero ,·a a ganar una tasa nominal del 
5% anual compuesto en forma continua. ¿Cuál es el valor pre­
sente del negocio 

(a) para 20 ailos? 

(b) para siempre (a pcrpcluidad)? 
(Nota: El valor presente durante t0 arios es de 
J:¡" 500,000..,--005' ,fl.) 

74. Volumen Encuentre el volumen del sólido generado al gi­
rar la región ocotad:i por las gráfica.\ de)' = xe·~. y = O y .1· = O 
alrededor el eje x. 

75. Probabílidad Las longitudes promedio (de pico a cola) de 
d iferentes especies de currucas en el este de Estados Unidos 
liencn una dis1rihución normal aproximada con una media de 
12.9 cemímetros y una desviación e.~lándar de 0.95 cen1íme1ros 
(,•ea la figura). La probabilidad de que una curruca selecciona­
da al a1.ar tenga una longitud entre e, y b centímetros es de 

P(a :5 X :5 b) =--'- í" e-(., -1!.9f/1.IO!i ,fr. 
0.95 ../'fñ- ~ 

Use una herramienta de graficación para apro:c:imar la probabi­
lidad de que una cunuca seleccionada al a1.ar tenga una longi­
tud de (a) 13 centímetros o más. y (b) de 15 centímetros o más. 

(F11e111e: Peler.wm·s Fiehl G11ide: Easlern Birtb) 

O.l.S 

9 10 11 !2 13 14 15 16 
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Encontrar una integral indefinida En los l'jercicios 76-78, 
l'm:uenlre la inll'gnl indl'flnida. 

76. rrl .1: 1 d., 

78. f In .. ;x ,fr 

77. J~dr 1 + cos x . 

Evaluar una integral definida En los ejen'.icios 79-82. e,·a. 
lúe la intl'gr.1I dl'finida. 

79. i ' 2f+ 1 ""· f lnx --dx -dx 
l , X 

81. r sec (J,l(J 82. r· 1an3 tl(J 

Encontrar una integral indefinida En los l'jercicios 83-86, 
l'ncuentre la inll'gral indefinida. 

83. fx"1 -•'d, 84. f x 2
" • '•

1 d, 

f "'' -eh+ 1 85. ---d, ,. f r'- - ,ro- 1• 

IS6. r'- + e - 2,<fr 

Evaluar una integral definida En los ejen'.icios 87-90. l'VII• 
lúe la integr.il definida. 

87. f .u- l.o' dx 

89. (' _!:._¡ '" JI ('A -

f
' ,,,, 

88. ---.-dr 

L
,'' ;· 

90. t?-'+ 1d t: 

91. Área Encuentre el :.\n::ade la región limitada ¡x,r la.,¡ gráfica,¡ de 

y= 2e-•. y= O. x= O y x=2. 

92. Depreciación El valor V de un an fculo I arios de.~pués de 
su adquisición t'S V = 90()0('...-., para Os I s 5. 

(a) U1il ice un programa de graficación para trazar In función. 

(b) Halle las tasas de variación de V respecto a t cuando 1 = 1 
y l = 4. 

(c) Utilice un programa de graficación para trazar las recta.,¡ 
tangentes a la función cuando t : 1 y l : 4 . 

Dibujar u n gréfico En los ej l'n'.icios 93 y 9J. dibuje a mano 
la gráfica de In fum:ión. 

94. y-(U 
Encontrar una derivada En los ejen'.icios 95-100. encuentre 
la deri,•ada de In (unción. 

IJS. /(x) • JA- 1 96. /(x) • 5J.c 

IJ7. )': .r'+I 98. /(.t:) ""x(4-'•) 

IJIJ. g(x) = logl ..,/í'=x 100. h(x) = log1 .r ~ 1 

Encontrar una integral indefinida En los ejen'.icios IOI y 
102, encuentre la integral indefinida. 

f
,-,,, 

102. =,r-d, 
Encontrar una integral indefinida En los ejercicios !03-108. 
encuentre la integral indefinida. 

103. f el• ; e - ! , dx HW. f J + 
1
2Sxl d, 

1os.f ~ ,fr 

107. f ~,lx 
4 + X-

106. f--1 -,l< 
x✓9:r - 49 

I08. f arcscn 2x dx 
~ 

Área En losejeITieios 1()1) y I JO, encuentre el árcade la rcgión. 

4 - .t: 

109. >' "" ~ 

6 
110· >'""' 16 +.r 

' 

\jJ 
·t -1 _¡ l i 

Encontrar una Integral indefinida En los ejenicios 111-116. 
encumtrc la integral indefinida. 

111. f x1 ~h!x3 dr 112. f scnh 6xd, 

113. f scchlx dr 
tanh x 

114. f C5Ch~(lr)coth(lr) d.r 

115. f-1-d, 9 - 4.r 
116. f- -' d, J7=I 



Solución de p roblemas 15! 

S 1 • ' d b I Consulte CalcChat compara 11n 111ton1I dt 1y11d1 y soluciones 0 UCIOn e pro emas lr1b1¡adnd1 los11m1c101conn111Mr1c1on1mpar 

l . Fónnulas de Wallis 

(a) Evalúe las integrales 

(b) Use las fórmulas de Wallis pam demostrar que 

J 
l - l - 22'o+l(n!)2 

-1 ( 1 x )" d.x - (211 + 1)! 

para todos los enteros positivos n. 

2. Demostración 

(a) Evalúe las integrales 

f lnxd.t y L (lnx)?dx. 

(b) Demuestre que 

f (Jn .t)"tfr • (- l )~n! 

para iodos los enteros positivos 11. 

3. Encontrar un valor Encuentre el valor de la constante po-
sitiva e tal que 

lím (~)' • 9. 
A- ... . f - C 

4. Encontrar un valor Encuentre el valor de la constante po-
sitiva e 1al que 

lím (:!...=...!)·' =.!.. 
A-... • f + C 4 

5. longitud La recta x = 1 es tangente al círculo uni1:trio en A. 
La longitud del segmento QA es igual a la longitud de arco circu· 
lar PA (,·er figura). Demostrar que la longitud del segmento 
OR se aproxima a 2 confom1c P se aproxima aA. 

7. Are a Considere el problema de encontrar el árc:i de la re­
gión :icot:ida por el eje .x. la recta x = 4 y la cur"a 

x' 
y= (x? + 9)3/? ' 

(a) Use un programa de graficación para lra7A'lf la región y 
aproximar su área. 

(b) Uti lice una sustitución trigonométrica adecuada para e n• 
contmr el área exac1a. 

(c) Utilice la sustitución .x = 3 scnh u para encontrar el área 
exact:i y , •e,rifique que se obliel'I(' l:i misma rcspues1a del 
inciso (b ). 

8. Area Utilice la sustitución 11 '= tan (x/2) para encontrar el 

área de la región sombreada debajo de la gráfica de 

y= 
2 

+ ~ -" paraO:!>x:!> 1r/2 ("ca la figura) 

Figura paras Figura para 9 

9. longitud de arco Encuentre la longitud del arco de la gr:i• 
fica de la ÍUl'l('ión \' = In ( 1 - .rl) en el intcr\'alo OS x :s: ½ (vea 
la figura). · 

10. Función invers a y á rea 

(a) Sea y = / 1(.t) la función in"ersa de f. U1ilice integración 
por panes para deri,~.i.r la fórmula 

f ¡-'(x)d,:xJ-'(x)- f f(y)dy. 

,. ,. (b) Utilice la fónnula del inciso (a) para encontrar la integral 

8 

(e) Ut,hcc J, fó="" dd mciID (a) p,m '"'º"'ra, elire, bajo 
~l- 9 (10)., lagrálicadc,• =ln rl:!>x S ~(\·eala figum). E& 

f an:senrd.,, 

D A 1 ,-

+ :b., F1guraparaS F1gurapara6 r-
6. Encontrar un hm1te El segmento 8D es la altura del 1 2 ,. 3 x 

t:.OAB Sea R l:i relación del área del t:.DAB a la de la región 
sombreada formada mediante la supresión de t:.OAB desde el -
sector circular subtendido por el ángulo O (,,ea la figura). En-
cuentre lfm R. Figura para 12 Figura para 13 ..... 
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1 l. A rea Factoricc el polino mio 1>(.r) = .r~ + 1 y a continua­

c ión encuent re d área bajo la gráfica de 

y=*,. O s.( s 1 (vea la figura). 

12. Descomponer e n fracciones parciales Suponga que el 
denominador de una funció n racional se puede faclorÜar en 
faclores lineales distin10s D(x) = (x-c1)(x- c?) · · · (r-c,.) 
para un número entero positi\'O II y dis1intos números reales 
c 1• c2 • ••.• e,.. Si N es un polinomio de grado menor que 11. dc­
mues1rc que 

;~;~ • X ~
1
t·

1 
+X~! Ci + .. . + X ~•e,. 

don<le P,.., N(c1)/D '(c1)parak = l.2 . ... 11.Obser\'e q uees1a 
es la descomposición e n fracciones parciales de N(.r)//Jf..r). 

13. Descomponer en fracciones parciales U1ilicc el resul­
tado del ejercicio 14 para encontrar la descomposición en frac­
ciones pan-ialcs de 

l'J - J_yl +] 

.r~ - 111-2 + 12.r. 

14. Eva luar una int egral 

(a) Utilice la sustitución 11 • f - .r para evaluar la in1egral 

L
.-/l ~lÚ • 

cos.r + sen.r · 

(b) Sea II un cillero positirn. Evalúe la integral 

L.-/i ~ dr. 
cos" .r + sen" x 

15. Funciones e le m e nta les A lgunas funciones e lementales. 
como /(.r) = sen(.i:2). no tienen antiderivadas que son funcio­
nes elementales. Joscph Liouville demostró que 

f ~tlr 

no tiene una antidcrivada elemental. Utilice esle hecho para 
de mostrar q ue 

f ~ d.r 

'"' no es elemental. 

16. Cohete La \'clocidad (en metros por segundo) de un cohete 
c uya m:1.\a inicial (incluido el combustible) cst:i dada por 

111 111 
V= J;I + 11 ln-;;;-=-;:¡. 1 < -¡ 

donde II es la \'elocidad de expuls ión del combustible.res la 
velocidad a la que se consume el combus1iblc y g = -32 pies 
por segundo cuadrado es la aceleració n de la gra\·edad. En­
c uentre la ecuación de la posición de un cohete para los que 
111 = 50.000 libras. 11 = 12,000 pies por segundo y r = 400 li­
bras por segundo. ¿Cu:il es la altura de l cohete cuando t = 100 
segundos? (Suponga que el cohete fue disparado desde el ni\·el 
del sucio y se mueve directamente hacia arriba.) 

17. Demost ración Supongaquefit1) = ft_h) = g(t1) = g(b) = O 
y las segundas derivadas de/ y g son continuas sobre el inter­
valo cerrado [t1. bj. Demuestre que 

f Hr)g"(.r)dr = f j"(.r)g(.r)dr. 

18. Demostración Suponga que /(t1) = /(b) = O y existen la.~ 
segund as derivadas de/ en el intervalo cerrado [t1. bl. Demues­
tre que 

r (x - t1)(.r - b)/"(.,·) ,L, • 2 f /M d.r. 

19. Volume n Considere la región sombreada entre la gráfica de 
y = sen .r. dondc0 SxS 1r. y la recia)'= c. donde 0 ScS 1 
(1•ca la figura). Se forma un sólido mediante la rt:volución de 

la región sobre la recia y = e. 
(a) ¿Para qué \'alor de e el sólido no tiene \"Olumcn mínimo? 
(b) ¿Par.i. qué \'alor de cel sól ido no fiene volumen máximo? 

20. Simetria Recuerde que la gráfica de una función y = ft.r) es 
simétrica con respecto al o rigen. siempre y cuando (x. y) sea 
un punto sobre la gráfica. y (-.r. -y) sea también un punto so­
bre la gráfica. La gráfica de la función y = /(.r) es sim¡;tricn 
respecto al punto (a . b). sie mpre que (a - x, h - )') sea un 
punto sobre la gráfica y sea también un punto sobre la gráfica 
(ti + x. b + y). como se muestra e n la figura. 

(a) Dibuje la gráfica de y= se.n .r sobre el intervalo 10, 21r]. 
E.~riba un breve párrafo explicando cómo la s imetría de 
la gráfica respeclo a l punto ( 7T, 0J le permite concluir que 

(b) Trace la gráfica de y = sen .r + 2 sobre el intervalo [O. 
21r]. Utilice la simetria de la gr.ifica con respecto a l pun10 
( 7T. 2) para e,·aluar la integral 

r· Jo (sen .r + 2) dx. 

(e) Trace la gráfica de y= are cosx sobre el intervalo [- 1. 11, 
Utilice la simetría de la gráfica para calcular la integral 

J
1 

arccos.rd.\'.. _, 

L
.-/! 1 

(d) Evalúe la integral ~() d,. 
0 1 + l\an_rl ,/S 



21. Demostración 

(a) Ulilicc un progrnma de graficación para tra1.ar 

/(x) • ln(.r.: l ) sobre el intervalo 1- 1. 1 ]. 

(b) Ulilicc In gráfica para estimar ~f1!Jf(x). 

(e) Ulilicc la definición de derivada para demostrar su res­
puesta al inciso (b). 

22. Areas y ingulos 

(a) Sea P(cos l. sen 1) un punto en el drculo unitario .rl + 
_,;i = 1 en el primer cuadrante (vea la figura). Demuestre 
que I es igual a dos veces el área del sector circular som• 
breadoAOP. 

(b) Sea P(cosh t . senh 1) un punto de la hipérbola unitaria 
. rl-y-1 = 1 en el primercuadranle(vea la figura). Demues­
tre que I es igual a dos veces el án:a de la región sombrea­
da de AOP. Comience mostrando que el área de la región 
sombreada de AOI' está dada por la fórmula 

1 r-·· 
A(t) •2cosh1 senh1- Ji _,lx!"-=-1 dr. 

23. Area Considere las tres regiones A. 8 y C determinadas por 
la gráfica deftx) = arcsen x. como se mues1ra en la figura. 

(a) Calcule las áreas de las regiones A y B. 
(b) Utilice las respuestas del inciso(a) para evaluar la integral 

f.
./ir. 

aresen.rdr. ,, 
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(e) Utilice los métodos del inciso (a) para evaluar la integral 

f 'in.r,Lr. 

(d) Utilice los métodos del inciso (a) para evaluar la integral 

i .ft arctanxdr. 

24. Distancia Sea L la recta tangente a la gr.ifica de la función 
~' = In x en el punto (a. b). Demuestre que la distancia entre b 
y e siempre es igual a 1. 
, , 

~,Jl 
Figura para 10 Figura para 11 

25. Distancia Sea L la recta tangente a la gr.ifica de la función 
_,, = e' en el pumo (a. b). Demuestre que la distancia e.ntre a y 
e siempre es igual a 1 . 

26. Función gudermanniana La íunción gudernmnni:ma 
de x es gd(x) = arc1an(senh .,). 

(a) Grafique gd u1ili1.ando una herramienta de graficación. 
{b) Demuestre que gd es una función impar. 

(c) ~muestre que gd es mon61:ona y por lo tanto tiene una 

(d) Encuentre el punto de inflexión de gd. 
(e) Verifique que gd(.r) = arcsen(tanhx). 

. (' d, 
(f) Vcnfiquequegd(x)- Jo cosh,· 

27. Are a Use integración por sustitución para encontrar el área 
bajo la curva 

1 
y= .Jx+_r 

entre .r = J y.,·= 4. 

28. Area Use integración por sustitución para encontrar el área 
bajo la curva 

1 
Y= serix + 4cos-x 

entre .r=Oyx• J . 

29. Aproximar una función 

(a) Utilice un programa de gralicación para comparar la gráfi­
ca de la función y= e' con la gráfica de cada función dada. 

(i) Y1 • 1 + T! 
(ii) y1 = 1 +T!+t 
(iii)y_¡• l +-fT+~+t 
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(b) Identifique el p.1trón de polinomios sucesivos en d inciso (a). 
extienda el patrón un 1énnino más y compare la gráfica de 
la función polinomial resultante con la gcifica de y= e'. 

(c) ¿Qué cree que implica este patrón? 

30. Hipoteca La hipoieca de 120.000 dólares de una casa du­

rante 3S años a 9¼% tiene un pago mensual de $98S.93. Panc 
del pago mcnsu:l va al cargo por intereses sobre el saldo pen­
diente de pago. y el resto del pago se utiliza para reducir el 
capital. La cantidad q ue \'3 al interés es 

( P,) ( ')'" 11•M- M-12 1 + Tz 

y la cantidad que se des1ina a la reducción del capital es 

En estas fórmulas. P es la cantidad de la hipoteca. res la 
tasa de interés (en fom1a decimal). M es el pago mensual 
y I es el tiempo en años. 

(a) Utilice un prosram.1 de graficación para tr.17.ar cada función 
en la misma \'Cntana de visualización. (La ventana de \•isua­
lización debe mostrar los 35 :u\os de pagos de hipoteca.) 

(b) En los primeros años de la hipoieca, ¿cuál es el propósito 
de la mayor pane del pago mensual? Aproxime el mo­
men10 en que el pago mensual se di, ·ide por igual e ntre el 
interés y la reducción del c:ipital. 

(e) ~~:t~: f~6
~cl~;i~~l :~~ri:J!ª);~e~;;rd~n1::~~.S~ 

tangentes a las dos curvas para un dctcnninado ,·alor de l. 
Dé un argumento analítico para verificar su suposició n. 
Encuentre 11 '(15) y 1•'( 15). 

(d) Repita los incisos (a) y (b) para un periodo de reembolso 
de 20 años (M = S I 118.56). ¿Qué se puede concluir? 
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3.1 Área de una región entre dos curvas 

FigurJ 3.1 

a Encontrar el área de una región e ntre dos curvas utili:r.ando la integración. 
• Encontra r e l á r ea d e una regió n e ntre las curvas de intersección utili:r.ando 

la integración. 
■ Describir la inte gración com o un proceso de acumulación. 

Área de una región entre dos curvas 
Con algunas modificaciones. se puede extender la aplicación de las in1egralcs definidas 
del área de una región bajo una curva al área de una región e11rre dos curvas. Considere• 
mos dos funciones/y g que son con1inuas en el intervalo la, b]. Además. las gráficas de 
f y g se encuentran por encima del eje x. y la gráfica de g se encuentra por debajo de la 
gráfica de/ como se muestr!l en la figur!l 3. 1. Puede interpretar geométricamente el área 
de la región entre las gráficas como el :\rea de la región bajo la gráfica de g restada del 
área de la región bajo la gráfica de/ como se muestr!l en la figur:i 3.2. 

' ' ' 

11)( lí)( h : µµtx 
Área de la región 
entre/yg 

f [/(x) - g(x))d, 

flgurn 3.2 

Área de la regió 
bajo/ 

f /(x) 1/x 

Para verificar la razonabilidad del resultado 
que se muestra en la figura 3.2. se puede dividir 
el intervalo la. bJ en 11 subintcrvalos. cada uno de 
ancho ilx. Entonces, como se muestra en la figura 
3.3. el dibujo de un rtctángulo rtpresentativo de 
ancho .6..r y alto /(.r,) - g(x¡). donde .r, se encuenlrn. 
en el i-ésimo subintervalo. El área de este rectán­
gulo represen1ativo es 

<IA, - (alto)(onclto) - [f(x,) - g(x;)] <lx. 

/Vil 

Área de la regióa 
bajo g 

f g(X)(fr 

Rcc1ángulo n:pn:M:n1a1h·o 
Alto:/(.r,) - &(,t) 

, Aocho,4 ., g 

f 

) 
' 

Mediante la suma de las :'ireas de los II rect:'ingulos 
• • • • • • • • • • • • • • • • • •[> y tom:mdo el límite cuando ~All-tO (11 ➔oo). se 

Figura 3..l 

. 
:. •COMENTARIO Recuerde obtiene 

de la sección 1.3 que llilll es la }i!i.!, 
1

~ [/(x,) - g(x,)]A.r. 
norma de la partición. En una 
partición 110011:il. los enun­
ciados llilH-0 y 11 - oo son 
equivalentes. 

Debido a que/y g son continuas en la. bl.J- g también es continua en la. bl y existe 
el límite. Por lo que el área de l:i región es 

Área - lím Ílf(x,) - g(x,)] á x 
" .... "°,• J 

-f [f(x) - g(x)] tlx. 



Región acotada por la gráfica de/. 
lagr:ífica g.x - O y x • l. 
f'igurn J.5 

3.1 Área de una región entre dos curvas 16~ 

Área de una región entre dos curvas 

Si/y g son continuas en (a, b) y g(x) :s/(x) para toda x e n [a, bl. entonces e l área 
de la región acotada por las gráficas de/ y g y las rectas verticales x = a y x = b es 

A = f [/(x) - g(x)] dx. 

En la figura 3.1. las gráficas de/ y g se muestran por encima del cjex. Sin embargo. 
esto no es necesario. El mismo integrando [/(x) - g(x)] se puede utilizar mientras/y g 
sean continuas y g(x) s /(x) para toda x en el intervalo (a. bl. Esto se resume gráfica­
mente en la figura 3.4. Observe en la figura 3.4 que la altura de un rectángulo represen­
tativo es /(x) - g(x) independientemente de la posición relativa del eje x. 

l<"igura J.4 

Los rectángulos representativos se utilizan a lo largo de esta unidad en diversas 
aplicaciones de la integral. Un rectángulo vertical (de ancho .lx) implica la integración 
respecto ax. mientras que un rectángulo horizontal (de ancho óy) implica la integra­
ción respecto a y. 

Hf ii:'/!Hltii Encontrar el Brea de una región entre dos curvas 

Enc uentre el área de la región acotada por las gráficas de y = x2 + 2. y = -x. x = O y 
X:;:;: l. 

Solución Sea g(x) = - x y f(x) = x2 + 2. Entonces g(x) :s /(x) para toda x en 
[O, 1 J como se muestra en la figura 3.5. Por lo que el área del rectángulo representativo es 

AA = [{(,) - g(x)] Ax 

= [(x' + 2) - (-x)]Ax 

y el área de la región es 

A = f [f(x) - g(,)] dx 

= f.'[(.,'+ 2) - (- x)]d, 

=[f+~+2,J~ 
=½+ ½+2 

17 
= 6 . • 
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Región acotada por la gráfica de/ 
y la gráfica de g. 

Figurn 3 .6 

Una de las regiones delimitadas por la.~ 
gráficas de las funciones seno y coseno. 

Figurn 3 .7 

Área de la región de la intersección entre las curvas 
En el ejemplo 1. las gráficas de f(x) = x1 + 2 y g(x) = - x no se intersccan y los valores 
de a y b están dados en fom1a explícita. Un problema muy común implica el área de una 
región acotada por dos gráficas que se imerseca11. donde se deben calcular los valores 
de a y b. 

Región entre dos gráficas que se intersecan 

Encuenlrc el área de la región acotada por las gráficas de/(x) = 2 - x2 y g(x) = x 

Solución En la figura 3.6. obser"e que las gráficas de/ y g tienen dos puntos de in­
tersección. Para encontrar las coordenadas xde estos puntos. iguale/(x) y g(x) y despeje 

2- x2 = X 

-x2 - X+ 2 = Ü 

-(x + 2)(, - 1) = O 

x= -2o l 

lguak:-}l.r)yg(x). 

Escriba en fom1a ~ncr.al. 

Factor1cc 

RcsUl"]vaparal 

Por lo tanto, c, = -2 y b = l. Como g(x) s /(x) para toda x en el intervalo 1-2. 1 J. el 
rectángulo rcpresenlativo tiene una superficie de 

<IA = [f(x) - g(x)] ll.r = [(2 - x') - .r] llx 
y el área de la región es 

A= f , [(2-.r2)-x] d.r 

= [-~- ~ + 2r I2 
9 

=2 

ifjifüij■•fi Región entre dos gráficas que se intersecan 

Las curvas de seno y coseno se cruzan un número infinito de veces. delimitando regio­
nes de áreas iguales. como se muestra en la figura 3.7. Encuentre el área de una de es1as 
regiones. 

Solución Sea g(x} = cos x y f(x) = sen x. Emonces g(x) s f(x} para 1oda x en el 
intervalo correspondiente a la región sombreada en la figura 3.7. Para encontrar los dos 
puntos de intersección en este i111ervalo. iguale/(x} y g(x) y resuelva para x. 

scn.r 
-=I 
cos.r 

tan .r = 1 

X= ¡ O ~- Ü S.\" S 2-rr 

l¡;u;1lc/f..t))· g(.tl 

Di,1dacad.t ladocntr1.·cosx. 

Identidad 1rigooométric;1 

RcsUl"hap,va.t. 

Por lo tanto. c, = -rr/4 y b e::: 5-rr/4. Ya que sen x ~ cos X para toda X en el intervalo 
(7r/4. 5-rr/ 4]. el área de la región es 

f
,.,. 

A = [senx - cos x] dx .,. 
[ ]

,.,. 
= -cos x - scnx .,. 
- 2./'1. • 



i(x),,./(:<) /(x) ,,,!(:c) 

' 

f\--, - 10 ,({t) • -l'.2-+ 2l 

§ - 3,1 _ ,2-1nr] 

3.1 Área de una región entre dos cu rvas 16i 

P:u a encontrar el área de la región entre dos curvas que se intcrsccan en m:'is de 
dos pumos. en primer lugar determine iodos los puntos de imersccción. Después. com­
pruebe que la curva csl.á por enc ima de la otra en cada intervalo determinado por estos 
puntos. como se muestra en el ejemplo 4. 

lfiit'ijijr•il Curvas que se intersecan en más de dos puntos 

; • • • t> Consulre LarsonCalculus.com para una version interacriva de este tipo de ejemplo. 

Encuentre el área de l:i región emre las gr:'ificas de 

f(x) = 3x3 - x2 - IOx y g(x) = -x2 + 2r. 

Solución Comience igualando /(:e) y g(.r) y despeje ax. Esto produce los valores en 
todos los puntos de intersección de b s dos gráficas. 

lr1 - xl - IOx = -x2 + 2r 

lr1 - 12r = O 

1,(x - 2)(x + 2) = O 

x=-2. 0.2 

l¡;ualc)lx)) g{.,) 

Escriba la forma gcncml 

F óKIOl'lCC 

IJc.'>pcJC.l. 

Así. las dos gráficas se intersccan cuando x = -2. O y 2. En la figura 3.8. observe 
que g(x) :S /(x) en el intervalo 1- 2. 01. Sin embargo. las dos gráficas cambian en el ori­
gen. y f(x) s g(x) en el intervalo [O. 2]. Por lo tanto. necesita dos integrales. una para el 
intervalo [-2. 01 y 01ra para el intervalo [O. 2]. 

E" [-2.0].g(,) s/(,).y<a[0.2]. 
/(x) < g(x). 

A = [ , 1/(x) - g(<)] dx + f [g(x) - f (x)] dx 

= [
1 

(3x1 - 121'),/x + i2 
(-3x1 + l lr),/x 

- [~ - 6x']" + [-Jx' + 6.,2]' Figur.i 3.8 
4 -2 4 o 

= - (12 - 24) + (- 12 + 24) 

:· ·C> = 24 

: • • •COMENTARIO En el ejemplo 4. observe que obtiene un resultado incorrecto 
cuando integra de - 2 a 2. Dicha integración produce 

f, U(x) - g(x)] dx = f 
2 

(3x3 
- 12,) dx 

= o. 

■ 

Cuando la gráfica de una función de y es una frontera de una región. a menudo es 
conveniente utilizar rectángulos representativos l,oriza11u,/es y encontrar el :'irea me­
diante la integración respecto a y. En general. para detenninar el área entre dos curvas. 
se puede utilizar 

A = r:• [(curva superior) - (curva inferior)] dx 

cnla,anablc l" 

L
,. 

A = -[(curva derecha) - (curva i1.quierda )] dy ,, Rcc1ingulm honrnn1alc.'> 

en la , ariablc) 

donde (x1• y1) y (.,·2• y2) son puntos adyacentes de intersección de las dos curvas implica­
das o puntos en las líneas frontera especificadas. 



168 Unidad 3 Aplicaciones de ta integral 

Rectángulos representativos horizontales 

Encuentre el :trea de la región acotada por las gr:l.fic:is de .r = 3 - )2 y x = y + 1. 

Solución Considere 

g(y)=J-_,, y/(,•)= ,• + 1 

Estas dos cur\'as se in1ersecan cuando)'= -2 y_,,= l. como se muestra en 1:1 figur:i 3.9. 
Como f(y) s g(,•) en este intervalo. tiene 

óA = [g(y) - /(v)] Ay= ((3 - y 2) - (_,, + l)] Ay. 

Por tanto. el !irea es 

A= f ,((3 - ,,1) -(, + l)]d, 

=Jl (-_vl-y+2}d_v 
-l 

=[-~'3 -~+2\o]' 
3 2 · _, 

= H- ~ + 2 J - (~ - 2 - 4) 
9 

=2· 

Rectángulos horizontales (integración 
respecto a y). 

Figura 3.9 

Rectángulos vcnicales (integración 
respecto a.Y). 

f'ii,:ura 3.10 

■ 

En el ejemplo 5. obser\'e que median1c la integración respecto a y. necesita solo una 
integral. Para integrar respecto ax. necesitaría dos imegrnles porque los límites superio­
res cambian en x = 2. como se muestra en la figura 3. JO. 



3.1 Área de una región entre dos curvas 16! 

La integración como un proceso de acumulación 
En es1a sección, la fórmula de integración parn e l área en1re dos curvas se desarrolló 
mediante el uso de un rect:ingulo como e lemento represenlativo. Parn cada nueva apli­
cación en las secciones restantes de esta unidad. un elemento representativo apropiado 
será construido usando las fórmulas de precfilculo que ya conoce. En1onces. cada fónnu­
la de imegrnción será obtenida sumando o acumulando estos elementos representativos. 

Fórmula de prccálculo 
conocida - Elemento 

representativo - Nueva fónnu la 
de integración 

Por ejemplo. en esta sección se desarro lló la fónnula de l área como sigue. 

A = (alto)(ancho) - 11.A = 1/(<) - g(.,)) 11.x - A ~ f 1/(,,) - g(x)] dx 

Integrar como un proceso de acumulación 

Encuentre e l área de la región acotada por la gráfica de y = 4 - x2 y e l eje x. Describa 
la imegración como un proceso de acumulación. 

Solución El área de la región es 

A = f2 

(4 - x2)d:r:. 
- l 

Se puede pensar en la integración como una acumulación de las áreas de los rectángu­
los formados cuando el recl:ingulo representativo se desliza de :r: = -2 ax= 2. como 
se muestra en la figura 3.11 . 

A= f
1 

(4 - xl) d.r = 9 

1-' igura 3.1 1 

f
_, 5 

A • (4 - x1)d.r • -
- l 3 f' 16 

A - (4 - .r 2)d.r • 3 _, 

■ 
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Escribir una integral definida En los ejercidos 1-6. encuen­
tre la integral definida que da el án?a de la región sombreada. 

l. )'1 = x2 
- 6x 

Y? • O 

3. )'
1 

= x? - 4x + 3 

Y? = -x~ + 2r + 3 

5. Y1 • 3(x3 
- x) 

Yi.., O 

2. y, = x1 + lr + 1 

Yt • l r + 5 
) 

.\l., ... 

Encontrar una región En los ejercicios 7-12. el integrando 
de la integr:11 definida es una diferencia de dos funciones. Dibu­
je la gráfica de cada función)' sombree la n-gión ctJJII área est:í 
representada ¡wir la int~ ral. 

,. n, + ,>-il·'· 
9. f[(f-x) -f]dx 

11. r
2

[(2 - _\') - ).2],/y 

12. f(2 Jy - _,,)~, 

Piénselo En los rjercicios 13 y 14. determine qué ,·a tores 
aproximan mejor el área de la región acotada por las gráficas 
de/y g . (Haga su selección con base en 1111 trazo de la región y 
no mediante la renlización de los cálculos.) 

13. / (r) • x + l. g(x)•{r - 1)2 

(a) -2 (b) 2 (e) 10 (dJ 4 (e) 8 

14. /(.r) "" 2 - !x. g(x) "" 2 - fi 

(a) 1 (b) 6 (c) -3 (dJ 3 (e) 4 

Comparar métodos En los ejerdeios 15 y 16. encuentre el 
área de la región mediante Ju integración de (a) respecto ax. 
y (b) RSpeclo a y. (e) Compare los resultados. ¿Qué método es 
más seM.illo? En general. ¿este método ser á siempre más se M i­
llo que el o tro? ¿Por qué s i o por qué no? 

IS. x,., 4 - f 16. Y ... . r 
y= 6- x 

Encontrar el área de una región En los ejercicios 17-30. 
dibuje la región acotada por las gráficas de las ecuaciones y 
encuentre el área de la región. 

17. )' • .~ - l. )' • - x + 2, .r • 0. X • 1 

18. ) ' • -:c3 + 2. ~•• X - 3, X • - 1. X• 1 

19, /(.,) "" .\.J + 2X, g(.t) = X + 2 

20. y: -:c2 + 3:c + l . ~• : -x + 1 

21. y= .r. y=2 -x. _v= 0 
4 

22. Y = ~• Y = 0. X = l. X = 4 

23. /(x) : ,fi+3. g(x):~x+3 

24. /(r)• ~ g(x)•.r -1 

is. !M - _,,1• a(,·) - -" + 2 

26. /(,•) • y(2 - y). g(,1) • - .v 

21. IM = _,,1 + 1. atvl = o. ·" = - 1. y= 2 

2s. lb'> - ✓1 ¿"_ y -· g(v) - o. y • 3 

29. /'t) : ~ • .I' : 0 . y : 2. ~• = 10 

30. g(x) • 
2 
~ x· y • 4 . .r - O 



Encontrar el área de una región En los t'jercicios 31-36, 
(a) utilice una ht>rrmnienla de graficnci6n para l.razar la región 
acolada por las gráficas de las N:uaciones, (h) encuentre el área 
de la región de forma analílicn, y (c) use las cupacidades de 
integración de la herramienta de graficación para ,·erificar sus 
resultados. 

JI. /(.r) = .r(.r2 - 1,· + 3). g(x) = .r2 

32. y • .r' - 2 r2• y• 2r2 

33. /(x) • .rl - 4x2• g(.r) • x 1 - 4 

34. f(x) "" x4 - 9x2• g(x) = .rl - 9x 

35. /(x) = ~- g(.r) = ~xi 

36. /(x) •.rl~l. y • O. 0:S.r:S3 

Encontrar el área de una región En los ejercicios 37-42, 
dibuje la región acotuda por las gnifica.~ de las funciones y en­
cuent.re el área de la n>gión. 

37. /(x) • cosx, g(x) • 2 - cosx, Os x s 21r 

38. /(x) = sen.r. g(.r) = cos lr. -~ S .r S i 
39. /(x) • 2 sen.,·. g(x).., 1.in .,. -f s .r s f 
40. /(x) = sccT t.inT, g(r) = {Ji. - 4i, + 4. x = O 

41 . /(x) • u -••. _,,• O. O s .r s 1 

42. /(x): 2'. g(x): ¾x + 1 

Encontrar el área de una región En los ejercicios 43-U. 
(a) utilice una herramienta de grnfin,ción para lraZ.'\r ht región 
acotada por las gráficas de las ecuaciones, (h ) encuentre el área 
de la región, J (c) use las capacidades de integración de la he­
rramienta de graficación para ,·criticar sus resultados. 

43. /(x) = 2 senx + sen 2x, y = O. O :S x :S 1r 

44. /(x) = 2scnx + cos2r. y= O. O <., s 1r 

45. /(.r) • ~ f'II•. , , • 0. 1 S X S 3 

46.g(x)=
4

'.;x . _\'= O, .r=S 

Encontrar el irea de una región En los t'jercicios 47-50. 
(a) utilice una herramienta de graficnción para trazar la región 
acolada por las gráficas de las K unciones, (b) explique por qué 
es diffcil encontrar a mano el área de la región, y (c) utilice las 
eapaeidades de integración dl' la hl•rramil'nla dl' grafieación 

para aproximar l'I área a cunl ro dK imales. 

47. )'= M -y=O . .r=J 

48. y • Jxr. Y"' º· x-o. x• I 
49. y •.r1. y•4cos.r 

50. )" : .r1, y = ../J+x 
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Integrar como un proceso de acumulación En los ejerci­
cios 51-54, hallar In función de acumulaeión F . Después evalúe 
eada ,·alor dl' la ,·ariable indepcndil'nte )' mueslre gnificamente 
el área dl'terminadn por cada vnlor de F. 

51. F(x): f (½, + 1)d1 (,) F(O) (b) F(2) (e) F(6) 

S2. F(.r) • f G,2 + 2),11 (,) F(O) (b) F(4) (e) F(6) 

S3. F(a):::: cos ~,IO r . _, 2 
(>) F(-1) (b) F(O) (c) Fm 

54. F(,·) "" [' .te•f2 Jx (a) F(-1) (b) F(O) (e) F(4) _, 

Calcular el irea de una figura En los ejercicios 55-58. uti­
lice la integración para encontrar l'I área de la figura que timl' 
los ,·értices dados. 

SS. (2. - 3).(4.6).(6.1) 

56. (O. O). (6. O). (4. 3) 

57. (O. 2). (4. 2). (O. - 2). ( - 4. - 2) 

58. (O. O). (1.2). (3. -2). (1. - 3) 

59. Integración numérica Calcule la superficie del green del 
campo de golf usando (a) l.i reglo del trapecio )' (b) la regla de 
Simpson. 

60. Integración numérica Calcule la superficie del derrame 
de petróleo usando (a) l.i regl.i del lrapccio y (b) la regla de 
Simpson. 

Utilizar una recta tangente En los l'jercicios 61-64. con­
figure y calcule l:i inll'gral definida que da l'i á rea de la re­
gión acolada por la gráfica de la func.ión y la recta langenle 
a la gráfiea en el punto dado. 

61. /(¡,) = ..-'. ( l. 1) 

62.y -..-' -lr. (-1.1) 

63./(.r)=*'· (1.i) 
6" . .v- 1 +

2
4.r· G- 1) 
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DESARRDLLD DE CDNCEPTDS 

65. A rea entre curvas Las gráficas de y = 1 - x2 y_\' = 
~ - 2.r + 1 se intcrsccan en tres punlos. Sin embargo. el 
área entre las curvas se puede encontrar con una sola in­
tegrnl. Explique por qué esto es así. y escriba una integral 
para esta área. 

66. Usar simetria El área de la región acotada por las 
gráficas de )' = .r3 y y = .t 110 se puede encontrar con la 
integral simple t 1 (x3 - x) d(. Explique por qué eslo es 
así. Utilice la s imetría para escribir una sola integral que sí 
rcprc..,¡cn\e el área. 

67. Interpre tar integrales Dos autom6\•iles con veloci­
dades 111 y 112 (en metros por segundo) se prueban en una 
carretera recta. Considere lo siguiente. 

f [,,1(1) - ,•2(t)],11 = 10 

I.: [1•1(t) - 1·it)]d1 • -5 

(a) Escriba una interpretación verbal de cada integral. 

(b) ¿Es posible detcnninar la distancia enlre los dos ve-
hículos cuando 1 = 5 segundos? ¿Por qué sí o por 
qué no'? 

(c) Suponga que los dos aulomóviles comien1~1n en el 
mismo momento y lugar. ¿ Qué automóvil está por 
delante cuando t = 10 segundos'? ¿A qué distancia 
está el vehículo'? 

(d) Suponga que el vehículo I liene velocidad ,,1 y está 
por delante del vehículo 2 por 13 metros cuando 
t "" 20 segundos. ¿A qué distancia por delante o por 
detrás está el automóvil 1 cuando t = 30 segundos'? 

~ . ¿CÓMO LOVE? Unalegislaturaestataleslá 
~ debatiendo dos propuestas para la eliminación de 

los déficits presupuestarios anuaks después de 10 
años. La tasa de disminución de los déficits para cada 
propuesta se muestra en la figura. 

] D 

~ 60 
-8,o 

';::;; 40 

~1 JO 

-8'° 
_¡¡ ,o 

e 
.§_ 2 4 6 1 10 

Ai\o 

(a) ¿ Qué representa el :\rea entre las dos c urva.~? 
(b) Desde el punto de vista de minimizar el déficit estatal 

acumulado. ¿cuál es la mejor propuesta? Explique. 

Dividir una región En los ej ercicios 69 y 70. encue nt re b 
t a l que la re.da y = b d i,·ida la regió n acotada por las gráficas 
de las dos K u11ctones cn dos regiones de igua l área. 

70. y=9-l-'J. _v:c::O 

Dividir una región En los ejercicios 7 1 y 72. encuentre o tal 

q ue la r«la x = a d i,•ida la región arotnd n por las gráficas de 
las ecuaciones e n dos regiones de igual áre.a. 

71. \' ;;; .r. y = 4. X "" 0 72. \ ,2 "' 4 - X. X ""0 

limites e integrales En los ejercicios 73 y 7.a. e,·alUe el lí­
mite y trace la gráfica de la rrgión cuya área está representada 
por el límite. 

73. ~~
0
i(x1 - .í¡) a x.dondex, "'fy a x"' !, 

74. ~~
0
,t(4 - xf) 6,(. dondex; "" - 2 +~ya.,=; 

Ingresos E n los ejercicios 75 y 76, se dan dos modelos R1 y 
R1 para los ingresos (en miles de millo nes de dólares) pa ra una 
g r an corporación. Ambos modelos son estimaciones de los 
ingresos desde 2015 hasta el 2020, ron I = 15 correspondiente 
n 2015. ¿Q ué modelo proyKta el maJor ingreso? ¿Q ué modt>lo 
p royecta más ingresos lota lt>S t>n el 1>eriodo de seis años? 

15. R1 • 7.21 + 0581 

R2 = 7.21 + 0.45t 

76. R1 ""7.21 + 0 .261 + o.o2,2 

R2 • 7.21 + 0.lt + 0.0112 

77. Curva de lorenz Los economistas utili:rA1n crm·as de Lo­

re,i;: para ilustrar la distribución del ingreso en un país. Una 

curva de Lorenz. _\' = /(.f). representa la distribución del in­

greso real en el país. En este modelo. x representa porcentajes 
de familias en el país y y representa los porcentajes de los 

ingresos totales. El modelo y = x representa a un país en el que 
cada familia tiene el mismo ingreso. El área entre estos dos 
modelos. donde O :S x :S 100. indica ··la desigualdad de ingre­

sos .. de un pafs. La tabla muestra los porcentajes de ingresos y 
para los porcentajes seleccio nados de familias x en un país. 

40 50 

13.39 19.45 

)' 28.03 

(a) Utilice una herramienta de graficación para encontrar un 
modelo cuadrático para la curva de Lorenz. 

(h) Represente gráficamente los datos y grafiquc el modelo. 

(c) Represente gráficamente el modelo y = x. ¿Cómo se 
compara este modelo con el modelo del inciso (a)? 

(d) Utilice las capacidades de integración de una herramienta 
de graficación para aproximar la ··desigualdad de los in-
gresos". 

78. Utilidad El dirtt1or financiero de una empresa infonna que 
las ganancias para el ailo fiscal pasado fueron S 15.9 millones. 
El fu ncionario predice que las utilidades para los próximos 
5 años crecerán a una tasa anual continua en algún lugar entre 
3½% y 5%. Calcule la diferencia acumulada en la utilidad total 
durante los 5 años en función del rango previsto de las tasas de 
crecimiento. 



79. Diseño de edificaciones • • • • • • • • • • • 

Las secciones de concreto para un nue\'O edificio lienen 
las dimensiones (en metros) y la fomia que se muestra 
en la figura. 

superpuesta en 
el s istema de 
coordenadas 
rcclangulares. 

(b) Encuentre 
el volumen 
de concreto en 
una de las seccio­
nes mulliplicando 
el área en el inciso (a) por 2 metros. 

(c) Un metro cúbico de concreto pesa 5000 libras. En­

cucnlre el peso de la sección. 

80. Diseño mecánico La superficie de una pieza de la máqui­
na es la región entre las gráfica., de y1 = lxl y :i·! = 0.08.r? + J.: 

(\·ea la figura). 

(a) Determine k donde la parábola ts 111ngen1e a la gráfica 

dey1• 

(b) Encuentre el área de la superficie de la pieza de la má­

quina. 
81. Área Calcule el área entre la gráfica de y = sen x y el seg­

mento de recta que une los puntos (O. O) y(~ _.!.) como se 6 . ., . 
muestra en la figura. -

' 
1 

1 

6. 2 

3.1 Área de una región entre dos curvas 17~ 

82. Área Sea a > O y b > O. Demuestre que el área de la elipse 

~ + f • 1 es 1mb (,·ea la figur.i). 

¿Verdadero o falso? En los l'jen:icios 83-86. dclerminl' si el 
enunciado es ,·erdadero o falso. Si es falso, explique por qué o 
dé un ejemplo que demuestre que es íalso. 

83. Si el área de la región acotada por las gráficas de/y ges l. 
entonces el área de la región acotada por las gráficas de /J(x) = 
/(x) + C y k{x) = g(x) + C también es 1. 

84. Si 

f [f(x) - g(x)) dr • A 

entonces 

f [g(x) - /(x)] ,fr • -A. 

85. Si las gráficas de/ y g se intersccan a medio camino entre x = 
a y x = b, entonces 

f 1/(x) - g(x)] d,· = O. 

86. La recta 

divide la región bajo la curva 

/(.r) = .r(I -x) 

en ¡o. I J en dos regiones de área igual. 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 

87. La línea horizontal corta a la curva y = 2x- .lt3 en el pri­
mer cuadrante como se muestra en la figura. Encuentre e 
de manera que las áreas de las dos regiones sombreadas 
sean iguales. 

' g 
F.aos problenw Ílltf'OII pn'pano:loi; por el Commmtt on 1M J'Ullwn Pnn Comp.'• 

11111111.CTht~bthcnuocaliu,ociauonof Amcrn. Tudosbd..'ffl:hos ~ 
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3.2 Volumen: método de los discos 

Eje de revolución 

Di5CO 21 
Volumen tic un disco: -n-R2 w. 

Figurn J.IJ 

■ Encontrar e l volumen de un sólido de revolución utilizando e l m étodo de los 
discos. 

• Enco ntrar el vo lumen de un sólido de revolución utilizando e l m étodo de la 
arandela. 

■ Encontra r e l volumen de un sólido con secciones transversales conocidas. 

Método de los discos 
Ya ha aprendido que el área es solo una de las m11dws aplicaciones de la integral defi­
nida. Otra aplicación importante es encontrn.r el volumen de un sólido tridimensional. 
En esta sección se estudiad un tipo particular de sólido de tres dimensiones. uno cuyas 
secciones 1ransvcrsales son similares. Los sólidos de revolución son de uso común en 
la ingeniería y la fabricación. Algunos ejemplos son ejes. embudos. píldoras. botellas y 
pistones. como se muestra en la figura 3. 12. 

Sólidos de revolución. 
flgura J.12 

Cuando se girn una región plana alrededor de una recta. el sólido resultante es un 
sólido de rt,·olución. y la recta recibe el nombre de eje de rtvolución. El sólido mis 
sencillo es un cilindro circular recto o disco. que está formado por un rectángulo que 
gira alrededor de un eje adyacente a un lado del rectángulo. como se mueslra en la figura 
3.13. El volumen de un disco de este tipo es 

Volumen del disco ::::; (área del disco)(ancho del disco) 

::::; rrR2w 

donde Res e l rn.dio del disco y w es el ancho. 
Para ver cómo usar el volumen de un disco para encontrar el volumen de un sólido 

general de revolución. considere un sólido de revolución fonnado al girar la región plana 
en la figurn 3.14 alrededor del eje indicado. Para determinar el volumen de este sólido. 
considere un rectángulo representativo en la región plana. Cuando este rectángulo se 
hace girar alrededor del eje de revolución. se genera un disco representativo cuyo vo­
lumen es 

.iV ::::;-rrR2.ix. 

Aproximando el volumen del sólido por II de estos discos de ancho ax y radio R(x,) se 
obtiene 

Volumen del sólido - ,Í 1r[R(x,)P 6.x 

-",t, [R(x.)]' d X. 



• • •COMENTARIO En la 
figura 3. 15. observe que puede 
de1cm1inar la variable de inte­
gración mediante la colocación 
de un rec1:'lngulo representativo 
en la región plana "perpen­
dicular" al eje de revolución. 
Cuando el ancho del rectángulo 
es !lx se integra respecto a x, y 
cuando e l ancho del rectángulo 

3.2 Volumen: método de los d iscos 17! 

Mo.<todo de lo,¡ discos. 

1-' i l!Ur'.I 3.14 

Esta aproximación parece mejorar a medida que I IA Jl➔O (11➔00) . Por lo que se puede 
definir e l \'o lurnen del sólido como 

" i' Volumen del sólido= lím -rr~ [R(x,)]2 Ax= 1r [R(x)f dx. 
Jl.1-+0 .. ~ " 

Esquemáticamente. e l mé1odo de disco se parece a esto. 

fórmula de precálculo Elemento representativo 
conocida 

Volumen del disco 
V = -rrR2w 

Nueva fórmula de 
integrnci6n 

Sólido de revolución 

V - .-f [R(x)]' dx 

Una íónnula similar se puede deducir cuando el eje de revolución es vertical. 

MÉTODO DE LOS DISCOS 
Parn encontrar e l volumen de un sólido de revolución con e l método de los discos, 
utilice una de las siguientes íónnulas. (Vea la figura 3. 15.) 

Eje horizontal de revolución 

Volumen = V = 1r f." [R(x)]2 ,Jx 

Eje ,·er tical de rH olución 

i
., 

Volume n = V = -rr ,. [R(y)P,Jy 

es !ly se integra respec10 a_\', Eje horizonrnl de revolución. 

: •• • •••• • • • • • • • • • 0 (::> l-"igur::1 3.15 
Eje ,·ertical de re,·olución. 
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Figura 3.16 

Figura 3.17 

L'l aplicación más sencilla del mé1odo de los discos implica una región plan:\ :lCO­
l:lda por 13 gráfic:l de/y el ejex. Cuando el eje de revolución es el eje x. el radio R(x) 
es simplemente ft.x). 

Usar el método de los discos 

Encuentre el volumen del sólido fom1ado :ll girar la región acotada por la gráfica de 

f(x) = ./seiix 
ycl cjex(O s x :s n)cnel ejex. 

Solución Del rectángulo representativo en la gráfica superior en la figura 3.16. se 
puede ver que el radio de este sólido es 

R(,) = f(x) 

= Jsenx. 
Por lo tanto, el volumen del sólido de revolución es 

V= "f [R(x)]'dx 

= 11{\.1senx)\Lr 

= .,,.L .. senx,Jx 

= n{I + 1) 
= 2..,,.. 

Aplique el método de lo. tli'-COS 

Su.'llnuy;a ..fsrnr pan. R(.i-) 

Simplifique 

lntegn., 

Usar una recta que no es un eje coordenado 

Encuentre el volumen del sólido fonnado al girar la región acotada por la gráfica de 

/(1J=2-x2 

y g(x) :::: 1 respcclo a la recta y :::: 1. como se muestra en la figurn 3.17. 

Solución Al igualar ft.x) y g(x) puede determinar que los dos gr:íficos se intersccan 
cuando .r = ± 1. Para encontrar el radio. reste g(x) dcft.r.). 

R(x) = f(x) - g(,) 
=(2-x')-1 

= 1 -x2 

Para encontrar el volumen. integre entre - 1 y 1. 

V= "f [R(x)]' dx Aphquc el método de los t.li'ICos 

= ..,,.L L (! - .r2)2dx S11.'ltiluya 1 - .r-lpara R(.r). 

= ..,,.L
1 

{! - 2r2 + :c"),Jx Simplifique 

= ,,¡ .. -~ + ='=]' 
3 5 -1 

Integre 

■ 



Eje de Tt'mlución 

- -------l 
~ 

Sólido de n.,volu.ción 

Figura 3.18 

,j I 
Sólido de 
n.,n>luci6n 

Sólido de revolución. 
f'igura 3.20 

3.2 Volumen: método de los discos 17i 

Método de la arandela 
El método de los discos se puede extender para cubrir sólidos de revolución con aguje­
ros mediante la sustimción del disco rcpresem.:itivo con una arandela representativa. La 
amndcla está formada por un rectángulo que gim alrededor de un cje. como se muestra 
en la figura 3. 18. Sir y R son los radios interior y exterior de la amndel.:i y w es el ancho 
de la arandela. entonces el volumen es 

Volumen de la arandela = 1r(R2 - r2)w. 

Para ver cómo se puede uti lizar este concepto pam encontrar el vo lumen de un sóli­
do de revolución. considere una región delimitada por un radio exterior R(:c) y un radio 
interior r(x) como se muestra en la figura 3. 19. Si la región se hace girar alrededor de 
su eje de revolución. entonces el volumen del sólido resultante es 

Mé1odo de Ju arandd :i 

Observe que la integral que implica el radio in1erior representa el volumen del agujero y 
se rnlll de la integral que implica el radio exterior. 

" b 
Región plana 

f,'igura 3.19 

Usar el método de la arandela 

Encuentre el volumen del sólido formado al girar la región acotada por la gráfica de 

y= Jx y y= .r 

en el eje x. como se muestrn en la figura 3.20. 

Solución En la figura 3.20. puede ver que los radios exterior e interior son los si­
guicn1es. 

R(x) = fi 
r(x) = x 2 

Integrando entre O y I obtiene 

V = ,,-f ([R(x)]' - [,(x)]' )dx 

= ,,-f [(fi)' - (,')']dx 

= 1rf (:e - r),1x 

[x' x']' = 1r ---2 5 0 

3,,. 
=-¡¡¡ 

Radio exterior 

Radioimerior 

;\phqtM.: e l método de l:i :iralWC"la 

S1m11uya ✓\ pan R(.r) y r para r(t) 

Simplifique. 

lntq,;n:. 

• 
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Figura 3.22 

En cada ejemplo hasta el momento. el eje de revolución ha sido lwri:0111t1I y se ha 
integrado respecto ax. En el siguiente ejemplo. el eje de revolución es vertical y se inte­
gra respecto a y. En e.sic ejemplo. usted necesita dos integrales separadas para calcular 
el volumen. 

if jjéj#lfii Integrar respecto a y: caso de dos integrales 

Encuentre el volumen del sólido fom1ado al girar 1:1 región acotada por la gráfica de 

y=x2 + l. y=O. x=O y x= 1 

respecto al eje y. como se muestra en la figura 3.21 . 

{1.2) 

Figura 3.21 

/ 

Sólido de 

rc\·o lución 

Solución Pam la región mostrada en la figura 3.21. el mdio exterior es simplemente 
R = 1. Sin embargo. no hay una fórmula conveniente que represente el rndio interior. 
Cuando O :S y :s;: 1. r = O. pero cuando 1 :s;: y S 2. ,. está dctenninada por la ecuación 
y = x2 + l . lo cual implica que r = Jy"='I. 

Osysl 
1 :S )' s 2 

Usando esta definición del radio interno. puede utili1.ar dos imcgralcs para encontrar el 
volumen. 

V= ,{ (I' - O')dy + .-f (1 ' - (Jy=i)' ]dy 

= '"L I dy + 1rf (2 - y)dy 

= .. ¡,]: + .. ¡2" -H 
= 1T + 1r( 4 - 2 - 2 + ½) 

3,,. 
=2 

Aplique el método 
dc b.arandela 

Simplifique 

Integre 

Tenga en cuenta que la primera integral 1T J~ 1 <ly representa el volumen de un cilindro 
circular recto de radio I y altura l . Esta porción del volumen podría haber sido determi­
nada sin util i1.ar el cálculo. ■ 

t> TECNOLOGÍA Algunas uti lidades gráficas tienen la capacidad de generar (o 
• se han incorporado en un software capa1. de generar) un sólido de revolución. Si 

tiene acceso a una utilidad. utilícelo para representar gráficamente algunos de los 
sólidos de revolución descritos en esta sección. Por ejemplo. el sólido en el ejem­
plo 4 podría aparecer como el que se muestra en la figura 3.22. 



Sólido de n:~·olución 

R{.l)•~+ 

1 --✓----.1,J.-~ 

Región pl:ina 

(b) 

f,'ii,:ura 3.23 

3.2 Volumen: método de los d iscos 17! 

ifjij❖jijlffj Fabricación 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Un fabricante hace un agujero a través del centro de una esfera metálica de un radio 
de 5 pulgadas. tal como se muestra en la figura 3.23(a). El agujero tiene un radio de 
3 pulgadas. ¿Cu:'il es el volumen del anillo de metal resultante? 

Solución Puede imaginar que el anillo se genera por un segmemo del círculo cuya 
ecuación es x2 + y2 = 25. como se muestm en la figur.i 3.23(b). Debido a que el mdio 
del agujero es de 3 pulgadas. se puede hacer y =- 3 y resolver la ecuación x2 + y2 = 25 
para dctenninar que los límites de inte ración son x = ± 4. Por 1an10. los radios interior 
y exterior son r (x) = 3 y R(x) = 25 - .r, y el volumen es 

V = .. f ([R(x)J' - [,(x)J') dx 

= { , [( JIT""=x')' - (3)2] dx 

= -rrf
4 

(16 - x 2) ,lx 

= ,,.¡16x - e'::'.]' 3 _, 

= 25: TT pulgadas cúbicas. 

Sólidos con secciones transversales conocidas 
Con el método de los discos se puede encontrar el volumen de un sólido que tiene una 
sección transversal circular cuya área es A = 1tR2. Este método se puede generalizar a 
sólidos de cualquier forma, siempre y cuando conozca la fónnula para el área de una 
sección transversal arbitraria. Algunas secciones transversales comunes son cuadrados. 
rectángulos. triángulos. semicírculos y trapecios. 

VOLÚMENES DE SÓLIDOS CON SECCIONES 
TRANSVERSALES CONOCIDAS 

l . Par:1 secciones transversales de área A(x) tomada perpendicular :-.1 eje x , 

Volumen • Lh A(x) tlx. Vea la íigur.1. J.24(a) 

2. Para secciones transversales de área A(\'} tomada perpendicular al eje y. 

Volumen = Ld A(y) dy. Vea la íigurn 3.24(b) 

.t•b 

(a ) Sc.-ccioncs lran~•·cnales pt"rpendic ul~s al cj<.' .r 

Figura 3.24 

ff 

(bJ Secx·iont'stransvcnalcspt"rpendi<.'ulan:salc:jcy 
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Las secciones 1ransvcrsalcs 
son triángulos equiláteros 

Base triangularen el plano.")'. 
Figur.1 3.25 

h-y 

Figurn 3.26 

Secciones transversales triangulares 

Encuentre el volumen del sólido mostrndo en la figurn 3.25. L3 base del sólido es la 
región acornda por las rectas 

/(x)= l -f g(x)=-l+f y x=O. 

Las secciones transversales perpendiculares al eje .r son triángulos equiláteros. 

Solución La base y el área de cada sección transversal 1riangular son los siguiemes. 

Base= (1 - i)- (-1 + í) = 2 - x Largoüc la ba!>C 

, ,/3 
Area = 4(base)2 Árcadclmfoguloe<¡u1hltero 

A(.r) = ./3(2 -.r)2 Árcadcla'\Ceei6n1rani,cBal 
4 

Debido a que ;r varía de O a 2. el volumen del sólido es 

V= f A(,)Jx = f ~\2 -x)' d, = -':7[(2 ~ ,)']'.= 2f 
Aplicar a la geometria 

Demuestre que el volumen de una pirámide de base cuadrada es 

V = ½hB 

donde hes la altura de la pirámide y Bes el área de la base. 

Solución Como se muestra en la figurn 3.26. puede intcrsccar la pirámide con un pla­
no paralelo a la base y a la alturn y para formar una sección transversal cuadrada cuyos 
lados son de longitud b'. Usando triángulos semejames. puede demostrar que 

¡ = h ~ ' ' o b' = ¡(I, -y} 

donde bes la longitud de los lados de la base de la pirámide. Por lo tanto. 

A(y) = (b')2 = ~(h - y)2• 

Al integrar entre O y h se obtiene 

V= f A(y)dy 

= (' ~(h -y)'dy Jo I, 
= ~ (,. (h - y)2 dy 

/i- Jo 
= -(~)[(/• ~ ,,)'r 
= le(!<:.) 

1,2 3 

1 
= 3/iB. • 



Encontrar el volumen de un sólido En WS t>jen.-icios 1-6. 
establezca~• calcule la integral que da el volumen del sólido for­
mado ni girnr la región alredl'dor dl'I l'jex. 

l. y • - x + 1 2. y • 4 - x1 

3. y= fi 4. Y""~ 

.,, 
6. )' ;;;, 2. )' = 4 - 4 

' 

4l. 
Encontrar e l volumen de un sólido En los ejen.-icios 7-10. 
l'Stabll'zca ~· calcule la integral qul' da el rnluml'n dl'I sólido for­
nmdo ni girnr In región respt'<'IO a l eje)'· 

1. y""' X
1 
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Encontrar el volumen de un sólido En los ejen.-icios 11-14, 
encuentre los ,·ohímenes de los sólidos generados ni girnr la re­
gión acotada por las gráficas de las K uacionl?S sobre las rKtas 
dadas. 

11 . )';;;, .Ji_ .\' = 0. X= 3 

(a) e l eje x 

(e) larecta ,r • 3 

12. )' • 2 r2• )' • 0. X • 2 

(a) e l cje x 

(e) la recta.v = 8 

13. y= ., 2. )'"" 4x - xl 

(b) e l eje_\' 

(d) la recta x • 6 

(b) e l eje.'' 

(d) la recta x = 2 

(b) la recta y • 6 

14. y • 4 + 2, - .r. ·'' • 4 - x 

(a) el eje x (b) larecta y= 1 

Encontrar el volumen de un sólido En los ejl'n.-icios 15-180 

detem1ine el ,·olumen del sólido generado al girar In región aco­
lada por las gráficas de las em:1cionl?S respecto a la recta)' = 4. 

IS. ) ' = .T . . \' = 3, X= 0 16. y= }.r°'. _\' = 4. X= 0 

17. _\' • I ! ,r' _\' • 0. X • 0 .. f • J 

111. )' = SCCX. _\' = 0. 0 :Si X :S i 
Encontrar el volumen de un sólido En los ejl'n.-icios 19-22, 
determine el ,·olumen del sólido generado al girar la región 
aeotada por las gráficas de las K uaciones respecto n In rwta 
X= 5. 

19. )' = .f. _\' = 0. _\' = 4. X = 5 

20. y • 3 - x. )'• O. y•2. x • O 

2 1. X • y1• X • 4 

22. -'-!' = 3. _\' = l . _\' = 4. X= 5 

Encontrar el volumen de un s ólido En los ejercicios 23-30. 
halle el volumen del sólido generndo al girnr la región acotada 
por las gnificas de las K uacionl'S respecto al eje x . 

23. )' = ~- )' = 0. X = 0, .f = 4 

24. y • x..,/i""='7. y • O 
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1 
25. y• X· }'• O. x • l. x • 3 

' 26. y= x: r y=O. x= O. x=6 

27. }' • l'-A, _\' • 0. X• 0. _\' • 1 

28. }'• e'-14• ,,- o . . ,·- o. :c• 6 

29. y = .r + 1. -" = -.r + 2x + s. x = o. .r = J 

30. y= ./x. )' = -ir+4 . .t=O, .t=8 

Encontrar el volumen de un sólido En los ejercicios 31 y 
32. rncul'nl re l'I ,·olumrn del sólido gl'nerado al girar la regi6n 
acotada por las gráficns de las ecuacionl'.S resp«"lo a l ejl' y. 

JI. )' • 3(2 - .t), _\' • 0, X • 0 

32. )' • 9-x2. )' • 0, X • 2, X• 3 

Encontrar el volumen de un sólido En lo.s ejercicios 3J.J6, 
l'ncuenlre el rnlumen del sólido gcnuado al gir11r la región aco• 
lada por las gráficas de las ('("uadonf.'S respe-cto a l ejl" x . Veri. 
fi<1ue sus resultados usando las capacidades de integración de 
una utilidad gráfica. 

33. y =- scnx .. \' = O. x =- O. x == '1T 

34. y= cos 2r. ·''= O. x = O. x = -;I 
J5. Y C l'A- I. _\' lS 0, .f "" 1, ,f - 2 

36. y=eAfl+e-.ifl. y:: 0. x=- - 1. x:=2 

Encontrar e l volumen de un sólido En los l'jl"l'c icios 37-40, 
u tilicl' las rnpacidades dl' integración de una lll'rramil'nla de 
graficación para aproximar l'I ,·oluml'n dl'I sólido gl'ne rado a l 
girar la región acotada por las gráficas de las ecuaciones res• 
pttlo al í'je x. 

37. ,•= e-.i'. y = O. x=O . . r=2 

38. )' • In X. ) ' • 0. .l' • l. X • 3 

39. y • 2 arctan(0.lr). _,, • O. :e • O, x • 5 

40. , , = ./fx. y = .r 

Encontrar el volumen de un sólido En los l'jercicios 41.48. 
l'ncul'nln e l mluml'n generado por la rolación dl' la región dl'• 
terminada respecto a la r('("la espccificuda. 

41. R1 sobrc.r = O 

43. Ri sobre y= O 

45. R3 sobre:c = O 

4 7. Ri sobre .r • O 

42. R1 sobre .r = 1 

44. Ri sobre}' ~ 1 

46. R3 sobre .\' ... 1 

48. R1 sobre ,f • 1 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

Describir un sólido En los ejl'rcicio.s 49 )' 50. la intl'gral 
rep l"eS<'nta el , ·olumen de un sólido. Describa el sólido. 

49. 'lf L.-/l scn 2 x ,lr 50. 'lf f y4 dy 

.51. Comparar volúmenes Una región acolada por la 
parábola y = 4x - x2 y el eje x se hace girar alrededor 
del eje x. Una segunda región acotada por la par.'ibola 
_,, • 4 - x 2 y el eje x se hace girar alrededor del eje x. Sin 
integrar. ¿cómo se puede comparar los ,-olúmcncs de los 
dos sólidos'? Explique. 

52. Comparar volúmenes 
La región en la figura se gira 
alrededor de los ejes y la recia 
indicados. Ordene los volúmenes 
de los sólidos resuh:mtes de 
menor a mayor. Explique 
su ra1.onamicnto. 

(a) Ejex 
(b) Eje _,, 
(e) x= 3 

.53. Analizar enunciados Analice la validez de los si­
guicn1es enunciados. 

(a) Para un sólido fonnado median1e la rotación de la re• 
gión bajo una gr.'ifica respecto al eje x. las secciones 
trans\·ersales perpendiculares al eje x son discos circu­
lares. 

(b) Para un sólido fonnado mediante la rotación de la re• 
gión entre dos gráficas respecto al eje .f . las secciones 
transversales perpendiculares al eje .f son d iscos circu• 
lares. 

{'(;;y.., _ ¿CÓMOLOVE? Use lagr.'ifica para relacionar la 
~ integml pam el volumen con el eje de rotación. 

(,) V • •f (a' - [/(y)f)dy 

(b) V= •f (b' - [b -J(,)]')d, 

(c) V= nf [/(,r}]2dr 

(d) V• 'lff [ll - /(y)f,ly 

(i) Eje .r 

(ii) Ejey 

(iii} .t = a 

(iv) y• b 



Dividir un sólido En los ejercicios 55 )' 56, considere el sólido 
fom111do al girar la región 11colad11 por y = ./x. y = O y x = 4 
alrededor del eje x. 

55. Encuentre el valor de.r en el intervalo [O. 41 que divide al sóli~ 
do en dos partes de igual volumen. 

56. Encuentre los valores de .r en el intervalo 10. 4] que dividen al 
sólido en tres panes de igual volumen. 

57. Fabricación Un fabricante reali1.a un agujero a lravés del 
centro de una esfera metálica de radio R. El agujero 1iene un 
radio r. Encuentre el \"Olumen del anillo resullante. 

58. Fabricación Para la esfera de metal en el cjen::icio 57. sea 
R = 6. ¿ Qué \'alor de , producirá un anillo cuyo volumen es 
exactamente la mitad del volumen de la esfera? 

59. Volumen de un cono Utilice el método de los discos para 
verificar que el volumen de un cono circular recto es ½TTr2h. 
donde res el radio de la base y J, es la ahura. 

60. Volumen de una esfera U1ilice el método de los discos 
para verificar que c:I ,·olumen de una esfera es ;TT,1, donde r 
escl radio. 

61. Usar un cono Un cono de altura 1l con una base de radio r 
se corta con un plano par.ilclo y a J, unidades por encima de 
la base. donde Ji < H . Encuentre el ,·olumen del sólido (cono 
truncado) por debajo del plano. 

62. Usar una esfera Una esfera de radio, es conada por un 
plano II unidades sobre el ecuador. donde 11 < r. Encuentre el 
volumen del sólido (~gmcnto esférico) por encima del plano. 

63. Volumen del depósito de combustible Un tanque en 
el ala de un a,•ión de reacción se forma al girar la región aco­
tada por la gráfica de _,, ,. ¼x2 ./f"=--; y el eje x (O s .r s 2) 
respecto al eje .r. donde .r y _,. se miden en metros. Use un 
programa de graficación para trazar la función y encontrar el 
volumen del depósi10. 

6J. Volumen de un recipiente de vidrio Un recipiente de 
vidrio puede !leí modelado mediante la revolución de la gr.lfica 
de 

\' ~ ¡ ✓0. 1.? - 2.2~ + 10.9.r + 22.2. Os .r s 11.5 
· 2.95. 11.5 < .r s 15 

respecto al eje .r. donde .r y_\' se miden en centimetros. Use un 
programa de graficación para trazar la función y encontrar el 
volumen del recipiente. 

65. Dete rminar los volUmenes de un sólido Encuentre 
los ,·olúmenes de los sólidos (,·ea las figuras) gener.idos si la 
mitad superior de la elipse se hace girar respecto (a) al eje x 
para formar un esferoide alargado (con forma de balón de 
futbol americano). y (b) al eje _,. para fommrunesferoide acha­
tado (en fonna de la mitad de un caramelo). 

y 

·1 

-•, _, 
Figura para 6Sla) Figura para 65(bl 
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• • 66. Torre de agua • • • • • • • • • • • • • • • • • 

Un tanque en una torre 
de agua está en una 
esfera de 50 pies de 
radio. De1erminc la 
profundidad del agua 
cuando el tanque se llena 
hasta un cuarto y tres 
cuartos de su capacidad 
total. (No/a: Utilice la 
función cero o rc,f:. de un 
programa. de graficac-ión 
después de evaluar la integral 
definida.) 

67. Volumen mínimo El arco de ,. = 4 - (.t1/ 4) en el inter­
valo [O. 4] se hace girar en tomo a· la recta (vea la figura). 

(a) Dctcmtine el volumen del sólido resultante en función de b. 
(b) Ulilice un progrnma de graficaeión parn trazar la función 

en el inciso (3), y use la gráfica para aproximar el valor de b 
que minimiza el \'Olumcn del sólido. 

(e) Utilice el cálculo para hallar el valor de b que minimá.a 
el ,·olumen del sólido. y compare el resultado con la res­
puesta al inciso (b). 

Figura para 67 Figura para 68 

68. Modelar datos Se le pide a un dibujante determinar la 
cantidad de material necesario para producir una pie1.a de 
la m:lquina (ver figura). Los diámetros de la parte en puntos 
igualmcnlc espaciados se enumeran en la tabla. Las medicio­
nes se indican en cenlímetros. 

., o 

d 4.2 3.8 4.2 4.7 51 5.1 

10 

ti 5.8 5.4 4.9 4.4 4.6 

(a) Utilice estos datos con la regla. de Simpson para. aproxi­
mar el ,·olumen de la pieza. 

(b) Utilice las capacidades de regresión de una herramienta de 
graficación para encontrar un polinomio de cua.no grado 
a través de los puntos que representan el radio del sólido. 
Represente gráficamente los datos y grafique el modelo. 

(e) Utilice una herramienta de graficación para aproximar 
la integral definida que produce el volumen de la pieza. 
Compare el resultado con la respuesta a.l inciso (a). 
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69. Piénselo Rdncionc cada integral con el sólido cuyo volu­

men representa. y dé las dimensiones de cada sólido. 

(a) Cilindro circular recto (b) Elipsoide 
(c) Esfera (d ) Conocircularrecto (e) Toro 

(i) 11f (Ti} ,lx (ii) 'IT"f r1dx 

(iii) 'IT"f r(~)ld.r 

O<) { (aR)'dx 
M wf,[{• + Jr - x·)' - (R- ✓,,---=7)'],1, 

70. Teorema de Cavalieri Demuestre que si dos sólidos tienen 
alturas iguales y todas las secciones planas par.i.lelas a sus b:i­

scs y a distancias iguales de.,;de sus bases tienen áreas iguales. 
entonces los sólidos tienen el mismo volumen (vea la figura). 

Áreade R1 • áreadeR2 

7 1. Usar secciones transversales Encuentre los volúmenes 
de los sólidos cuyas bases est:ín acotadas por las gráfica~ de 
y = x + 1 y \' = x1 - I , con las secciones trans\·ersales indi­
cadas tomadas perpendiculares al eje x. 

(a) Cuadrados (b) Rectángulos de altura 1 

-1 
72. Usar secciones transversales Encuentre los \'Olúme­

nes de los sólidos cuyas bases est:ín delimitadas por el círculo 
x 1 + ,,1 - 4. con las secciones transversales ind icadas loma­
das ¡x;rpcndicul:tres al eje:c. 

(a) Cuadrados 

(c) Semicírculos 

(b) Triángulos equiláteros 

(d) Triángulos rectángulos 
isósceles 

73. Usar secciones transversales Encuentre el volumen del 
sólido de intersección (d sólido común a ambos) de los dos 
cilindros circulares rectos de radio r cuyos ejes se producen en 
ángulo recto (\'ca la figura). 

Intersección de dos cilindros Sólido de intersección 

■ PARA INFORMACIÓN ADIC IONAL Para más 
información sobre este problema. consulte el anfculo •·Estima1ing 
the Volumes of Salid Figures with Cun·ed Surfaces"". de Donald 

Cohen. en Muthe11mtics Tt'11cl1u. Para ver este articulo. visite 
MutJIArticles.com. 

74. Usar secciones transversales El sólido mostrado en la 

figura tiene secciones transversales limitadas por la gráfica de 

1xr + M" = l. donde I s j/ s 2. 

(a) Describa la sección trans\'ersal cuando a = 1 y u = 2. 
(b) Describa un procedimiento para aproximar el volumen del 

sólido. 

75. Volumen de una cuña Dos planos cortan un cilindro 
c ircular recto para formar una cuña. Un plano es perpendicular 
al eje del cilindro y el segundo forma un ángulo de 6 grados 
con el primero (vea la figura). 

(a) Calcule el volumen de la cuña si O= 45°. 
(b) Calcule el \Ulumen de la cuña para un :ingulo arbitrario 6. 

Suponiendo que el ci lindro tiene longitud suficiente, 
¿cómo detennina el cambio de \·olumcn de la cuña a me­
dida que 6 aumenta desde rf a 9f1'? 

---V 
R , 

Figura para 75 figura para 76 

76. Volumen de un toro 

(a) Demuestre que el volumen del toro mostrado en la figu­
ra está dado por la integral 8" R J; Jr· - y·~•- donde 
R <r<O. 

(b) Determine el rnlumen del toro. 
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3.3 Volumen: método de las capas 

Figura 3.27 

h()') 

-'~ ., 
p(y) { r : Región plana 

f'i¡;ura 3.28 

■ Encontrar el volumen de un sólido de revolución utilizando el método de las 
cap:;r,s. 

a Comparar los usos del m étodo de los discos y e l método de las capas. 

Método de las capas 
En est:-i sección estudi:1r:i un mé1odo :-illemativo para encontrar el volumen de un sólido 
de revolución. Este método se 11:lma método de las capas. ya que utiliza capas cilíndri­
cas. Una comparación de las ventajas de los métodos de los discos y las capas se da mis 
adelante en esta sección. 

Para empezar. considere un rectángulo representativo como se muestra en la figura 
3.27. donde w es el ancho del rcc1:ingulo. hes l!i altura del rect:'ingulo y¡, es 13 dis1ancia 
entre el eje de revolución y el centro del rectángulo. Cuando este rectángulo se hace 
girar alrededor de su eje de revolución. se fonna una capa cilíndrica (o tubo) de espesor w. 
Para encontrnr e l volumen de es1a capa. considere dos cilindros. El radio del c ilindro 
más grande corresponde al rndio exterior de la capa, y e l radio del cilindro m(1s pcque ílo 
corresponde al rndio interior de la capa. Debido a que p es el radio promedio de la capa. 
se sabe que el radio exterior es 

"' ¡, + 2 Radio ex tenor 

y que el radio interior es 

R:it.l1omlcnoc 

Por tanto, el volumen de la capa es 

Volumen de la capa = (volumen del cilindrci ~ (volumen del agujero) 

= 1r(p + I)\ - 1r(p - i}" 
= 2'1Tphw 

= 211(radio promedio)(alto)(espesor). 

Se puede utilizar esta fórmula para encontrar e l volumen de un sólido de revolución. 
Por ejemplo. en la figurn 3.28 se hace girar la región plana alrededor de una recta para 
fonnar el sólido indicado. Considere un rectángulo horizontal de ancho 6.y. A medida 
que la región plana gira alrededor de una rect:i. p:ualcla al cje..\'. el rectángulo genera una 
capa representativa cuyo ,·olumen es 

<IV ~ 2.-[p(y)h(y)] lly. 

Se puede aproximar el volumen del sólido por 11 de estas capas de espesor .ó._,,. allura 
h(v,) y radio medio p(y,). 

Volumen del sólido .. t 211[1>()';)h(y;)] 6.y = 211 it
1

[p(y;)l1(y;)] Ay 

Esta aproximación parece mejorar a medida que IIAII ➔ O (11 ➔ oo). Por lo tanto. e l 
volumen del sólido es 

Volumen del sólido= Jil~ 27rt[p(v,)h(y,)]6.y 

~ 2.-f [¡:~,,)h(y)] dv 
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MÉTODO DE LAS CAPAS 
P:ua encontrar el volumen de un sólido de revolución con el método de las capas, 
utilice una de las siguientes fónnul:is. (Vea l:i figura 3.29.) 

Eje horizontal de revolución 

Eje horizonlal de revolución 
Figura 3.2.9 

Eje vertical de revolución 

Volumen = V = 27T r p(x)h(x) tfr 

p(x) 

Eje vertical de revolución 

Usar el método de las capas para determinar 
un volumen 

Encuentre el volumen del sólido de revolución form:ido al girnr la región acotada por 
la gráfica de 

y = x- x-1 
yelejex (O:!:=,r:!:= l ) respectoaleje y. 

Solución Debido a que el eje de revolución es 
venical. utilice un rectángulo representativo ver­
tical. como se muestra en la figura 3.30. El ancho 
a.,· indic:i que x es la variable de integración. L1 
distancia desde el centro del rectángulo al eje de 
revolución es ¡,(:e) :;:;: x. y la altura del rectángulo es 

h(x) = x - x3• 

Debido a los rangos x de O a L se aplica el método Eje de 

de las capas para encontrar el volumen del sólido. rc1oloción 

p(.x) • x 

V= 211 Lb p(x)h(x) dx 

= 211f x(x -i),lx 

Figura 3.30 

= 211 f (-x4 + x 2)dx Simplifique 

[ -" ·"]' = 211 -5 + 3 u lntc¡;n, 

= 211(-i + ½) 
4rr 

15 ■ 



p()') ■ y 

Figura JJI 

Eje de re\·olución venical 

3.3 Volumen: método de las capas 18i 

ifjij{ijiji•fj Usar el método de las capas para determinar 
un volumen 

Encuentre el volumen del sólido de revolución formado al girar la región acotada por 
l:i. gráfica de 

X= e-J"1 

y el eje.,· (O s y s 1) respecto al eje x. 

Solució n Debido a que el eje de revolución es horizontal. utilice un rectángulo rcprc• 
scntativo horizontal. como se muestra en la figura 3.31. El ancho .6._v indica que _ves la 
variable de integración. La distancia desde el centro del rectángulo al eje de revolución 
es p(v) ::e: y. y la altura del rectángulo es h(y) = e-\'

1
. Debido a que _v va de O a l. e l 

,,olumen del sólido es 

V = 211' Id ,,(y)li(y) dy 

= 21r f ye_>': dy 

- -,+-,']'. 
-"(' - ~) 
- 1.986. 

Exploración 

Aplique d método de las e.apa,; 

Para ver la ventaja de utilizar el método de las capas en el ejemplo 2. resue lva la 
ecuación x = ,.-Y pam y. 

v• (I. O:s;x:s;I/~ 
. ..t='iñx. 1/e <X:S 1 

Luego. utilice esta ecuación para encontrar el volumen mediante el método de los 
discos. 

Comparación del método de los discos 
y el método de las capas 

• 

Los métodos de los discos y las capas se pueden diferenciar de la siguiente manera. Para 
el método de los discos . el rectángulo representativo es siempre perpendicular al eje de 
revoluc ión. mientras que para el método de las capas. e l rectángulo representativo está. 
siempre pamlelo al eje de revolución. como se mues1ra en la figura 3.32. 

Eje de revolución horizontal Eje de re\·olución venical Eje de revolución horiwntal 

Mé1odo de los discos: el reclángulo represenlalivo 
es perpendicular al eje de rcvoloción. 

Método de las capas: el reclángulo representmivo 
es paralelo al eje de revolución. 

Figura 3J2 
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Ejelk' 
revolución 

(a) Método dc los discos 

(1.2) 

Ejco:k 
n:voloción 

(b) Mc.'lodo de l.u capa.'l 

f'igur.a 3.33 

A veces es más cómodo usar un método que 01ro. El siguiente ejemplo ilustra un 
caso en el que el método de las capas es preferible. 

if jj❖jij(tfl Preferible el método de las capa s 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Encuentre el volumen del sólido de revolución formado al girar la región acotada por 
la grfifica de 

y=x2 + l. y= O. x=O y x= 1 

respecto al eje y. 

Solución En el ejemplo 4 de la sección 3.2. vio que el método de la arandela requie­
re dos integrales para determinar el volumen de este sólido. Vea la figura 3.33(a). 

V- rr f (I'- O') dy + rr J.'[1' - (J,=t)']<iy 

= '1T Ll I dy + "Ir r (2 _ y)dy 

-+l + rr[2,,-1J'. 
= "Ir + 11( 4 - 2 - 2 + ½) 

h 
- 2 

Aplique el mc'tododc la arandela. 

Sm1phfiquc. 

Integre 

En la figura 3.33(b) se puede ver que el método de las capas requiere solo una in1egral 
para encontrar el volumen. 

V= 2"1r f p(x)h(x) d.x 

= 2-rr L1 

x(x? + l),Lr 

[,, x']' = 2"1r ¡- + 2 o 

Aplique el método de las capas 

Integre. 

• 
Considere el sólido formado mediante la revolución de la región en el ejemplo 3 

respecto a la línea vertical x = 1. ¿El sólido de revolución resultante liene un volumen 
mayor o menor que el sólido en el ejemplo 31 Sin integrar, se puede razonar que el só­
lido resultante tendría un volumen menor porque "más .. de la región girada es1arfa mis 
cerca del eje de revolución. Para confinnar esto. intente resolver la integral 

V= 2-rr f (1 - x)(x2 + l)tlr 

que da el volumen del sólido . 

p(.,) a 1 -x 

• PARA INJ-'O RMACIÓN AUICIONAL P:l.ra obtener mis infom1ación sobre los mélodos de 
disco y de las capas. consulte el artículo '1be Disk and Shcll Method". por Charles A. Cable. en 
Tire Americmr Mllthemlltical Mm,tMy. P:l.ra \ 'Cr eslc artículo. visite Mu1Ju\r1ides.com. 
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Figura 3.34 

Figura 336 

Eje de 
n::,'Oludón 

3.3 Volumen: método de las capas 18t 

lflit'1ld•ii Volumen de un flotador 

Un flotador debe ser hecho en la forma mostrnda en la figurn 3.34. El flotador est:i. disc. 
ñado al rotar la gráfica de 

y= J - ~- - 4 :S X :S 4 

alrededor del eje x. donde x y y se miden en pies. Encuentre el volumen del flotador. 

Solució n Consulte la figura 3.35 y utilice el método de los discos como se muestra. 

V = 1r f ~ ( 1 - ~)2 ,fr Apliqu,c c:I método de: '°" diY:m 

= 1r f
4 
(i -f + i~:)d~ Simplifique: 

[ ..... -" ]' = 1T X - 24 + 1280 _
4 

lmc:gn::. 

64~ 
~15 
- 13.4 pies cúbicos • 

Para utilizar el método de las capas en el ejemplo 4. tendría que resolver en los 
términos de la ecuación 

y= 1 - ~ 
y luego evaluar una integral que requiere una sustitución de 11. 

A veces es muy difícil (o incluso imposible) de resolver. En estos casos. debe utili• 
zar un rcct:i.ngulo vertical (de ancho d.r). así x es la variable de integración. L'l posición 
(horizontal o venical) del eje de revolución determina entonces el método a utilizar. Es10 

se muestra en el ejemplo 5. 

Necesidad del m étodo de las capas 

Encuentre el volumen del sólido formado al girar la región acotada por las gráficas de 
y = .r3 + x + 1. y = 1 y x = 1 respecto a la recta x : 2 como se mueslJ':J. en la figura 3.36. 

Solució n En la ecuación y = .r3 + x + l. no puede resolver íácilmente para x en 
términos de y. Por lo tanto, la variable de integrnción debe ser x. y debe elegir un rcc1:i.n• 
gulo representativo vertical. Debido a que el rectángulo es paralelo al eje de revolución. 
utilice el método de las capas. 

V= 2'1TE' p(x)h(x)tfr 

= 2'1T f (2 - x)(.i + .,· + 1 _ ,) dx 

= 2'1Tf (-x4 + 2r3 -x2 + 2~),fr 

= 21r[-f + f- f + ,ri]: 
= 21T(-i + ½-½ + ,) 

2•~ 
=15 

Aplique el método de: la.~ c:ap;is 

S implifique: 

• 
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3. 3 E i e re i e ios ~:~se::.~::~~a~at compara un lutonal de ayuda y soluc,ones traba¡adas de los e1ercmos con 

Encontrar el volumen de un sólido En los ejercicios 1-14. 
utilice el método de las l"apas para l"onfigurnr ~• calcularla in­
tc>gral que da l'I ,·olumen del s61ido genc>rndo al girar la regi6n 
plana respecto al ej e y. 

l. y : X y== 1 -.r 

3. )':: ../x 

5. y• ¡.r. y •O . . r •4 6. y •ir'. y •D . . r • 3 

1. y =x1
, y= 4x - .r1 8. y =9-.r, )' =O 

9. y= 4x - x2. x = D. y= 4 

IO. y • .r'll. y • 8. x • 0 

11. y • ~- y • O . . r • 4 

12. Y - -.r + 1. Y - o 

13. y == }i; e-x'/2 , y = O, X = O, X == 1 

{
~ .. r>O 

14. y • .r . -" • O. .r • O, x • '"' 
J. .r = O 

Encontrar el volumen de un sólido En los ejt>rcicios 15-22, 
utilice el método de las capas para configurar y calcular la in­
tegnal que dn el ,·olumen del sólido gennndo al girar In región 
plana respecto al ejex. 

15. y= .r 16. )'"" 1 - X 

1 
17. y,.,:; 18. X+ y 2 "" 16 

19. )' • .t3. X • 0. y • 8 20. )' • 4.r . . f • 0 , _Y • 4 

21. x+y=4. y=x. y= O 

22. )' = ~. )'=X, )' = 0 

Encontrar el volumen d e un sólido En los ej erdcios 23-26. 
utilice el método de las cupns parn encontrar el ,·olumen del 
sólido generado :al girar In región plana sobre la recta dada. 

23. y • 2r - .rl. )' • O. rcspcclo a la recta x • 4 

24. y • ./X. y - O. x • 4, respecto a la recia .r • 1 

25. )' = x!, )' = 4x - .r 2. respecto a la recla .r = 4 

26. y • j'.t3. _\' • 6.r - .r, respec to a la recta x • 3 

Elegir un m étodo En los ejerricios 27 y 28, debe decidir s i 
es más cor\\'enimte utilizar el método de los d tsl"os o t'I método 
de las capas para enm ntrnr t'I ,·olumen del sólido dt' rl'l·oludón. 
Explil1ue su razonmniento. (No calcule el ,·olumen.) 

27. (y - 2)2 = 4 - X 

_, _, 

28. y=4 - e• 

Elegir un método En los ej ercicto.s 29-32, ulilil"e el método 
de los discos o el mélodo de )115 capas parn encontrar los ,·olú­
menes de los sólidos gcnt'rndos ni girar la región acotada por las 
gráficas de las el"Uaciones respt'l"IO a las rel"tas dadas. 

29. )' • .t3, )' • 0. X• 2 

(a) el eje .r (b) e l eje y (c) la recta x • 4 

30. y=~. )'""O. x= l. x=5 

(a) el ejex (b) e l eje y (e) la recta y : IO 



31. xi/!+ yl f! = a•r-.x =o.y= o 
(a) elcjcx (b) cl cjcy (e) la rccta.i:=t1 

32 . .i;2/J + _\.:i./J • al/ J, " > O (hipocicloide) 

(a) el eje .r (b) el eje)' 

Encontrar el volumen de un sólido En los ejercicios 33-36, 
(n) ulilice una he rrnmienla dl' grafic-ación parn trazar la 
región plana ncotadu por l:lS g rá ficas d l' las K uacionl's, )' 

(b) use las ca pacidades de integración de la herramienta de 
graficnción para aproximar el i·o lumen del sólido generado ni 
girar la re-gió n alrededor del eje y. 

.B . . r•/J + y•/J = 1. x = O. y = O. primer cuadrante 

34. y • ~. _,•• O .. r • O 

35. )' • ~(.i; - 2)2(.i: - 6)•. )' • 0. X• 2 . .f • 6 

36. )' = J +
2
~I/ •' )' = 0, X= \. X= 3 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

37. Reetlingulos representativos Considere un s6lido 
que se genera al hacer g irar una región plana rc.~pcc10 al 

eje_\'. Describa la posición de un rectángulo representativo 
cuando se usa (a) el mé1odo de la.~ capas y (b) el método 

de los discos para encontrar el volumen del sólido. 

38. Describir capas cilíndricas Considere la regió n plana 
acotada por las gráficas de 

y = k. y = O, X = o y X= b 

dondck > O y b > O. ¿Cuóks son las ahum y los radios de 
los c ilindros generados cuando se gira esta región respec10 
a (a) el eje .i: y (b) el eje y? 

Comparar integrales En los ejert"icios 39 y 40. dé un 
argume nto geomélrico que explique por qué las int~ rales 
1ir11en rnlores igunles. 

39. 1"1'f (r- l),lx - 21"1' f _,{s - (\·1 + 1)1":'i• 

40. 1"I' f [16 - (2.,flil:'i' • 21"1' f x(i)d.r 

4 1. Comparar volllmenes La región en la figura se gira 
alrededor de los ejes y la recta dados. Ordene los volúme­
nes de los sólidos resultantes de menor a mayor. Explique 
su razonamiento. 

(a) Deleje x (b)Dcl ejcy (c)x=4 

42. 

3.3 Volumen: m é todo d e las capa s 191 

¿ CÓMO LO VE? Use la gráfica para responder a lo 
siguiente. 

C 2A5 

(a) Describa la figura generada por la rotaci6n del segmcn­
to AB respecto al eje y. 

(b) Describa la figura generada por la rotación del i.egmcn­
to BC respecto al eje.\'· 

{e) Suponga que la curva en la figura puede ser descri1a 
como_,, = /(x)ox = g(.,). Al girar la región acotada por 
la cuo•a, y = O y x = O respecto al eje y se genera un 
sólido. Dc1ermine las integro les para encontrar el volu­
men de este sólido utili1.ando el mélodo de los discos y 
el método de las capas. (No integre.) 

Analizar una integral [n los l'jl'rcicios 43-46, la inl¡,grnl re­
presen ta el ,·olumen d l' un sólido de re,·olución. Identifique (n) 
la rt>gión pl:ma que se gira y (b) cl eje de rernluci6n. 

43. 21"1' f f dx 

45. 21"1' r (y + 2)~":'i· 

44. 21'T" f y-/P. <ly 

46. 21'T"f (4 - x)e' dx 

47. Pieza de miquina Se genera un sólido al girar la región 
acotada por y • ½.i:2 y _,, = 2 respecto al eje y. Un agujero. 

centrado a lo largo del eje de rc\·olución. es perforado a lra\·és 

de este sólido de manera que se elimina un:1 cuana pane del 
volumen. Encuentre el diámetro del agujero. 

48. Pieza de m áquina Se genera un sólido al girar la región 

acotada por)" • ~ y y = O respecto al eje y. Un agu­

jero. cenlrado a lo largo del eje de revolución. es perforado a 

través de este sólido de manera que se elimina un 1ercio del 

volumen. Encuentre el diámetro del agujero. 

49. Volumen de un toro Un toro se fonna al girar la región 
acotada por el círculo r? + _,,i :; 1 respecto a la recta .r = 2 

(\·ea la figura). Calcule el volumen de este sólido "en forma de 

rosquilla". (S11gem1cill: La integral t 1 ~ d.r represen­

ta el .irea de un semicírculo.) 

' 

<>-r· 
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50. Volumen de un toro Repita el ejercicio 49 para un toro 
formado por el giro de la región acotada porcl círculo.\.?+~.! 
= r respecto a la recta ., = R. donde r < R 

51. Hallar el volumen de sólidos 

(a) Utilice la deri,·ación para verificar que 

f xscnx(lf • senx - .tcos .,· + c. 

(b) Utilice el resuhado del inciso (a) p.1ra encontrar el "ºlu­
men del sólido generado al girar cada región plana rt'lip«­

to al eje y. 

( i) (ii) 

52. Hallar el volumen de sólidos 

(a) Utilice la deri\'ación para verificar que 

f x cosxd.r: cosx + .r scnx + C. 

(b) Utilice el resul1ado del inciso (a) para encontrar el volu­
men del sólido gener.ido al gimr cada región plana rt'Sp«­

to al eje y. (S11gere11cit1: Comience por la aproximación de 
los punlos de intersección.) 

( i) (ii) 

53. Volume n de un segmento d e esfera Sea una esfera de 
radio r que es coitada por un plano. formando de este modo 
un segmento de altura h. Demuestre que el ,·olumcn de este 
segmento es 

~Trlr2(3r - h). 

54. Volumen de un elipsoide Considere la región plana aco­
tada por la gráfica de 

(x)' ('')' - + - : 1 
" b 

donde a > O y b > O. Demuestre que el volumen del elipsoide 
formado cuando es1a región gira respecto al eje.\' es 

jm:,1h. 
¡,Cuál es el volumen cuando se hace girar la región alrededor 
del ejex? 

55. Exploración Considere la región acotada por las gráficas de 
~•= cu". y= t111' y x : O (vea la figura). 

(a) Determine la razón R1(11) del :irea de la región al :irea del 
rectángulo circunscrilo. 

(b) Encuentre .. 1~ R1(11) y compare el resultado con el área 

del rectángulo circunscrito. 
(c) Dctennine el volumen del sólido de revolución fonnado al 

girar la región alrededor del eje. Encuentre la razón R/ 11) 
de este \·olumcn al "ºlumen del cil indro circular rcctocir-
cunscrito. 

(d) Encuentre .. 1~ R2'11) y compare el resultado con el volu­

men del cil indro circunscrito. 

(e) Utilice los resultados de los incisos (b) y (d) para ha­
cer una conjelura acerca de la forma de la gráfica de 
)' • axft (O s x s b) cuando 11-+00. 

56. Pié nselo Relacione cada integral con el sólido cuyo volu­
men representa. y proporcione las dimensiones de cada sólido. 

(a) Cono circular recto (b) Toro (e) fafera 

(d) Cilindro circular recto (e) Elipsoide 

(i) 21T f Ju d., (ii) 21T L J,x ( 1 - ~) cfr 

(iii) 2'1T f lr~ dr (iv) 2'1T f 2m -R d.r 

(v) 21T f ,(R-x)(2~)cfr 

57. Volumen d e un cobertizo de almacenamiento Un 
cobenizo de almacenamiento 1iene una base circular de d iá­
metro 80 pies. Comenzando en el centro. la altura interior se 
mide cada JO pies y se registra en la tabla (,·ea la figura). 

X 

o 

JO 

20 

JO 

40 

Altun 

so 

45 

40 

20 

o 10 20 JO JO 50 

Distancia,,; desde d ~·c11tm 

(a) Use la regla de Simpson par.i aproximar el volumen del 
cobcnizo. 

(b) Tenga en cuenta que la línea del techo se compone de dos 
segmentos de ~cla. Encuentre las ecuaciones de los seg­
mentos de recta y utilice la integrnción para encontrar el 
\'olumen del cobertizo. 



58. Modelar datos Un estanque es :iproximadamcnte circular. 
con un di:'imetro de 400 metros. Comen1~'lndo en el cenlro. l:i 
profundid:id del agua se mide cada 25 pies y se registra en 
la tabla (ver figurJ). 

' 50 

Profundidad 'La • ~ " ' ,. ' 
100 125 .. " ' l 1~ : 

Profundidad 14 
' ' ' ' ' . ' 

17' 200 ,. ,oo ,,. ,00 

Profundidad Dimmci:i desde el centro 

(a) Use la regla de Simpson para aproximar el \'olumcn de 
agua en el estanque. 

(b) Ulil ice la capacidad de regresión de una herramienta de 
g r.ificación para encontrar un modelo cuadrático para 
las profundidades registradas en la tabla. Utilice la he­
rramienta de grnficación para tr:u.ar las profundidades y 
graficar el modelo. 

(c) Utilice las capacidades de integración de una herramienta 
de grafkoción y el modelo en el inciso (b) para aproximar 
el \'o)umen de agua en el es1anque. 

(d) Use el resultado del inciso (e) para aproximar el número 
de galones de agua en el estanque. (S11gert11cit1: 1 pie cú­
bico de agua es de aproximadamente 7.48 galones.) 

59. Volümenes iguales Sean V1 y V? los \'Olúmcncs de los só­
lidos que resultan cuando la región plana acotada por ~' = 1/x. 

_,, = O, x • l y x - e (donde e> ¼)es girado :ilrcdedor del ejex 

y el eje .' '· respectivamen1e. Encuentre el nlor de e para los 

que V1 = Vr 

60. Volumen de un segmento de un paraboloide La re­

g ión acotada por_,,= ,J - .1.:i,_, , "" O y x = Ose hace girar alrede­

dor del eje~• para formar un paraboloide. Un agujero. centrado 

a lo largo del eje de rc\·olución. es perforado a lra\·és de este 

sólido. El agujero tiene un radio de k. O < k < r. Encuentre el 
volumen del anillo resull3flte (a) mediante la integración res­

pecto ax. y (b) mediante la integración respecto a y. 

61. Hallar volümenes de cuerpos sólidos Considere la 

gr:lfica de ).l = x(4 - x)? (\'Ca la figura). Encuentre los volú­

menes de los sólidos que se generan cuando el bucle de esla 
grafica se gira respecto a (a) el eje x. (b) el eje y y {e) la recta 

X= 4. 

3.3 Volumen: método de las capas 19t 

PROYECTO DETRABA~O 

Saturno 

El achatamiento de Saturno Saturno es el más achatado 
de los planetas de nuestro sis1ema solar. Su radio ecuatorial mide 
60.268 kilómetros y su radio polar mide 54.364 kilóme1ros. La fo­
tografía mejorada a color de Saturno fue tomada por el Voyager 1. 
En l:i f()(ografia. el acha1amiento de Saturno es claramente visible. 

(a) Encuentre la razón de los volúmenes de la esfera y el elipsoide 
ncha1ado mos1rados a continuación. 

(b) Si un planeta era esférico y tenía el mismo volumen que Satur­
no. ¿cuál seña su radio7 

Modelo computarizado 
de "Saturno esférico". 
cuyo radio ecuatorial es 
igual a su radio polar. La 
ecuación de la sección 
tmmwcrsal que pas:i por 
el polo es 

.rl + y1 = 60.2681. 

Modelo comput:irizado 
de "Saturno achatado". 
cuyo radio ecuatorial es 
mayor que su radio polar. 
La ecuación de la sección 
trans\'Crsal que pasa por 
el polo es 
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3.4 Longitud de arco y superficies de revolución 

CHRISTIAN HUYGENS 
(1629- 1695) 

El muemitico holandes Christian 
Huygens. quien inventó el reloj 
de péndulo. y Jame1 Gregory 
( 1638- 1675), un matematico 
escocés, hicieron contribuclon" 
tempnnu al problema de 
encontnr la longittid de una curva 
rectificable. 
Consulte LarsonCalcu/us.com 
para leer mas de esta biografla. 

·~ 
~ 
; delacurva: 
• de11ab 

Figura 3.37 

■ Encuentre la longitud de arco de una curva suave. 
■ Encuentre e l área de una supe rficie de revolución. 

Longitud de arco 
En esta sección se utilizan integrales definidas para encontrar las longitudes de arco de 
las curvas y las áreas de superficies de revolución. En cualquier caso. un arco (un seg­
mento de una curva) se aproxima por segmentos de recta cuyas longitudes vienen dadas 
por la íórmula de la distancia 

d = J(x2 - -"1)2 + (\'2 - )'1)2. 

Una curva recl ificable es aquella que tiene una longitud de arco fi nita . Verá que una 
condición suficiente para que la gráfica de una función sea rectificable entre (a.f(a)) y 
(b.f(b)) es quef' sea continua en fa. bJ. Tal función es conlinuamenlc diJerenciable 
en [ti, b] y su gráfica en e l intervalo (a .bles una curva sua\·e . 

Considere una función y = f (x} que es continuamente diícrenciable en e l intervalo 
fa. b l. Puede aproximar la gráfica de/por II segmentos de recia cuyos puntos finales son 
detenninados por la partición 

ll = X0 < x1 < x1 < · · · < x,. = b 

como se muestra en la figura 3.37. Al hacer que ax; = x, - x,_ 1 y !ly, = ,v, - y,_ 1• se 
puede aproximar la longitud del gráfico por 

s .. ~J(x, - x,_ 1)- + (v; - ,v,_ 1)
1 

= ~ J(Ax,)' + (Ay,)' 

=.~✓(Ax,)' + (*.)\Ax,)' 
= '~ J 1 + (!::)' (Ax.) 

Esta aproximación parece mejorar cuandollAJl➔O (11 ➔oo). Así. la longitud de la grá­
fica es 

s = lím ~ J1 +(~)'(Ax,). 
IAl--.0,~ d x, 

Debido a quef'(x} existe para cada ,r en (x,_ 1, x,} el teorema del valor medio garantiza la 
existencia de e; en (x,_ 1, x,) tal que 

f(x,) - f(x,_,) = /1c;)(t, - x,_ ,) 

/(x,) - /(•·, ,) f'(c;) 
.l , - Xi-1 

Av 
A.,-: = f'(c,). 

Debido a quef' es continua en [a. b) se deduce que J I + [f'(.r))l también es continua 
(y por lo tanto integrable) en fa. b) lo que implica que 

s = lím ~ Ji+1]Tc;jj' (Ax,) 
~--o,~ 

= f J 1 + [J'(,))2 d., 

dondes se denomina longitud de arco de/ entre ll y h . 

........... 



La fóm1ula para la longimd de arco de 
la gráfica (x, . .)'¡) a (.f:d':) es la misma 
que la fónnula es1ándar de la dis11mcia. 

t'igura 3.38 

3.4 Longitud de arco y superficies de revolución 19~ 

Definició n de longitud de l arco 

Sea la función y = ftx) que representa una curva suave en el intervalo /a. b]. L'l lon­
gitud de at"t"o de J entre a y b es 

s = f ✓ ! + [f'(<)]1dx. 

Del mismo modo. para una curva suave x = g(\'), la longitud de arco de g en1re e 
y tics 

s • f ✓! + [g'(y)]'dy. 

■ PARA INFORl\'IACIÓN ADIC IONAL Para ver cómo se puede utilizar la longitud de arco 
para definir las funciones trigonométricas. consulte el artículo ""Trigonometry Requin::s Calculus. 
Not Vice Versa"'. de Yves Nievcrgelt. en UMAP MOl/11/es. 

Debido a que l:i definición de longiwd del arco es aplicable a una función lineal. 
se puede comprobar que esta nueva definición concuerda con la fónnula estándar de la 
distancia para la longitud de un segmento de recta. Esto se demuestra en el ejemplo 1. 

lfMMHUIH Longitud de un s egmento de recta 

Encuentre la longitud del arco de (x1• ~,1) a (x2, y2) en fa gráfica de 

f(x) = mx + b 

como se mues1ra en la figu ra 3.38. 

Solució n Como 

se deduce que 

i
,, 

s = ✓1 + [/'(x)]' ,fr ,, 

= i'' J1 + (J, = '•)' d, 
x, Xi Xi 

Fórmula de la longitud de: arro 

Integre y Mmplifique 

que es la fónnula para la distancia entre dos pun1os en el plano. • 
C> TECNOLOGiA Las imegrales definidas que representan la longitud de arco a 
• menudo son muy difíciles de evaluar. En esta sección se presentan algunos ejemplos. 

En la siguiente unidad, con técnicas de integración m:'ís avanzadas. podrá enfren­
tar problemas m:is difíciles de longitud de arco. Mientras tanto. recuerde que siem­
pre puede u1ilizar un programa de integración numérica para aproximar una longi1ud 
de arco. Por ejemplo. utilice la función de integración numérica de una herramienta de 
graficación para aproximar longitudes de arco en los ejemplos 2 y 3. 
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~ 
Lon¡itud del arco de la gr.ifica de yen 

[l. 2J. 
Figura 3.39 

Longi1ud del arco de la gr.ifica de 
yen (0.8). 
a,•¡gUrd J.40 

Encontrar la longitud de arco 

Detennine la longitud de arco de la gráfica de 

.r' 1 ,,=-+-
. 6 2.r 

en el intcrvaloG. 2]. como se mues1ra en la figura 3.39. 

Solución Utilizando 

~ - ~ - ...!_ - .!.(\'2_ ..!...) 
dx 6 2\'2 2 · x 1 

obtiene una longitud de arco de 

s= f FWJdx 
= (,J , +[H<'-M]'d.r 
= J:

2
J ¼(x4 +2+~)dx 

= J:
2
½(.r2 + ~)dx 

1 ¡-•·' ']' - 2 3-~ l/? 

_!(.Q +~) 
2 6 24 

33 
= -¡¡¡-

Fórmula de la longJtud de ;neo 

Simplifique. 

ln1egn: 

Encontrar la longitud de arco 

Detennine la longitud de arco de la gráfica de (.v - 1)3 = x2 en el intervalo (O. 8). como 
se muestra en la figura 3.40. 

Solución Comience por resolver paraxcn ténninos de y: x = ±(y - 1)3/2. Elegir el 
valor posi1ivo de .,· produce 

d,· 3 
dy = 2(y - J)l/2. 

El intervalo lO, 81 de x corresponde al imervalo I l. 5) de y y l:l longitud de arco es 

,-r ~dy 

= f J1 + rn(y- l)'''l' dy 
= f✓Hdy 
= ½f~ J 9y - 5dy 

= _!___[(9 y - 5)~']' 
18 3/2 , 

= -f.¡(40-V' - 4'i') 

- 9.073. 

Fórmula de la longnud de arco 

Simplifique 

■ 



Longitud del arco de la gráfica de J en 

[· f] 
Figura 3.41 

Figura 3.42 

3.4 Longitud de arco y superficies de revolución 19i 

lflit'1ld•CH Encontrar la longitud de arco 

: • • • ► Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Determine la longitud de arco de la gr:'ifica de 

y= ln(cosx) 

dex = Oax = 1t/4. como se muestra en la figura 3.41. 

Solución Utilizando 

dv senx dr = -CQSX = -tan .r 

obtiene una longitud de arco de 

,-fFWJ,fr 
= f''" ~ d-,; 

= f"'"..fsci!xdx 
= 1•/<I SCC X lfx 

[ ]
.,, 

= lnlsccx+tanxl 
0 

- ln(fl + 1) - In 1 

- 0.88 1. 

Fórmula de 1a long11ud de ~ 

ldcfl.idad lngommélflCll 

Simplifique 

lntl."grc. 

Longitud de un cable 

Un cable eléctrico cuelga entre dos torres que se encuentran a 200 pies de distancia. 
como se muestra en la figura 3.42. El cable toma la fom1a de una catenaria cuya ecua~ 
ción es 

Y= 75(ex/ lSO + e-x/lSO) = 150 cosh 1~· 

Encuentre la longitud de arco del cable entre las dos torres. 

Solución Debido a que y'= ½(e.</150 - e - x/ lSO) puede escribir 

Por lo tanto. la longitud de arco del cable es 

S = f' J I + b•?2 dx Fórmuladclalonguuddcami 

_ ~¡ IOO (ex/150 + e-x/150) ,fr 
2 - 100 

= 75 [ e x/150 - ,.- x/J!KJ]IOO lntl."gl'I." . _,., 
= l 50(e2/3 - e-2/l) 

- 215 pies. ■ 
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Área de una superficie de revolución 
En las secciones 3.2 )' 3.3 se usó la integración para calcular el volumen de un sólido 
de revolución. Ahora verá un proccdimiemo para hallar el área de una superficie de 
revolución. 

Definición de la superficie de revolución 

Cuando la gráfica de una función continua se hace girar alrededor de una recta. la 
superficie resultante es una superficie de revolución. 

El área de una superficie de revolución se 
deduce de la fórmula para el área de la super­
ficie lateral de un cono circular recto truncado. 
Considere el segmento de recia en la figura de 
la derecha. donde L cs la longitud. r1 es el radio 
en el extremo izquierdo y r1 es el radio en el 
extremo derecho del segmemo de recta. Cuando 
el segmento de recta se hace girar alrededor de 
su eje de revolución. se forma un cono circular 
recto truncado. con 

,.¡~];,_ 
S = 2m-L 

donde 

Superficie latcn.l del cono 1nmc:ido 

R:adlO promcdlO del cono lnmc:ido 

(En el ejercicio 54. se le pedirá que verifique la fórmula para S.) 

Eje de 
re•·olución 

Considere una función/ que tiene derivada continua en el interv:i.lo [a. b]. La gráfica 
de /se hace girar alrededor del eje x para formar una superficie de revolución. como se 
muestra en la figura 3.43. Sea ó una partición de (a. b l con subintervalos de ancho ó.x,. 
entonces el segmento de recta de longitud 

il l , = J ilx,- + tf.~,,-

genera un cono truncado. Sea r, el radio promedio de este cono truncado. Por el teorema 
del valor medio. exis1e un punto d, (en el i-ésimo subin1ervalo) tal que 

, , = f (dJ 

El área de superficie lateral ilS, del cono truncado e.e; 

l<' igura 3.43 



E_j(-dc 
ll:\'Olución 

Figura 3.44 

3.4 Lo ngitud de arco y superficies de revolución 19! 

Por el teorema del valor medio. existe un punto e, en (.r,_ 1. x,) tal que 

f'(c.) ~ f(xJ - f(x,_,) 
.\ , - X¡_¡ 

Así. AS, = 2-rr/(d;)✓ l + [f'(c;))2 Ax,. y la superficie total se puede aproximar por 

Se puede demos1rar que el límite de la pan e derecha como IAII --t O (11 --t oo) es 

S ~ 2" f J(x) ✓ l + [f'(r)]1dx. 

De una manera similar. si la gráfica de/se hacegimr respecto al eje y. entonces Ses 

S ~ 2.-f .1·✓1 + [f'(r)]'<L,. 

En estas dos fónnulas de S. puede considerar los productos 2'1Tjf.x) y 2,rx como las cir­
cunferencias de los círculos traz3dos por un punto (x. _v) en la gráfica de/ a l girar alre­
dedor de l eje x y el eje _v (figura 3.44). En un caso. el radio es r = ftx) y en el otro caso. 
el radio es r = x. Además. ajustando r adecuadamente se puede generalizar la fórmula 
para el :'irca de superficie para cubrir c11alq11ier eje horizontal o venical de la revolución. 
como se indica en la siguiente definición. 

Definición del área de una superficie de revolución 

Sea y = ftx) que tiene una derivada continua en e l intcn1alo [a. bJ. El área S de la 
superficie de revolución formada a l girar la gráfica de/ alrededor de un eje horizontal 
o \'cnical es 

S ~ 2,, f ,(x) ✓l + [f'(r)]',L< 1rs 11nafonción dc ., 

donde r(x) es la disrnncia entre la gráfica de)' y el eje de revolución. Si x = g(y) en 
el intervalo fe, dJ. enlonces el área de la superficie es 

XC5 111U. fooción dc \" 

donde r(y) es la distancia entre ll gráfica de g y el eje de revolución. 

Las fónnulas de esta definición a \'Cces se escriben como 

S = 2-rr L" r(x)ds 

S - 2-rr id r(y)ds 

donde 

.\ r~ una fooción de .,· 

xrs una fooc1ón dc: 1 

d, ~ J ¡ + 1/'(.,)]'d, y d.,~ J ¡ + [g'(y)]' dy. 

respectivamente. 
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~ (1.1) 

FigurJ 3.45 

Área de una superficie de revolución 

Encuentre el área de la superficie foml:l.da al girar la gráfica de /(x) = x1 en el intervalo 
lO, 1 J alrededor del eje x. corno se muestra en la figura 3.45. 

Solución L1 disrnncia entre el ejex y la gráfica def cs r(x) = ftx). y como f'(x) = 3.rl. 
el área de la superficie es 

S = 2"f ,(,-)✓1+1/Wdx 
= 21Tf x1J1 + (3x2)2 ,Lr 

= * f (36 . .-1)(1 + 9.r")I/ ? cfx 

= ~¡(1 + 9:c"')
3
'

2
]' 

18 3/ 2 o 

=f.¡(10'!' - 1) 

- 3.563. 

Fdnnul:i p=tcl ircadc la1>11pcrfic1c 

S1mphflquc 

Área de una superficie de revolución 

Encuentre el área de la superficie formada al girar la gráfica dcf(x):: x2 en el intervalo 
[o. ft] alrededor del eje x, como se muestra en la siguiente figura. 

(Jí. 2¡ 

~ 
----i-· / ,,.,.: . 

Eje de rc,·oloción 

Solución En este caso, la distancia entre la gráfica de/ y el eje)' es r(x) = x. Con 
f'(x) = 2r y la fórmula para el área de una superficie, se puede dc1crminar que 

S = 2,,f ,(x)JI + [/'(x))',L, 

= 21rL.12..:✓ 1 + c2rp,1.r 

= ~ L..12 ( 1 + 4.,2) 112(8:r) dr s,mphliquc 

= !!.[<' + 4.r?)J/?] ./! 
4 3 

/
2 0 

Integre 

= ¡[(I + &)V' - 1] 

13,, 
=3 
- 13.614. ■ 
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3 . 4 E i ere i e i os ~:~:~:.~.~1.~~~:;.~om pa,a un tuloflll d, ayuda y soluc1onts traba1adas dt los 1¡erc1c1os 

Encontrar la dis tancia utiliza ndo dos métodos En los 
ejel'Cicios I y 2. delermine la dislancia entre los punlos ulilizan­
do (a) la íórmula de la dislancia y (b ) integración. 

l. (O. O), (8, 15) 2. (l. 2), (7, JO) 

Encontrar la longitud de arco En los ejucicios 3-16, en­
cuentre la longi1ud de arco de In gráfica de la función en el in­
tervalo indicado. 

_, _, 

5. y== ~x3f.! + ] 6, )' ""2x3f1 +3 

- 1 1 2 3 4 _, 

"' ,o ., 
JO 
,o 

7. y • ix2fl, [l. 8] 

9. y=fu+b- [2.5) 

8. y -f + ¡;t. [1. 3] 

10. )' = }.t2/l + 4. [ I . 27) 

11. y"" ln(scnx), [f~] 12. ) ' "" ln(cosx). [o,"i] 
13. y • !(e• + e--•). [o. 2] 

14. y • tn(~)- [In 2, In 3] 
e' - 1 

t5. x • hf+2)lf2, 0sys4 

16. X • ½JJ(y - 3), 1 S )' S 4 

Encontrar la longitud de arco En los ejercicios 17-26. (a) 
lrace la gráfica de la fonción, destacando la parle indicada por 
el inten·alo dado, (b) encuentre una integral definida que repre­
senle la longitud de al'Co de la curva en el inlervalo indicado y 
obsen ·e que la integral no puede ser e,·idundn con las t é<:nicas 
estudindas hasta el momento. y (c) use lns cnpacidades de inte­
gración de una herramienta de graficaci6n para aproximar In 
longitud de arco. 

17 . .)' = 4 - .t1. 0 S X S 2 

18. y::.r2 +.r-2, -2 S,I S 1 

1 
19. y :: ~- [ S X S 3 

20. y:: ~ • 0 S X S 1 

21 .y::scnx. Osxs1r 

22. y= cosx. 

2J. X:: e-Y, 0 :S y S 2 

24. y= ln .t. 1 S.tS5 

25. y,.. 2 arctnnx. O S x S 1 

26.x • J36-)~. 0 sys3 

Aproximar En los ejercicios 27 )' 28, determine qué ntlor se 
aproxima mejor a la longitud de al'Co representada por la in­
tegn1I. (Haga su sclecci6n a partir de un dibujo del arco. ,ro 
mediante la ttalización de los cálculos.) 

27. f J, + [¾(_, ~ ,)]'dx 
(a) 25 (b) 5 (c) 2 (d) -4 (e) 3 

28. Lr'~✓I +[f(ianx)r,/x 
(a) 3 (b) -2 (c) 4 (d) ':.f- (e) 1 

Aproximar En los ejercicios 29 y JO. nproxime la longitud di." 
al'Co de In gráfica de la runción en el inten-nlo (O. 41 de cuatro 
maneras. (a) Utilice la fórmuh, de la distancia parn encontrnr 
Ju distancia entre los puntos terminales del arco. (b ) Utilice In 
fórmula de la distancia para encontrar las longitudes de los cua­
tro segmentos de línea que conectan los puntos en el a rco 
cuando:r = O. x = l . ;r = 2. ;r = J y x = 4. Encuent re la sunm 
de lns cuatro longitudes. (c) Use In regla de Simpson con 11 = IO 
para nproximnr la integrnl obteniendo In longi1ud de art"o indi­
cada. (d) Utilice las capacidades de integración de una herra­
mienta de graficaci6n parn aproximar In integral obteniendo la 
longitud de arco indicada. 

29. /(x) • x-' JO. /(;,) - (.r - , )' 

31. Longitud de una catenaria los cables eléctricos suspen­
didos entre dos torres forman una catenaria (\'cr figura) mode­
lada por la ecuación 

y= 20cosh i). -20 s x s 20 

donde x y y se miden en me Iros. L1s torres ticocn 40 metros de 
separación. Encuentre la longitud del cable suspendido. 

' m 
-20 ·10 10 20 
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32. Área de un techo Un granero mide 100 pies de largo y 40 
pies de ancho (\'ca la figura). Una sección transversal del techo 
es la catenaria invertida y = 31 - IO{l' •¡7JJ + e-Ar.<J). Encuen­

tre el número <le pies cuadrados de techo sobre el gr.mero. 

1 • • 31 - lo{,"~+<-•"'J 

2<1 t IOOpics 

_2() 

33. Longitud del Gateway Arch El Gatcv,•ay Arch en St. 
Louis. Missouri. está modelado por 

y - 693.8597 - 68.7672 cosh 0.0100333.r. 

- 2992239 s .f s 299.2239. 

,. 
-ico.62s.1) 

Figura para 33 Figura para 34 

JJ. Astroide Encuentre la longitud total de la gráfica de la as­
troidc .r~/J + y!/ J :: 4. 

35. longitud de arco de un sector circular Encuentre la 
longimd de arco desde (O. 3) hasta (2. Js)en scn1ido horario 
a lo largo del círculo r + );: • 9. 

36. Longitud de arco de un sector circular Encuentre la 
longitud del arco desde (-3. 4) hasla (4. 3) en scnlido horario 
a lo largo del circulo .r + ).! • 25. Demuestre que el resulta­
do es un cuano de la circunferencia del círculo. 

Calcular el &rea de una superficie de revolución En los 
ejen:icto!i 37-42. oonfigure y e,·alúe la inll'gral definida para el 
área de la superficie genemda al girar L'l cun·a alrttledor del ejex. 

37. Y - }.r 38. y.,. 2./x 

39. y = f + ~. 1 :5 X :5 2 

40. y = 3:c. O s .f s 3 

4 1. y a ~- - 1 S X S 1 

42. y= JIJ=x!_ -2 :s ,f s 2 

Calcular el área de una superficie de revolución En los 
ejercicios 43-46, configure y cukule la intcgrnl definida para el 
área de l11 superficie generada al girar la curva alrededor del 
eje y. 

43. y • ;/x+z 44. y • 9- x 2 

45. y• l-f. 0 :5.r :52 46. )' • í + 3, ] S X S 5 

Cálcular el área de una superficie de revolución En los 
ejen:icios 47 y 48. utilice las capacidades de integración de una 
herramienta de gmficución para aproximar la superficie del só­
lido de re\"Olución. 

f·unción 

47. y=M:nx 

48. y• ln x 

Intervalo Eje de re\"Olución 

(0.11] Eje x 

[l. ,] Eje y 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

49. Curva rectificable Defina una curva rectificable. 

50. Precálculo y cálculo ¿Qué fónnula y elemento rcpre­
scntalÍ\'O de prccálculo se utiliza para desarrollar la fónnu­
la de integración de longitud de arco? 

51. Precálculo y cálculo ¿Qué fónnula y elemento re­
presentativo de predlculo se utili1.a para desarrollar la 
fónnula de integración para el área de una superficie de 
revolución? 

~ . ¿CÓMOLOVE? Enlafigura scmueslranlas 
~ gráficas de las funciones / 1 y/! en el intervalo (a. hl. 

La gráfica de cada función se gira alrededor del ejex. 
¿Qué superficie de re\'olución tiene la mayor área de 
superficie'? Explique. 

)77 
-P.-



53. Piénselo La figura mueslra las gráficas de las funciones 

) 'i = .r, y1= ½.r3/2, y3:aa ¼.x2 y )'~"' ¡,r12 en el intervalo [O. 4]. 

Para imprimir um1 copia ampliada de la gráfica. visite /lftlflt­
Graphs.com. 

(a) Identifique las funciones. 

(b) Ordene las funciones en fonna creciente de la longitud de 

"'º· 
(c) Verifique su respuesta en el inciso (b) mediame el uso 

de las capacidades de intcgrnción de una herramienta de 
g r.ificación p::ira aproximar cada longitud de arco con tres 
c ifras decimales. 

54. Verificar la fórmula 

(a) Dado un sector circular con un radio L y el ángulo central tJ 
(,•ea la figura). demuestre que el área del SCClorestá dada por 

s -½L2 e. 
(b) Al unir los bordes rectos del sector en el inciso (a), se 

fonna un cono circular recto (\'ca la figura) y la superficie 
lateral del cono es la misma que el área del sector. De­
muestre que el área es S = wrl. donde res el radio de la 
base del cono. (S11gerencil1: La longitud de arco del sector 
es igual a la circunferencia de la base del cono.) 

Figura para 54(al Figura para 54(b) 

(c) Use el resultado del inciso (b) para verificar que la fórmu­
la parn el área de la superficie lateral del cono truncado 
con altura inclinada L y radios r1 y 'i (vea la figura) es 
S = TT(r1 + r2 )L. (Nota: Esta fórmula se utilizó para de­
sarrollar la integral para encontrar el área superficial de 
una superficie de revolución.) 

~ 
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55. Área de la superficie lateral de un cono Un cono 

circular recto se gcncrn al girar la región acotada por _l' = Jx/4. 
y= 3 y .x = O respecto al eje _l'- Encuentre el área de la super­
ficie la1cral del cono. 

56. Área de la superficie lateral de un cono Un cono 
circular recio se genera al gimr la región acolada por _\'= /tr/r. 
)' = h y x = O respcc10 al eje ~'- Compruebe que el :irca de la 
superficie lateral del cono es S = wr~. 

57. ~::~ ~Or;:l:ds::~:ira~~c~:~: :~ !-re~ ~~c=; ;;~ 

alrededor del eje y. 

58. Usar una esfera Encuentre el área de la superficie de 
una esfera formada al girar la gráfica de y= ~ ­
O s x s a. alrededor del eje_\'. Suponga que CJ < r. 

59. Modelar datos La circunferencia C (en pulgadas) de un 
florero se mide a inten1a los de 1res pulgadas a panirde su base. 
Las mediciones se muestran en la tabla. donde\' es la distancia 
venical en pulgadas desde la base. · 

9 12 15 18 

e so 65.5 10 66 58 51 48 

(a) Ulilice los datos para aproximar el ,'Olumcn del florero 
sumando los volúmenes de los discos de aproximación. 

(b) U1ilice los datos para aproximar la superficie exterior (ex­
cluyendo la base) del florero sumando las superficies ex­
teriores de los conos truncados circulares rectos de apro­
ximación. 

(c) Utilice las capacidades de regresión de una hcmimienla 
de graficación para encontrar un modelo cúbico para los 
puntos\\'. r). donde r = C/(2.n:). Utilice la herramienta de 
grnficac1ón para trazar los ponlos y graficar el modelo. 

(d) Utilice el modelo en el inciso (c) y las capacidades de inte­
gración de una herramienta de graficación para aproximar 
el ,·olumcn y el :in:a de la superficie exterior del florero. 
Compare los resultados con sus respuestas e n los incisos 
(a)y(b). 

~ 60. Modelar datos En la figura se muestra una propiedad de­
limi1ada por dos caminos perpendiculares y una corriente. Las 
d istancias se miden en pies. 

(a) U1ilice las capacidades de regresión de una herramienta de 
grnficación para adaptarse a un polinomio de cuano grado 
en la trayec1oria de la corriente. 

(b) Utilice el modelo en el inciso(a) p::ira aproximar el área de 
la propiedad en acres. 

(e) Ulilicc las capacidades de integración de una hcrramicn1a 
de graficación p::ira hallar la longitud de la corriente que 
limita la propiedad. 
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6 1. Volumen y área superficial Sea R l:i región acotada por 
y "" 1/x. el eje .,. x = 1 y.,= h. donde b > 1. Sea Del sólido 
fomrndo cuando R se hace girar alrededor del eje x. 

(a) Calcule el ,·olumen V de D 

(b) Escriba la superficie S como una integral. 
(e) Demuestre que V se acerca a un lími1e fini10 cuando b ➔ oo. 

(d) Demuestre que S ➔ oo cuando b ➔ oc. 

~ 62. Piénselo Considere la ecuación~ + ~ : 1. 

(a) Use un programa de graficación para trozar la ecuación. 

(b) fa1able1.ca la integral definida para encontrar el primer 
cuadrante de longitud de arco de la gráfica en el inciso (a). 

(c) Compare el intervalo de integración en el inciso (b) y 
el dominio del integrando. ¿Es posible calcular _la inte­
gral definida? ¿Es posible utilizar la regla de S1mpson 
par:1 evaluar la integral definida? Explique. (Aprenderá 
cómo evaluar este tipo de integral en la sección 3.8.) 

Aproximar la longitud de arco o superficie En los l'jer­
cicios 63-66. configure la inte-gnl definida para e-nrontr.•r In 
longitud de un-o o supc r6cic indicnda. Lue-go utilice lns capa­
cidades de inlegrnción de una herramienta de graficación para 
aproximar el ñrea de longilud de arco o la superficie. (Aprende­
rá cómo e,·aluar esle lipo d" integral l'II la sección 3.8.) 

63. Distancia de persecución Un objeto huyendo sale del 
origen y se mueve hacia arriba sobre el eje)' (,•ea la figura). Al 
mismo tiempo. un perseguidor deja el punto ( 1. O) y siempre 
se mue\·e hacia el objeto que huye. La ,·elocidad del persegui­
dor es el doble de la del objeto que escapa. La ecuación de la 
trayectoria est:í modelada por 

)' • ~(.rlfl _ )_r• /2 + 2). 

¿!fasta dónde se desplazó el objeto que huía cuando es atrapa­
do7 Demuestre que el perseguidor se ha desplazado dos \'eces 
m:i_~lejos. 

Figura para 63 Figura para 64 

64. Diseflar un foco Un foco omamental ha sido diseñado 
medianle la revolución de la gráfica de 

respecto al eje.,·. donde x y y se miden en pies (vea la figura). 
Encuentre el :írta de la superficie del foco y utilice el resuhado 
par.i aproximar la cantidad de 1•idrio necesaria para fabricar el 
foco. (Suponga que el vidrio tiene 0.015 pulgadas de espesor.) 

65. Astroide Encuentre el área de la superficie fonnada por 
la porción que gira en el primer cuadrante de la gr:Uica de 
x2/J + ) .21.1 = 4. O :S y s 8. alrededor del eje y. 

Figura para 65 Figura para 66 

66. Usar un ñzo Considere la gráfica de 

),z - Tix(4 - x)! 

mostrada en la figura. Encuentre el :irea de la superficie que se 
forma cuando el rizo de esta gráfica se gira en tomo al ejex. 

67. Puente colgante Un cable para un puente colgante tiene 
la forma de una par:ibola con la ecuación)'= k.r2. Sea I, la al­
tura del cable desde su punto más bajo hasta su punto más alto 
y sea 2w la longitud 101al del puente (\"ca la figura). Demuestre 
que la longitud del cable C est:í dada por 

C -= 2 r· ~ dr. 

' 

pr,.J_AlÚ 
68. Puente colgante El puente Humbcr. que se encuentra en 

el Reino Unido e inaugurado en 198 1. cuenta con un claro 
principal de unos 1400 metros. Cada una de sus torres tiene 
una altura de unos 155 metros. Util ice estas dimensiones. la 
integral en el ejercicio 67 y las capacidades de integración de 
una herramienta de grafic.ación par.l aproximar la longitud de un 
cable parabólico a lo largo del claro principal. 

69. Longitud de arco y tirea Sea C la curva dada por 
/(x) = cosh x para O :S x :S 1. donde t > O. Dcmueslre que la 
longitud de arco de Ces igual a la zona delimitada por C y el 
eje x. Identifique otra curva en el inter'\'alo O :s: .r :s: / con esta 
propiedad. 

DESAFIDS DEL EXAMEN PUTNAM 

70. Encuentre la longitud de: la curva y1 = -~ desde el origen 
hasta el punto donde la tangente forma un ángulo de 45" 
con el eje x. 

E-prollMnll fwo prop11 ... po, et e-onlhl p....,.., rn,. e:....,.-.. 
Cl ll,oM.odiemo1teolAaoc:-ol""-o. Toilooln ""',ho' "'"..,ac1n, 



3.5 Trabajo 

~ 
lb 

¡ 
4p= 

:;¿·1~Y1 l 
El trabajo realizado en el levnntamiento 
de un objeto de 50 libras 4 pies es de 
200 pie-libra.~. 
Figura 3.46 

3.5 Trabajo 20!, 

■ Encontrar el trabajo realiudo por una fuerza constante. 
• Encontra r e l trabajo realiudo por una fuerza variable. 

Trabajo realizado por una fuerza constante 
El concepto de 1rabajo es imponantc para los científicos e ingenieros para delcnninar la 
energía necesaria para llevar :i cabo diversas tare:is. Por ejemplo. es útil s:iber 13 cantidad 
de lrab:ijo hecho cu:indo una grúa levanla una viga de acero, cuando se comprime un 
resane. cuando un cohete es propulsado en el aire. o cuando un camión jala una carga a 
lo largo de una c:irrclcra. 

En general. el trabajo es realizado por una fuc17.a cuando se mueve un obje10. Si la 
fuerza aplicada al objeto es co11sta111e. entonces la definición de trabajo es la siguiente. 

Definición de trabajo realizado por una fue rza constante 

Si un objeto se mueve un:1 distancia Den la dirección de una fuer,.a constante aplica­
da F entonces el t rabajo \V realiz:ido por la fuerza se define como \V : FD. 

Hay cuatro tipos fundamentales de fuerzas: gravitacional. electromagnética, nu­
clear fuerte y nuclear débil. Se puede pensaren una fuerza como un e111¡mj611 o unja/611; 
una fuerza cambia el estado de reposo o estado de movimiento de un cuerpo. Para las 
fuerzas gravitacionales de la Tierra, es común el uso de unidades de medición corres­
pondientes al peso de un obje10. 

Levantar un objeto 

Determine el trabajo realizado al lcvamar un objeto de 50 libras a 4 pies. 

Solución L3 magnitud de 1:1 fucri:a requerida es el peso del objeto. como se muestra 
en la figura 3.46. Así. el trabajo realizado al levantar el objeto 4 pies es 

\V= FD 

- 50(4) 

= 200 pie-libras. 

Tr:ib,;ajo e (fuer.t;a)(distanc1:1.) 

Fucr.ca • .SO hbr.l!I, d1staoc1a -1 p11:!ó 

■ 

En el sistema de medición de Estados Unidos. el trabajo se expresa normalmente en 
pie-libras (ft-lb). pulgadas-libra. o pies-tonelada. En el Sistema lmernacional de Unidades 
(SI). la unidad básica de la fuerza es el newton. la fuerza que se requiere para prcxlucir 
una aceleración de 1 metro por segundo cuadrado sobre una masa de I ki logramo. En 
este sistema. el trabajo se expresa típicamente en newton-metros. también llamados 
joules. En otro sistema. el sistema centímetro-gramo-segundo (CGS). la unidad b!i.sica 
de la fuerza es la dina. la fucrt:3 requerida para producir una aceleración de 1 centímetro 
por segundo cuadrado sobre una masa de 1 gramo. En este sistema. el trabajo se ex­
presa típicamente en dinas-centímetros (ergs) o newton-metros (joules). 

Exploración 
¿C11á1110 trabajo? En el ejemplo l . se necesitan 200 pie-libras de trabajo para 
levantar el objeto de 50 libras a 4 pies venicalmente del suelo. Después de levantar 
el obje10. se camina una distancia horizontal de 4 pies. ¿,Requeriría esto 200 
pie-libr:is adicionales de tr:ibajo? Explique su razonamiento. 
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EMILIE DE BRETEUIL 
(1706- 17◄9) 

Un trabajo impornnte hecho 
por BreteuU fue la traducción de 
" Philosophiae Natural!, Principia 
Mathematica" de Newton al 
france,. Su traducción y comentario 
contribuyeron en gran medida a la 
ilcepa.ci6n de la ciencia newt.ooiana 
en Europa. 
Consulte LarsonCalcu/us.com 
para leer más de esta biografia. 

Trabajo realizado por una fuerza variable 
En el ejemplo 1. l:1 íuerz:1 implic:1d:1 era cot1Jtanre. Cu:1ndo se :1plica una íuerz:11•ariable 
a un objeto. se necesita del cálculo para determinar el trabajo realizado. pues la cantidad 
de fuerza cambia a medida que el objeto cambia de posición. Por ejemplo. la fuerza 
requerida para comprimir e l resorte aumenta conforme el resorte se comprime. 

Considere un objeto que se mueve a lo largo de una recta desde .r = a h:ista x = b 
por un:1 íuerz:1 F(x) que varía continu:1men1e. Sea!.\. una partición que divide el intervalo 
fa. bl en II subinterv:i\os determinados por 

y sea A.x; = .t; - X;_ 1• Para cad:i i, elij:i e, lal que 

Por lo l:lnto. en e, la fuer7.a es F(c,). Debido a que Fes continua. se puede :iproximar e l 
trnbajo rc:i.liw.do al mover el objeto a través del i-ésimo subintervalo por el incremento 

A\V1 = F(c1) .Ax1 

como se muestra en la figura 3.47. Por lo 1amo. 

el trabajo tol:ll realizado a medid:i que el objeto 
se mueve de t1 abes aproximado por 

w - iAw, 
= ~F(c1) A.r1. 

Esta aproximación parece mcjor:ir cuando 
~A ~➔O (11➔00).Así. el trabajo realizado es 

IV= lím Í F(c;)~; 
· ~-o-0; - 1 

= Lb F(x) di·. 

F{.1) 

_________, ._, 
La ca111idad de fuerza cambia a medida 
que un objeto cambia de posición (Ax). 
t-igurn 3.47 

Definición de trabajo realizado por una fuerza variable 

Si un objeto se mueve a lo largo de una recta por una fuerLa F{x) que varía conti­
nuamente, en1onces el trabajo \V realizado por la fueri.a a medida que el objeto se 
mueve de 

x = t1 hasta.r = b 

est::í dado por 

IV= lím Í .ó.\V1 w--o l • L 

= f F(.t),L<. 

Los ejemplos que restan en esta sección usan algunas leyes ífsicas conocidas. Los 
descubrimientos de muchas de estas leyes se produjeron durante el mismo periodo en 
que se estaba desarrollando e l cálculo. De hecho. durante los siglos XVII y XVIII. hubo 
poca diíerencia entre los fisicos y matem3ticos. Uno de és1os fue l:i. fisica ma1em3tica 
Emilie de Brctcuil. Ella fue clave en la síntesis del trabajo de muchos otros científicos. 
incluyendo a Newton. Leibniz. Huygens. Kcplcr y Dcscanes. Su texto de fisica J,willl• 
1itms íuc ampliamc111e utilizado por muchos años. 
,_....., 



Longitud na1ur-.a.l: F(O) • O: 

~ s 

Compnnudo J pul11adas: F(J) = 750 

~_,.,,..A./A/A/A/A/J.Jl.JM,/k. - , 
o~ 

Comprimidoxpulgadas: F(.f) • 2Sfü 

1-'i¡;urn 3.48 

3.5 Trabajo 20i 

L:i.s tres leyes de la física mencionadas a continuación fueron desanulladas por 
Roben Hooke (1635- 1703). Isaac Newton (1642- 1727) y Charles de Coulomb 
(1736- 1806). 

l. Ley de Hookc: La fuerza F requerida para comprimir o estirar un resane (dentro de 
sus límites elásticos) es proporcion:il :i la distanci:i d que e l resone se comprime o 
se estira desde su longitud original. Es decir. 

F= kd 

donde la constante de proporcionalidad k (l:i constante del resane) depende de la 
n:ituraleza cspccífic:i del resorte. 

2. Ley de Newton de la gravitación unh·crsal: L:i fuer1.,.1 F de atracción entre dos 
panícul:is de masas m1 y 1112 es proporcional al producto de las masas e inversamen­
te proporcional al cuadrado de la distancia ,J entre las dos partícub.s. Es decir. 

F = Gm:;12_ 

Debido :i que 1111 y 1112 están en kilogramos y den metros. F estar.'i en newtons para 
un valor de G ::; 6.67 X 10- 11 metros cúbicos por kilogramo-segundo al cuadrado. 
donde G es l:i constante gravilacion:il. 

3. Ley de Coulomb: La fuerza F entre dos cargas q1 y q2 en e l vacío es proporcional 
al producto de las cargas e inversamente proporcional al cuadrado de la distanci:i d 
entre las dos cargas. Es decir. 

Cuando q1 y 'h están dadas en unidades electrostáticas y den centímetros. F estará 
en dinas par:i un "alor de k ::; 1. 

Hfifflfijijlffj Compresión de un resorte 

• • • • t> Consulte LarsonCalcu/us.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Una fuer.ta de 750 libras comprime un resane 3 pulgadas desde su longitud n:itural 
de 15 pulgadas. Calcule el trabajo realizado en la compresión adicional del resorte de 
3 pulgadas. 

Solución Por la ley de Hooke. la fucrla F(x) requerida para comprimir las unidades 
de resorte de x (de su longitud natural) es F{x) ::; kx. Debido a que F(3) ::; 750. se de­
duce que 

F(3) = (k)(3) 750 = 3k 250 = k. 

Por lo tanto. F(x) ::; 250.x. como se muestra en la figura 3.48. Para encontrar e l incre­
mento de trabajo. suponga que la fuerza requerida para comprimir el resorte sobre un 
pequeño incremento ~x es casi constan1e. Así. el incremento del trabajo e.<; 

d W = (fuena)(incrcmento de la distancia) = (2S0x) d x. 

Debido a que el resorte se comprime desde x = 3 hasta x = 6 pulgad:is menos que su 
longitud natural. el tr:.1bajo requerido es 

W = f F(x) tb: = i6 

250xdx = 125x2I = 4500 - 1125 = 3375 pulg.-libras. 

Observe que 110 se integra desde ;e ::; O hasta x ::; 6. ya que se le pidió determinar el tra­
bajo realizado en 13 compresión adicio11al del resorte 3 pulgadas (sin incluir las primeras 
3 pulgadas). ■ 
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En 2011, China puso en marcha 
un módulo espacial de 8.5 tone­
ladas. El módulo se utiliza para 
realizar pruebas a medida que 
China se prepara para construir 
una estación espacial entre 2020 
y 2022. 

if jj{ijP■•fH Colocar un módulo espacial en órbita 

Un módulo espacial pesa 15 toneladas métricas en la 
superficie de la lierrn. ¿ Cuánto trabajo se re3]iza al 
propuls.'lf el módulo a una altura de 800 millas sobre 
la Tierra. como se muestra en la figura 3.49? (Utilice 
4000 millas como el radio de la lierrn. No considere e l 
efecto de la resistencia del aire o el peso del propulsor.) 

Solución Debido a que e l peso de un cuerpo es 
inversamente proporcional al cuadrndo de su dis1:rn­
cia al centro de la Tierra. la fuer.la F(:c) ejercida por 
la gravedad es 

F(x)-~ 

donde Ces la constante de proporcionalidad. Debido 

~~-~~u) 

.. , 
Figura 3A9 

800 

1 1 1 -< 
'800 

a que el módulo pesa 15 toneladas métricas en la superficie de la Tierra y el radio de la 
Tierra es de aproximadamente 4000 millas . se tiene 

e 
15 - (4000)' - 240,000,000 - C. 

Así. e l incremento del trnbajo es 

6.\V = (fucr1.a)(incrcmen10 de la distancia) = 240
~·

000 
6.x . 

Por último. debido a que e l módulo es lanzado desde x = 4000 ax = 4800 millas. e l 
trabajo total realizado es 

\V = f' F(x) ,L-r 

L
,.,. 240,000,000 

- --, -d., 
4000 x· 

= -240.000.000]""" 

X """' 

- - 50,000 + 60,000 

= J0.000 toneladas-millas 

- 1.164 x I0 11 pies-libras 

Fórmulaparacllrab.lJO 

11111:¡;n:. 

En las unidades del SI. usando un factor de conversión de I pie-libra "' 1.35582 joules. 
el trabajo rcaliz.,do es 

\V - 1.578 x 10 11 joules. ■ 
Las soluciones a los ejemplos 2 y 3 se ajustan 3 nucslro desarrollo de l lrabajo como 

la suma de los incremcn1os en 13 forma 

ó. W = {fucrLa)(incrcmento de la distancia) = (f)( •. \x). 

Otra manera de formular el incremento de trabajo es 

6. W = (incremenlo de la fucrLaXdistancia) = (..iFXx). 

Esta segunda interpret3ción de d \V es útil en problemas que involucran el movimiento 
de suslancias no rígidas como fluidos y cadenas. 



3.5 Trabajo 20!. 

lflit'1ld•CH Vaciado de un tanque de combustible 

Un tanque esférico de 8 pies de radio es1á medio IJe. 
no de aceite que pesa 50 libr.is por pie cúbico. En• 
cuentrc el tmbajo necesario pam bombear el aceite a 
tr:l\'és de un agujero en la pane superior del tanque. 

Solución Considere que el aceite se puede 
sutxiividir en discos de espesor t.\.y y radio.r como 
se muestra en la figura 3.50. Debido a que el in­
cremento de la fuerza de cada disco está dado por 
su peso. tiene 

llF = peso 

(
50 libras ) 

= pie cúbico (volumen) 

= 50( ,u? Ay} libras 

Para un círculo de r:tdio 8 y centro en (0. 8). tiene 

x' + (y - 8)' - 8' 
x2 = 16y- y 2 

y puede escribir el incremento de fuer.r .... 1 como 

AF ~ 50( ,,_,, Ay) 

- 50,,(16, - ,') Ay. 

l8 

¡--··------' 

T. 
Figura 350 

En la figura 3.50, observe que un disco a y pies de la panc inferior del tanque se debe 
mover una distancia de (16 - y) pies. Así. el incremento del trabajo es 

A\V ~ AF(16 - y) 

- 50,,(16y - y') Ay( l6 - y) 

= 50TT(256y - 32y2 + y3) Ay. 

Debido a que el tanque está medio lleno. va de O a 8. y el trabajo necesario para vaciar 
el depósito es 

\V = f 50TT(256y - 32y2 + yl)dy 

= 50TT[ 128)'2 - ~),_J + t]' 
3 4 o 

= 50~{11~64) 

- 589.782 pies-libra. • 
Para estim:1r l:1 razon:1bilid:1d de los resultados en el ejemplo 4. considere que el peso 
del :1.ceite en el tanque es 

(½)(volumen)(densidad) = ½(j''"sl )(50) - 53,616.5 libras 

Elevar l:1 totalidad de la mitad del tanque de aceite de 8 pies implicaría el trabajo de 

\V= FD Fórmula p,:tra el Ir.Iba JI, n::a.liuido por una fUC17.n ronswilc 

- (53.6165)(8) 

= 428.932 pies•libm. 

Debido a que el aceite en TC!l.lidad se levantó de entre 8 y 16 pies, parece razonable que 
el trabajo realizado sea de unas 589.782 pie-libra. 
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Trabajo que se requiere para elevar un 
extremo de la cadena 
Figurn 3.51 

Levantar una cadena 

Una cadena de 20 pies de largo y peso de 5 libras por pie está enrollada en el suelo. 
¿Cuán10 trabajo se requiere para elevar un extremo de la cadena a una altura de 20 pies 
para que quede totalmente extendida. como se muestm en la figura 3.51? 

Solución Imagine que la cadena se divide en pequeñas secciones. cada una de longi­
tud .l.y. Entonces. el peso de cada sección es el incremento de la fuerza 

(
5 1;bras ) . IJ.F - (peso) - --. - (longotud) - 5 IJ.y. 

p,e 

Debido a que una sección típica (inicialmente en el suelo) se eleva a una altura de y. el 
incremento del trabajo es 

ó.W = (incremento de la fuer1...1)(dis1ancia) = (5 Ay)y = 5y Ay. 

Debido a que los rangos de y son de O a 20. el tmbajo total es 

L"' Sy']'° 5(400) \V = 5ydy = - = --= 1000 pies-libra 
o 2 o 2 

En el siguiente ejemplo. se considera un pistón de r:idio r en un:i carcasa cilíndrica. 
como se muestm en la figura 3.52. A medida que el gas se exp:mde en el cilindro. se 
mue\'e el pistón. y se realiza el trabajo. Si p representa la presión del gas (en libras por 
pie cu:idrado) contra la cabeza del pistón y V representa el volumen del gas (en pies 
cúbicos). entonces el incremento de trabajo implicado en mover el pistón ax pies es 

ó.W = (fucrza)(incrcmcnto de la distancia}= F(ó.x) = p(1rr 2}Ax = p ó.V. 
Trabajo rcali7.ado por el gas en expansión 
Figur.i 352 Por lo qu~, c_omo el vol_umen del gas se expande desde V0 hasta V1• el trabajo realizado 

en el mov11111ento del pistón es 

f.
,, 

\V - p dV. 
'• 

Suponiendo que la presión del gas es inversamente proporcional a su volumen. se tiene 
p = k/V y la integral para el trabajo se convierte en 

Trabajo realizado por la expansión de un gas 

Una cantidad de gas con un volumen inicial de 1 pie cúbico y una presión de 500 libras 
por pie cuadmdo se expande hasta un volumen de 2 pies cúbicos. Encuentre el lrabajo 
realizado por el gas. (Suponga que la presión es inversamente proporcional al volumen.) 

Solución Como p : k/Vy p = 500 cuando V : 1. se tiene k : 500. Por lo tanto. el 
trabajo es 

\V = J.v, ~,,v 
'• V 

- f ~dV 

- 500 lnlVII 

• 346.6 pies-libra 
■ 



Fuerza constante En los ej l'rcicios 1-4. detl'rmine el lrnbajo 
rea lizado por la fue rza consta nte. 

l. Una viga de acero de 1200 libras se levant::1 40 pies. 

2. Un polipaslo eléctrico levanl::1 6 pies a un aulomó\•il de 2.SOO 
libras. 

3. Se requiere un::1 fuerla de 112 newtons parn deslizar un bloque 
de cemento de 8 metros en un proyecto de conslrucc ión . 

.l. La locomotor.,. de un tren de carg::1 que jala sus coches con una 
fuer.ta const::inte de 9 toneladas a una distanci::1 de una milla y 
media. 

ley de Hooke En los eje rcicios 5-IO. utiliC't' la hiy de Hooke 
para determinar la Ílll'rl.a variable en el probll'nm del resorte. 

5. Una fucila de 5 libras comprime un resorte de 15 pulgadas un 
lota! de 3 pulgadas. ¿Cu.into trabajo se realiza al comprimir el 
resorte 7 pulgadas? 

6. Una fuerla de 250 newtons estira un resone 30 centímetros. 
¿Cu.into trnbajo se reali1..::1 en el estiramiento del resorte de 20 
a 50 centímetros? 

7. Una fuera de 20 libras eslira un resorte de 9 pulgadas en un::1 
m.iquina de ejercicios. Calcule el tr.ibajo realizado al estirar el 
resorte I pie desde su posición natural. 

8. La puerta de garaje liene dos resortes. uoo a cada lado de la 
puerta. Se requiere una fuerla de 15 libras parn estirar cada 
resorte 1 pie. Debido al sistema de polca. los resortes se ex­
tienden solo la mitad de la distancia que se desplaz.::i la puerta. 
La puerta se mueve un tolal de 8 pies. y los resortes están en 
su longitud natural cuando la puerta está abierta. Calcule el 
trabajo realizado por el par de resortes. 

9. Se necesitan 18 pies-libra de trabajo para esti rar un resorte 
4 pulg::idas desde su longitud n::itur.il. Encuentre el trabajo ne­
cesario para estirar el resorte 3 pulgadas adicionales. 

JO. Se necesi,an 7 ½ pies-libra de trabajo para comprimir el resor­
te 2 pulgadas cksdc su longitud natural. Encuentre el trabajo 
requerido para comprimir el resorte media pulgada adicional. 

11 . Propulsión Despreciando la resistencia del aire y el peso 
del propulsor. determine el u-.ibajo realizado en l:i propulsión 
de un saté lite de cinco toneladas a una altura de (a) 100 millas 
sobre la Tierra, y (b) a 300 millas sobre la Tiem. 

12. Propulsión Utilice la infom1ación en el ejercicio 11 para 
escribir e l trabajo IV del sistema de propulsión en función de 
l::1 ::iltura /¡ del satélite sobre la Tierra. Encuentre el límite (si es 
que existe) de IV cuando/¡ tiende a infinito. 

13. Propulsión Despreciando la resistencia del aire y el peso 
del propulsor. determine el trnbajo realizado en la propulsión 
de un satélite de IO toneladas a un::1 ::1hur::1 de (a) 11.000 millas 
sobre la Tierra.)' (b) 22.000 milla.~ sobre la líerrn. 

14. Propulsión Un módulo lunar pesa 12 toneladas en la su• 
perficie de la Tierra. ¿Cm'into trabajo se rcali1..::1 al propulsar el 
módulo de J::1 superficie de la Lun::1 a una altur.i de 50 millas? 
Considere que el radio de l::1 Luna es de 1100 mill::is y su fuer­
za de gr.ivedad es una sexta parte del de l::1 Tierr::1. 

3.5 Trabajo 211 

15. Bombeo de agua Un tanque rectangular con una b.1se de 
4 por 5 pies )' una altura de 4 pies est.i lleno de agua (vea la fi­
gura). El agua pesa 62.4 libras por pie cúbico. ¿Cuánto trabajo 
se realiza al bombear agua a lo largo del borde superior con el 
fin de vaciar (a) la mitad del tanque y (b) todo el t::inque? 

16. Piénselo Explique por qué la respuesta del inciso (b) del 
ejercicio 15 oo es el doble de la respuesta en el inciso (a). 

17. Bombeo de agua Un tanque de ::igua cilíndrico con 4 me­
tros de ::iltura y un r.idio de 2 metros es en1errado de manera 
que la p::irte superior del tanque está ::l 1 metro por debajo del 
ni,·d del sucio (ver la figura). ¿Cuánto trabajo se hace en el 
bombeo de un tanque lleno de agua hasta el nivel del sucio? 
(El agua pesa 9800 newtons por metro cúbico.) 

-< ., 

' 

'tNi,·cldclsuclo ········1 

..T 
Figura para 17 

l 
IOm 

¡ 
Figura para 18 

18. Bombeo de agua Suponga que el tanque en el ejercicio 
17 se encuentra en una torre de manera que la parte inferior 
del tanque está a 10 metros arriba del nivel de una corriente 
(,·ca la figura). ¿Cu.into trabajo se lleva ac::iboen el llenado de 
l::i mitad del tall(¡ue de agua a tr::ivés de un agujero en la parte 
inferior. utilizando el agua de la corriente? 

19. Bombeo de agua Un tanque abierto tiene la fonna de un 
cono circular recio (vea la figura). El depósito tiene 8 pies de 
ancho y 6 pies de altur.i. ¿Cu.into trabajo se realiza en el \i::l­

ciado dd depósito mediante d bombeo del agua sobre el borde 
superior? 

... } -, 
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20. Bombeo de agua En el ejercicio 19, se bombea agua a 

tr.m~s de la parte inferior del lanque. ¿Cuánto trabajo se rcali­
z..1 para lle nar el depósito 

(a) has1a una profundidad de 2 pies? 

(b) desde una profundidad de 4 pies hasta una profundidad de 
6 pies? 

21. Bombeo de agua Un tanque hemisférico de 6 pies de ra­
dio se coloca de modo que su base es circular.¿ Cuinto trabajo 
se requiere para llenar el tanque con agua a través de un agu­
jero e n la base cuando la fuente de agua está en la base? 

22. Bombeo de combustible diesel El tanque de combus­
tible en un camión tiene secciones tr:um·ersales trapezoidales 

con las dimensiones (en pies) que se mucstrJn en la figura. 
Suponga que el motor está aproximadamente a 3 pies por en­
cima de la parte superior del dcpósitodc combustible y que el 
combustible diescl pesa aproximadamenle 53.1 libras por pie 
cúbico. Encuentre el trabajo realizado por la bomba de com­
bustible desde el tanque lleno de combustible hasta el nivel del 
motor. 

Bombeo de gasolina En los ej ercicios 23 y 24. e ncuentre el 
lrnbajo realizado en el bombeo de gasolina que pesa 42 librns 
por pie cúbirn, (S11gcr c11cia: Evnlúe unn integrnl mediante unn 
fórmula gl.'Ométrica y la olra obsen·ando que el inlegrando es 

una íunción impar.) 

23. Un tanque de gasolina c ilíndrico de 3 pies de diámetro y 4 pies 
de largo es transportado en la parte posterior de un camión y 
se utiliza para proveer de combustible a los tractores. El eje 
del tanque es horizontal. La abertura en el tanque en el tractor 
está ::i 5 pies por encim::i de la parte superior del tanque en el 
camión. Encue-111re el trnb::ijo re::ilizado en el bombeo de todo 
el contenido del depósito de combustible en el tr::ictor. 

24, l...:i parte superior de un tanque de almacenamiento de gasolina 
cilíndrico en un::i estación de servicio está a 4 pies por debajo 
del ni,·el del sucio. El eje del tanque es horizontal y su diáme­
tro y longitud son 5 pies y 12 pies. respcctÍ\'amentc. Calcule 
el trabajo realizado en el bombeo de todo el contenido de la 
cisterna llena hasta una altura de 3 ,netros sobre el nivel del 
sucio. 

levantar una cadena En los eje n'.icios 25-28, rnnsidl'n! una 
cadena de 20 metros que pesa J libras por pie colgando de un 
malacate a 20 pies sobre l'I ni\·el del s uelo, Encuentre el trabajo 

realizndo por el ma lacate en el enrollado dl' la cantidad de ca­
dena espe<>ificada. 

25, Lcvant::ir l::i c::idena entera. 

26, Lc...-jntar una tercera pane de la caden::i. 

27, Sollar el m::il::icale hasta la parte inferior de l::i cadena que está 
::al ni\'CI de 10 pies. 

28. Levantar toda la cadena cuando se le ailade una c::irg::i de 500 
libras. 

levantar una cadena En los ejucicios 29 y 30. cons idere 
una cadena colgante de 15 pies que pesa 3 libras por pie. 
Calcule el trabajo realizado en el le\·antnmiento de la cadena 
nrticalmente n la posici6n indicada. 

29. Tome 1::i parte inferior de la c::idena y elévcl::i al nÍ\'CI de 15 
pies. dejando l::i cadena doblada y tod::ivía colgando \·ertical­
mcnte (vea la figura). 

30. Repita el ejercicio 29 levantando la parte inferior de la cadena 
::al nivel de 12 pies. 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

31. Trabajo de una fuerza constante Escriba l::i defini­

ción del trab::ijo reali7.::ido por un::i fuerza constante. 

3 2, Trabajo de una fuerza variable Escriba l::i definición 
del trabajo re::iliz::ido por una fuerL::i vari::ible. 

3J, Trabajo ¿Cu:il de los siguientes requiere m:h trab::ijo? 
Explique su razonamiento. 

(a) Elev::ir 3 pies una caja de 60 libras de libros. 
(b) Sostener 3 pies en el aire una c::ija de 60 libr::is de li­

bros dumntc 2 minutos. 

~ ¿CÓMO LO VE? Las gráficas muestran la fucrt.a F, 
~ (en libr::is) requerida para mover un objeto 9 pies a lo 

l::irgo del eje x. Ordene las funciones de l::i fuen.::i de l::i 
que se obtiene el mínimo trabajo a l::i que se obtiene 
el máximo trabajo sin h::iccr ningún cálculo. Explique 
su razonamiento. 

(a) F 

(c) F (d) F 



35. Ordenar fuerzas Verifique su respuesta al ejercicio 34 me­
d iante el dlculo del trabajo para cada función de la fucrLa. 

36. Fuerza eléctrica Dos electrones se repelen entre sí con una 
fucrLa que varía in,·crsamcntc con el cuadrado de la distancia 
entre ellos. Un electrón está fijo en el punto (2. 4). Calcule el 
trabajo realizado en el movimiento del segundo e lectrón de 
(-2. 4) a ( l. 4). 

Ley de Boyle En los ('j('rcicios 37 )' 38. ('Ueurntre el trabajo 
rea lizado por el gru; para el ,·olmnen y la presió n dada. S111>0nga 
qu(' la p resión es im·enmmente proJ>0rcional a l ,·olumcn. (Con­
sultl' l'l l'jl'mplo 6.) 

37. Una cantidad de gas con un ,·o lumen inic ial de 2 pies cúbicos 
y una presión de 1000 libras por pie cuadrado se exp.1nde hasta 
un \'Olumen de 3 pies cúbicos. 

38. Una cantidad de gas con un volumen inicial de I pie cúbico y 
una presión de 2500 libras por pie cuadr.tdo se expande hasta 
un volumen de 3 pies cúbicos. 

Prensa hidráulica En los l'jcn:icios 39-42. utilice las capaci­
dadl'S de inll'grnción de una her rnmienta de g:rnficación parn 
aproxima r el trabajo realizado por una prensa en un proceso 
de fabricación. Se da el modelo d l' la fuerza ,'ll ria ble F (en li­

bras) y la distancia:,: (en pil'S) que se mue,·e la prensa. 

Fuerz.u Intervalo 

39. FM - iooo(J.8 - ln(x + 1)] O :S .r :S 5 

e• ' - 1 
40.F(.r)=----ioo- O s.rs4 

41. F(x) - 100.rJi'E'-=--? O :S x :S 5 

42. F(.r) - 1000 senhx O :S .f :S 2 

.O. Modelar datos El cilindro hidráulico sobre un di,,isor de 

m.1dcra tiene un diámetro de 4 pulgad1S (diámetro) y una carrera 
de 2 pies. La bomba hidráulica crea una presión máxima de 
2000 libras por pulgada cuadrada. Por lo tanto. la fucr1.a máxima 
creada por el cilindro es 2000( 11'22) = 800011' libras. 

(a) Calcule el trabajo reafü·.ado a lra\·és de una extensión del 
c ilindro. ya que se requiere la máxima fuerza. 

(b) La fuerza ejercida en la división de un trozo de madera 
es , ·ariable. En la tabla se muestran las mediciones de la 
fuc17.a obtenida sobre la división de una piew de mader.t. 
La "ariable x mide la extensión del cilindro en pies. y F 
es l:a fucr1.a en libr.tS. Uti lice la regla de Simpson para 
aproximar el trabajo realizado sobre la di\·isión de la pie,.a 
de madera. 

F(.r) O 20.000 22.000 15.000 10.000 5000 O 

(c) Utilice las capacidades de regresión de una herramienta de 
g mlicación para encontrar un modelo polinomial de cuar­
to grado para los datos. Represente gráficamente los datos 
y grafique el modelo. 

(d) Utilice el modelo del inciso (e) para aproximar la exten­

sión del ci lindro cuando la fuerLa es máxima. 

(e) Utilice el modelo del inciso (e) par.t aproximar el trabajo 
reali1.ado sobre la división de la pieza de madera. 

3.5 Trabajo 21t 

PROYECTO DE TRABAJO 

Energía de las mareas 
Las plantas de energía oceánica utilizan la "energía de la.~ mareas" 
para prcxlucir electricidad . Para edificar una planta de energía ma­
rcomotriz. se construyó una presa parn separ.ir una dársena del mar. 
La energía eléctrica se produce cu:ando el agua fluye de ida y \'Ueha 
entre la d.írscna y el océano. La cantidad de "energía naturnl" pro­
ducida depende del \'olumen de la cuenca y el rango de la distancia 
\'ertical entre la.~ marcas altas y las mareas bajas. (Alguna.~ cuencas 
naturnles tiene n rangos de marea de más de 15 pies. la Bahía de 

Fundy en Nueva Escocia tiene un rango de marea de 53 pies.) 

(a) Considere una dársena con una base rectangular. como se 
muestra en la figurn. La dársena tiene un rango de marea de 25 
pies. con la marea baja correspondiente a y = O. ¿ Cu:inta agua 
contiene la dársena durante la marea alta? 

(b) La cantidad de energía producida durante el llenado (o va­
ciado) de la dárscn:1 es proporcional a l:1 cantidad de tr.tbajo 
requerido para llenar (o \'aciar) la dársen:1. ¿Cuánto trabajo se 
requiere parn llenar la d1rscna con agua de mar? (Utilice una 
densidad del agua de mar de 64 libras por pie cúbico.) 

La Bahía de Fundy en Nueva Escocia tiene un rango de ma­
rcas extremas. como se muestr.t arriba en las fotos de enorme 
contraste. 

■ PARA INt' ORMACIÓN ADICIONAL Parn más infonna­
ción sobre la energía man::omotriz. consulte el artículo "LaRance: 
Six Years o f Opcrating a lídal Powcr Plant in Francc". por J . 
Cotillon. en Wáter l'ower Alaga:ine. 
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3.6 Momentos, centros de masa y centroides 

■ Comprende r la definición de m asa. 
■ Encontrar e l centro de m asa e n un sistema unidimensional. 
■ Encontrar el centro de masa e n un sistema de dos dimensiones. 
■ Encontrar e l centro de m asa de una lámina plana. 
■ Usar e l teo rema de Pappus para encontra r e l volumen de un sólido de 

revolución. 

Masa 
En esta sección estudinrá varias aplicaciones imponantes de la integral que se relacionan 
con la masa. La masa es una medid:• de la resistencia de un cuerpo a los cambios en el 
movimiento. y es independiente del sistema gravitncional panicular en el que se encuen­
tra el cuerpo. Sin embargo, debido a que muchas aplicaciones relacionadas con la masa 
se producen sobre la superficie de la Tierra. a veces la masa de un objeto se equipara 
con su peso. Esto no es técnicamente correcto. El peso es un tipo de fuerza, y como tal 
depende de la gravedad. L1 íuerla y la masa están relacionadas por la ecuación 

Fuer1.a = (ma.~a)(aceleración). 

La siguiente tabla muestra algunas de las medidas de uso común de la masa y la íuem1. 
así como sus factores de conversión. 

Sistema de Medida de 
medición mm Medida de fuer.ta 

Estadounidense Slug Libra = (slug)(pic/s2) 

ln1emacional Kilogramo Newton = (kilogramo)(m/s2) 

C-G-S Gramo Dina = (gramo)(cm/s2) 

Conversiones: 

1 libra = 4.448 newtons 1 lingote= 14.59 kilogramos 

1 newton = 0.2248 libras 1 kilogramo = 0.06852 slugs 

1 dina = 0.000002248 libras 1 gramo = 0.(0)()6852 slugs 

1 dina = 0.00001 newton 1 pie = 0.3048 mclros 

!lfij❖j#!•IH Masa sobre la superficie de la Tierra 

Encue111re la masa (en slugs) de un objeto cuyo peso al nivel del mar es de I libra. 

Solución Use 32 pies por segundo cuadrado como la aceleración debida a la gra­
vedad. 

Masa=~: aceleración 

! libra 
= 32 pies por segundo cuadrado 

= 003125 libras 
· pies por segundo cuadrado 

= 0.03125 slug 

Fucr/.a - {m:a.<a)(acclcraóónl 

Debido :i. que muchas :iplic::iciones rel:tcion::idas con l::t masa se producen en l:l superficie 
de l:i Tierra. esta cantidad de m:isa recibe el nombre de libra masa. • 
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El sube y baja equilibrará cuando los 
momc111os izquierdo y derecho sean 
iguales. 
Figura 3.53 

3.6 Momentos, centros de masa y centroides 21! 

Centro de masa en un sistema unidimensional 
Ahora estudiará dos tipos de momen1os de masa. el momento Nspecto a un punto y el 
momento respecto a una re-eta. Para definir estos dos momen!os. considere una silua­
ción idealizada en la que una masa m se concentra en un punto. Si x es la distancia entre 
es1a masa puntual y otro punto P. entonces el momento de m res¡>ecto al punto P es 

Momento = ntr 

y x es la longitud del brazo de momento. 
El concepto de momento se puede demostrar simplemente por un sube y baja. como 

se muestra en la figura 3.53. Un niño de 20 kg de masa se encucmra 2 metros a la iz­
quierda del punto de apoyo P y un niño más grande de 30 kilogramos de masa se sien!a 
2 me1ros a la derecha de P. Por experiencia. se sabe que el sube y baja comenzará a girar 
hacia la derecha. moviendo al niño más grande hacia abajo. Esta rmación se debe a que 
el momento pnxlucido por el niño de la izquierda es menor que el momento producido 
por el niño a la derecha. 

Momento lado izquierdo= (20)(2) = 40 kilogramos-metros 

Momento lado derecho = (30)(2) = 60 kilogramos-me1ros 

Para equilibrar el sube y baja. los dos momentos deben ser iguales. Por ejemplo. si el 
niño mayor se trasladó a una posición a:!. metros del punto de apoyo. entonces el sube y 
baja se equilibraría. porque cada niño pr~ uciría un momento de 40 kilogramos-metros. 

Para gener:i.lizar esto. se puede introducir un:1 recta coordenada en la que el origen 
corresponde al punto de apoyo. como se muestra en la figura 3.54. En el eje x se en­
cuentran varias masas pun1ua\es. L1 medida de la tendencia de este sistema para girar 
alrededor del origen es el momento respecto a l origen. y se define como la suma de 
los II produc1os m,r,. El momento respecto al origen se denota por M0 y se puede escribir 
como 

Si M0 es O, entonces se dice que el sistema está en equilibrio. 

Sim1x 1 + m2 :c2 + · · · + 11111 x,, = O. entonces el sistema está en equilibrio. 

1-'igura 354 

Para un sistema que no está en equilibrio. el centro de masa se define como el punto x 
en el que el punto de apoyo podría ser reubicado para :i.lcanzar el equilibrio. Si el sistema 
se traduce a unidades x. entonces. cada coordenada se co1wertirfa 

y como el momento del sistema traducido es O. se 1iene 

Despejando I se produce 

_ ,~m,-t, momento del sistema alrededor del origen 
x = - . - = masa total del sistema 

.~i"'' 
Cuando 111 1x1 + m2x2 + • • • + 111,.x,. = O. el sistema eslá en equilibrio. 
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Momentos y centro de masa: sistema unidimensional 

Sean los puntos de masa 1111• 1112 •••• , 111,. que se encuentran en x1• X?· ... . x,.. 

l. El momento alrededor del origen es 

2. El cenero de masa es 

donde 111 = 1111 + 1112 + · · · + 111,.es la masa total del sistema. 

i!ijfijijlffj Centro de masa de un sistema lineal 

Encuentre el centro de masa del sistema lineal mos1rado en la figura 3.55. 

10,,-+---+--+--+--1 " r-+--+------<-<»---t-+--1 ,,o,~~~-

Figura 3.55 

Solución En el momemo alrededor el origen es 

M0 = 1111x1 + 1112'r2 + 111_,.r3 + 1114't_. 
- 10(- 5) + 15(0) + 5(4) + 10(7) 

=-50 +0+20 +70 

- 40. 

Debido a que la masa total del sistema es 

111 = 10 + 15 + 5 + 10 = 40 

el centro de masa es 

Observe que las masas puntuales estarán en equilibrio cuando el punto de apoyo se 
encuentre en x = 1. • 

En lugar de definir el momento de una masa. se podría definir el momento de una 
/ 11er:11. En es1e con1ex10. el centro de masa se denomina el centro de gravecbd. Conside­
re un sistema de masas puntuales m 1, 1112 • • • • , m,. que se encuentra en x 1• x2• • • •• x,.. 
Entonces. ya que 

fuerza = (masa)(aceleración) 

la fuerza total del sistema es 

F = 1111a + lll'!fl + · · · + 111,.a = ma. 

El torc¡ue (momento) respecto al origen es 

T0 = ( 111 1(1}.r1 + (11111).,2 + · · · + (11111t1)x11 = Mcfl 

y el centro de gra\'edad es 

1 = ~ : ' = ~ = ~. 

Por lo que el centro de gravedad y el centro de masa tienen la misma ubicación. 
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En un sistema de dos dimensiones. 
hay un momento respecto al eje y My 
y un momento respecto al eje x Mx. 

Figura 356 

Figura 357 

"', • 9 

0 
(4.2) 

r l J 4 
"'1ª6 

0 
(3.-2) 
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Centro de masa en un sistema de dos dimensiones 
Se puede extender el concepto de momento para dos dimensiones. considerando un sis­
tema de masas localizadas en el plano.\)' en los puntos (x1.y1). (x2.y2) ••••• (x,,.y,,). 
como se muestra en la figura 3.56. En lugar de definir un solo momento {respecto al 
origen). dos momentos se definen uno respecto al eje x y uno respecto al eje-"· 

Momento y centro de masa: sistema en dos dimensiones 

Sean los puntos de masa 1111• mz, . ..• m., que se encuentran en (.t1• y 1), 

(,,.y,) .. .. . (x •. y.). 

J. El momento alrededor del ej e y es 

2. El momento alrededor del eje x es 

M X = "'1Y1 + 111?Y? + · · · lll,J',,. 

3. El centro de masa (.t.y)(o centro de gra,·edad) es 

_ M,. _ Mx x=-;;; y y=-;;; 

donde 

111 = 111, + 1112 + ... + 111., 

es la masa total del sistema. 

El momento de un sistema de masas en e l plano se puede tomar a lrededor de cual­
quier recta. horizontal o venical. En general. e l momento alrededor de una recta. es la 
suma del producto de las masas y las disumcias dirigi<1as desde los pumas a la recta. 

Momento = m 1(y1 - b) + m2(y2 - b) + · · · + 111,,(Y,, - b) Rcc1.a horizontal 1· • b 

Momento= 1111(x1 - t1) + mi(x2 - a}+ · · · + m,,(x., - a) Re..,ta 1ertical .r .. a 

i!iúJlij!•fi C~ntro ~e masa de un sistema en dos 
d1mens1ones 

Encuentre el centro de masa de un sistema de masas puntuales 1111 = 6. m1 = 3. 1113 = 2 
y m~ = 9 situado en 

(3. - 2). (0. O). ( - 5. 3) y (4. 2) 

como se muestra en la. figura 3.57. 

Solución 

111=6 +3 +2 +9 =20 

M, - 6(3) + 3(0) + 2(-5) + 9(4) - 44 

M, - 6(-2) + 3(0) + 2(3) + 9(2) - 12 

Por tanto 

M,, 44 11 
l'=-=-=-

111 20 5 

_ "~-- 12 3 "=-;;; = 20 = s· 
El centro de masa. est:'i en(~.¾). 

Momento alrroedor del t"JC l 

M.oltK"ntoalrroedordel rje.r 

• 
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f 
(.f.Y) 

Se puede pensar en el centro de masa 
(l'.y) de una lámina como su punto 
de equilibrio. Para una lámina circular. 
el ceniro de masa es e l centro del círculo. 
Para una lámina rcclangular. el centro 
de ma.~a es e l centro del reclángulo. 

Figura 3.58 

Centro de masa de una lámina plana 
Hasia ahora. en esta sección se ha supuesto que la masa 101al de un sis1ema se distribuye 
en puntos discretos en un plano o en una recta. Ahora consideremos una placa delgada 
y plana de material de densidad constante 11:unada lámina plana (vea la figurn 3.58). La 
densidad es una medida de la mas., por unidad de volumen. como grnmos por centímetro 
cúbico. Sin embargo. parn láminas planas. la densidad se considern como una medida de 
la masa por unidad de área. La densidad se denota con p. la letra griega rho minúscula. 

Considere una lámina plana de forma irregu­
lar de densidad uniforme p. acotada por las grá­
ficas de y = ftx). y = g(x) y a :S b :S x. como 
se muestra en la figu ra 3.59. La masa de est:t 
región es 

111 = (dcnsidad)(árca) 

- P f (/(,) -g(x)]d, 

= pA 

donde A es e l área de la región. Parn encontrar e l 
cemro de masa de esta lámina. divida el intervalo 

(i-,,J(r,)) 

,, 
fa. b] en II subintervalos de igual ancho .6.x. Sea x, Lámina plana de densidad uniforme P 
el centro del i-ésimo subintervalo. Puede aproxi- Figur.1 339 
marse a la parte de la lámina situada en el i-ésimo 
subintervalo por un rectángulo cuya allurn es/, = f(x ,) - g(x,). Debido a que la densidad 
del rectángulo es p. su masa es 

m; - (dens;dad)(área) - p [/(x;) - g(x;)] "-' . 
I ...____, ___, 

Dcns1<bd Alto Ancho 

Ahora. teniendo en cuenta que esta masa se encuentra en el centro (x,. ,v,) del rectángulo. 
la distancia dirigida desde el eje x a (x,. y,) es)';= [f(x1) + g(x,)]/2. Por Jo que e l 
momento de 111, alrededor de l eje.res 

Momento = (masa)(dist:mcia) 

= m ;Y1 

Sumando los momentos y tomando e l límite cuando 11 - oo se sugieren las definiciones 
a continuación. 

Momentos y centro de masa de una lámina plana 

Sean/y g funciones continuas de tal manera que/(.r) ~ g(x) en lt1. bj y considere 
la lámina plana de densidad unifom1e p acotada por las gráficas de y = f(x). ~' = 
g(x)y a ~ b :S x. 

1. Los momentos respecto a los ej es x y y son 

M, - p f [ /(x); g(x)] (/(,) - g(x)]dx 

M, - p f .,(/(x) - g(,)) dx. 

2. El centro de masa (X'. y) viene dado por X' = ~ y y = ~- donde 

m = p f! [/(x) - g(x)] ,fres la masa de la lámina. 



El centro de masa es e l punto de 
c..-quilibrio. 
Figurn 3.60 

3.6 Momentos, centros de masa y centroides 2H 

ifjij❖jiji•ii Centro de masa de una lámina plana 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Encuentre el centro de m3sa de J3 lámina de densidad uniíonne p 3co13d3 por la gráfica 
de/(x) = 4 -x2 yelejex. 

Solución Debido a que el centro de mas3 se encuenlm sobre el eje de simetrfo. sabe 
que .l' = O. Por otra parte. la masa de la lámina es 

Para encontrar el momento alrededor del eje x. 
coloque un rectángulo rcpresenl31ivo en la re­
gión. como se muestra en la figura de la dere­
cha. La distancia desde el eje x hasta el centro 
de este rectángulo es 

/(x) 4 -x' 
)';= z=-2- · 

Debido a que la masa del reclángulo reprcsen­
t3tivo es 

pf(x) ~, = p(4 - x') ~ 
se tiene 

Mx = p f i 4 ~ xZ (4 - x2) dx 

= ~ f
2 

(16 - &x2 +x4 )dx 

= e.[16x- ~ + :!:]' 2 3 5 _, 

= 256p 
15 

y yes 

y="!,_= 256p/ 15 = ~-
111 32p/3 5 

Por lo que el centro de masa (el punto de equilibrio) de la lámina está en (o. f). como se 
muestra en la figura 3.60. a 

L1 densidad p en el ejemplo 4 es un factor común de ambos momentos y la masa, y 
como 1al se saca de los cocientes que representan las coorden3das del centro de m3sa. 
Así. el centro de masa de una lámina de densidad 1111iforme solo depende de la forma de 
la lámina y no de su densidad. Por esta razón, el punto 

(l'. Y) Centro de mas.a o centroilk 

en ocasiones se denomina centro de masa de una región en el pl3no. o centroide de l:i 
región. En otras palabras. para encontrar el centroide de una región en el plano. simple­
meme supong3 que 13 región 1iene una densidad cons1ante de p = 1 y calcule el centro 
de masa corrcspondiemc. 
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Figurn 3.6 1 

l 

,¡ 
(11) Rc-gión original 

(S.l) 

' 6 

(b) Cc-ntroidesdc-lostn.'Sll'Cl:ingulos 

t'igurn 3.62 

Centroide de una región plana 

Encuentre el centroide de la región acotada por las gráficas de /(x) = 4 - x 2 y 
g(,) =X+ 2. 

Solución Las dos gráficas se intersccan en los pun1os (-2. O) y ( 1. 3). como se mues­
tra en la figura 3.6 1. Así, el área de la región es 

A = L [J(x) - g(x)] ,fr = L (2 - x - x') <lx = ~­
El cen1roide (r.y) de la región tiene las siguientes coordenadas. 

x = ¾ L .,i:(4 - x') - (, + 2)] ,fr 

~ iL (-..-' -_., + 2x),fr 

=H-f-f +,{ 
1 

= - :¡: 

Y=.!. f' [ (4 - x') + (x + 2)][(4 - x') - (x + 2)],fr 
A _2 2 

= ¾(½) f :? (-x2 + x + 6)(-x? - x + 2)lfr 

= .!.J1 

(x" - 9x2 - 4.,· + 12)dx 
9 _, 

= .!.[e:' - 3.r' - 2,' + 12x] ' 9 5 _, 

12 =s 
Por lo tanto. el centroide de la región es (r. ji) = (-!. f ). • 

Par!I regiones planas simples. se pueden encontrar los centroides sin recurrir a la 
integración. 

Centroide de una región plana simple 

Encuentre el ccntroide de la región mostmda en la figura 3.62(a). 

Solución Mediante 13 superposición de un sistema de coordenadas en la región, 
como se muestra en la figura 3.62(b). se pueden loca!i7. .• ·u los centroides de los tres 
rectángulos en 

G· ~)- G-½) y (5. 1). 

Usando estos tres puntos. puede encontrar el centroide de la región 
A = área de la región = 3 + 3 + 4 = 10 

X= (1/ 2)(3) + (5{~)(3) + (5)(4) ~ = 2_9 

y= (3/2)(3) + (1{~)(3) + (1)(4) ~ = 1 

Por lo tanto. el ccntroide de la región es (2.9. 1). Observe que (2.9. 1) no es el "prome-
dio" de (H ). (l.l)y(5. 1) ■ 



El \'olumen Ves 21trA. donde A es e l 
área de la región R. 
Figura 3.63 

Exploración 
U1ilice el método de las capas 
para demostrar que el volumen 
del toro en el ejemplo 7 es 

V= f1 

41rxJ1 -(x -2)2 dx. 

Evalúe esta integral usando una 
herramien1a de graficación. ¿Su 
respuesta concuerda con la del 
ejemplo 7? 
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Teorema de Pappus 
El último tema de esrn sección es un 1eorema útil acredi1ado a Pappus de Alejandría 
(aproximadamente 300 d.C.). un nmtcmático griego cuya Mathemmical Col/ectio11 en 
ocho volúmenes es un registro de gran parte de las matemáticas griegas clásicas. 

TEOREMA 3.1 El teorema d e Pappus 

Sea Runa región en un plano y sea Luna recia en el mismo plano tal que no in1er­
seca el interior de R como se muestra en la figura 3.63. Sir es la distancia entre el 
centroide de R y la recta. entonces el volumen V del sólido de revolución formado 
por la rotación de R respecto a la recta es 

V= 21TrA 

donde A es el área de R. (Observe que 2'1Trcs la distancia recorrida por el centroide 
a medida que la región se hace girar alrededor de la recta.) 

El teorema de Pappus se puede utilizar para encontrar el volumen de un toro. como 
se muestra en el siguiente ejemplo. Recordemos que un loro es un sólido con forma de 
rosquilla formado por una región circular que gira alrededor de un:i recia que se encuen­
tra en el mismo plano que el círculo (pero no corta :il círculo). 

l!iflNHi•W Encontrar un volumen por medio del teorema 
de Pappus 

Encuentre el volumen del loro mostrado en la figura 3.64(a). que se fom1ó por el giro de 
la región circular acotada por 

(x-2)'+y'= 1 

alrededor del eje y. como se muestra en la figura 3.64(b). 

Toro 

l• l (h) 

1-'igura 3.64 

Solución En la figura 3.67(b). se puede ver que el centroide de la región circular es 
(2. 0). Así. la distancia entre el ccntroide y el eje de revolución es 

r = 2. 

Debido a que el área de la región circular es A = 71', el volumen del toro es 

V= 21rrA 

- 2-{2)(,,) 

= 411
2 

- 39.5. • 
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Centro de masa de un sistema lineal En los l'j en:icios J. 4, 
l'lltul'ntre d Cl'ntro de masa dl' las mu.sns puntm1ll'S situu.das en 
"I ejex. 

l. 1/11 = 7,1112 = 3,1113 = 5 

x 1 • -5,.r2 • O • .r3 • 3 

2. "'1 • 7,1112 • 4,111.l • 3,111, • 8 

. ~, • -3,,ti • -2,.r3 - 5,x, • 4 

3. "'1 = l.1112 = 3,1113 = 2,1114 = 9,1115 = 5 

x 1 = 6 . .r2 = 10.x3 = 3.x4 = 2.x5 = 4 

4 . 1111 • 8.1112 • 5. mJ • 5.1114 • 12, 1115 • 2 

X 1 • -2,.r2 • 6.x3 • 0 . .r4 • 3 . .r, • -5 

5. Razonamiento gráfico 

(a) Mueva cada masa puntual en el ejercicio 3 a la derecha cua. 
tro unidades y dctcnninc el centro de la ma$a resultante. 

(b) Mueva cada ma."a puntual en el ejercicio 4 dos unidades a 
la i1.quicrda y dctem1inc el centro de la masa resultante. 

6. Conjetura Utilice el resultado del ejercicio 5 parn hacer 
una conjetura acerca del cambio en el centro de la masa que 
se produce cuando cada masa puntual se mueve k unidades 
hori,.ontalmentc. 

Problemas de estática En los ej ercicios 7 y 8, considere unn 
,·iga de longitud L con un punto de apo,-o situado a x pil'S de 
un extremo (,·ea la fignra). Hay objetos con pesos \f1 y H'1 co.. 
locados en extrl'mos opuestos de la viga. Encum tre x ta l qul' el 
sisll'ma esté "° equilibrio. 

Z§ 
o 

- ---x------L-,- - , 

7. Dos niños que pesan 48 y 72 libra.,; rcspecti":unen1c. se "an a 
jugar en un sube y baja que mide 10 pies de largo. 

8. Con el propósito de mover una roca (i()() libras. una pcrso· 
na que pesa 200 libras quiere equil ibrarla sobre una "iga que 
mide 5 pies de largo. 

Centro de masa de un sistema de dos dimensiones En 
los l'jercicios 9-12. encuentre el centro de masa del sistema de 
masas puntuall'S dado. 

(x,,y,) (-2. -3) {5.5) {7. 1) {O.O) {-3.0) 

Centro de masa de una lámina plana En los l'jl'rcicios IJ-26, 
l'ncumtn.- M ,. M1 y (1'. y) para las lúminas dí' dm sidad uniformí' 
p acotada por las gráficas de las ecuaciones . 

13. y,,. !x.y = O.x = 2 

1s . y• Jr.y- o .. r - 4 

17. y• x2,)• • .r-' 

14. y= 6 - x.y = O, x = O 

16. y •ir.y• O,.r • 2 

18. y• Jr.)' • ¼x 
19. y:: -.r1 + 4.r + 2.y:: .r + 2 

20. y::: fi+ 1. y::!x+ 1 

2 1. y• :i!/J,)' • 0,x • 8 

23. X• 4 - y2 ,.f • 0 

25. X"' -y,x • 2y - y2 

22. y-r13.y•4 

24, X• Jy - ).2,.f • 0 

26 . . r•y+2 .. r•y2 

Aproximar un centroide En los ej ercicios 27-30, utilice um1 
herramienta de graficación para t razar la región acolada por 
las gráficas de las ecuaciones. Ulilice las capacidades de inte­
grnci6n de la hl'rrmnim ta de graficaci6n parn a proximar l'I 
cl'ntroide de la n.-gión. 

27 . y• ]Ox~.y • O 

28. y-= .u-•f!.y"" 0.x ""O. x"" 4 

29. Sección final prefabricada de un edificio 

y=5,.i'400-x·.y= O 

JO. Bruja de Agnesl 

}' • .r2 ~ 4.y • O.X • -2,x • 2 

Encontrar el centro de masa En los ejen:icios 3J. J4. in­
troduzca el sistema de coordenndas apropiado y encuentre las 
coordenadas del Cl'ntro dl' masa de la lámina plana. (La res­
puesta depende de la posición del sistema de coordenadas.) 

33. 1 34. ' 

'II 
,L 

2 2 

,illl 
4 4 

1 1 

3 3 

5 - 2-



35. Encontrar el centro de masa Encuentre el centro de 
masa de la lámina en el ejercic io 3 1 c uando la parte circular 
de esta tie ne dos veces la densidad de la parte cuadrada de la 
lámina. 

36. Encontrar el centro de masa Encuentre el centro de 
masa de la lámina e n el ejercicio 31 cuando la parte cuadrada 
de esta tiene dos \'Cces la densidad de la porción circular de la 
lámina. 

Encontrar un volumen por el teorema de Pappus E n los 
ejercicios 37-40, uliliee el teorema de Pnppus para encontra r el 
rnlumen del sólido de re,·olución. 

37. El toro fonnado por el giro del círculo 

(.t - 5)2 + yl • 16 

respecto al eje ~•. 

38. El toro fonnado por el giro del círculo 

x2+(y - 3)2= 4 

alrededor del eje .,. 

39. El sólido fommdo al girar la región acotada por las gráficas de 
_,, = x. y= 4 y x = O respec to al eje x. 

40. El sólido fomiado al girar la región acotada por las gráficas de 
y• 2 ./x=-1.y • O y x = 6 respecto al eje,\'. 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

4 1. Centro de masa Sean las masas puntuales m1• m2• 

.... m,.quesecncucntran cn(x1• y1). (x1 ,yi) .. - .. (x,..y.). 
Defina el centro de masa (l'.j} 

42. Lámina plana ¿Qué es una lámina plana? Describa lo 
q ue se e ntiende por el centro de ma.,;a (x.y). de una lámina 
plana. 

43. Teorema de Pappus Escriba el teore ma de Pappus. 

44. ¿CÓMO LO VE? El cen1roide de la región plana 
acotada por las gráficas de _,, = f(x). y = O . . , = O y 
x = 3 es (1 .2. 1.4). ¿Es posible e ncontrar el centro de 
graw dad de cada una de las reg iones delimitadas por 
las gráficas de los siguie ntes conjuntos de ecuacio­
nes? Si es a.~f. identifique el ccntroide y explique su 
respuesta. 

(a) )' = /(x.) + 2, )' = 2 , .1 = 0 y X = 3 

(b) y - Jl, - 2). )' • º· x • 2 y ., • 5 

(c) )' • - / (1), y• 0. X"" 0 y X""' 3 

(d) )' • /(1) , y "" 0 , X• 2 y X • 4 
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Centroide de una región común En los ejerd cios 45-50, 
l'ncuenlre y/o ,·e rifique el ccntrnidl' de la regió n com ún utiliza­
do e n ingenier ía. 

45. Triángulo Demuestre que el centro de gra\·edad del trián­

gulo con \'é rtices (-a. O). (a. O) y (b. e) es el punto de inter­
sección de la.~ med iana.~ (vea la figura). 

Figura para 45 Figura para 46 

46. Paralelogramo Demuestre que el centroide del paralelo­
gramo con \'értices (O. O). {11. O). (b. e) y (a+ b. e) es el punto 
de intersección de las diagonales (\·ea la figura). 

47. Trapezoide Encucn1rc el centroide del trapezoide con \ir­
tices (O. O). (O. a). {c. b) y (e, O). Demuestre que es la inter­

sección de la recta que conec1a los puntos medios de los lados 
paralelos y la recta que conec1a los lados par.delos extendidos. 
como se muestra en la figura. 

1 

, •. .,! 
(O.O) 

Figura para 47 Figura para 48 

48. Semicirculo Encuentre el ccntroide de la región acotada 
por las gráficas de y • ..r,:r-=-? y y= O (vea la figura). 

49. Semlelipse Encue ntre el centroidc de la región acotada 

por las gráficas de y :a: ~ Ja· - r y~' = O (vea la figura). 

Figura para 49 

í ;~,oo ~n~I~ 

ª (O. O) 

Figura para 50 

50. Timpano parabólico Encue ntre el ccntroidc del t ímpano 
parabólico q ue se muestra en la figura. 
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51. Razonamiento gráfico Considere la región acolada por 
las gráficas de')' = .rl y_,, == b. donde b > O. 

(a) Dibuje una gráfica de la región. 

(b) U1ilicc la gráfica en el inciso (a) parn detenninar J. Expli­
q ue. 

(c) Establezca la inlegrnl parn encontrar Mr Debido a la for­
ma del integrando. el valor de la integral se puede conse­
guir sin integrar. ¿Cuál es la forma del integrando? ¿Cuál 
es el \'alor de la integral1 Compare con el resollado del 
inciso (b). 

(d) U1ilicc la gráfica del inciso (a) parn determinar y > ~ o 
b 2 

y < 2. Explique. 

(e) Use integración para comprobar su respues1a al inciso (d ). 

5Z. Razonamiento grifico y numérico Considere la región 
acotada por las gr.íficas de y== .r" y_\'"' b, donde b > O y II es 
un entero positi\'o. 

(a) Dibuje una gráfica de la reg ión. 

(b) Establezca la integral para encontrar M •. Debido a la for­
ma del integrando, el \·alor de la integral se puede obtener 
sin la inlcgración. ¿Cmil es la fonna del integrando? ¿Cuál 
es el valor de la integral y cu:U es el valor de ;r'! 

(c) Utilice la gráfica del inciso (a) para determinar si y > ; o 

y < ~- Explique. 

(d) Utilice la integración para encontrar y como una función 
de 11. 

(e) Utilice el resultado del inciso (d) para completar la tabla. 

(í) Encuentre Hm y. 

(g) Proporcio~-~a explicación geométrica del resultado en 
el inciso (í). 

53. Modelar datos El fabricante de vidrio para una \"Cotana 
e n la com·crsión de una furgoneta tiene que aproximarse a 
su centro de masa. Se superpone un sistema de coordenadas 
a un prototipo del vidrio (vea la figura). Las mediciones (en 
centímetros) parn la mitad derecha de la pieza simé1rica de 
vidrio se e numeran e n la tabla. 

x0l0203040 

)302926200 

(a) Use la regla de Simpson para aproximar el centro de masa 
del vidrio. 

(b) Utilice la capacidad de regresión de una herramienta de 
graficación para encontrar un modelo polinomial de cuan o 
grado para los dalos. 

(e) U1ilice las capacidades de integración de una herramienta 

de graficación y el modelo para aproximar el cen1ro de 
masa del vidrio. Compare con el resultado del inciso (a). 

5-l. Modelar datos El fabricante de un barco necesita aproxi­

mar el centro de masa de una sección del casco. Se superpone 
un sistema de coordenadas a un prolotipo (vea la figura). Las 

mcdiciol"ICs (en pies) para la mitad derecha del prototipo simé­
trico se enumeran en la tabla. 

LO lD 

X o 0.5 1.0 1.5 2 

I 1.50 1.45 1.30 0.99 o 

d 0.50 0.48 0.43 033 o 

(a) Use la regla de Simpson para aproximar el centro de masa 
de la sección de casco. 

(b) Utilice la capacidad de regresión de una herramienta de 
graficación para encontrar modelos polinómicos de cuarto 
grado de las dos curvas que se muestran en la figura. Re­
presente gráficamente los datos y grafique los modelos. 

(e) Utilice las cap.1cidades de integració n de una herramienta 
de graficación y los modelos p.1ra aproximar el centro de 
masa de la sección del casco. Compare con el resultado del 
inci.so(a). 

Segundo teorema de Pappus En los ej ercicios 55 y 56, ut i­
lice el 1rg1mdo ltonma de Papp1u, que se enuncia de In siguiente 
numera: S i un segmento de una cuna pla na C se hace girar 
a lrededor de un eje ,1ue 110 interseca la cuna (excepto, posi­
blemente. en sus puntos extremos), el área S de la superficie de 
re\·olución resultante es igual a l producto dl' la lo ngitud de C 
por la distanciad recorrida por el cent.roide de C. 

55. Se fom1a una esfera median1e el giro de la gráfica de 
)' = J,. - .r respecto al eje .r. Use la fónnula para el área 
de una superficie. S - 41"1T1• para encontrar el ccntroide del 
semicírculo y = ~. 

56. Se fonna un toro al hacer girar la gráfica de (.r - 1)2 + y 1 = 1 
respecto al eje y. Encuentre el área de la superficie del toro. 

57. Encuentre un ccntroide. Sea 11 2: 1 constante. y considere la 
región acolada por /(J.')= .r•. el eje .r y .r == l. Encuentre el 
centroide de esta región. Cuando 11 - oo. ¿a qué se parece la 

región y donde se encuentra su centroide? 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 

58. Sea V la región e n el plano cartesiano consistente en todos 

los pun1os (x. )') que .sa1isfacen las condiciones simultá­

neas j.rl s )' s lxl + 3 y.\' .s: 4. Encuentre el centroidc 
(J.y)dc V. 

Bit problt-ma íue prl1Wlldopor ti Com1t1111tt on IN' l'!Jtnam Pnu Cornpet,11011. 
C ~ Ma1hrma11cal A!OOCl:MIOII of Amcnca. Todm lol dn-«hos reservados 
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3.7 Presión y fuerza de un fluido 

BLAISE PASCAL (1623-1662) 

Pascal es bien conocido por ,u 
tr.ibalo en muchas areas de las 
matemiticas y la fisica, y también 
por rn influencia en leibniz.Aunc¡ue 
gran parte de la obra de Pascal en 
el calculo era intuitiva y carecía del 
rigor de las matemiticas modernas. 
no obstante. anticipó muchos 
re,ultados imporunte,. 
Consulte LarsonCa/cu/us.com 
para l86r más de esfs biografla. 

• Encontru la presión de l fluido y la fuerza de fluido. 

Presión y fue rza de un fluido 
Los nadadores saben que entre más profundo se sumerge un objeto demro de un íluido. 
mayor será la presión sobre el objeto. La presión se define como la fuerza por unidad de 
:irea sobre la superficie de un cuerpo. Por ejemplo. debido a que una columna de agua 
de 10 pies de altum y I pulgada cuadmda pesa 4.3 libras. lapresió11 del fluido a una pro­
fundidad de 10 pies de agua es de 4.3 libras por pulgada cuadrnda. * A los 20 pies. esta 
aumemarfa a 8.6 libras por pulgada cuadrada. y en general la presión es proporcional a 
la profundidad del objeto en el íluido. 

Definición de presión del fluido 

La presión sobre un objeto en la profundidad h en un líquido es 

Presión :;:;: P :;:;: wl, 

donde w es la densidad específica del líquido por unidad de volumen. 

A continuación se presentan algunas densidades específicas de Huidos en libras por pie 
cúbico. 

Alcohol etílico 49.4 

Gasolina 41.0-43.0 
Glicerina 78.6 
Keroseno 51.2 

Mercurio 849.0 
Agua de mar 64.0 
Agua 62.4 

En el cálculo de la presión del fluido. se puede Ulilizar una ley física imponan1e (y 
sorprendente) que recibe el nombre de principio de r asca!. llamada así en honor del 
matemático francés Blaisc Pascal. El principio de Pascal establece que la presión ejerci­
da por un íluido a una profundidad II se transmi1e igualmente en todas direcciones. Por 
ejemplo, en la figura 3.65. la presión en la profundidad indicada es la misma para los 
tres objetos. Debido a que la presión del fluido se da en ténninos de fuerza por unidad 
de área (P :;:;: FIA). la fuerza del Huido sobre una superficie hori:011tal s11mergida de 
:ireaA es 

Fuerza del fluido :;:;: F :;:;: PA :;:;: (presión)(:irea). 

La prt"~ión a 1, es In misma para todos los objetos. 

Figura 3.65 

" La presión tolal sobre un objeto en 10 pies de agua también incluirla la presión debida a la 
atmósfera terrestre. A nivel del mar. la presión atmosférica es aproximadamente 14.7 libras por 
pulgada cuadrada. 
n..G,-,H<c..a..:non.NowYon 
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La fuerza del fluido sobre una hoja 
de metal hori1.0nt:il es igual o la presión 
dd fluido por el área. 
Figura 3.66 

ifij§!Qlfii Fuerza de un fluido sobre una hoja de metal 
sumergida 

Encuen1re la fuerza del íluido sobre una hoja de me1al rectangular que mide 3 por4 pies 
que se sumerge en 6 pies de agua. como se muestra en la figura 3.66. 

Solución Debido a que la densidad del agua es 62.4 libras por pie cúbico y la lámina 
se sumerge en 6 pies de agua. la presión del flu ido es 

P = (62.4)(6) ,, _ M:h 

= 374.4 libras por pie cuadrado 

Debido a que el área total de la lámina es A = (3)(4) pies cuadrados. la fuerza del 
fluido es 

F = PA 

= (374.4 . librad, d )(t2picscuadrados) 
pie cua ra o 

= 4492.8 libras 

Este resultado es independieme del tamaño del cuerpo de agua. La fuerza del fluido sería 
la misma en una piscina o un lago. • 

En el ejemplo 1. el hecho de que la hoja es rectangular y horizontal significa que no 
necesita métodos de cálculo para resolver el problema. Considere una superficie que se 
sumerge venicalmente en un fluido. Este problema es más difícil debido a que la presión 
no es constante a lo largo de la superficie. 

Considere una placa vertical que se sumerge en un fl uido de peso específico w (peso 
por unidad de volumen). como se muestra en y 

la figura 3.67. Para detenninar la fuerza total 1 
sobre 1111 lculo de la región desde la profundidad e -+ 
~t:t:v!~/[t:;~d~~ª~, ~::i:i~~=l:;~!~~i;.ne~ d .~ •• Íl ----.,.f--

~n;~~::~·~·~~:1:~i~~ud~i:~~::;!,d;7o~~~~:~ Ay[::--.-- /1({) 
U.y,) donde -"• es el i-ésimo subin1ervalo. La 
fuer1.a sobre es1e rectángulo represelllativo es 

dF; = w(profundidad)(árca) 

= H"h(y;)L(y,) t.y. 

L'l fuerz.'l sobre estos II rectángulos es 

t. dF; = w
1
th(y;)L(y,) 6.y. 

Se deben utilizar métodos de cálculo 
para encontrar la fuer,.a del íluido sobre 
una placa metálica venical. 

t'igurn 3.67 

Observe que se considera que w es constante y se foctoriza de 13 suma. Por lo tanto. 
tomando el límite cuando ll.ó.ll ➔ O (11 ➔ oo) se sugiere la siguien1e definición. 

Definición de fuerza ejercida por un fluido 

La ruerza F ejercida por un fluido de peso específico w cons1ante (peso por unidad 
de volumen) sobre una región plana vertical sumergida desde-" = e hasta y = ti es 

F = w lím f11(y;)L(y;) .6.y 
W-o r."i 

= w LJ h(y)L(y) dy 

donde h(v) es la profundidad del fluido en y y L(y) es la longitud horizontal de la 
región en y. 
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ifjij❖jiji•fj Fuerza de un fluido sobre una superficie vertical 

: • • • ► Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Una puerta vertical en una presa tiene la forma de un trapecio isósceles que mide 
8 pies en la parte superior y 6 pies en la parte inferior. con una altura de 5 pies. como se 
mucstm en l:i figur:i 3.68(:i). ¿Cuál es la fuerza del fluido sobre l:i puerta cu:indo la parte 
superior de la puerta está a 4 pies por debajo de la superficie del agua? 

Solución En la creación de un modelo matemático par:i este problema. tiene libertad 
para ubicar los ejes x y-" de varias maneras diferentes. Un enfoque conveniente es dejar 
que el eje)' biseque la puerta y colocar el ejex en la superficie del agu:i. como se muestra 
en la figura 3.68(b). Así. la profundidad del 
agua )' en pies es 

Profundidad = h(\T) = -y 

Para encontrar la longitud l..()') de la región en y. 
halle la ecuación de la recta que fomm el lado 
derecho de la puerta. Debido a que esta rec­
t:i pasa por los pumas (-3. 9) y (4, -4) su 
ecuación es 

)' - (-9) - -~--:_ <;9) (x - 3) 

J' + 9 - 5 (, - 3) 
y=5x-24 

y+ 24 
.r=-s-· 

En la figura 3.68(b) se puede ver que la longi­
tud de la región en y es 

Longitud= 2r =¾(y+ 24) = L(y). 

Por úhimo, mediante la in!egración de y = 
- 9 a y = - 4. puede calcular la fuerza del 
fluido 

F = wf1 

h(y)L(y)dy 

- 62.4¡_~• (-y)(¾)(J' + 24)dy 

- - 62.4 (~)['(y' + 24y) dy 

= -62.4 (~)[ r; + 12y2I: 
= -62.4(¾)(- 1:75) 
.,. 13.936 libras 

l 
'[;" i--8pics-

Sp}□ 
- 6pics-

(11) Puen11 de agua en una pn-sa. 

: -2 : 6 

(b) Fucru del fluido $(X)f\' la puerta. 

t"igura 3.68 

• 
En el ejemplo 2, el eje coincidió con la superficie de l agua. Esto er:i conveniente. 

pero arbitrario. En la e lección de un sistema de coordenadas para represent:ir una si­
tuación física. se debe consider:ir varias posibilidades. A menudo se pueden simplificar 
los cálculos en un problema al localizar el sistema de coordenadas p:ira aprovech:ir las 
características especiales del problema. tales como la simetría. 
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8-y 

Fuerza del fluido sobre la ventana. 
Figura 3.69 

Fuerza de un fluido sobre una superficie vertical 

Una ve111ana de observación circular en un barco de investigación marina tiene un radio 
de I pie. y el centro de la ventana est:i a 8 pies dcb:ijo del nivel del !lgu:i, como se mues­
tra en la figura 3.69. ¿Cuál es la fuerz:i del fluido sobre la vcntana1 

Solución Para sacar vcntaj:i de la simetría. localice un sistema de coordenadas tal 
que el origen coincida con el centro de la vent:ina, como se muestrn en la figura 3.69. La 
profundidad en y es entonces 

Profundidad= h(y) = 8 - y . 

La longitud horizontal de la ven1ana es 2x y se puede utilizar la ecuación p:ira b circun­
ferencia, x2 + ),i == 1. para resolver para x como se muestra. 

Longitud = 2x 

-2_¡¡-::-:¡;,~L(y) 

Fin:ilmen1e. debido :i que y varía de - 1 a 1. y utiliz:indo 64 libras por pie cúbico como 
la densidad del agua de mar. tiene 

('' 
F - w ) , h(y)L(y) dy 

- 64L (8 - y)(2) _¡¡-::-:¡;,dy. 

Al principio parece que esta integral sería difícil de resolver. Sin embargo. cuando se 
divide la integral en dos pa11es y se :iplica la simetrfa, la solución es simple. 

F - 64(16) L _¡¡-::-:;;,,1y - 64(2) L y_¡¡-::-:;;,dy 

L, segunda integml es igual a O (porque el in1egmndo es imp:u y los límites de inte­
grnción son simétricos respcclo al origen). Por otra pa11e. al reconocer que la primera 
integml representa el área de un semicírculo de rndio 1. se obtiene 

F - 64(16)(f) - 64(2)(0) 

= 5127T 

- 1608.5 libras 

Por lanto. b fuerz.., del flu ido sobre la ventana es de aproxim:id:imente 1608.5 libms. 

■ 

t> TECNOLOGÍA Para confim1ar el resultado obtenido en el ejemplo 3. podría 
• haber considerado el uso de la regla de Simpson para aproxim:ir el valor de 

12sf . (8 -x)~tfx. 

A pa11ir de la gr:'ifica de 

J(,) - (8 - x)_¡¡--=-:;, 

sin embargo. puede ver que/ no es difcrenciable en 
x = z l (vea la figura de la derecha). Es10 significa 
que no puede aplicar el teorema 1.6 de l:i sección 
1.5 para determinar el error polencial en la regla de 
Simpson. Sin conocer el error potencial. la aproxi­
mación es de poco valor. Use una herramienta de 
graficación para aproximar la in!cgral. /no es diíerencinble en.r • : 1. 
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3 . 7 E i ere i e i os ~:~:~:.~a~ll~~~:;.~om para un tuto,111 d, ayuda y sol11c1onts lraba¡adas d1 los 1¡erc1c101 

Fuerza sobre una hoja sumergida En los ejen:icios 1-4, se 
propon:iona el área del lado superior de una hoja de ml'lal. La 
hoja de meta l se sumerge horizon1almente en 8 pies de agua. 
Encuentre la fuerza del Ruido en el Indo superior. 

l. 3 pies cuadrados 

J. 10 pies cuadrados 

2. 8 pies cuadrados 

4. 25 pies cuadrados 

Fuerza de flotación En los l'j l'rcicios 5 J 6, encul'nl re In 
fuerza de ílolación de un sólido rec"langular dl' las dimensio-­
nes dadas sumergido en ngua de modo que el ludo superior es 

paralelo a la superficie del agua. La fuerza de flotación es la 
difen-ncia entn- las fuen.'lS de fluido sobre los lados superior e 
inferior dd sólido, 

6. 

•! 
2 íic,; 3 pies 

~y 

Fuerza de fluidos sobre una pared del tanque En los 
ejercicios 7-12. encuentre la fuerza del fluido sobre el lado ,·er­
lical del tnm1ue. donde las dimensiones están dudas en pies. Su­
ponga 11ue el tanque está lleno de agua. 

7. Rectángulo 8. Triángulo 

O ! 
9. Trapc1.0ide IO. Semk írculo 

CD 
11. Parábola. y • xl 12. SemM:lipsc 

y • -~J36 - 9.r 

CD 

Fuerza de fluido del agua En los ejercicios 13-16, l'ncuenlre 
In fuerza del fluido sobre la placa ,·ertical sumergida en el ngua. 
donde las dimens iones están dadas en metros y la d ensidad del 
agua es 9800 ne\\1on.s por metro f.'úbico. · 

13. Cuadrado 14. Cuadrado 

n 

◊ 
z: 

¡[] 
IS. Triángulo 16. Recltingulo 

!: 

1L 
r il _,_ 
- -•~ 

Fuerza sobre una forma de concreto En los ejl'rcicios 17-20. 
lu figura~ el lado ,·erlicnl de unn forma de concrelo colndo que 
pesa 140.7 libras por pie cúbico. Delermine la ÍUl'rW sobre esta 
parte de la forma de concreto, 

17. Rectfü1gulo 18. Semiclipsc. 

y• -¾J16- .r 

19. Roctángulo 20. Triángulo 

□l _ ,,,"-,,,,. ~ ,! 
¡ ~''" ~-.,, .. - ¡ 

21. Fuerza de fluido de la gasolina Se coloca un tanque 
cilíndrico de gasolina de modo que el eje del cilindro es hori~ 
zontnl. Encuentre la fucrt.a del fluido sobre un extremo circular 
del tanque cuando el tanque está medio lleno. donde el diáme­
tro es de 3 pies y la gasolina pesa 42 libras por pie cúbico. 
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22. Fuerza de fluido de la gasolina Repita el ejercicio 21 
para un tanque que está lleno. (Evalúe una integral mediante 
una fómmla geométrica y la otra observando que el integrando 
es una función impar.) 

23. Fuerza de fluido en una placa circular Una placa circu­
lar de radio r pies se sumerge verticalmente en un tanque que 
contiene un líquido que pesa w libras por pie cúbico. El centro 
del círculo está a k pies debajo de la superficie del nuido. donde 
k > r. Demuestre que la fuer.ta del fl uido sobre la superficie 
de la placa es 

F= u-k(1r,-,?)_ 

(Evalúe una integr.il mediante una fónnula geométrica y la Olr.t 

observando que el integrando es una función impar.) 

24. Fuerza de fluido sobre una placa circular Ulilice el 
resultado del ejercicio 23 para encontrar la fucr,.a del fluido 
sobre la placa circular que se muestra en cada figura. Suponga 
que las placas están en la pared de un tanque lleno de agua y 
las mediciones se dan en pies. 

T 
' 

Q 
(b) 

G 
25. Fuerza d e fluido sobre una placa rectangular Una 

placa rectangular de J, pies de altura y b pies de base se sumer­

ge vcnicalmente en un tanque de líquido que pe.~, w libr.is por 
pie cúbico. El centro está a k pies debajo de la superficie del 
líquido. en donde k > Ji/ 2. Demuestre que la fuerza del fluido 
sobre la superficie de la placa es 

F = wkhb 

26. Fuerza de fluido s obre una placa rectangular Utilice 
el resullado del ejercicio 25 para encontrar la fuer,.a de fluido 
sobre la placa ~ tangular que se muestra e n cada figura. Su­

ponga que la.~ placas están e n la pared de un tanque lleno de 
agua y la.~ mediciones están el-idas en pies. 

(o) (b) 

l 
6 

,CJ 
IO 

27. Tronera de un s ubmarino Una tronera cuadrnda en un 
lado venical de un submarino (sumergido en el agua de mar) 
tiene una superficie de I metro cuadrado. Encuentre la fucrla 
de nuido sobre la tronera. suponiendo que el centro del cuadra­
do se encucntr.t a 15 pies bajo la superficie. 

28. Tronera de un submañno Repita el ejercicio 27 para una 
tronera circular que tiene un d iámetro de I pie. El centro se 
encuentra a 15 pies bajo la superficie. 

29. Modelar datos En la figura se muestra la popa vcnical de 
un barco con un sistema de coordenadas superpuesto. La tabla 
muestra las anchuras de la popa (en pies) para los valores indi­
cados de y. Encue ntre la fucr,.a del nuido sobre la popa. 

O ½ 1 ~ 2 

11 O 3 5 8 9 JO I0.25 10.5 I0.5 

30. Puerta de un canal de riego La sección trans,·ersal veni­
cal de un canal de riego se modela como /{x) - 5x! /(x2 + 4). 
donde ., se mide en pies y x = O com:sponde al centro del ca­
nal. Uti lice la.~ capacidades de integración de una herramienta 

de graficació n para aproximar la fuc17..a del fluido sobre una 
puena \'Cnical usada para detener el flujo de agua cuando ésta 
se encuentra a 3 pies de profundidad. 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

3 1. Piénselo Aproltime la profundidad del agua en el tanque 
e n el ejercic io 7 si la fuerla del fluido es tan grande como 
c uando el depósito está lleno. Eltplique por qué la respues­
ta no es½. 

3 2. Presión y fuerza de fluido 
(a) Defina presión de íluido. 
(b) Defina fucn.a de fluido sobre una región plana vertical 

sumergida. 

33. Presión de fluido Explique por qué la presión de flui­
do sobre una superficie se calcula utilizando rectángulos 
representativos horizontales en lugar de rcclángulos reprc­
senlativos venicalcs. 

~ · ¿CÓMO LO VE? Dos \'entanas semicirculares idé n­~ u ticas se sitúan a la misma profundidad sobre la pared 
,·enical de un acuario (vea la figura). ¿Cuil se somete 
a la mayor fuer.la de fluido? Explique. 
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3.8 Integrales impropias 

~ 
2 b l 

La región no acrnada 1icne una 
superficie de 1. 
Figura 3.70 

■ Evaluar una integral impropia que tie ne un límite infinito de integración. 
■ Evaluar una integral impropia que tiene una discontinuidad infinita. 

Integrales impropias con límites infinitos de integración 
L, definición de una intcgrnl definida 

f J(x)dx 

requiere que el intervalo {'1. b] sea fini10. Por otra parte. el 1eorem:i fund:unental del 
cálculo. con el que se han estado ev:iluando las integrales definidas. requiere que f sea 
continua en [a. b). En esta sección estudi.:ir:i un procedimiento para la evaluación de 
las integrnlcs que por lo general no cumplen con estos requisitos. y:i sea porque uno o 
ambos de los límites de integración son infinitos. o porque/tiene un número finito de 
discontinuidades infiniias en el intervalo la. b\. Las in1egralcs que pose.:in cualquiera 
de las propiedades son integrales impropias. Considere que un:i función/se dice que 
tiene una discontinuidad infinita en t: cuando, desde /a derecha o la izquienla, 

!~}/(x) = oo o !~~/(x) = -oo. 

Para tener una idea de cómo evaluar un:i integral impropia. considere la integral 

fb ~ - _ _!_]h = _! + 1 = ] - ! 
r x 1 b b 

que se puede inlerprctarcomo el área de la región sombreada que se muestra en la figura 
3.70. Tomando el límite cuando b--+ oo obtiene 

f~dx (f ' dx) , ( ') 2 = lfm 2 = lun 1 - -b = l. 
X b-oo l .\" b-oo 

Esta integral impropi:i se puede interpret:ir como el área de \:i región acotatla entre la 
gr:ifica deft.x) = l/x2 y el eje x (a la derecha de x = 1). 

Definición de integrales impropias con límites de 
integración infinitos 

l. Si/ es conlinua en el intcrv:llo [a. oo). enlonces 

("'° /(x)tfr = lím (hf(:c) dx. 
Ja b-QO J., 

2. Si/es con1inu:i en el intervalo {-oo. bl. entonces 

J:,,,,f(:c) tfr = .. .!f~
00 

Lb J(x) ,fr. 

3. Si/es continua en el intervalo (-oo, oo). entonces 

L:f(<)dx - f ~/(x),fr + r J(x)dx 

donde e es cualquier número real (vea el ejercicio 111). 

En los dos primeros casos. l.:i integml impropi:i com·erge cuando el límite existe. de 
lo contrario. la integral impropia dh'erge. En el tercer caso. la integral impropia de la 
izquierda diverge cuando alguna de las integrales impropias de la derecha diverge. 
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Esta región no acotada tiene un área 
infinita. 
Figurn 3.71 

Divergencia de una integral impropia 

Evalúef.
00 

~ -

1 X 

Solución 

f.

00

~ ""' lím f.b~ 
X b-e,o 1 .t 

= lím [1ax]' 
b-0>0 1 

Tome: d límite cuando h - or;, 

Aphque la rq:la de loiaritmos 

Aphque el 1corerna fundamental del ~·ikulo 

fa·alúccl !fm11c 

o existe el límite. Así. se puede concluir que la integral impropia diverge. Vea la 
figura3.71. ■ 

Trate de comparar las regiones mostradas en las figuras 3.70 y 3.7 1. Tienen un as­
pecto similar. pero la región de la figura 3.70es un :'irea finita de I y la de la figura 3.71 
tiene un área infinita. 

ifij§jh•ff Convergencia de las integrales impropias 

Evalúe cada una de las integrales impropias 

a. Loo r·'tfr 
r~ 1 

b. Jo ~dx 

Solución 

a. r oo e- ·• dx = ]ím rb e - " ,fr Jo h-00 ) 0 

b. (oo _,_l_d,·= lím ( oo _l_dx 
Jo .r +I b-oo j0 x2+ 1 

= }i!! [ -e--~r 
= l!!! (-e_-b + 1) 

- 1 

Vea la figur.i 3.72. 

El área de la región no acolada es 1. 

1-·igur:i 3.72 

= lím [ arcwn xr ·-~ 
= lím arelan b 

Vea la figura 3.73. 

r;-:;g y 

·-~ 

El l'irea de la región no aCOlada es-rr/2. 

1-' igura 3.73 • 
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- O.IS 

El área de la región OCO(ada es 1-1/t>I, 
Figura 3.74 

El área de la región no acolada es -rr/2. 

f'i¡;ura 3.75 

3.8 Integrales impropias 23t 

En el siguiente ejemplo. observe cómo la regla de LºHópital se puede utilizar par:l 
evaluar una integral impropia. 

H!lffl❖ié•fi ~sar la _regla de L'Hópital con una integral 
1mprop1a 

Evalúe f'° (! - x)r~ ,Lr. 

Solución Utilice la integración por partes. con c/v = e-.r: y 11 = (1 - x). 

f (1 - x)r•d\' = -e-.,.(1 - x) - f e-..-,l\" 

= -e-" + xe-..- +e-·• + C 

= :i:t•-:,; + e 
Ahora, aplique la definición de integral impropia 

f.
00 

(1 - x)e- • dx = lím [xe-·•I 
,, ..... 00 ] 

- lim (!e - .!.) 
b-.oo t!' e 

= lím !!_ - lím ..!. ,,_.,.,¿, ,, ........ e 

Para el primer límite. use la regla de LºHópi1al 

,}i!!~=}~~~=O 

Por rnnto puede concluir que 

f.
00 

( 1 - x)e- • tlr = l ím t- lím ! 
b-oo r b- oo e 

=O-~ 

1 
a:--. , \lea l;a figur,1 3.74 

' .. límites de integración superior e inferior 

f~ e' 
Evalúe --tlr. -oo 1 + eh 

Solución Obser.•e que el integrando es continuo en (-oo. oo). Par::i ev::ilu::ir l::i inte• 
gral. puede dividirlo en dos p::irtes. eligiendo e = O como un v::ilor conveniente. 

L: 1 : .. e2-~<lr - f oo I t,.2x ''x + i"'° 1 : ··e?.. "x 

= lím [::irctan e"r + lím [arctan e"]' 
b--oo ¡, b- oo o 

= lím (:!!. - arelan e") + lím (arelan e" - :!!.) 
b- - oo 4 b-oo 4 

Vea lafi¡;ur.iJ.75. • 
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El trabajo necesario para mover un 
módulo espacial de 15 toneladas 
métricas una distancia no acotada 
lejos de la Tierra es de unos 
6.984 x 1011 p ies-libras. 

lfM❖!#HfW Puest a e n ó rbit a de un módulo espacial 

En el ejemplo 3 en la sección 3.5. encontró que requeriría 10.000 millas-toneladas de 
trabajo para impulsar un módulo espacial de 15 tone ladas métricas a una ::iltura de 800 
millas sobre la Tierra. ¡,Cuánto trabajo se requiere para impulsar el módulo una distancia 
no acotada lejos de la superficie de la Tierra? 

Solución Al principio podría pensar que sería necesaria una cantidad infinita de tra­
bajo. Pero si este fuer::i el caso. sería imposible enviar cohetes al espacio exterior. Dcbi♦ 
do a que eslo ya se ha hecho. e l trabajo que se requiere debe ser finito. Puede determinar 
el trabajo de la manera siguiente. Use la integral del ejemplo 3. sección 3.5. reemplace el 
límite superior de 4800 millas por oo y escriba 

\V= Loo ~(ÍX 
-'<X)() x-

- lím [- 240.000.00CJ"f 
b-oo X J.iooo 

= lím (- 240,000.000 + 240,000,000) 
b-oc, b 4000 

= 60,000 millas-toneladas 

- 6.984 x 1011 pies-libras 

En las unidades del SI. usando un factor de conversión de 

1 pie-libra • 1.35582 joules 

e l trabajo realizado es \V ... 9.469 x 1011 joules. 

Int egrales impropias con discontinuidades infinitas 

■ 

El segundo tipo básico de integral impropia es uno que tiene una discontinuidad infinita 
e11 o en/re los límites de integración. 

Definición de integrales impropias con discontinuidades infin itas 

l. Si es continua en e l intervalo fa. b) y tiene una discontinuidad infinita e n b 
entonces 

(b J(x) dx = lím r f(x) dx. J,. r➔b- J,, 

2. Si es continua en el intervalo (CI. h] y tiene una discontinuidad infinita en" 
entonces 

(" f(x) dx = lím. (" /(x) dx. J.. .. ....... J .. 
3. Si es continua en e l intervalo (ll. b]. excepto por alguna e en (ll. b) en la que/ 

tiene una discontinuidad infinita. entonces 

f /(x) dx - { J(x) dx + r J(x) dx. 

En los dos primeros casos. la integral impropia converge cuando e l límite existe. 
de lo contrario. la integral impropia dh'erge. En el tercer caso. la integ ral impropia de 
la izquierda diverge cuando alguna de las integrales impropias de la derecha diverge. 



La integr.il impropia J1 

~ diwrge. 

f"igu rn 3.77 

3.8 Integrales impropias 23! 

lfjij❖jij!f■f Integral impropia con una discontinuidad infinita 

Evalúe L' y;: 
Solución El integrando tiene una disconti­
nuidad infinila en x = O. como se muestra en la 
figura 3.76. Puede evaluar esta integral como se 
muestra a cominuación. 

(' .e I / J cb: = lím [x1
'
1

]

1 

Jo b➔O• 2/3 b 

= i!.nJ. ¾(I - bl/3) 

-~ 

( 1. 1) 

Discontinuidad infinita en ., • O. 

t"igura 3.76 

ifjjfüiji•@ Integral impropia divergente 

Evalúe r-~­Jo X 

Solución Como el integrando tiene una discontinuidad infinita en x = O. puede escribir 

Por tanto, puede concluir que la integral impropia diverge. 

H!i@1IH•i:H Integral impropia con una discontinuidad interior 

. f' dx Evalue -:J· 
-1 X 

Solución Esta integral es impropia porque el integrando tiene una discontinuidad 
infinita en el punto interior x =O.como se muestra en la figura 3.77. Por tanto. puede 
escribir 

f'~- fº~+ ('~ 
-1 X -1 X Jo X 

Del ejemplo 7, sabe que la segunda imegral diverge. Por tanto. la integral impropia ori­
ginal también diverge. • 

Recuerde que debe comprobar si hay discontinuidades infinitas en puntos interia­
res. así como en los puntos terminales para dctcnninar si una integral es impropia. Por 
ejemplo. si no hubiera reconocido que la integral en el ejemplo 8 era impropia. habría 
obtenido el resultado i11correc10 
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El área de la región acotada es 1r. 

Fii:ura 3 .78 

La circunferencia del circulo es 21r. 

flgurn 3.79 

L'l in1cgrnl en el siguiente ejemplo es inadecuada por dos razones. Uno de los lími­
tes de la inlcgración es infinito. y el integrando tiene una discontinuidad infinita en el 
límite exterior de fa integración. 

HfMMPHFH Integral doblemente impropia 

: · · · t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Evalúe Í
00

--"--'-. 

), Jx(x + 1) 

Solución Para evaluar esta integral. divídala en un punto conveniente (por ejemplo. 
x = 1) y escriba 

(~ dx ( ' ,t< J,~ dx 
Jo Jx(x + 1) = Jo Ji(x + 1) + , Ji(x + 1) 

= lím [2 arelan h]1 
+ lím [2 arctan .1x]º 

1>-0• ¡, , ... i:,,o J 

= "~1~ (2 aman 1 - 2 arct:m ./1i) + }~'! (2 are tan Je - 2 arelan 1) 

Vea la figur3 3.78. 

Aplicación que implica la longitud de arco 

Utilice la fórmula para la longitud de arco para mostrar que la circunferencia del círculo 
xi+yi= J es21T. 

Solución Para simplificar el trabajo. considere el cuarto de círculo dado por 
y= ~. donde OS.x S l. La función yes derivable para cualquier xen es1e inter­
valo. exceptox = 1. Por lo tanto. la longitud de arco del cuarto de círculo está dada por 
la integral impropia 

s = LJ ~ d\' 

= L' J1 + (~)' dx 

( ' dx 
=Jo~· 

Esta integral es impropia. ya que tiene una discontinuidad infinita en x = l. Por lo tanto, 
puede escribir 

( ' dx 
s= )o.JT"='x1 

= lím [are sen x]' 
b➔I- o 

= ,},!_n
1
1_ (arcscn b - arcsen O) 

= f-o 

Finalmente. multiplicando por 4. puede concluir que la circunferencia del círculo es 
4s = 21r como se muestra en la figura 3.79. • 



■ l'ARA INf'OH!\IACIÓN ADICIONAL 

Pum más Ín\·esligación adicional de los 
sólidos que tienen volúmenes finitos )' 
superficies infinitas. consulte el artículo 
.. Supcrwlids: Solids Ha"ing Finite Volu­
me and lnfinite Surfaccs", de William P. 
Love. en Mathemmics Teacher. ParJ \'er 
este anículo. \'Ísite MatliAnicles.com. 

■ PARA INf'OHMACIÓN ADICIONAL 
Pum aprender sobre: otra función que 
tiene un volumen finito y una superficie 
infinita. consulte el artículo "Gabricl's 
Wedding Cake", de Julian F. Acron, en 
71,e Co/lege /.1(11/,emaiics Jo,mml, Para 
\-Cr este artículo. \'Ísite M,1111Ar1icles.com. 

3.8 Integrales impropias 23i 

Esta sección concluye con un teorema útil para describir 13 convergencia o diver­
gencia de un 1ipo común de integral impropia. La demostración de este teorema se deja 
como ejercicio (vea el ejercicio 49). 

TEOREMA 3.2 Un tipo especial de integral impropia 

{ 

1 
00 ~= ~-
' ,, f. · d;vc,gc. 

p> l 

/J s 1 

li/it':ib•if i Una aplica_c,ión que implica un sólido 
de revoluc1on 

El sólido fonnado al girar (alrededor del cjex) b región 110 acouula que se extiende entre 
la gráfica de ft_.t) = 1/x y el eje x (x 2: 1) recibe el nombre de cuerno de Gabriel. (Vea la 
figura 3.80.) Demuestre que este sólido tiene un volumen finito y una superficie infinita. 

Solución Utilizando el método de disco y el teorema 3.2. puede determinar que el 
volumen es 

TrorrmaJ.2. p • 2 > 1 

El área de superficie está dada por 

f.- f.-'R s-2,. /(x)✓ I + [f'(x)]'dx-2" ~ 1 +,,fr. 
J .\ X 

Ya que 

R >I 
en el intervalo ( 1. oo) y la integrul impropia 

diverge. puede concluir que la integral impropia 

J,-1R - 1 +-,/.r 
X .r' 

también diverge. (Vea el ejercicio 52.) Por tanto. el área de superficie es infinita. 

El cuerno de Gabriel tiene un volumen finito y una superficie infinita. 

Figura 3.80 • 
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Determinar si una integral es impropia En los ejercicios 
1-8, debe dK idir si 1H intl'gral es impropia. Explique su razo. 
namK!nto. 

i' dx 
l. -­

º 5., - 3 

( ' 2, - 5 
J . )o .r2 -5x+6dr 

2. r~ J, x' 

4. 1-ln(:r2) ,J.r 

6. 1- cosxd.'C 

Evaluar una integral impropia En los ejercicios 9-12. ex­
plique por qué la intl'gral es impropia y determine si dh·erge o 
connrge. Evalúl' la integral si 0011\'erge. 

r· ' 9. Jo -:J;d" 

(' ' 
11. Jo (x- l )2 dx 

,o .. 
JO ,. 
,o 

Escritura En los ejl'rcicios 13-16. explique por qué In c,·alun­
ci6n de la integral es itlco"ecla. Utilice las capacidadl'S de inte­
grnción dl' una herramil'nta de grafirnción para inientar ernhmr 
la integral. Detl'mtine si la utilidad da la respul'Sta oorrNta. 

13. ~ 
~ 

14. ~ 

IS. ~ 

16. ~ 

Evaluar una integral impropia En los ejercicios 17-32. de­
terminl' si la integral impropia dh-erge o conwrge. E,·alúl' la 
integral si connrge. 

17. 1-~,fr 18. f -? dx 

19. 1-1A d'< 20.1-Ífi ,fr 

21. [ .n•- "-'dx 22. 1-.u-•fld'C 

23. L-xie--'dt 24. L"° e-•cos x dr 

25. t' 26. 1 - ~dx J ~d" X 

27. r . -.--,d.r 
-- 1 +.r-

28. r x' (x2 + l )ldx 

29. --d, f' o e' +e-,. 30. r ,. 
o ~d" 

31. L"° cos 1rxd.x 32. L X scnztfr 

Evaluar una integral Impropia En los ejercicios 33--18. de­
termine si la integral impropia di,·erge o com·erge. E,·a lúe la 
integral si coll\·erge. y compruelw sus n!:!iul1ados con los resul­
tados obtenidos mediunll' el uso de las capacidades de inl'-'gra­
ci6n de una herramienta de graficación. 

JJ. f' ~d" Jo X 

35. (2_,_d, 
Jo Vx-=-i" 

37. L1 

xlnx,l.r 

39. f" 0 
lan 8<10 

4 1. ----d, f ' 
2 X~ 

43. f 1 --dx 
J ~ 

45. ---,,, r , 
l .f~ 

47. ---d, r . 
o .fi(.r + 6) 

(' 'º 34. Jo ~d.r 

36. f H_ J_<fr 
Jo~ 

38. L~ ln .'CZ dx 

40. f" 0 
scc Ot/8 

42.f ~d.r 
J 36 - .r 

44. L' ' 2s-r<1x 

... L"°./r-l6l J ~ti" 

48. -d.r f' .,· lnx 

Encontrar valores En los ejercicios 49 y 50. determine todos 
los valon.-s de p para <1ue la integral impropia connrja. 

f.- ' 49. -,lx 
xP l'' 50. -,<1.r ,x 



51. Inducción matemática Use inducción matemá1ica para 
verificar que la siguiente integral com·crge p.1ra cualquier en• 
teroposili"º" 

L°":r"e-•d,· 
52. Prueba de comparación para integrales impro­

pias En algunos casos. es imposible encontrar el valor 
exacto de una integral impropia. pero es imponante para de­
tem1inar si la integral con\'erge o di"crge. Suponga que las 
funciones/ y g son continuas y O S g(x) S /(x) en el intervalo 
fa. oo). Se puede demostrar que si J.- /(:e) ,/.1· converge. en­
tonces J.';" g(:r) d:c también converge. y si fa"" g(:r) dt diverge. 
entonces J.';" J(.r) dr también di,·crgc. Esto se conoce como el 
criterio de compar.ición para integrales impropias. 

(a) Utilice la prueba de comparación para dctem1inar si 
J1"" rr ,l_r com·ergc o di,·erge. (Sugem1cil1: Utilice el he­
cho de que e-xl S e-• para :e 2'. l.) 

(h) Ulil icc la prueba de comparación para dc1em1inar si 

f'º fü'':r con,·e rgc o di,·erge. (S11gere11cia: Util ice el 

hccho dequefü :s ~parax2'. l .) 

Convergencia o divergencia En los ('jndcios 53-62. utilice 
los resultados d(' los ejercicios 49-52 para d('t('rminar si la inte­
gral impropia con,·e rge o di,·erge. 

53. L'1 f 1 -:,<l.r 54. Vx,lx , ., o X 

55. r l 56. L"" .re-A dr --;:¡dx . 

57. r l xi+ 5,lx 58. r l --dx 
2 _¡;-=-¡ 

59. r- 1_,, ... 
2 V.r(x-1) 

60. ---d, r 1 ./x(:c+ 1). 

61. f" 1 - senxdr 

·" 
62. --tlx rl 

o e' +x 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

63. Integrales impropias Describa los diferentes tipos de 
integrales impropias. 

64. Integrales impropias Defina los términos l"011\'erge11• 

te y ,lfrerge111e cuando se trabaja con integrales impropias. 

65. Integral impropia Explique porqué f 1 ;Jdt 'Í' O. 

66. Integral impropia Considere la integral 

LJxl ~2rrlt. 

Para determinar la con\'crgcncia o divcrgenci:i de la intc• 
gral. ¿cuántas in1egralcs impropias deben ser analizadas'! 
¿ Qué debe ser "erd:ad de cada una de estas integrales si la 
integral dad:i con\'erge'! 

3.8 Integrales imp ropias 23! 

Area En los ejen:icios 67-70, ('nrnenln: el á rTu de la región 
sombreada s in límites. 

67. y= e', -oo < .r s 1 

69. Bruja de Agnesi' 

1 
y - xl+I 

68. )' = -ln .r 

70. Bruja de Agnesi: 

8 
J - :r2 +4 

Area y volumen En los ejen:icios 71 y 72. considere la re­
gión que sulisíace las desigualdndes. (a) Encul'nlre l'I á reu de la 
rTgión. (b) Dete rmine el rnlumen del sólido genl'rado ul girur 
In región nlredOOor del ejl' x. (e) Halle el ,·o lumcn del sólido 
generado al girar la r E"gión sobre el ejeJ'· 

71 . y se-•.)' 2: O . . r 2: O 

1 
72. ys?.y2:0.x2: 1 

73. Longitud de arco Trace la gráfica de la hipocicloide de 
cuatro cúspides x l/l + yl/J = 4 y encuentre su perímetro. 

74. Longitud d e arco Encucmre la longitud del arco de lagrá· 
fica de J' = JTif'="? en el intervalo [O. 4 J. 

75. Superficie La región acotada por (x - 2)2 + ~-2 • 1 gira 
respecto a l eje y para fonnar un toro. Encuentre el área de la 
superficie del toro. 

76. Superficie Encuentre el área de la superficie fonn:ida al gi­
rar la gráfica de y = 2e-.. sobre el interY.110 [O. ao) alrededor 
dclejcx. 

Propulsión En los ejercicios 77 y 78. utilic" el peso del cohl'te 
para responder cada pregunta. (Use 4000 millas como el radio 
de la Tierra e ii.:nore ('( erecto de rc-sislencia d"I aire,) 

(a) ¿Cuánlo t rabajo se requierT para impulsa r el cohete una 
disllrnc ia no ucolada l"jos de la superficie de la Tierra? 

(b) ¿Qué distancia hu r«orrido el cohele cuando se ha produ­
cido la mil:1d del total dl' trabajo? 

77. Cohete de 5 tonelada..~ 78. Cohete de 10 1onelnd11s 
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Probabilidad Una íunci6n /no negnliu se llama/unci611 dt 
dtmidad dt probab{lidad si 

L:1(1)d1 = l . 

La probabilidad dir que x se encuentre irntre a y b está dada por 

P(a :S x S b) = f /(l)dt. 

El nlor esperado dir .:e l'Slá dado por 

E(x) s ¡_-_,/(1) di. 

E n los ejirrcicios 79 y 80. (a) demun tre que la función no nega­
füa es una función de dens idad de probabilidad. (b) encuentn.­
P(O :S x :S 4) y (c) encuentre E(x) 

lffl. /(1)"" íle--!1/', 1 2: o 
10. /<o 

Costo capitalizado En los l'jerl"idos 81 y 82. encuentre el 
costo C capitalizado de un ncth·o (a) para 11 = 5 años, (b ) pnra 
11 :: 10 años y (c ) para s iempre. El costo capilalizado se da por 

C:: c. + r c(1~-" d1 

donde e, es la inn~rsión inicial. t H el tiempo en años. r es la 
lasa a nua l de inte.ffl compuesto continuamente y c(t) es el costo 
anua l de manlenimK'nto. 

81. C0 = $650.000 

c(t) • $25.000 

r • 0.06 

82. C0 - $650.000 

c(t) = S25.000( 1 + O.081) 

r • 0.06 

83. Teorfa electromagnética El potencial magnético en un 
punto en el eje de una bobina circular es1á dacio por 

2-rrN/r J,- 1 
P• -,- r (,-?+ .r!)-1/!tlx 

donde N, / , r. k y e son constan1es. Encuentre P. 

8,1, Fuerza de gravedad Una \"arilla uniforme ··semi-infinita" 
ocupa el eje .r no negativo. La varilla tic-ne una densidad lineal 8 
que significa que un segmento de longitud d-c licne una masa 
de lj d.r. Una parlfcula de mas.a M se encuentra en el punto 
(-a, 0). La fucr-1.a de gravedad F que la varilla ejen:c sobre la 
masa cstá dada por 

,. -L- GM6 dx 
(u+ .-c)i 

donde Ges la constante gravitacional. Encuentre F. 

¿Verdadero o falso? En los eje n'.icios 85-88. delem1ine si el 
enunciado es ni-d11dero o íalso. Si es falso, explique por tiué o 
d f un ejemplo (!Ue demuestre (!Ue es ía lso. 

85. Si f e~ continua sobre 10, xi) y lím /(r) • O. entonces 
Jo /(.r) d.r corwergc. ,-.. 

86. Si fes continua sobre (O, :x.} y Jo /(.r) d.r di\·erge. entonces 
,l~!/(.-c) .-, O. 

87. Sif'escontinuasobrc[O. :,o)y ,l!_'!/(.r)-= O divcrgc.entOJ'IOOi 

r f'(,)d, • -/(O). 

88. Si la gráfica de/ es simétrica rcspttto al origen o el eje ~._ cn­
tooces. fó' /(:e) d.i: corwcrge s i y solo si )-.,./(.,) di: coo,·ergc. 

89. Comparar Integrales 

(a) Demuestre que ,i-".,.scn.r di: diverge. 

(b} Demuestre que _i!.~ f-. scn.r d-c = O. 

(e) ¿Qué mue~tmn los incisos (a) y (b) sobre la definición de 
integrales impropias? 

90. Hacer una integral impropia Para cada intc-graL eneucn­
lrc un número real no ncgntÍ\'O b que hace que la integral sea 
impropia. Explique su razonamiento. 

(o) r•-,-1-d.,· (b) f" ~dx 
r-9 Jo .;:..-x 

(e) f r-7:+ 12 1fr 

(e) f 1an2.rdx 

91. Redacción 

(11) Las integraks impropias 

f.-, f.-' -d.r y 2d.r 
X I X 

(d) fº ln.rd1· 

(f) f"~d,· 
Jo 1 - scnx 

di\·ergcn )' con,·ergen. n:spectivamcnte. Describa las di­
fen:ncias eotcncialcs entre los integmndos que causan que 
una integral com·erja y la otra di,·erja. 

(b) Dibuje una gr.tfica de la función y = (sen .r'}/xen el inter­
valo( I . oc.). Use su conocimiento de integra.l definida par.1 
hacer una infcn:ncia :iccn:a de si la integral 

J,
.,. scn .-c 

-¡-dx 

converge. Justifique tu rcspucsla. 

(c) U1ilice una ilcrnción de la integración por panes en la in­
tegral del inciso (b) p;,m determinar su dh·ergencia o con-
\"etgcnc,a. 

92. Exploración Considere la mtcgral 

L
•P 4 - --,,, 

1 + (un.,)" · 

donde n es un entero positivo. 

(a) ¿La mlegral es 1mprop1a? Explique:. 

(b) Uuhcc un programa de graficación para trazar el integmn­
do parn n = 2 . .t.8y 12. 

(c) Use las gr.tficasparaaproximar la integral cuando n--+ ,x, 

(d) Utilice un sislcma de álgebra computacional para C\'a)uar 
la integral paro los valores de II del inciso (b). Haga una 
conjetura sobre el valor de la integr:il para cualquier ente­
ro pos11ivo 11. Compare sus resultados con su respuesta del 
inciso (c). 



93. Probabilidad normal La altura promedio del hombre es­
cadounidcnsc entre 20 y 29 años de edad es de 70 pulgadas. 
y la desviación estándar es de 2.85 pulgadas. Un hombre de 
20 a 29 años de edad. es elegido al a7,ar de la población. La 
probabilidad de que él tenga 6 pies o más de altura es 

r- 1 , 
P(72 S x < o::,)• Jn 2.85.j'[:¡/-(, - 70) /6.:WS d-.;. 

(J-i1e111e: Nt11im1t1/ Cemer Jor Het1hll Stt11irticr) 

(a) Use un programa de graficación para tra1.ar el integrando. 
Utilice la herramienta de gralic:ición de convencerse de 
que el área compreodid:i entre el eje.r y el integrando es l. 

(b) Utilice una herramienta de graficación para aproximar 
P(72Sx< oc). 

(e) Aproxime 0.5 - P(70 S x S 72) uliliz:indo una herramienta 
de graficación. Utilice l:i gr.ilica del inciso (:1) para expli­
car por qué este result:ido es el mismo que la respuesta del 
inciso(b). 

'94_ ¿CÓMO LO VE? La gráfica muestra la función de 
densidad de probabilidad para una marca de automó­
\'Íies que tiene una e ficienc ia de combustible prome­
dio de 26 milla.~ por galón y una desviación estándar 
de 2.4 millas por galón. 

~-:::::=========;;;;;;======== 
i ~-:~ :::+=--==--==--==--::;1-~· -_ -_ --\~ -----_ -_ -_ -_ -_ -_ ~ 010 l ~:.,._ ___ _,_ _ _____ _ 

º"' 0,02 

16 18 20 n 24 26 28 .}(I H 34 Mi 

Millas por galón 

(a) ¿Cuál es mayor. la probabilidad de elegir al azar un 
automóvil que rioda entre 26 y 28 millas por galón o la 
probabilidad de elegir al a:r.ar uno que rinda entre 22 y 
24 millas por galón'? 

(b) ¿Cuál es mayor. la probabilidad de elegir :il azar un 
automóvil que rinda entre 20 y 22 millas por galón o 
la probabilidad de elegir al azar uno que rinda por lo 
menos 30 millas por galón'? 

Transformadas d e laplace St>a / (t) un:1 func i6n definida 
pa ra lodos los ,·a lores positirns de l. La transfornmda de La pla­
ce de /(f) se define por 

F (r) = L" e-"¡(r) di 

cuando existl' la integrnl impropia. Las lransfom1:1das de La1,lace 
se utilizan para rt'SOh ·er ecuaciolll':S difrt't'nciales. En los ejercidos 
95 a 102. encuentre la transformada de Lapl.ace de la función. 

95. /(t) = 1 

97, /(t) = ,2 

99. /{t) • cos (// 

IO t. /{t) • cosh m 

96. /(t) = t 
••- f(t) =,.. 

100. /(r) • sen m 
102. /(t) • scnh m 
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103. Función gamma La función gamma r(n) se define como 

r (11) =- L00 

-"" -
1,-~ ,L-.:. 11 > o. 

(a) Encuentre l'(I). í<2) y 1"(3) 

(b) Utilice la integración por partes para demostrar que 
í (n + 1) "" 111"(11) 

(e) Escriba [{11) usando la notación factorial. donde 11 es un 
entero positivo. 

104. Demo~raci~-i Demuestre que/,,• (;:~ ~)t,,_1,donde 

1,. = L (xlx+ l )"+Jll.r. ";?: l. 

Después. evalUe cada integral. 

l -' 
(a) -( , )Jd.r 

o X + 1 

r- .,, 
(b) Jo (,r2 + l )l dx 

r- , 
(e) Jo (x- : I )" dx 

105. Determinar un valor ¿Para qué valor de e, la integral 

1-(~-.r: 1)dr 
es convergente'? Evalúe la integral para este valor de c. 

106. Determinar un valor ¿Para qué valor de c. la in1egral 

----,L-.; J,-( ex 1) 
.r2 + 2 3.r 

es com·e rgcnte? Evalúe la integral para este valor de c. 

107. Volumen Encuentre el ,·olumcn del sólido generado al 
girar la región acotada por la gráfica de/alrededor del ejc .r. 

J(x) = ¡xlnx. 
o. 

O< .r S 2 
.r "" O 

108. Volumen Encuentre el volumen del sólido generado al gi­
rar la región no acotada comprendida cnlrc y = - In x y el eje y 
(11 2: O) respecto al ejex. 

Sustituir u En los ejerdcios 109 y J 10. rees<riba la integral 
imprnpin como unn inlq:rnl propia utilizando la sustitución 
11 dadn. Entonces. u tilice la regla del trapecio con 11 = 5 pnra 
aproximar la i1111-1:ral. 

t sen x 
109. Jo .fi dx. u • .fi 

111. Reescribir una integral Sea L:/(.r) dx con\'ergcnte y 

sean " y b números reales, donde ll '6- b. Demuestre que 

f _I(x) <fr + r /(x) d, = f _I(x) d, + r /(x) dx. 
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Encontrar el Brea de una región En los ejC'rcicios 1-10, di­
buje la n'gión acotada por las grúlicns de las «uac-iones y en­
cuentre el árC'a de la n'gi6n. 

l. )'= 6 - ~.r. y= ¾r. X= -2. X"" 2 

2. )' = -~- )' = 4. X = 5 

1 3. y- xl+I. y- o. x-- 1. 

4. X: )-l - 1y, X : - 1, )' :: 0 

5. y= x. y= xl 
6. x-).?+ l . x•y+3 

7. y•e', y•e1. x•O 

x • I 

8. y==csc x. y=2. í sxs ~ 

9. y• sen.r. ff ' ff y• cosx, 4 ::sx s 4 
1 1T 1-,r 

10. X • COS )'. X • 1• 3 S )' S 3 

Encontrar e l Brea de una región En los ej ercicios 11 -14. 
utilice una hC'rrnmienta de grnficación para trazar la región 
uootada por las gráficas de las ecuaciones. y utilice las cnpa­
cidades de integración dP la hPrramienla dP graficación pnrn 
encontrar el át"C'a dl' la región. 

11. y • .r - 8.r + 3. y • 3 + 8.r - x2 

12. )' : .f2 - 4X + 3. }' = .r1, X= 0 

13 . .fi +./y= l .)' = 0. x = 0 

l4. y-xl -2r2.y - 2rl 

15. Integración numéñca Calcule la superficie de la laguna 
mediante (a) la regla del trapecio y (b) la regla de Simpson. 

16. Ingresos Los modelos R1 z: 6.4 + 0.2, + 0.0lr2 y R2 = 
K.4 + 0.351 proporcionan los ingresos (en miles de millo­
nes de dólares) para una gran corporación. Ambos modelos 
son estimaciones de lm ingresos de 2015 hasta el 2020. con 
1 = 15 correspondiente a 2015. ¿Qué modelo proyecta el ma­
yor ingreso? ¿Qué modelo produce los ingresos totales mayo• 
res en el periodo de seis años? 

Encontrar el volumen de un sólido En los ejercicios 17-22. 
utilice el método de los d iscos o el método de las capas pura 
enconlrar los ,·olúmenes de los sólidos generados ni girar 111 n'· 

gión acotada por las grúfica.<; de las ecuaciones respC'<'IO a la(s) 
recla(s) dada(s). 

17. )' = x.y = O . .r = 3 

(a) el ejex 

(c) larecta.r = 3 

18. y• ../x. y• 1. 
(a) el eje.r 

(c) el eje)' 

x=0 

(b) el eje y 

(d) larcc1a x = 6 

(b) larec1ay = 2 

(d) la rectax = - 1 

19. }' "" fü•Y = 0 . .r = O . . r = 1 

girado respecto al eje y 

20. y• ~.y = O .. r= - 1.x = 1 

girado alrededor dd eje .r 

21. y= ~-Y = o .. r = 2 . .r = 5 

girado respecto al eje y 

22. y =e '· )•= 0 . . r=0 . .r = l 

girado alrededor del eje .t 

23. Profundidad de la gasolina en un tanque Un tanque 
de gasolina es un esferoide achatado generado al girar la región 
acolada por la gráfica de 

~+E. - 1 
16 9 

alrededor del eje_\". donde x y_\" se miden en pies. Encuentre la 
profundidad de la ga.solina en el tanque cuando se llena a un 
cuano de su capacidad. 

U. Usar secciones transversales Encuentre el volumen del 
sólido cuya base está acotada por el círculo .r2 + l = 9 y las 
secciones trjJ\S\'ersales perpendiculares al eje x son triángulos 
equiláteros. 

Encontrar la longitud del arco En los ejercicios 25 y 26. 
encumtre la loni:itud de arco de la g ráfica de la función en el 
intl'n ·a)o indicado. 

25. /(.r) • i-.r-11◄• (O. 4) 26. )' • ¾,r1 + t. (1. 3) 

27. Longitud de una catenaña El cable de un puente colgante 
fonna una catenaria mcxlclada por la ecuación 

)' = 300 cosh(
2
~) - 280. -2000 s .r s 2000 

donde .r y y se miden en pies. U1ilice las capacidades de intc· 
gración de una herr.imicnta de graficación para aproximar la 
longitud del cable. 



28. Aproximación Determine qut: valor aproxima mejor la 
longitud de arco representada por la integral 

(Haga su selección a panir de un boceto del arco y 1w mediante 
la realización de los cálculos.) 

(a) 10 (b) -5 (c) 2 (d) 4 (e) 1 

19. Área de una s uperficie Use integración para encomrar el 
árc::i de la Sllpcrficic lateral de un cono circular recto de altura 4 
y radio 3. 

30. Area de una superficie La región acot::ida por las gráficas 
de y = 2,/i. y = O . .r = 3 yx = 8sc hace girar alrededor del 
eje .r. Encue ntre el área de la superficie del sólido generado. 

31 . Trabajo Se necesita un::i fuerza de 5 libras para eslirar un 
resorte I pulgada desde su posición n::ilural. Calcule el trabajo 
rcal i1..ado al estirar el resone desde su longitud n::itural de 10 
pulg::id::is hasla una longitud de 15 pulg::idas. 

32. Trabajo Se necesita una fucrt.a de 50 libras para cs1imr un 
resorte I pulgada desde su posición n::itural. Calcule el trabajo 
realizado al estirar el resorte desde su longitud n::itural de 10 
pulg::idas para duplicar esa longitud. 

33. Trabajo Un pozo de agua tiene un::i carcasa de 8 pulgadas 

(diámetro) y se encuentra ::i 190 pies de profundidad. El agua 
eslá a 25 pies desde la parte superior del pozo. Determine la can­
tidad <le trabajo realizado en el bombeo del pozo seco. suponien­
do que el agua no entra en él mientra.~ está siendo bombeado. 

34. Ley de Boyle Una cantidad de gas con un \·olumcn inic ial 
de 2 pies cUbicos y un::i presión de 800 libras por pie cuadrado 
se expande hasta un \'olumen de 3 pies cUbicos. Encuentre el 
trabajo realizado por el gas. Suponga que la presión es inversa­
mente proporcional al volumen. 

35. Trabajo Un::i cadena de 10 pies de largo pesa 4 libras por 
pie y se cuelga desde una plataforma ::i 20 pies sobre el suelo. 
¿ Cuámo trabajo se requiere para ele\':lr toda la cadena hasta el 
nivel de 20 pies? 

36. Trabajo Un malacate. a 200 pies sobre el nivel del sucio en 
la parte superior de un ed ificio, utifüa un cable que pcs::i 5 li­
bras por pie. Encuentre el trabajo realizado en el enrollado del 
c::ible cuando 

(a) un c:<trcmo está a nivel del sucio. 

(b) hay un::i carga de 300 libras unida al extremo del cable. 

37. Trabajo El trabajo realizado por una fuerL:J \':lriab\e sobre 
una prensa es de 80 pies-libra. La prensa se mueve una dis­
tancia de 4 pies, y la fuert.a es de la fonna cuadrática F = a.~. 
Encuentre"· 

38. Trabajo Encuentre el trabajo realizado por la fucrLa Fmos­
trada e n la figura. 

Pies 

Ejercicios de repaso 24~ 

39. Centro de masa de un s istema lineal Encuentre el cen­
tro de masa de las masas puntuales situadas en el eje x. 

1111 • 8, 1112 • 12. mJ • 6 . m, • 14 

.r1 = - 1. x2 = 2. .tJ = 5. x, = 7 

40. Centro de masa d e un sistema de dos dimensio­

nes Encuent re el centro de ma.,;..1 del sistema de masas pun­
tuales d::ido. 

m, 

(.,,.,,) (2.1) (-3.2) (4.-1) (6.5) 

Encontra r un centroide En los cjen.-icios 41 J 42. encuenlre 
el centroide de la región acotada por las gnlfica.'l de las ecua-
dones. 

42. )' = :i!ll. y: ½x 

43. Centroide Una hoja de un ventilador industrial tiene la con­

figurnción de un semicírculo conec1ado a un tmpecio (\·ca la 
figura). Encuentre el centroide de la hoja. 

_, _, 

44. Encontrar un volumen Utilice el teorema de Pappus 
para encontrar el \'olumen del coro formado girando el círculo 
(t - 4)2 + y2 = 4 respecto al eje~•. 

45. Fue rza de fluido del agua de m ar Encuentre la fucrt.a 

de Ouido sobre la placa \'ertical sumergida en agua de mar (wa 
la figura). 

□}, 
--7pies--

Figura para 45 Figura para 46 

46. Fue rza sobre un forma d e concreto La figura es el lado 
vcnical de una forma de concreto colado que pesa 140. 7 librns 
por pie cUbico. Determine la fuert.a sobre esta parte de la forma 
de concreto. 

47. Fue rza de fluido Una piscina tiene 5 pie.~ de profundidad 
en un ex1remo y 10 pies de profundidad en el otro, y el fondo 
es un plano inclin::ido, La longitud y el ancho de l::i piscina es 
de 40 pies y 20pies. respectivamente. Si la piscin::i está llcn::i de 
agua. ¿cuá l es la fuert.a del fluido sobre cada una de las paredes 
\"Crticales? 
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S 1 •' d bl Co11s11lt1CalcChntcomp1n111n1utom1ld11yud1rsoluc1onu 
Q UCIOn e pro emas trab111dasdelos111rc1c1osconnumerac1on1mpar 

t. Obtención de un limite Sea R el área de la región en el 
primercuadrantc acotada por la parábola y = xly la recta y= ex. 
e > O. Sea T el árc:i del 1riángulo A08. C:ikule el límite 

T 
.,~ •R· 

Figura para 1 Figura para 2 

2. Centro de masa de una lamina Sc:i L una lámin:i 
de densidad uniforme ,> = 1 que se obtiene eliminando el 
círculo A de radio r del círculo B de radio 2r (\"C:l la figura). 

(a) Demuestre que MA = O parn l. 

(b) Demuestre que M , para L es igual a (M,, para 8)- (M , 
para A .) 

(c) Encuentre M
1 

para By M, para A. A continu:ición, utilice 
el inciso (b) para calcular My para L. 

(d) ¿Cuálesclccntrodemasadel? 

3. Dividir una región Sea R la región acotada por la pa­
r.ibola )' = x - x2 y el eje x. Encuentre la ecu:ición de la 
recta que divide cst:i región en dos regiones de igu:il área. 

' =· .-~ 

4. Volumen Se perfora un agujero a través del centro de una 
esfera de radio r (,•ca la figura). La ahura del anillo e.,;férieo 
res1an1e es 11. Encuentre el '"ºlumen del anillo y demuestre que 
es independiente del radio de la esfer.t. 

5. Área de una superficie Grafique la curva 

8yl = ,rl( I - .l.i) 

Utilice un sistema de álgebra computacional para encontrar el 
área de la superficie del sólido de rc,·olución obccnido al h::iccr 
girar la curv::1 alrededor del eje y. 

6. Toro 

(a) Un toro se form::1 al girar la región acot:ida por el círculo 

(x - 2)2 + _,.l = 1 

alrededor del eje (,·ca la figura). Utilice el método de los 
discos p::ira c::ilcular el ,·olumen del toro. 

(b) Utilice el método de los discos p::ira cncontrnr el volumen 
del toro en general cuando el círculo tiene un radio r y su 
centro C!ilá a R unidades desde el eje de rotación. 

7. Volumen Un rectángulo R de longitud l' y ancho w gira al­
rededor de la rectal (\·ca la figura). Detcm1inc el \'Olumen del 
sólido de re\'olución rcsuhan1c. 

'L;~ 
~ 

Figura para 7 

8. Comparar áreas de regiones 

Figura para 8 

(a) La recta tangente a la curva y= xl en el pun10 A( I. 1) 
cort:i a la curv:i en otro punto B. Sea R el áre::1 de la región 
acotada por la curva y la recta tangente. La recta t:ingcntc 
en B corta a l:i curva en otro punto C (,·ea l::i figura). Sea S 
el área de la región aeo1:ida por la cur.·:i y esta segunda 
recta tangente. ¿Cómo se relacionan las áreas R y S? 

(b) Repita l:i construcción en el inciso (a) mediante la selec­
ción de un pumo lll'bi1rnrio A de l:i cun'U )' = .rl. Demues­
tre que las dos áreas R y S están siempre relacionadas de la 
misma mancr::i. 



9. Usar la longitud de arco La gráfica de y = /(.r) pasa por 
e l origen. La longitud de arco de la curva de (O. O) a (x./(x)) 
eslá dada por 

.l'(X) • f ./f+"iidt. 

Identifique la función f. 

10. Usar una función Sea/rectificable en el intervalo 1"- bj y 

.!'(.,) - f Jí'+17'f,jp dt. 

d, 
(a) Encuentre-;¿;-

(b) Encuentre tl.r y (ds)1. 

(e) Encuentre .l'(X) en ( l. 31, donde/(/)= 1Jn.. 

(d) Utilice la función y el intervalo en el inciso(c) para calcu­
lar s(2) y describa lo que significa. 

11. Principio de Arquímedes El principio de Arquímedes 
establece que la fuer,.a ascendente o de Ootación sobre un ob­
jeto dentro de un Ouido es igual al peso del líquido que despla-
1.a el objeto. Para un objeto parcialmente sumergido, se pue­
de obtener información acerca de las densidades relativas del 
objeto ílotantc y el íluido mediante la observación de cuánto 
del objeto está por encima y por debajo de la superficie. Tam­
bién se puede determinar el tamaño de un objc10 Hotante s i se 
conoce la cantidad que está por encima de la superficie y las 
densidades rela1ivas. Se puede ver la pane superior de un ice­
berg flotando (vea la figura). L1 densidad del agua del mar es 
1.03 X to-J kilogramos por metro cúbico. y la del hielo es 
0.92 X 103 kilogramos por metro cúbico. ¡,Qué porcentaje !Olal 
del iceberg está por debajo de la superficie? 

::¡::::::::::::¡:_:;~· 

__ ¡ __________ __¡_ __ ,--• 

12. Determinar un centroide Dibuje la región acotada por la 
izquierda por x = l. acotada arriba por y= l j.r3 y acotada abajo 

por J•= -1;.r. 
(a) Encuentre el centroidc de la región p.1ra 1 :S x :S 6. 

(b) Encuentre el centroide de la región para 1 :S x s b. 

(e) ¿Dónde está el cemroide cuando b ➔ oo? 

13. Determinar un centroide Dibuje la región a la derecha 
del eje. acolada arriba por y = 1/.r:~ y acotada abajo por_,. = 
- 1/.<'. 
(a) Encuentre el centroidc de la región para I s x :S 6. 

(b) Encuentre el centroide de la región para I s .r s b. 

(e) ¿Dónde está el centroide cuando b- oo? 

Solución de problemas 24t 

14. Trabajo Encuentre el trabajo rcali1~do por cada fucn~ F. 

(a)ik' 
-

• 3 S 6 X 

(b)~,· 

' -

- } s J 

Excedente del consumidor y productor En los ejen:icios 
15 \' 16, encuentre el excedente del consumidor v el excedente 
del. productor para las curvas de demanda lp1ÚJI y la oferta 
[p1(.r:)I dadas. El excedente del consumidor y el excedente del 
productor están re1>resent;1dos por las zonas ,1ue 5<' mul.'Stnrn 
en In figura. 

E,;t:edcntc 
del consumida-

Curva 

' / 
Ex.~dentc ; Curvade 
del productor • demanda 

IS. ,,1(x) = 50 - 0.5x. p 2(x) = 0.125x 

16. p 1(x} = 1000 - 0.4x2 • p 2(x) = 42.r: 

17. Fuerza del fluido Una piscina es de 20 ples de ancho, 40 
pies de largo. 4 pies de profundidad en un extremo y 8 pies de 
profundidad en el otro extremo (ver figuras). La parte inferior 
es un plano inclinado. Encuentre la fucrLa del fluido en cada 
pared \"Crticnl. 
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Evaluar una integral impropia En los ejercicios 18 a 24. de­
termine si la inlt>gral impropia din!rgc o conn•rge. t: ,-ahíc la 
inlegral s i com·erge. 

18. f2_7 _d.r 19. r,-x 2 1n x d.x Jo X - 2 J1 

20. i-e::f-• tl:r 

J- 1 22. -¡¡:dx .,., 
24. r---2-d, fi(.t + 4) 

23. r-__ l_dx 
Ji x~ 

25. Encontrar tos límites Utilice una herramienta de gra­
ficación par.i estimar cada límite. Luego calcule cada límite 
usando la regla de L' H6pital. ¿Qué puede concluir acerca de 
la forma O · oo? 

(a) lfm (cotx + .!.) ,-o• X 
(b) lím (cou· - .!.) 

, - o• X 

26. Centroide Encuentre el ccntroidc de la región arriba del ejcx, 
y acotado supcriom1ente por la curva)' = e-<'•' . donde e es 
una constante positiva (vea la figura). 

( r- ¡L- ) S11gerencitl: Demuestre que Jo e-•'•' dt • ~ 
0 

e--'' dr. 

27. Aproximar una integral Usando la desigualdad 

1 1 1 1 1 1 2 
~+:;¡o+:;¡,<~< -~+:;¡o+x'i"i 

para x ~ 2, aproxime L-~ dl'. 

28. Volume n Considere la región sombreada entre la gráfica de 
~• = scn x. donde.O S:x S: 1r. y la recta ,\'= c. donde OS: e S: 1 
(\'Ca la figura). Se forma un sólido mediante la revolución de 

la región sobre la recta y= c. 

(a) ¿Para qué valor de e el sólido no tiene volumen mínimo'? 
(b) ¿Para qut: valor de e el sólido no tiene volumen máximo'? 
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4. 1 Sucesiones 

Exploración 
E11co11trar palro11es Dc..~ riba 
un p:urón para cada una de las 
sucesiones que se enumeran a 
con1inuación. Postcriormen1c. 
utilice su descripción para 
escribir una fórmula para el 
11-ésimo término de cada 
secuencia. A medida que 11 
aumenta. ¿,los términos parecen 
estar acercándose a un límite? 
Explique su razonamiento. 

ª· 1.½.t~.k-. 
b. 1,!.¼.ii,tlu .. 
c. 10.~.)j.ffi,~ ... 
d. ¼.i.fi.~-l-

3 5 1 9 11 
e. :¡. To, TI• 16· j"ij , · 

• • •COMENTARIO Algunas 
• sucesiones se definen de fonna 

recursiva. Para definir una suce­
sión recursiva, debe darse uno 
o más de los primeros ténninos. 
Todos los dcmis ténninos de la 
sucesión se definen usando los 
1érminos anteriores. como se 
muestra en el ejemplo J(d). 

■ Enume rar los términos de una sucesión . 
■ De te rminar si una sucesión conve rge o diverge. 
■ Escribir una fórmula para el n--4!:simo término de una sucesión. 
■ Usar las propiedades de las sucesiones monótonas y las sucesio nes acotadas. 

Sucesiones 
En ma1em:'i1icas. la palabra "sucesión" se utiliza de la misma manera como en el es­
pañol ordinario. Decir que una colección de objetos o eventos está e11 s11cesi611 por 
lo general significa que la colección está ordenada de tal manera que tiene un primer 
miembro, segundo miembro. tercer miembro identificado y así sucesivamente. 

Matemáticamente, una sucesión se define como una función cuyo dominio es el 
conjunto de números enteros posith'os. Aunque una sucesión es una función. es común 
representar sucesiones con notación de subíndice en vez de con b notación de función es­
tándar. Por ejemplo. en la sucesión 

l. 2. 3. 4, 

Socc\\lÓfl 

el 1 es mapcado en t11, 2 se mapca en t12 y así sucesivamente. Los números 

(fo, "1•"2· tl3. , .. ,(In· •· 

son los términos de b sucesión. El número"" es el 11-ésimo término de la sucesión. y 
la sucesión completa se denola por { "~}. En ocasiones. es conveniente comenzar una 
sucesión con t10 para que los términos de la sucesión se convienan en ao, t1 1• a2• a3 • •.• ª" 
y el dominio sea el conjunto de los números enteros no nega1ivos. 

Hfii❖!Hlffi Listar los te'rminos de una sucesión 

a. Lostérminosdelasuccsión{t1,,) = {3 + (- l)"}son 

3 + (- 1)'. 3 + (- 1)'. 3 + (- 1)' . 3 + (- 1)' ... 

2. 4, 2. 4. 

b. Los ténninos de la sucesi6n{b ) = (-'-'-}son 
" 1 - 211 

1 2 3 4 
1- 2· 1 1 -2·2 ~-~- . 

2 
-J. 

3 4 
-5· -1· 

c. Los ténninos de la sucesión { c.·.,) = { 
2

,. ,: 
1 
}son 

J' 2' 3' 
~-~-~-~-· 

1 4 9 16 
,. 3- 1· 15-

: • • • • • • • • • • • • • • • • •[>- d. Los ténninos de la sucesión definida rttursivamente jtJ., ). donde d 1 = 25 y 
d,.+1 = d,,-5son 

25. 25-5=20. 20-5= 15. 15-5= 10 ... • 



",b-~-. 
L --------~--• -··! .• , . J.- , .,,._...,. ______ _ ...,.._~ 

1 2 3 ~ j 6 ... M 

Para 11 > M. los términos de la sucesión 

4.1 Sucesiones 24!. 

Límite de una sucesión 
El enfoque princi¡xi.l de este capítulo se refiere a sucesiones cuyos términos se aproximan 
a valores límite. Se dice que estas sucesiones convergen. Por ejemplo. la sucesión f 1 / 2~ J 

1 1 1 1 1 
:¡- •· s· ¡¡; -n· 

converge a O. como se indica en la siguiente definición. 

Definición del límite de una sucesión 

Sea L un número real. El límite de una sucesión (t1,.I es L. escrito como 

si pam cada E> O existe M > O tal que lan - LI < E cuando 11 > M. Si existe el límite L 
de una sucesión. la sucesión com·erge a l. Si no existe el límite de una sucesión. 
entonces la sucesión dh·erge. 

se encuentran dentro de las unidades e Gdficamcn1c. esta definición dice que C\'Cn!Ualmentc (para 11 > M y E> O). los 1ér-
de L minos de una sucesión que converge a L se encuentran dentro de la banda emre las rectas 
Figur11 4.1 y ::; L + e y y = L - t como se muestra en la figura 4. 1. 

.... . . . ...... . ... ·t> 
:. •COMENTARIO El ,ecf. 

proco del teorema 4. 1 no es 
verdad (vea el ejercicio 84). 

Si una sucesión la,. 1 concuerda con una función f en cada e mero positivo. y si ft.r) 
se aproxima a un límite L cuando x - oo. entonces la sucesión debe converger con el 
mismo límite de l. 

TEOREMA 4.1 Límite de una sucesión 

Sea L un número real. Sea/una función de una variable real tal que 

}!!~ j(,-) = L. 

Si fanl es una sucesión tal qucft11) = an para cada entero posi1ivo 11, entonces 

}!.".!, a,. = L. 

ifii{:ld•fj Encontrar el límite de una sucesión 

Encuentre el límite de la sucesión cuyo n-ésimo término es a - (1 + .!. Y, . 
~ 11) 

Solució n 

Por tanto. puede aplicar el teorema 4.1 para concluir que 

,.1.!!1.!,ªH= }!!! (1 +~} =e. ■ 

Hay diferentes maneras en las que una sucesión puede fallar al no tener un límite. 
Una manera es que los ténninos de la sucesión aumentan o disminuyen sin límite. Estos 
casos se han escrito simbólicamente, como se muestra a continuación. 

Los términos aumentan sin límite: ,.1.!!1.!, ª~ = oo 

Los términos disminuyen sin límite: ,,1.~~ a,. = -oo 
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(> TECNOLOGIA Utilice 
• una herramienta de gr:i.ficación 

par:i. representar gráficamente la 
función en el ejemplo 4. Obser­
ve que como x tiende a infinito. 
e l valor de la función se acerca 
más y más a O. Si tiene acceso a 
una herr.unienta de gr:i.ficación 
que puede generar los términos 
de una sucesión. mue de usarla 
par:i. calcular los primeros 20 
términos de la sucesión en el 
ejemplo 4. A continuación. revi­
se los ténninos par:i. comprobar 
numéricamente que la sucesión 
converge a O. 

Las propiedades de los límites de sucesiones enumeradas en e l siguiente teorema 
paralelo están dadas para los límites de funciones de una variable real. 

TEOREMA 4.2 Propiedades de limites d e s uces iones 

l. .,1.!!1!, (an ± b,, ) = L ± K 

2. }~"!, ca,, = ,:L . e es cualquier número real 

3. }_í:1~ (µ"b" ) - LK 

4. lím tb.!.!!_ - ~ . b,, .,;:. O y K .,;:. O 
11-tCIC,. K 

Determinar la convergencia o divergencia 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de aste tipo de ejem plo. 

a. Debido a que la sucesión {a,,}= {3 + (- 1)"} tiene términos 

2 .4. 2.4 .. Vea c:l ejemplo l(a).pá!ina 248 

que alternan entre 2 y 4. e l límite 

}!!! ª ,, 
no existe. Por lo tanto. la sucesión diverge. 

b. Para (h} = {-'-'-} . divida el numcr:i.dor y el denominador entre II para obtener 
" 1 - 211 

lím -"- = lím --1
- = _.!. 

n-toc 1 - 211 n-toc (1 /11) - 2 2 

lo que implica que la sucesión converge a-!. 

Veac:I e.,c:mplo J(b). pj g11t.J 248 

.. Usar la regla de l 'Hópital para determinar la 
convergencia 

Demuestre que la sucesión cuyo 11-ésimo término es a,, = 
2
/~ 

1 
converge. 

Solución Considere la función de una variable real 

Aplique la regla de L·HOpital dos veces para obtener 

J' x ? 1, 2t I' 2 O 
.,!!!!, ~ = _..!.n.!, (In 2)2-< = A.!.".!, (in 2)?2-< = · 

Debido a queftn) = ""para cada entero posi1ivo. se puede aplicar el teorema 4.1 para 
concluir que 

Vta el ejemplo l(c). págma 248 

Por lo tanto. la sucesión converge a O. ■ 



Para 11 ~ 4. (- l)"/11! está romprendido 

entl'C' -1 /2" y 1/ 2". 
Figura 4.2 

4.1 Sucesiones 251 

El símbolo 11! (16.se " 11 foc1orial"') se uti li7..a para simplificar algunas de las fómmlas 
desarrolladas en este capílulo. Sea II un entero positivo: entonces II faccorial se define como 

11! = 1 . 2 . 3 . 4 ... (11 - 1) . 11. 

Como un caso especial, cero factorial se defi ne como O! = 1. A partir de esta definición. 
se puede ver que I ! = l. 2! = 1 - 2 = 2. 3! = 1 • 2 - 3 = 6. y asísueesivamentc. Los 
foe1orialcs siguen las mismas convenciones para la orden de operaciones como expo­
nentes. Es decir. así como 2l.J y 2(x)3 implican diferentes órdenes de operaciones. 211! y 
(211)! implica los órdenes 

211! = 2(11!) = 2(1 · 2 · 3 · 4 · · · 11) 

(211)! = 1 . 2 . 3 . 4 ... 11 • (11 + 1) . .. 211 

respeclivamente. 
Otro teorema del límite útil que puede ser reescrito para las sucesiones es el teore­

ma del emparedado. 

TEOREMA 4.3 Teorema del emparedado para sucesiones 

Si}!.",!. a,, = L = }!!! b,. y existe un cn1ero N tal que a,. s: e,. s: b,, para todo 11 > N 

entonces ,,1~!!., e,, = L. 

Hfh)'jjij!•Jj Usar el teorema del emparedado 

. ¡ 1} . Demuestre que la sucesión {cJ = (- 1)" - converge y encuentre su lím11e. 
11! 

Solución Para aplicar el teorema del emparedado. debe encontrar dos sucesiones 
convergentes que pueden eslar relacionadas con {e,, }. Dos posibilidades son a,. = - 1/2" 
y b,. = 1/ 2" las cuales convergen a O. Al comparar el 1érmino 11! con 2" puede ver que 

11! = 1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · · · 11 = 24 · ~ (n ~ 4) 

11 - 4 Í:K"lon:~ 

2" = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · 2 · · · 2 = 16 · ~- (n ~ 4) 

11 - 4 Í:M;"!Ofl,'S 

Esto implica que para 11 ~ 4. 2" < 11!. y tiene 

~:S(-1)" ~ :S ~ - 11 2: 4 

como se muestra en la figura 4.2. Por lo tanto. por el teorema del emparedado. puede 
deducir que 

lím (-1 )"__!_ = O. ,,__ 11! • 
El ejemplo 5 sugiere algo acerca de la velocidad a la que aumenta 11! a medida que 

11-+ oo. Como sugiere la figura 4.2. tanto 1/2" y l / 11! se aproximan :i O cuando 11 ➔ oo. 
Sin embargo. l/11! se aproxima a O mucho m:ís rápido que 1/ 2" h:iciendo que 

lfm l /t1! = lfm ~=O 
11-00 1/2" 11-00 11! • 

De hecho, se puede demostrar que para cualquier número k fijo. ,,1_!!:!, (k"/11!) = O. Esto 

significa que la fimci6,, fi,crorial crrce 11uü rápido t¡11e c,wlquier fimció11 expo11e11cial. 
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En el ejemplo 5, la sucesión (e,,} tiene tanlo ténninos posi1ivos como negativos. Para 
esta sucesión. sucede que la secuencia de valores absolutos. l lc,,I 1- también converge a O. 
Se puede demostrar esto mediante el teorema del emparedado us:i.ndo la desigualdad 

os ~ s ~- 11,? 4. 

En estos casos. a menudo es conveniente considerar la secuencia de valores absolutos y 
luego aplicar el teorema 4.4. que establece que si el valor absoluto de la sucesión con­
verge a O. entonces la sucesión original suscrila también converge a O. 

TEOREMA 4.4 Teorema del valor absoluto 

Para la sucesión { a,, 1, si 

},!.~ la,,I = O cn1onces .,'!!!, a,, = O. 

Demostración Considere las dos sucesiones { la,,j I y 1-Ja,,IJ. Ya que ambas sucesio­
nes convergen a O y 

puede utilizar el teorema del emparedado para concluir que 1 ~111] 1 converge a O. 
Consulte li.1rso11Ca/c11/m.com ¡x,m \'er el \'ideo de Bmce Ellwarrú de esfll de1110,stmció11. ■ 

Reconocimiento de un patrón de sucesiones 
A veces los términos de una sucesión se generan por una regla que no identifica explíci­
tamente el 11-ésimo término de la secuencia. En estos casos. se puede tener que descubrir 
un patrón en la sucesión y describir el 11-ésimo término. Una vez especificado el 11-ésimo 
término. se puede investigar la convergencia o divergencia de la sucesión. 

ifii❖i#!•if Encontrar el n-és imo término de una sucesión 

Encuentre un:1 sucesión la,, ) cuyos cinco primeros ténninos son 

2 4 8 16 32 
¡· 3· :s· T' 9" 

y luego detem1ine si la sucesión que ha elegido converge o diverge. 

Solución En primer lugar. observe que los numeradores son sucesivas potencias de 2. 
y los denominadores forman la secuencia de enteros positivos impares. Al compararª• 
con II se tiene el siguiente patrón. 

2 1 22 2J 24 2' 2n 
!· J· 5· 7· 9" ... 211 - l .. 

Considere la función de una vari3ble real .ft..:c) ::::: 2·'/(h - ! ). Aplicando la regla de 
L'Hópital obtiene 

lím - 2'- = lím 2'(ln 2) = oo . 
. .-00 2t - 1 •-00 2 

A continuación, aplique el teorem3 4. 1 para concluir que 

2" 
lím --=oo . 

... -00 211 - 1 

Por lo tanto. l:1 sucesión diverge. • 
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Sin una regla específica para la generación de los términos de una sucesión o algún 
conocimiento del contexto en el que se obtienen los ténninos de esta. no es posible 
determinar la convergencia o divergencia de la sucesión solamente con algunos de sus 
primeros términos. Por ejemplo. aunque los tres primeros ténninos de las siguientes 
cuatro sucesiones son idénticos. las dos primeras sucesiones convergen a O. la tercera 
sucesión converge a~. y la cuana sucesión diverge. 

{an}: ~- ¼, ~- ~ .. , . , ~--

{b.}' ~ - ¼- ½- ~ -- · · · {n + l)(n' - "+ 6)" 

1 1 1 7 112 - 311 + 3 
{c. }' 2· ¡ • s· 62' .... 9,,, - 25n + ,s·. 

-11(11 + ! )(11 - 4) 
6(112 + 311 - 2) 

El proceso de determinación del ll•ésimo término del patrón observado en los primeros 
términos de una sucesión es un ejemplo de razonamiento inductivo. 

Encontrar el n-ésimo ténnino de una sucesión 

Determine el ll•ésimo ténnino de una sucesión cuyos cinco primeros términos son 

2 8 26 80 242 -- - -- - --
1. 2 6 . 24 120 

y luego decida si la sucesión converge o diverge. 

Solución Observe que los numeradores son I menos que 3n. 

Por lo 1an10. se puede pensar que los numeradores es1:in dados por la regla 

3•- 1 

Factorizar los denominadores produce 

1 = 1 
2 = 1 · 2 
6 = 1 · 2 · 3 

24= 1 ·2·3·4 

Esto sugiere que los denominadores están representados por 11!. Por último. debido a que 
los signos se alternan, puede escribir el 11•ésimo término como 

A partir de la discusión acerca del crecimiento de n ! se deduce que 

.'!!~ la.l = .'!!~ 3" ,~ 
1 

= o. 

Aplicando el teorema 4.4. puede concluir que 

},!!~a,.= O. 

Por lo tanto. l:t sucesión {an} converge a O. • 
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(a) No es monólona 

(b) Monólona 

(e) Noumonótona 

Figura 4.3 

Sucesiones monótonas y sucesiones acotadas 
Hasia ahora, se ha dctenninado la convergencia de una sucesión encon1rando su límite. 
Aun cuando no se puede dc1erminar e l lími1e de una sucesión particular. tod:wí::i. puede 
ser útil saber si fa sucesión converge. El teorema 4.5 (en la página siguiente) propor­
ciona una demostración p:ira la convergencia de las sucesiones sin determinar el lími1c. 
Antes. se dan algunas definiciones preliminares. 

Definición de sucesión monótona 

Una sucesión (a., ) es monótona cuando sus tém1inos son no decrecientes 

"1 :S a 2 :S a ) :S · · • :S a,. :S • 

o cuando sus términos son no crecientes 

l fi@1l#Hf:H Detenninar si una sucesión es monótona 

Dctennine si cada sucesión que tiene el 11-ésimo término dado es monótona. 

a. (l.,=3+(- 1)" 

b.h = ~ 
.. 1 + 11 

11 2 

c. c.,=~ 

Solució n 

a. Esta sucesión alterna entre 2 y 4. Por lo tanto. no es monótona. 

b. Esta sucesión es monótona porque cada término sucesivo es mayor que su predece­
sor. Para ver esto. compare los ténninos h,. y b.,_. 1• 1 Observe que, debido a que II es 
positivo. se puede multiplicar cada lado de la desigualdad por ( 1 + 11) y (2 + 11) sin 
invertir el signo de desigualdad.! 

b _ __E!_¿~-b 
" 1 + 11 1 + (11 + 1) n+l 

' ) 

211(2 + 11) < (1 + 11)(211 + 2) 

4,, + 2,,i l 2 + 411 + 2,,2 

Ü< 2 

A partir de la desigualdad final. que es válida. puede revertir los pasos para concluir 
que la desigualdad original es también válida. 

c. Esta sucesión no es monótona. debido a que el segundo término es mayor que el pri­
mer té rmino. y mayor que el tercero. (Observe que cuando omite el primer término. 
la sucesión restante c2• c3• e~ .... es monótona.) 

La figura 4.3 ilustra gráficamente estas tres sucesiones. ■ 

En el ejemplo 8(b). 01ra forma de ver que la sucesión es monótonn es argumentar 
que la derivada de la íunción dcrivnblc correspondiente 

/(x) - J ~ X 

es positiva para toda x. E.,;to implica que/es creciente. lo que a su vez implica que {b., ) 
está aumentando. 



.,. --:; --::-1,--:, -
ª1 ª1"ª2"ª3" ·· s i. 

Toda sucesión acotada no 
decreciente converge. 

Figura 4.4 

4.1 Sucesiones 25~ 

Definición de sucesión acotada 

1. Una sucesión (a,,J est:í. acotada por arriba cuando existe un número real M tal 
que an s: M para todo 11 . El número M recibe el nombre de cota superior de la 
sucesión. 

2. Una sucesión fa,,J cst:í. acotada por debajo cuando existe un número real N tal que 
Ns: a,, par.t todo 11. El número N recibe el nombre de cota inferior de la sucesión. 

3. Una sucesión fa,.) est:í. acotada cuando está limitada por arriba y por abajo. 

Observe que las tres sucesiones en el ejemplo 3 (y que se muestran en la figura 4.3) 
están acoladas. Para ver esto. observe que 

2 :S a,, :S 4 . 1 :S I," :S 2 y O :S e:,. :S ~-

Una propiedad imponante de los números reales es que están completos. lnfor. 
malmente. esto significa que no hay agujeros o brechas en la recta numérica real. (El 
conjunto de los números racionales no tiene la propiedad de completitud.) El axioma de 
completimd para los números reales se puede utilizar para concluir que si una sucesión 
tiene un límite superior. entonces debe tener un límite superior mínimo (un límite 
superior que es menor que todos los otros límites superiores para la sucesión). Por ejem­
plo. el extremo superior de 1:1 sucesión {a,,} = {11/(11 + I}}. 

1 2 3 4 11 

2· 3· 4· 5" · · -~ · · 

es l. El axioma de completitud se utiliza en la demostración del teorema 4.5. 

TEOREMA 4.5 Sucesiones monótonas acotadas 

Si una sucesión la,.) es acotada y monótona. entonces converge. 

Demostración Suponga que la sucesión es no decreciente. como se muestra en la figura 
4.4. En aras de la simplicid!ld, también suponga que cada ténnino de l:t sucesión es positivo. 
Debido !l que la sucesión está acotada. debe existir un límite superior M de tal forma que 

a 1 :S ll2 :Sc13 :S· · ·:San:S· · ·:S M . 

Del axioma de completi1ud. se deduce que hay un límite superior L de 1al manera que 

"i :S a 2 :S a 3 :S • • • :S a,, :S • • • :S L. 

Para e > O se tiene que L - e > L y. por 1amo L - e no puede ser un lími1c superior para 
la sucesión. En consecuencia. al menos un término de (an l es mayor que L - c. Es decir. 
L- e< a¡y para algún entero positivo N. Debido a que los ténninos de la,. 1 son no decrccien• 
tes. se deduce quea¡y :S an para 11 > N. Ahora se sabe que L - e< a¡yS: a,. S: L< L + c. para 
cada 11 > N. Por lo que lan - LI < e para 11 > N. lo que por definición significa que { an ¡ con­
verge a L L'l demostración para una sucesión no crccienlc es similar (vea el ejercicio 9 1). 
Consulta LarsonCa/cu/us.com para ver el video da Bruce Edwards de asta demostración. ■ 

ifjijtijijltfi Sucesiones monótonas acotadas 

a. La sucesión {a,,I = ( l / 11 ) es a la vez acotada y monótona. por lo tanto. por el leo. 
rema 4.5, debe converger. 

b. La sucesión divergente (b,. J = f 11!/ (11 + 1)) es monótona. pero no acotada. (Esl:"i 
acotada por abajo.) 

c. La sucesión divergente ( a,, J = t (-1 )" J está acotada. pero no es monótona. ■ 



256 Unidad 4 Sucesiones y series 

4. 1 E i e re i e ios ~:~:~::.~:1~;:: com para un tutonat d, ayuda y soluc1onn traba¡adas da los ljUCIClOS con 

listar los términos de una sucesión En los ejercicios 1-6. 
escriba los primeros cinco 1ém1inos de la sucesión. 

"" 3. a,.• scn T '" 4. a • --
• 11 + 4 

listar los términos de una sucesión En los ejercicios 7 
y 8, escriba los primeros cinru lérminos de la sucesión dl'flnida 
recursi,·amente. 

Relacionar En los rjercicios 9-12. rrlacione la sucesión con 
su gráfirn. (Las grúfkas están cliquctadas (a). (b), (e) y (d).I 

<•>·e·· 
8 .•······ ' . 
; · , ' ' "º" 

(,¡.L•· . 
6 

' 
2 •••••••• 

2 4 6 1 IO" 

9. a - ~ 
" 11 + 1 

11. a,."" (- 1)" 

(b) 

0.6 

º·' 02 

2 4 • 6 · 8 10 
-0.4 
-0.6 
-0, 

-•• 
(d) •• 

2 4 6 1 10 
-1 ••••• 

10. a-~ 
• 11 + \ 

12. "· • <-,.I)" 

Escribir términos En los ejercicios IJ..16, escriba los siguien­
tes dos t,frminos a parr nles de la sucesión. Describa l'I patrón 
que utilizó p:1ra encontrar estos términos. 

13. 2. 5,8. 11 .. 

15. 5. 10. 20. 40 .. 

14 . 8. 13. 18. 23. 28 .. 

16. 6, -2,i, -ij. · 
Simplificar factoriales En los ejercicios 17-20. simplifique la 
razón de los facloriales. 

17. (II :! ! )! n' 
18. (11 + 2)! 

19. ~!: ~ :~: 20. (2,(21:/)! 

Encontrar el límite de una sucesión En los ejercicios 21-24. 
encuentre el límile (si es posible} de la sucesión. 

21. a.=*, 
,,, 

23. a.= .jñ!'+'T 

22. a,.=6+ ~ 

24. o,.= cos; 

Encontrar el limite de una sucesión En los ejercicios 
2.5-28. utilice una herramienta de graficación par11 trazar los 
primeros 10 términos de la suceiión. Use la gráfica pura hacer 
una iníerencia acerca de la com·ergcncia o di,·ergcncia de la 
sucesión. Verifique su inferencia analíticaml'nle, y si la sucesión 
COll\'l'rge. encul'nlre su límite. 

27. ª• • sen!!f" 

26. ti,.= ;,k 
28. o,.•2-~ 

Determinar convergencia o divergencia En los l'jl'rcicios 
29-44. d!'lermine lu con,·l'rgencia o dinrgl'nria de la sucesión 
dado el término n-ésimo. Si la su~ión com·erge. encuentre su 
límite. 

29. ª· • ,, ! 2 

3 1. ª - c- ,r(_'!_) 
" 11 + 1 

33. ª·"" I011;,; ~•6+ 7 

ln(11l) 
35, ª· • ~ 
31. a := ( ,, + l )! 

" 11! 

'" 39. ª· = ~· p > O 

41. a,,• 2 1/• 

43. (l -~ 
" " 

JO. º· - 8 +~ 

/fo 34
· " · = ifñ + 1 

36. a.•~ 

(11 - 2)! 
38. ª· = -.-, -

40. o,.= 11 sen ~ 

42. " · • -3-· 

44_ O,, • Co:~Trll 

Encontrar el término n-8simo de una sucesión En los 
l'jl'rcicios 4.5-.52. l'SCriha una expresión para el 11-ésimo término 
de la sucesión. (Hay más de una respuesla cor re,cta.) 

45, 2. 8, 14, 20,. 

47. -2. 1.6.13.22 .. 

49. i.¾.tt. 

46. 1. !.i.t:i.T'$ .. 
48. 1.-¼.!.- ft,. 

50. 2. 24. 720. 40.320. 3.628.800,. 

5 1. 2. 1 + !. 1 + i. 1 + ¾. 1 + {. 

52- ~·A•4\•s;6 .. 



Encontrar una sucesión monótona y acotada En los 
ejerctciO!I 53-60, detenuine si la suc-esi6n con el término n-ésimo 
dado H mon6tona y s i está acotada. Use una herramienta de 

graficaci6n parn confinna r los resultudos. 

1 
53.a,.•4 -; 

57. •. -fü 
59. a,. - scn!!f-

;,. ª· -(-F 
58. ª· -(!)" 
60_ u,.• co;n 

Usar un teorema E n los ejercicios 61-6-t (a) utilice el tco­
tl!ma -t 5 pnrn d l'moslrar que la sucesió n con el término n-ésimo 
d11do cun,·l'~e y (h) use una hl'rra mienla de grnficación p i1ra 
lrntar los primeros IO 11frminos de la sucl'Sió n y encuentre su 
límite. 

61. a,. • 7 +; 
64. ª· • 2 + ~ 

65. Sucesión creciente Sea (a. ) una sucesión creciente tal 

que 2 S " • S 4 . Explique por qui (a.J 1ienc un lími1e. ¿Qui'! 

puede cooclmr sobre cs1e límite? 

66. Sucesión monótona Sea {a.J una sucesión mooó lo na tal 
que ª• s l. Analice la con\'ergencia de {a.}. Cuando (a. J con­
\·crgc. ¿qui'! puede concluir acerca de su lími1e? 

• • 67. lnteres compuesto • • • • • • • • • • • • • • 

Considere la su­
cesión (A. I cuyo 
11-ésimo tl'!nnino está 
dado por 

A.• p( 1 + iir 
donde Pes el capital. 
A. es d saldo de la 
cuenta despul'!s de 11 

meses y res la tasa de interés compuesto anual. 

(a) ¿{A. I es una sucesió n con,'Crgcnte? Explique. 

(b) Encuentre los primeros 10 tl'!nninos de la sucesión 
c uando 

P = S 10.000 y r = 0.055. 

68. lnteris compuesto A principios de cada mes se realiza 
un depósito de S 100 e n una cuen1a a una tasa de interés anual 
del 3~ compuesto mc:nsualmcnte. El saldo de la c uenta dcs­

pul'!s de II meses es A.= 100(401)(1.0025• - 1) 

(a) Calcule los seis primeros ténninos de la sucesión {A. J. 

(b) Dctcm1inc d saldo de la cuenta después de 5 años calcu-
lando el término 60 de la sucesión. 

(e) Encuenlrc el saldo e n la cuenta después de 20 años calcu­

lando el término 240 de la sucesión. 

4 .1 Sucesiones 25i 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

69. Sucesión ¿Es posible que una sucesión converja a dos 
números difcrcn1es? Si es así. dé un ejemplo. S i no. expli­

que por qui no. 

70. Definir t9nnlnos Con sus propias palabras. defina 

cada uno de los siguien1es. 

(a) Sucesión 
(b) Co,wergencia de una 

sucesión 

(e) Sucesión monótona 
(d) Sucesión acOlada 

71. Escribir una sucesión Dé un ejemplo de una sucesión 
que salisfaga la condición o explique por qui'! no existe 

dicha sucesión. (Los ejemplos no son Unicos.) 

72. 

(a) Una sucesión mon61ona crecien1e que COfwerge a 10. 
(b) Una sucesión acornda mo nólona crecie nte que no con-

(c) ~~:-uccsión que converge a¾-
(d) Una sucesión no acotada que com'erge a 100. 

¿CÓMO LO VE? En las figuras se mucsiran las grá­
ficas de las dos sucesiones. ¿Cuál gr.ífka reprtscnta 
la sucesión de signos alternantes'? Explique. 

2 4 ' 6 

73. Gastos del gobierno Un programa gubcmamenial que 
ac1ualmc ntc cuesta a los contribuyentes $4.5 miles de millo­
nes por nño se redujo e n un 20 por cicnlo por año. 

(a) facriba una cxprc.~ión para la cantidad presupuestada parn 
c~tc programa después de II años. 

(b) Calcule los prts upues1os para los primeros 4 años. 

(e) Determine la con\'ergencia o di,·ergencia de la sucesión 
de los presupuestos reducidos. Si la sucesió n converge, 

e ncuentre su límite. 

7-t Inflación Cuando la ta.u de inflación es de 4½% anual y el 
precio promedio de un automóvil es de S25.000. d precio pro­
medio después den aooses P.= S25.000( l .045'f. Calcule los 

precios promedio para los próximos 5 años. 

75. Usar una suceslon Calcule los seis primc:ros términos de 
la sucesión {a.} ,. {~}-Si la sucesión com'Crge. encuentre 
su límite. 

76. Usar una sucesión Calcule los seis primeros 1énmoos de 
la sucesión 

Si fo s ucesió n converge. e nc uemre su límite . 
i.,uS./Shi,a•11Kl.ccn 
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77. Demostración Demuestre que si (.s.) con\'erge a L y l> O. 
e ntonces existe un número N tal que .s.> O para 11 > N. 

78. Modelar datos Los importes de la deuda federalª• (en bi• 
llones de dólares) de Estados Unidos de 2000 hasta el 2011 .se 

dan a continuación como pares ordenados de la fonna (11. t1.). 
donde II rcprcscn1a el año. con 11 = O correspondiente a 20CXl 

(F11tmte: U.S. Offiu o/ Mmwgemel/t and H11dget) 

(O. 5.6). ( l. 5.8). (2. 6.2). (3. 6.8). (4. 7.4). (5. 7.9). (6. 8.5). 
(7. 9.0). (8. 10.0). (9. 11.9). (10. 13.5). (1 1. 14.8) 

(a) Utilice las capacidades de regresión de una herramienta de 
graficación para encontrar un modelo de la forma 

t1~= b112 +rn+d, 11=0.I .... 11 

para los datos. U1ilice la herramienta de graficación para 
trazar los puntos y graficar el modelo. 

(b) Utilice el modelo para predecir la cantidad de deuda fedc. 

ral en el año 2020. 

lVerdadero o falso7 En los l'jn cicios 79.82, delermine si el 
l'nuncindo l'S verd:1dl'ro o falso. Si l'S f:1lso, u plique por qué o 

d i un ej l'm plo que de mul'Stre que l'S falso. 

79. Si {t1.) oon\·crge a 3 y {bnl converge a 2. entonces !a.+ b.J 

con\·erge a 5. 
80. Si {a. l converge. entonces}~! (t1. - lln+ 1) E O. 

81. Si ja. l converge. ento nces la./ 11¡ converge a O. 

82. Si {".I diverge y {h.J dh·erge. entonces'"•+ h.J diverge. 

83. Sucesión de Fibonacci En un estudio de la progenie 
de los conejos. Fibonacci (1170-1240 d.C.) se encontró con 
la sucesión que ahora lleva su nombre. La sucesión se define 

de forma recursiva como ª •+l == "n + lln+I· donde ª1 = 1 
Y ª i = l. 
(a) Escriba los primeros 12 tém1inos de la sucesión. 

(b) Escriba los primeros 10 términos de la sucesión definí• 
da por 

b,.:~. lli?: l. 

"· 
(c) Utilizando la definición del inciso (b). demuestre que 

bn • 1 + b,.1_1· 

(d) La pro po rción dor ada p puede ser definida por 
,,1!_!1.!, h. • p. Demuestre que 

1 
p • l+-

p 

y resuelva esta ecuación para p. 

84. Usar un teorema Demuestre que el reciproco del teorema 
4. 1 no es cierto. [S11gen-11cill: Encuentre una función ft.x) lal 

quefi:11) = t1,. converge. pero }~!!_/{r) no existe. ] 

85. Usar una sucesión Considere la sucesión 

-/2. ✓2 + -/2. J2 + J2 + -12. 
(a) Calcule los cinco primeros témünos de esta sucesión. 

(b) Escriba una fórmula de recurrcocia parj "•·con".?: 2. 

(c) Encuentre}!!!""· 

86. Usar una sucesión Considere la sucesión la.J donde 

a 1 •./k.a,.+1•~yk>O 

(a) Demuestre que lt1,.J es creciente y acotada. 

(b) Demuestre que lím "• existe. 

(c) Encuentre }.!..'!!, ~:.-
87. Teorema del emparedado 

(a) Demuestre que r; In x dx < ln(n!) para 11 .?: 2. 

' 

W. 
(b) Dibuje una gráfica similar a la mostrada arriba 

111(11!) < r;+ 1 In xck 

(c) Utilice los resultados de los incisos (a) y (b) para demos· 
trarque 

,,. (r, + 1)-+I 
e--i < 11! < --,.-.parn 11 > l. 

(d) Utilice el teorema del emparedado para las sucesio• 
ncs y el resuhado del inciso (c) para demostrar que 

,.H!!!, (ef,,f¡,,) - 1/e. 

(e) Pruebe el resultado del inciso (d) para 11 = 20. 50 y 100. 

88. Demostración Dcmue.,;tre. usando la definición del límite 
de una sucesión. que 

}~n.!,~ - O. 

89. Demostración Demuestre. usando la definición del límite 

de una sucesión. que,!~'!!, r" = O para-1 < r < 1. 

90. Usar una sucesión Encuentre una sucesión di\·ergente 

{a. l tal que ja2,,J converja. 

91. Demostración Demuestre el teorema 4.5 para una suce• 
sión no creciente. 

DESAFiDS DEL EXAMEN PUTNAM 

92. Sea {x.}. 11 ~ O. una sucesión de números reales no nu• 

lostalesquex.1 -.r,. _1 x,.+ 1 • 1 para 11• 1.2.3 .. 
Demuestre que existe un número real ,1 tal que 

·'•+ 1 = ,L,,. - ·'•- I para todo 11.?: 1 
93. SeaT0 "" 2. T1 = 3. T1 "" 6ypara11.?:3. 

T,. • (11 + 4)Tn-l - 411T,. _1 + (411 - 8)T,. _l• 

Los primeros 1énninos son 

2. 3. 6. 14. 40. 152. 784. 5168. 40576 

Encuentre. con la prueba. una fónnuln parn T,. de la forma 
T. = A. + 8., donde IA. I y { 8~} son sucesiones conocidas. 

EMosproblnnulilcron~parll<k,JpordCommm:c:vnPn«Pu1namCOO,pe11\J<lll. 
e Thc M.a!IK-nucia.l AS!iOCIIOOll<lÍ AmmcL Todos los derKhos men-.los. 
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4.2 Series y convergencia 

.. .... . . . .. . . . ... ·t> 
: .. COMENTARIO Al estu­

diar este capítulo. es importante 
distinguir en1re una serie infini­
ta y una sucesión. Una sucesión 
es una colección ordenada de 
números 

mientrnsqueunaserieesunasuma 
infinita de 1énninos de una suce­
sión 

SERIE INFINITA 
El estudio de l;u series infinitas se 
consideró una novedad en el dglo 
XIV. El lógico Richard Suiseth. cuyo 
a.podo era Calculadora.. resolvió este 
problem¡. 

Si cllrante lo primero mitad de un 
intervalo de lkmpa dado uno variodón 
continúo a una cieno i'11emidad, 
durante el siguiente cuarto del titervala 
al doble de la intenskkld, durante 
d siguiente OCIOYO al uipk de la 
intcngdad y asi ad i'lfinilum; entonces la 
lntcntidad ~ poro todo d t11ervalo 
~ró la Intensidad de la variación 
durante el segundo wbinterva/o (o el 
doble de la i'ltentidod). 

Esto es lo mismo que decir que 
la. surm de la. serie infinia. 

1 2 3 n 
2+ :¡: + ¡ + · . · +i,i+· 

.. 2. 

a C ompre nder la definició n d e una serie infinita conve rgente. 
• Utilizar las pro pied ades de la se rie geom<l!trica infinita. 
• U tilizar la prue ba de l t e rmino n-<l!s im o pa ra la dive rgencia d e una serie infinita. 

Serie infinita 
Una aplicación impon ante de las sucesiones infiniias es en la representación de ·sumas 
infinitas". lnfonnalmente. si la,.) es una sucesión infinita. entonces 

Series mfin11:u 

es una serie infinita (o simplemente una serie). Los números a 1• a2• a1 y así sucesiva­
menle son los términos de la serie. Parn algunas series. es conveniente empezar el índice 
en 11 = O (o algún otro número entero). Como convención de composición tipográfica. 
es común representar una serie infinita como La,.. En tales casos. e l valor inicial para el 
índice debe ser tomado a pan ir del contexto del enunciado. 

Para encontrar la suma de una serie infinita. considere la suces ión de sumas pa r-
ciales indicadas a continuación. 

S1 = ll1 

S2 = ª1 + "2 

S3 = ª1 + "i + ll3 

S4 = ª1 + " 2 + " l + "4 

S, = (11 + lll + <l3 + ll4 + a, 

Si esla sucesión de sumas parciales converge. entonces se dice que la serie es convergen­
te y tiene la suma indicada en la siguieme definición. 

Definiciones de series convergente y divergente 

Para la serie infinita n~ I a,.. la suma parcial 11-ésinm es 

Si la secuencia de sum:1s p:1rciales {S,.) converge a S entonces la serie ~ a,. conver-
ge. El límite S se denomina suma de la serie. n • 1 

Si ISn) diverge. entonces la serie dhuge. 

Al esludiar este capítulo. usted \'erá que h:1y dos preguntas básicas que implican 
series infi nitas. 

• ¿Una serie converge o diverge? 

• Cu:1ndo una serie converge. ¿cu:í.l es su suma? 

Estas preguntas no siempre son í:í.ciles de responder. espccialmen1e la segunda. 
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I> TECNOLOGIA L, figurn 
• 4.5 muestra las primeras 15 su­

mas parciales de la serie infinila 
en el ejemplo 1 (a). Observe 
cómo los valores parecen acer­
carse a la recia de y= l . 

L2S 

.LJ" o 

Figura 45 

' ¡¡ 

' ¡¡ 

" 

Se pueden determinar las sumas 
parciales de la serie en el ejemplo 
l (a) usando esta figura geométrica. 

Figura 4 .6 

■ l'ARA INl-ºORMACIÓN ADIC IONAL 
Para aprender más acen:a de las sumas 
parciales de series infinitas. consulte el 
anículo ·•six Ways to Suma Se,ries". de 

Dan Kalman. en Tlle Colfegt' Mmhl'­
mmics Jo11nraf. Para ver este artículo. 
visite Math.Artidrs.com. 

Series convergente y divergente 

a. La serie 

liene las sumas parciales que se indican a conlinuación. (También se pueden deter­
minar las sumas parciales de la serie gcomé1rica. como se muestra en la fi gura 4.6.) 

s, = ~ 

S2=~+ ¡=¾ 
51 = i + ;¡ + ½ = i 

1 1 1 1 2" - 1 
s,, = 2 + 4 + 8 + ... + ~ = ~ 

Ya que 

se deduce que la serie converge y su suma es 1. 

b. La suma parcial 11-ésima de la serie 

f (! __ l )=(1-!)+(!_!)+(!_!)+ 
11 - 1 11 11 + 1 2 2 3 3 4 

1 
S = 1 ---

" 11 + 1 · 

Debido a que el límite de Sn es !, la serie converge y su suma es 1. 

e. La serie 

n~
1
1 = 1 + 1 + 1 + 1 + · · 

diverge porque S,, = 11 y la sucesión de sumas parciales diverge. • 
La serie en el ejemplo l(b) es una serie lelescópiea de la forma 

Sene 1elc,¡e6p1ca 

Observe que b2 es cancelada por el segundo término. b3 es cancelada por el tercero. y así 
sucesivamente. Debido a que la sum:1 parcial 11-ésima de es1a serie es 

se deduce que una serie telescópica convergerá si y solo si bn se aproxima :l un número 
finito cuando 11 ➔ oo. Por otra parte. si la serie converge, entonces su suma es 



Exploración 
En "Proof\Vithout Words··. 
por Benjamin G. Klcin e lrl C. 
Bivens. los autores presentan el 
siguiente diagrama. Explique 
por qué la segunda expresión 
después del diagrama es 
válida. ¿Cómo se relaciona este 
resultado con el teorema 4.6? 

,: 

tJ.PQR-tJ.TSP 

1 +r+r2+rl+ · · - - ~ 

Ejercicio tomado de "Proof 
Without Words"'_ por Bcnj:unin 
G. Klcin e lrl C. Bivcns. 
Mathematics Magazine. 61. 
No. 4. oc1ubrc 1988. p. 219. 
con el permiso de los autores. 
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8!ifü'1ld•fj Escribir una serie en forma telescópica 

- 2 Encuentre la suma de la serie 
11
~

1 
4112 _ 

1 
. 

Solución 

Usando fracciones parciales. puede escribir 

"=-2-= 2 =-'---'-
" 4112 - 1 (2,, - 1)(211 + 1) 211 - 1 211 + 1. 

A partir de esta forma telescópica. puede observar que la n-ésima suma parcial es 

s"-(-,' --3')+(-31 --s')+-- ·+(- '---'- )- , --'-211-1 211+ 1 - 211+1· 

Por tanto. la serie converge y su suma es 1. Esto es 

- 2 ( 1 ) ~ - - = lím S = lfm 1 - -- ~ 1 
II• L 4112 - 1 n-oo " "-00 211 + 1 · 

Serie geométrica 
L, serie en el ejemplo l(a) es una serie geométrica. En general. la serie 

• 

11

~

0 

ar"= a+ ar+ ar~+· · ·+ar"+· · ·, a -=I= O Scncgcomélnca 

es una serie geométrica con razón r. r ~ O. 

TEOREMA 4.6 Convergencia de una serie geométrica 

Una serie geométrica con razón r diverge cuando 1~ ~ 1. Si O< 1~ < 1. cmonccs la 
serie converge a la suma 

~ ar"= -"-. 0 < lrl < l. 
,.,.0 1 - r 

Demostración Es fácil ver que la serie diverge cuando r = ±1. Sir~± 1 entonces. 

S
11 

= a+ ar+ ar2 + · · + ar"-1. 

Multiplicando por r se obtiene 

rS., = ar+ ar2 + arl + .. . + (Ir". 

Rcs1ando la segunda ecuación de la primera produce S., - rS., = a - ar". Por lo tamo. 
S,,(I - r) = a(I - r"). y la suma parcial 11-ésim:i es 

S11 = 1 :r(I -r"). 

Cuando O < 1~ < 1 se deduce que r" ➔ O cuando 11 ➔ oo y se obtiene 

lím S., = lím [-"-(! -r•} = -"-[ lím (1 - r")] ~ -ª-,,_,,., n-,,., 1-r J 1-r n-,,., 1-r 

lo que significa que la serie converge y su suma es " / (1 - r). Se le deja al lcc1or demos­
trar que la serie diverge cuando 1~ > 1. 
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración. ii 
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I> TECNOLOGÍA !"""" 
• u1ilizar una herramienta de gra­

ficación para calcular la suma 
de los 20 primeros témlinos de 
la sucesión en e l ejemplo 3(3). 
Debe obtener una suma aproxi­
mada de 5.999994. 

Series geométricas convergente y divergente 

a. La serie geométrica 

- 3 - (I)" (I) (I)' L ---;; = L 3 - = 3(1J + 3 - + 3 - + 
n • O 2 n-ü 2 2 2 

tiene una razón r = ½con a = 3. Ya que O< lrJ < 1. la serie converge y su suma es 

" 3 
S= ,----::-; = 1-(1/2) =6. 

b. La serie geométrica 

- (3)" 3 9 27 
"~º 2 = 1 +2+;¡+g+. 

tiene una razón r = f Ya que lrJ ~ 1. la serie diverge. ■ 

La fómmla pam la suma de una serie geomélrica se puede utilizar para escribir un 
decimal periódico como la relación de dos números en1eros. como se demuestra en el 
siguiente ejemplo. 

Una serie geométrica para un decimal repetido 

· • • · t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de BSte fipo de ejemplo. 

Use una serie geomé1rica para escribir O.UR como e l cociente de dos emeros. 

Solución Par::i el decimal repetido O.UR. puede escribir 

8 8 8 8 
0.080808 . . = !02 + IO" + 106 + 1()8 + . 

Para esta serie. licnc a = 8/ 1()2 y r = 1/ IQl. por tanto 

a 8/10' 
0.080808 ... = ,----::-; = 1 _ (1/ 10') = 99· 

Pruebe dividir 8 entre 99 en una calculadora. parn. ver que el resultado es O.OH. ■ 

L1 convergencia de una serie no se ve afectada por la eliminación de un número 
finito de ténninos desde el principio de la serie. Por ejemplo. las series geométricas 

convergen. Adem:\s. como la suma de la segunda serie es 

-"-=--1-=? 
1- , 1-(1/2) -

se puede concluir que la suma de la primera serie es 

s = 2 - [ (ff + W + (½)' + GYJ 



. . . . . . . . . . . . . . . . . ·I> 
:. •COMENTARIO Asegúre­

se de ver que el recíproco del 
teorema 4.8 en general no es 
cierto. Es decir. si la sucesión 
{ "" l converge a O. entonces la 
serie !a,, puede ser convergente 
o divergente. 
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L:i.s propiedades en el siguiente teorema son consecuencias directas de las propie­
dades correspondientes de límites de sucesiones. 

TEOREMA 4.7 Propiedades de las series infinitas 

Sean 'i,(111 y 'i,b,. series convergen1es. y sean A, 8 y e números reales. Si ú1,, = A y 
'ib,. = B. entonces las siguientes series convergen a las sumas indicadas. 

l . 
11
~

1 
<.'ll,. = c A 

2. J (a" + h") - A + 8 

3. 
11
~

1 
(ll,. - b,.) = A - 8 

Criterio del término n~ésimo para la convergencia 
El siguiente teorema establece que cuando una serie converge. el lími1e de su término 
11-ésimo debe ser O . 

TEOREMA 4.8 Límite del ténnino n-ésimo de una serie convergente 

Si 
11

~

1 
a,,convcrge. cn1011cc5,.l~n;., a,. = O. 

Demostración Suponga que 

Entonces. ya que S., = S,. _ 1 + a,, y 

se deduce que 

L =}!.'!S., 

= }.!.'! (S,._ 1 + a,,) 

lo que implica que lll,.J converge :l. O. 
Consulte LarsonCa/cu/us.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion ■ 

La contraposición del teorema 4.8 proporciona una prueba útil para la ,li,·erge11cia. 
Este criterio del término 11-ésimo para la divergencia es1ablecc que si el límite del 
término de una serie no converge a O. la serie debe divergir. 

TEOREMA 4.9 Criterio del t énnino n-ésimo para la divergencia 

Si ,,l~!!, a,, 'F O. entonces 
11

~

1 

a., diverge. 
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Usar el criterio del ténnino n-ésimo para 
la divergencia 

a. Para la serie .. ~ o 2". se tiene que 

lfm 2" = OO. 

Por tan10. el límite del 1érmino 11-ésimo no es O y la serie diverge. 

b. Para la serie ~-
2 1

11
! 

1
. sciienequc 

,..., ¡ 11. + 
11! 1 

lfm --=-. 
n-oe 211! + 1 2 

Por tanto, el límite del término 11-ésimo no es O y la serie diverge . 

• • • • • • • • • • • • • • • • • •[:> c. Para la serie ~ .!.. se tiene que . ...1 11 
• • •COMENTARIO L'l serie 

en el ejemplo 5(e) jugará un pa­
pel importante en este capítulo. 

Verá que esta serie diverge a pe­
sar de que el 1ém1ino 11-ésimo se 
aproxima a O cuando II se apro­
xima a oo. 

' . 
4 : :,, 

, 1IDL0.~i_; 
1 2 3 4 S 6 7 

La altura de cada re001e es tres 
cuanas partes de la altura del rebote 
anterior. 

Figu rn 4.7 

Debido a que el límite del ténnino 11-ésimo es O. el criterio del tém1ioo 11-ésimo para la 
divergencia 110 es aplicable y no se puede sacar ninguna conclusión xerea de la conver­
gencia o divergencia. (En la siguiente sección. verá que esta serie en particular diverge.) 

lf ifflflj9i•if Problema de la pelota que rebota 

Se deja caer una pelota desde una allura de 6 pies y comienza a rebotar. como se muestra 
en la figura 4.7. La altura de cada rebote es tres cuar1as partes de la altura del rebote 
anterior. Encuentre la distancia ver1ical total recorrida por la pclot:1. 

Solución Cuando la pelota toca el sucio por primera ,,cz. ha recorrido una distancia 
de D1 = 6 pies. Para rebotes subsiguie111es. sea D, la distancia recorrida hacia arriba y 
hacia abajo. Por ejemplo. D1 y D3 son 

Amb.i Abajo 

Amba Ahajo 

Al continuar este proceso. se puede determinar que la distancia vertical total es 

D = 6 + 12(¾) + 12(¾)2 + 12(¾Y + · 

-6+ 12l(¾t' 
-6+ 12Wl(ff 
- 6 + 9L -\3,4)] 
- 6 + 9(4) 

= 42 pies. • 



Encontrar sumas parciales En los ejercicios ).6. encuentre 
la sucl'sión de sumas parciales Si, S2• S3• S~ y S~-

1. 1 +¼ + 4+tli+t3 + · 

2. _!_ + ..2...+ ..2... +~ + ~ +. 
2·3 3.4 4 .5 5 -6 6· 7 

3. 3 - J+"q- - \!-+W - · 

4. 1 +!+¼+¼+¼+fo+-

;_ l ,-3- • • · l <-:t· 
Verificar divergencia En los ejercicios 7.14. compruebe que 
la serie infinita di,·erge. 

7. f (~)' •. _f_}<- 1.05)" 
• • , 6 " 

9. •~l;¼T 
IJ. .i1,,/~ 1 

13. •~ I 2;n: i' 
Verificar convergencia En los ejercicios 15.20. compruebe 
que la serie infinita co,u-erge. 

-(')' 15. -~ 6 

17 . • ~ o (0.9)"'"' 1 + 0.9 + 0.81 + 0.729 + · 

18 . • t (-0.6)" • 1 - 0 .6 + 0.36 - 0 2 16 + · 

19 . • i i ll(n ~ ! ) (Sugere11cia: Utilice fracciones parciales) 

20 . • i , 11(11 ~ 2) (Sugere11cia: Utilice fracciones parciales) 

Análisis numérico, gráfico y analitico 1-:n los ejercicios 21.z.a, 
(a) halle la sunrn de la serie. (h) utilice una herramienta de gra• 
ficación para hallar la suma pnrcial s. indicada y complete la 
tabla. (c) use una herramienta de graficación para npresenlar 
gráficamente los primeros 10 términos de In sucesión de sumas 
parciales y una rt'Cta horizonlnl que repre.senle la sumn. y (d) 
('){plique la n>lación enln> las magnitudes de los términos de la 
serie y la ,·elocidad a la 1¡ue la sucesión de sumas pan:iales se 
aproxima a la suma de la serie. 

4.2 Series y convergencia 26t 

2J. ,i l 2(0,9r - I - ( ')"-' ,._ I ,o --
n ~ 1 4 

Encontrar la suma de una serie convergente En los ejer• 
cicios 25.34, encuentre la suma de la serie com·ergcnte. 

25. l ,(¾)" 2•·.t Hl" 
27. .. i111(11 ~ 2) 

28
• .i1 (211 + 1 )

1
(2', + 3) 

29. 8+ 6 +} + t+- 30. 9 - 3 + 1 - f + · 

31. -(' ') 32. i [(0 .3)" + (0 .8)"] I ,. - '" .., 
33 . .i1 (sen !)" 

- 1 
J4. n~J 9 111 + 311 - 2 

Usar una serie geométrica En los ejercicios 35-40. (a ) escri. 
ha l'I decimal periódico mmo mm .wrie goomitrica. y (b) escriba 
su sumn como el rociente de dos números enteros. 

Js. o .;J 

37. o.ST 

39. 0.073 

36. o.J6 

JS. o.ITT 

40. 0.2B 

Determinar convergencia o divergencia En los l'jcrcicios 
41-54, determine la connrgencia o di,·ergencia de la serie. 

41. i om,r 42. f_.!:... 
..- o 1000 

43. ~~ 
• • I 1011 + [ 

! 411 + 1 44. --
.,. 1 311 - 1 

45. .i , (; - ;,-±-,) .. f(-' _ _.!._) 
• ,. . 1 11 + 1 ,, + 2 

47. i ; 48
· .. ?oi 

49. Qii~ - 1 
50. J,

1 
In-;; 

51. f (, +!)" 52 . .,il e- • 
.. . 1 11 

;3_ .. i i arctan ,1 ;4 f '"( ''. ... ! ... !-) 
.. . 1 11 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

55. Series Escriba las definiciones de series con,·crgentcs y 
di,·crgcmes. 

56. Sucesiones y series Describa l:i diferencia entre 

,,1!!1.!. a,. = 5 y .i l ª• = 5. 
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DESARROLLO DE CONCEPTOS (continúa) 

57. Serie geométrica Defina una serie geomélrica. expli­
que cuándo converge. y dé la fórmula para la suma de una 
serie geomélriea convergente. 

58. Criterio del término n--ésimo para la divergen­
cia E..,¡criba el criterio del ténnino11-ésimo para la di,·er­

gencia. 

59. Comparar series Explique la~ diferencias entre las si­
guiente.~ series. 

(a) .. i1 ª· (b) j i "A (c) .i. "A 
60. Usar una serie 

(a) Si elimina un número finito de ténninos de una serie 
divergente. ¿La nue,·a serie aún di,·erge? Explique su 
ra1.onamiento. 

(b) S i agrega un número finito de términos a una serie 
convergente. ¿La nueva serie aún con,·erge? Explique 
su razonamiento. 

Hacer que una serie converja En los l'jl'rcicios 61-66. l'll• 
cuentre todos los valores de x para los cuales la seril' connrge. 
Para estos ,·nlores d(' x, escriba la suma d(' In serie como una 

íunci6 n de x. 

61. 1 11,)" 62. - (')" .io X 

63 . .. i L {-c - I)" 64 . }: ,(' - ' )" 
•• o 3 

65 . .. t (-1)":r" 66. .i. (-1)".r" 

Usar una serie geométrica En los l'jl'rcidos 67 y 68. (a) ('11• 
cuentre la r:1zó11 común de In serie geométrica, (b ) escriba la 
función que resulta de la suma de la serie. y (e) use una herra­
mienta de grnficación para traza r la íunción y las suma.'i par­
ciales SJ y S5• ¿Qué obsen ·a? 

67. 1 +x+x1 + .r'+ · 68. 1 - :!: + :!..: - ~ + · 
2 4 8 

Redacción En los ejercicios 69 y 70. utilice una herrami('nla 
de graficación para dete rminar el prime r término que es infe­
rior a 0.0001 e n cad a una de la.s seril'S com·ergenles. Obsu rn 
tiue las rt'Spul'Stas son IIIU}' d ifl'rcntl'S. Explique cómo afcc1:1rá 
esto la velocidad a la qul' la seri(' conwrge. 

- 1 - ('í - 1 ~ 
69. -~L 11(11 + I)' .. ~1 i 70. JI i;; · .. ~ 1(0.0lf 

7 1. Marketing Un fabricante de juegos electrónicos produce un 
nue,·o producto y calcula que las , ·entas anuales serán de 8000 
unidades. Cada año. el 5% de las unidades que se han vendido 
se con,·ertirá en inoperante. De este manera. 8000 unidades es­
tarán en uso después de I año. 18000 + 0 .9S(8000)J unidades 
estar.in en uso después de 2 años. y así sucesimmcnte. ¿Cuán• 
tas unidades estarán en uso después de 11 años? 

72. Depreciación Una empresa compra una máquina de 

S475.000 que se deprecia a una tasa del 30% anual. Encuentre 
una fónnula para el valor de la máquina después de n años. 
¿Cuál es su valor después de 5 años? 

AlSf'l)(l,ron1111Soun:~o,clc'" 

•• 73. Efecto multiplicador •••••••••••••• 

El gas10 anual total 
de los turistas en una 
dudad turística es de 
$200 millones. Aproxi­
madamente el 75% de 
esos ingresos se gasla 
de nuevo en la ciudad 
turística. y de esa canti­
dad. aproximadamente 
el 75% se , ·uclve a gastar 
en la misma c iudad. y asf sucesivamente. Escriba la serie 

r;;;~~i~:!sª ;::~~~:;! ~~~:~\:~~~do por 

74. Efecto multiplicador Repita el ejercicio 73. cuando el 
porcentaje de los ingresos que se vuel\'en a gastar en la ciudad 
disminuye a 60%. 

75. Distancia Se deja caer una pelota desde una altura de 16 
pies. Cada "ez que cae Ji pies. rebota 0.81 I, pies. Encuentre la 
distancia total recorrida por la pelota. 

76. Tiempo La pelota en el ejercicio 75 tiene los siguientes 
tiempos para cada calda. 

s 1 • - 1612 + 16. s 1 • O cuando 1 • 1 

.t2 • -1612 + 16(0.81). s2 • O cuando 1 • 0 .9 

s3 - - 1612 + 16(0.81)2. .r1 - O cuando 1 - (0.9)2 

s4 "' - 1612 + 16(0.8 1)·\ .r, == O cuando 1 =- (0.9)l 

s~ • - 1612 + 16(0.8 1)"- 1• s.• 0cuando t • (0.9)"- 1 

Comenzando con s1• a la pelota le toma la misma cantidad de 
tiempo rebotar hacia arriba que caer. por lo que el tiempo tolal 
transcurrido antes del reposo está dado por 

t • 1 + 2_i (o.9r. 

Encuentre este tiempo total. 

Probabilidad En los ej ('rcicios 77 y 78 la , ·ariabl(' alealoria 
representa el número de unidades de un p roducto ,·endido por 

día en una tienda. l.a distribución de proba bilidad dl' 11 esl:í 
dada por P(11). E ncuentre la p robabilidad de que dos unida. 
des se ,·endan e n un día determinado IP(2)J J dt>muest.re que 

P(0) + P(l) + P(2) + P(J) + · · · = t. 

77. P (11) = H½r 78. P(n) = ½GJ 
79. Probabilidad Una moneda es lan,A'lda en varias oca~iones. 

La probabilidad de que la primera cara se produzca en el 11-6:i • 

mo ]an,,amicnto est:í dada por P(n) = {W.cuando II o!: l. 

(a) Demuestre que ~ (~)• - l. 
/~1 2 

(b) El número esperado de lan7.amientos que se requiere has• 
ta que se produce la primera cara en el experimento está 
dada por 

l ·(ff 
¿fata serie es geomé1rica? 

.... (e) Utilice un sistema de álgebra compu1acio nal para hallar la 
suma del inciso (b). 



80. Probabilidad En un experimento. tres personas lan7.an una 
moneda de uno en uno hasta que uno de ellos arroja una cara. 
Dctem1ine. para cada perwna. la probabilidad de que é l o ella 
lance la primera cara. Compruebe que la suma de las tres pro­
babilidades es 1. 

81. Area Los lados de un cuadrado miden 16 pulgadas de largo. 

Un nuevo cuadrado se fonna conectando los puntos medios 
de los lados del cuadrado original. y dos de los triángulos 
fuera del segundo cuadrado están sombreados (vea la figura). 
Dctem1ine el área de las regiones sombreados (a) cuando esle 
proceso se continúa cinco veces más. y (b) cuando este patrón 
de sombreado se continúa infinitamente. 

Figura para 81 Figura para 82 

82. Longitud Un triángulo rectángulo XY2 se muestra por en­
cima de donde IXY\ = z: y LX = 6. Los segmentos de recia 
se dibujan continuamente perpendiculares al triángulo. como se 
muestra en la figura. 

(a) Halle la longitud total de los $Cgmcntos de recta 
perpendiculares 1~,·11 + ¡.,·1y11 + lx1_,·21 + · · · en térmi­
nos de.: y 6. 

(b) ~;::~:tí:~ ~::~~d: t~ai t
6
1~ :J6'.1e111os de recta per-

Usar una serie geométrica En los ejC'rcicios 83-86, utilice la 
fórmula para la suma parcial 11.ésima de una serie goométriu 

83. Valor presente Al ganador de un soneo de 2.000.000 de 
dólares le pagarán SI00.000 por año durante 20 años. El dine­
ro gana intereses del 6% anual. El valor presente del premio es 

f 100.000(-'-)"- Calcule el valor presente e interprete su 
.. -1 1.06 

significado. 

84. Anualidades Cuando un empleado recibe su cheque de pa­
go al final de cada mes, inviene P dólares en una cuenta de 
jubilx ión. Estos depósi1os se realizan cada mes para I ai\oi; y la 
cuenla gana intereses a la ta.~ anual r. Como el in1crés se capita­
liza mensualmente, la cantidad A en la cuenta al final de I arios es 

A "" P + r(1 + fi) + • - • + r(1 + -fif'-1 

Cuando el interés es compuesto continuamente, la cantidad A 
en la cuenta después de I años es 

A: f + Pt'fl! + Pt'h-/1? + pe(i li -1),/1! 

Verifique las fórmulas para las sumas dadas antcrionnente. 
to.t. .. NEncH,.,.. 

4.2 Series y convergencia 26i 

85. Sueldo Suponga que se trabaja en una empresa que paga 
S0.01 para el primer dia. $0.02 para el segundo día. S0.04 para 
el tercer día. y así sucesi\•amentc. Si el s.1lario se duplica dia­
riamente. ¿cu:íl $Cría su ingreso total por unbajar (a) 29 días. 
(b) 30 días. y (e) 3 1 días? 

• • 86. Copo esférico • • • • • • • • • • • • • • • • • . . 
El copo esférico que se muestra a continuación es un 
fractal generado por computadora que fue creado por Eric 
Haines. El radio de la esfer .. grande es 1. Pura la esfera 
grande. se unen nue\·e esfer.is de radio t Para cada una 
de eslas. se unen nueve esferas de radio!- Este proceso 
continúa infinitan,cnte. Demuestre que el copo esférico 
tiene una superficie infinita. 

Anualidades En los ejercicios 87-90. considere hacer depó­
silos mensuales de / ' dólares en unn cuenta de ahorros a una 
lasa de in terés anual r. Utilice los resultndos del ejercicio 84 
para e ncontrar el saldo A después de t arios, cua ndo el interés es 
compuesto (a) mensua lmente y (b) de forma eonlinua. 

87. P = $45. r = 3%, 1 = 20años 

88. P = $75. r = 5.5%. 1 = 25 años 

89. P • SIOO. r • 4%, 1 • 35 años 

90. P • $30. r • 6'l-, 1 • SO años 

¿Verdadero o falso? En los ejercicios 91-96. determine si d 
enunciado es n rdadero o falso. Si es falso. expliqul' por qué o 
di u n ejemplo que demueslre que es falso. 

91. Si}!_'!!_ t1,. • O, entonces .i /1-• converge. 

93. Si lrl < l. entonces .. it,- = ~-

94. La serie .i, IOOO(:: + I) dh•ergc. 

95. 0.75 = 0.749999. 

96. Cada decimal con un patrón de repetición de dígitos es un nú­
mero racional. 
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97. Usar series divergentes Encuentre dos series di\'ergen­
tes ú:10 y 'i.b0 tal que }:(u. + b0 ) com·crja. 

98. Demostración Dadas dos series infinitas 'i.a0 y 'i.b0 tal que 
'i.<10 con\'erge y "f.h,. diverge. demuestre que }:(íl• + h,.) di,-erge. 

99. Sucesión de Fibonacci La sucesión de Fibonacci se defi­
ne de fonna recursiva port1,..,. 2 • ll0 + ª n+J• donde t11 = 1 y 

1 1 1 
(a) Demuestre que --= ---- --. 

a,. .. 1u ... , ª•+*ª•+! ª•+2°. +1 

100. Residuo Sea 'i.t1. una serie convergente. y sea 

RN"" ª N+l +UN+?+. 

el residuo de la serie después de los primeros N ténninos. 
Demuestre que)~.!. RN = O. 

101. Demostración Demuestre que ; + ~ + ~ + • 

~.paralrl>L 

ll2 ¿ CÓMO LO VE? La sig.uiente figura representa 

una manera infonnal de demostrar que .i, ~ < 2. 

Explique cómo la figura implica cs1a conclusión. 

____ , 

' " 

• l'AK,\ INFO KMACIÓN ADICIONAL Para mis información 

sobre este ejercicio. consulte el anículo "Convergcncc with Pic­
turcs··. por P. J. Rippon. en American Mathematica/ Molllhly. 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 

- .. 
103. :.;~~::~_,f,

1 
(3 ... 1 _ 21 + 1)(31 _ 2,) como un número 

104. Seaf/.11) la suma de los primeros" ténninos de la suce­
sión l. l. 2. 2. 3. 3. 4 ..... donde el 11-ésimo está dado 

I''" 
( 

11/2. si 11espar 
ª• = (,,- 1)/2. si11esimpar. 

Mostrar que si x y y son enteros positi\·os y x > y, cnton­
m 
.n ' = f(, + v) - J(x - y). 

Ble probkma íu,: pn,pgnido por el Commiutt oo 1M Puown l'nu-Compctutoo. 

0111>" ~l:11hi.-r1121ie:al A.uoci:11.too ol AITlfflCI, Todos 1m d.'rttlm tnen-.dos 

PROYECTO DETRABAJO 

La mesa que de saparece de Cantor 
El procedimiento siguiente muestra cómo hacer desaparecer una 
mesa quitando solo 111 mitad de la mesa. 

(a) La me.~a original 1iene una longimd de l 

----L----

(b) Se elimina! de la mesa con centro en el punto medio. Cada 
pieza restante tiene una longitud que es menor que ½L 

~ 
(e) Se elimina½ de la mesa tomando secciones de longitud "fbL de 

los centros de cada una de las dos piezas rcstan1es. Ahora se 
ha e!iminado ¾ + ½ de la n1esa. Cada pieza restante tiene una 
longitud que es menor que ¡l . 

(d) Se elimina ta" de la mesa lomando secciones de longitud til <le 
los centros de cada una de las cuatro piezas restantes. Ahora se 
ha eliminado¼ + ! + t,; de la mesa. Cada pieza restante tiene 
una longitud que es menor que iL . 

Continuar con este proceso hará que la mcs.1 desaparc:r.ca. ¿a pesar 
de que solo se ha quitado la mitad de la mesa? ¿Por qué? 

■ l'ARA INl-"ORMACIÓN ADICIONAL Lea el anículo "Cantor's 
Disappearing Table··. de L1rry E. Knop. en Th<' Coll<'g<' Mmhemt1-
1ics Joumal. Par-.i \·er este anículo, visite MatllAnic/e:r.cam. 
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4.3 Criterio de la integral y series p 

RcrtlingulosinscritOli: 

ltl)•irca 

~~~t:ingulos circunscritos: 

~ / (i) • :ir-ca ,., 

Figura 4.8 

■ U rilizu e l criterio d e la integn.l pan. d eterminar si una serie infinit.a converge o 
diverge. 

■ Uriliur las pro piedades de la serie p y la serie armónica. 

Criterio de la integral 
En esta y en la siguiente sección. se estudiarán varios criterios de convergencia que se 
aplican a series con 1érminos posi1ivos. 

TEOREMA 4.10 El criterio de la integral 

Si/ es positiva. continua y decreciente para .,· :o?: 1 y a,. :::::- .ft.11) entonces 

ya sea ambas convergen o ambas divergen. 

Demostración Comience dividiendo el i111ervalo [ 1. 111 en i111ervalos uni1arios 
(11 - 1 ). como se muestra en la figura 4.8. L'l superficie total de los rcclángulos inscritos y 
los rectángulos circunscritos es 

,.t, /(;) = /(2) + /(3) + · · · + /(n) 

:t:/(;)=/(l)+/(2)+· · +/(n-1). Árc.i circum;cnta 

El área exacta debajo de la gráfica de f de x :::::- 1 ax :::::- 11 se cncuemra entre las áreas 
inscritas y circunscritas. 

Usando 13 suma parcial 11-ésima. S,, = /(1) + /(2) + · · · + /(11). se puede escribir 
esta desigualdad como 

s. -/(1) s f J(,)dx s S0 _,. 

Ahora. suponiendo que f(° Jl"C) dx converge a L se puede deducir que para 11 :o?: 1 

s. - /(1) s L - s. s L + /(1). 

En consecuencia. {S,.} es acolada y monótona. y por el teorema 4.5 converge. Por 
1:11110, Iu,. converge. Para la otra dirección de la prueba. suponga que la integral im­
propia diverge. Entonces t;J(x) tlr tiende a infinito cuando 11 ~ ex, y la desigualdad 
S,,_ 1 ~ r; /(x) <lx implica que {S,. 1 diverge. Por tanto. Ia,, diverge. 

Consulte Larson Ca/cu/us.com para ver el video da Bruce Edwards de esta demostración. ■ 

Recuerde que la convergencia o divergenci:1 de 2ll,, no se ve afec1ada por la su­
presión de los N primeros témlinos. Del mismo modo. cuando las condiciones para el 
criterio de la integral están satisfechos para todo x :o?: N > 1. se puede simplemente usar 
la integral /;' /(x) dx para probar l:i convergencia o divergencia. (Esto se ilustra en el 
ejemplo 4.) 



270 Unidad 4 Sucesiones y series 

lxbido a que la integral 
impropia converge. la serie infinita 
COll\"Crge lambién. 

f"igurn 4.9 

Usar el criterio de la integral 

Aplique el criterio de la integral a la serie .. ~, 112 

1
: 1. 

Solución La función /(:r) = :c/(:c2 + 1) es positiva y con1inua para x ~ 1. Para deter­
minar si/es decreciente, encuentre la derivada. 

/ '( ) - (,,' + 1)(1} - x(2,) - - x' + 1 
X (.,' + 1)' ,,, + 1)' 

Por tanto.f'(x) < O para x > 1 y se tiene que/ satisface las condiciones para el criterio de 
la integral. Se puede integrar para obtener 

f- -"-dx = .!.f00 

~d'f 
x2 + 1 2 1 x2 + 1 · 

- - lím --dx 1 J' 2x 
2 b- oo 1 x2 + 1 

= .!_ Hm [1n(x2 + 1)]' 
2 b-oc l 

= ½ bl!!~ (ln(b2 + 1) - In 2] 

Por tamo, la serie dil'erge. 

H!iibi#Hff Usar el criterio de la integral 

: · · · t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Aplique el criterio de la integral a la serie i -,-1 
- . 

.... ,,. + 1 

Solución Debido a que /(x) = 1 /(:r2 + 1) satisface las condiciones para el criterio 
de la integral (verifique esto). se puede integrar para obtener 

f--,-1-,Jx = lím f'-,-1-dx x+I b-oo 1 x+I 

= lím [arctan x] ' 
b- oo l 

= lím (arctan b - arcian 1) ·--ff ff 

=2-4 

Por 1.:ullo, la serie converge (vea la figura 4.9). ■ 

En el ejemplo 2. el hecho de que la integral impropia converge a -rr/ 4 no implica 
que l:1 serie infinit:1 converge :i -rr/ 4. Par::i aproximar la suma de la serie. se puede utilizar 
la desigualdad 

N I 00 1 "' I ( 00 1 
.~ , ;;,:¡:, < .~ , ;;,:¡:, < 1 ;;,:¡:, + J. :;,:.¡-dx. 

(Vea el ejercicio 54.) Cuamo mayor sea el valor de N. mejor ser:í la aproximación. Por 
ejemplo. utilizando N = 200se obtiene 1.072 :S I l/ (112 + 1) :S 1.077. 



SERIE ARMÓNICA 
Pitigoru y sus estudiantes prestaron 
mucha ;uenci6n al denrrollo de la 
música como una ciencia abstracta. 
Esto condujo al descubrimiento 
de la relación entre el tono y la 
longitud de una cuerda vibrante. 
Se o~ervó que las mas bellu 
annonias muslcales com!sponden 
a lu proporciones mas dmples 
de números enteros. Matert\aticos 
poneriores des.arrollaron esu 
idea en la serie armónica. donde 
lu condiciones en las series 
annónic.as corresponden a los 
nodos de una cuenb vibrante que 
producen J1lUltiplos de la frecuencia 
fundamenul. Por ejemplo.¡ es dos 
veces la frecuencia fundamental.! es 
tres veces la frecuencia fundamental. 
y ad sucesivamente. 
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Serie p y serie armónica 
En el res10 de esta sección, se investigará un segundo tipo de serie que tiene una prueba 
de aritmética simple para la convergencia o divergencia. Una serie de la forma 

00 1 1 1 1 
.. ~

1
~=¡;;+2P+JP+ · Scríe•p 

es una serie p. donde pes una constante positiva. Para p = 1 la serie 

<><> 1 1 1 
~ -- , +-+-+. 

,.., ¡ 11 2 3 

es la serie armónica. Un:-i serie am16nicn general es de la fonna :r1/(a11 + b). En l:l 
música. cuerdas del mismo material. diámetro y tensión. y cuyas longitudes fom1an una 
serie armónica. producen 1onos annónicos. 

El criterio de la imegral es conveniente para el establecimiento de la convergencia o 
divergencia de series. Esto se muestra en la demostración del teorema 4. 11. 

TEOREMA 4.11 Convergencia de una serie p 

La serie ¡, 

~ 1 1 1 1 1 
.. f 1 ~= 1P +y+ JP +¡¡;+. 

converge para f' > 1. y diverge para O < p s 1. 

Demostración La demostración se sigue del criterio de la integral y del teorema 2.5. 
que establece que 

foo ~c/x 
converge para p > 1 y diverge para O< p S 1. 
Consulte LarsonCa/cu/us.com para ver si video de Bruce Edwards de esta demostración 11 

ifjij❖jij!•fi Convergencia y divergencia de una serie p 

Analice la convergencia o divergencia de (a) la serie am1ónica y (b) la serie p con p = 2. 

Solución 

a. Del teorema 4. 11. se deduce que la serie armónica 

diverge. 

b. Del teorema 4.11 . se deduce que la serie 

converge. • 
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Lt suma de la serie en el ejemplo 3(b) se puede demostmr que es -rr2/6. (Esto fue dc­
mostrndo por Lconh:mi Euler. pero 13 demostración es demasiado dificil ¡xtrn prescnrn.rla 
aquí.) Asegúrese de ver que el criterio de la integral no le indica que la suma de la serie es 
igual al valor de la integral. Por ejemplo. la suma de la serie en el ejemplo 3{b) es 

mientrns que el valor de la integral impropia correspondiente es 

f~' -;dr = l. 
.r 

Hffü§iijllii Prueba de la convergencia de una serie 

Dctennine si la serie 

f-'-
., .. 211 11111 

converge o diverge. 

Solución Esta serie es similar a la serie annónica divergeme. Si sus 1ém1inos fueran ma­
yores que los de la serie annónica. se puede esperar que diverja. Sin embargo. debido a que 
sus ténninos son menores que los de 1:1 serie armónica. no se sabe qué esperar. La función 

J(x) = .,-1'.1x 

es positiva y continua para x ~ 2. Parn determinar si/ es decreciente. primero rees­
criba/como 

/(<) - (x In x)-' 

y después encuentre su derivada. 

f'(x)- (- l )(xln x)-'( I + lnx) - -.:,ti.'.:;; 
Así. f' (x) < O para x > 2 y se deduce que satisface las condiciones para el criterio de la 
integrnl. 

(~ _!_ dx - ( ~ 1 / x dx 
) 2 xlnx )2 lnx 

= lhn [111(111 x)]' 
b-oo 2 

= }~1! [ln(ln b) - ln(ln 2)] 

Lt serie diverge. • 
Observe que In serie infinita en el ejemplo 4 diverge muy lentamenle. Por ejemplo. 

como se muestra en la tabla. la suma de los primeros 10 términos es de aproximadamen­
te 1.6878196. mientras que la suma de los primeros 100 ténninos es solo ligeramente ma­
yor: 2.325087 1. De hecho. la suma de los primeros J0.000 términos es aproximadamente 
3.0150217. Se puede ver que aunque la serie infinita "se suma al infinito··. lo hace muy 
lc111amente. 

11 'º' 1001 10.001 100.00 1 

s" 1.6878 2.3251 2.7275 3.o, so 3.2382 



Usar el criterio de la integral En 105 "j" rcicios 1-22. confir. 
Jll(' que l'I crill'rio de la intl'gral pul'<!" ur aplicado a la seri('. 
Lul'go utilice ('I criterio dt' la integral para dt'tuminar la con­
,·erg('ncia o din•rgencia de la serie. 

1.J,nh 
3. -~ 1~ 

s . • i 1,,-,r 
, . .!. + .!.+J..+ J.... + _!_ +. 

2 5 10 17 26 

8. ½+¼+ ½ + ¼+~ +. 

ln2 ln3 ln4 ln5 ln6 
9• 2+3+ 4 + 5+6+ . 

ln2 ln3 ln4 ln5 Jn6 
to. fl + JJ+fl + 7s+ fl +. 

1 1 1 
11 . 7il/í+l)+ ~ +~ 

1 +···+~+- · 

13 . • i, ~~~':" :' 
15. •il ~ 

19. ~~I 2n:I: 1 

21. -~1,t ': 1 

~ 11111 
(4,n/:i7 

!6.
11
~

211
~ 

18. ,r~);:: ~ 
20. ,r~)~ 

Usar el criterio de la integral En los l'jucicios 23 y 24. uti­
lice l'I criterio de la integral para delermina r la com·ergencia o 
din•rgmcin de la srril', donde k es un entero posith·o. 

Requisitos del criterio de la integral En los"jercicios25-28. 
explic¡ue por qué el crilerio de la integral nose aplica II la serie. 

4.3 Criterio de la integral y series p 27t 

Usar el criterio de la integral En 105 ejercicios 29-32, utilic(' 
el critl'rio de la intl'gral para determinar la com·l'rgl'ncia o di­
,·"rgcncia de In serie p. 

29. ,.iJ ~ 

31. JI~ 
30. ,.?1~ 
32. ~il ~ 

Usar una serie p En los ejerricios 33-38. ulilice el teorema 
4.11 parn determinar la connrgencia o di,·ergl'ncia de la se-
riep. 

1 1 1 l 
35· I + 2,ft + 3.jJ + 4./4 + 5~ +. 

1 1 l 1 
36. l +V4+W+VRi+V23+· 

J 7, ~i l ,,i'.lM 

""· l f. 
39. Análisis numérico y gráfico Use una herramienta de 

graficación para encontrar la suma parcial s. indicada y com­
plete la tabla. Después. utilice una hcrramien1a de graficación 
para tra1.ar los primeros 10 términrn; de la sucesión de sumas 
pan:i:i.les. Para cad:i serie. compare la velocid:id a la que la 
sucesión de sumas p:irci:iles se aproxima a la sum:i de la serie. 

40. Razonamiento numl!rico Debido a.que la. serie armónica 
dh·crge, se deduce que para cualquier número real positivo M. 
existe un número entero positivo N tal que la suma parcial 

" 1 
"~ ' ~ > M . 

(a) Utilice un:i herramienta de graficación para completar la 
tabl:i. 

(b) A mcdid:i que el número real M :i.umenta en incrementos 
igu:ilcs. ¿el número N :iumcnta en incrementos iguales? 
faplique. 
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DESARROLLO DE CONCEPTOS 

41 . Criterio de la Integral facnba e\ criterio de la integral 
y dé un ejemplo de su uso. 

42. Serie p Defina una serie pe indique los requisitos para 
su con,·crgcncia. 

43. Usar una serie Un compañero en su clase de cálculo le 
indica que la siguiente serie converge porque los lérminos 
son muy pequeños y se aproxima a O rápidamente. ¿Su 
compañero está en lo COrTCClo? Explique 

-'-+-'-+-'-+ · 
I0.000 IOOOI 10002 

4". Usar una función Sea/ una íunción positi,·a. conti­

nua y dccrecieme para .r 2: l. tal que "•"" /(11). Use una 
gráfica para clasificar las siguicntcll cantidades en orden 

d«'rccicntc. Explique su razonamiento. 

(a) .t ª• (b) f /(x.) tlr (e) .t
1 
"• 

45. Usar una serie Ulilicc un.a gráfica para demostrar que 
la desigualdad es ,-crdadera. ¿Qué puede concluir acerca 
de la con,·ugencia o divergencia de la serie? Explique. 

- 1 f.- 1 (,) ~ -./ñ > -,=d, 
••I II l .,/JC 

~ 1 f.- 1 (b) .L l < -:5.dx •-! n 1 ,\ 

¿CÓMO LO VE'l Las gráficas muc\tran las sucesio­
nes de sunus parciales de la serie p 

JI 7i 'y •~l f.:,. 
UWJOO el 1eorcma 4. 11 , la primera 'iC."rie di,·ergc y la 
segunda serie: com·ergc. Exphquc cómo las gráficas 
muc.strancs10. 

º [E' '+ . :l:p 1 • --1 

1111111111 
1 2 l 4 j 6 7 S 9 JO 

s. 

'~······ )_j •• 

1 • 

o~ 1 f ;hl .. , 
1 2 l 4 j 6 7 S 9 10 

Encontrar valores En los ej ercicios 47-52. encuentre los , ·a­
lores positi,·os de p pa ra los que la serie cmn-e r¡:e. 

47 . .. ~ 1 n(I~ n),-

49· ,.~ 1 (1 +
11 

111),. 

s1. 1Gr 

48 . • i}~ 
SO • • i , n(I + 11!)" 

53. Demostración Sea/un:1 función posi1i,-a. continua y dc­
crcc1cn1c para X 2: l. tal que a. :m: ft.n). Demuestre que si la serie 

-~1ª· 
converge a S, emonces el residuo R,,·"" S-S,.está acotado por 

O s R,. s 1-/(r)dx. 

54. Usar un residuo Demues tre que d resultado del ejercicio 
53 se puede escribir corno . - . r 
-~

1 
ª• s -~

1 
º• s .. ~ i u.+ ,. /(x)dr. 

Aproximar una suma En los l'j ('l't'.icios 55-60. utili« t"I re­
su ltado del ejert'.icio 53 para 11proxim11r la s uma de la ser ie 
conn rgenle co n el ní1me ru indicado de t¡lrminos. Incluyo una 

cstinmción del er ror máximo pnrn su nproximnción. 

55. -~ •~.cinco 1énninos 56 . • ti~. seis términos 

57 . • i i *,. diez términos 

51il. .. i i (n + l)[l~(n + l)]J' diez 1énmnos 

59 . .. ii 11¡o-•'. cuatro tém1inos 

60. -~•e-•. cuatro términos 

Encontrar un valor En los l'je rt'.icios 61-~. ulilice el resulla­
do del ... jercicio 53 pa ra l'IKonlrnr N tal q ue R,,. S 0.001 para la 
.serie conn rgente. 

6 1. -~ 1~ 

63. -~ · ¡o-•r-

65. Comparar series 

62. -~, ;;k 
64

' .. i1*' 

(a) Demuestre que .. ii ;h coo,·ergc y .i: 11 1~ 11 diverge. 

(b) Compare los cinco primeros términos de cada sene en el 
inciso (a). 

(c) Encucntrcn >J ta.l que+.< 
111

~
11

• 

66. Usar una serie p Se utilizan d iez té rminos paro aproximar 
una serie p convergente. Por lo tanto. el residuo es una función 
dcp y ts 

f." 1 
O S Rm(P) s - dx. p > l. 

o,l.-

(a.) Realice la. integración en la desiguald:td. 

(b} Utilice una. herramienta de gra.ficación para representar la 
desigualdad. 

(c} Identifique las asíntotas de la función de error e interprete 
su significa.do. 



67. Constante de Euler Sea 

Sftz (ti• 1 + ~ +· ·+ !; 
(a) Demuestre que ln(11 + 1) :S S,. :S 1 + In 11. 

(b) Demuestrc que la succsión(ci,.} • (S,. - ln11 }esacotada. 

(c) Demuestre que la sucesión {a,.J es decreciente. 

(d) Demuestre que"• converge a un limite ,- (llamado cons­
lantc de Eulcr). 

(e) Aproxime ¡ usando " un• 

68. Hallar una suma Encuentre la suma de la serie 

69. Usar una serie 

(a) Determine la co1wergencia o divergenc ia de la serie para 
X= l. 

(b) Determine la co1wergeneia o divergencia de la serie para 
.r = 1/e. 

(e) ~ncucntre los valores positi,·os de x para los cuales la se• 
ne co,wcrgc. 

PROYECTO DETRABAJO 

La serie armónica 
La serie am1ónica 

es una de las series más importantes en este capítulo. A pesar de q ue 
sus términos tie nden a cero cuando II crece, 

}!.~ };=o 
la serie armónica diverge. En otr.is palabras. a pesar de que las 
condiciones son cada vez m:'is y mili pequeñas, la suma ºsuma al 
infinilo". 
(a) Una manera de demostrnr que la serie armónica di\'crge se atri­

buye a James Bernoulli. Los térn1inos de la serie annónica se 
agrupan de la siguiente manern: 

1 1 u+ · · · + n+ · 
'-----..------' 

Escriba un breve párrafo explicando cómo se puede utili1..ar eslc 
agrupamiento para demostr.ir que la serie armónica di\'erge. 

4.3 Criterio de la integral y series p 27! 

70. Función zeta de Riemann La función zeta de Riemann 
para los nUmeros reales se define para todos los x para los 
cuales la serie 

«.r) = .. ~
1

11-• 

converge. Encuentre el dominio de la función. 

Repaso En los ejercicios 71-82, determine la con,·ergencia o 
dinrgenci11 de la serie. 

71. - 1 .. i1 311 - 2 72 . .. t,,~ 
73. 

ft~ I II~ 

- 1 
74. 3 .. ~ . ,fí/S 

7S. l (f¡ 76. lº·"''r 
77. .. i1P+T - ( 1 1) 

78 . .. *1 ñ'f-¡jl 

-( ')" IW • .. i
2

1n 11 79 . I I +-.... 1 " 
81. 

ni l 11(l~ 11)3 
82

' ft~27 

(b) Utilice el cri1erio de la integral. teorema 4. 10. para demos1rar 

ln(t1 + 1) :S 1 + ½ + j + ¾ + · · · + !; :S 1 + In 11. 

(c) Use e l inciso (b) para dctenninar la cantidad de términos M que 
se necesita para que 
., 1 

-~ , ; > 50. 

(d) Demuestre que 13 suma del primer millón de ténninos de la 
serie ::armó nica es menor que 15. 

(e) Demuestre que las siguienles desigualdades son v:'ilidas. 

21 1 1 1 20 
In ÍO :S IQ + Ti' +. . + 20 :S 111 9 

(f) U1ilice las desigualdades en el inciso(e) para e ncontrar el límite 

,. 1 

Y~ .. ~ .. ;;-
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4.4 Comparación de series 

• .......... • ..... ·I> 
: • •COMENTARIO Como se 

dijo, el criterio de comparación 
directa requiere que O< an s b,. 
para todo n. Como la conver­
gencia de una serie no depende 
de sus primeros términos. se 
podña modificar la prueba pam 
que solo fuera necesario que 
O< a,, s b,. para todo II mayor 
que algún número entero N. 

• Utiliza r el criterio de comparación directa para determinar 1i una 1erie 
converge o dive rge. 

■ Utilizar el criterio de comparación de l límite para det erminar 1i una 1erie 
converge o dive rge. 

Criterio de comparación directa 
Para los criterios de convergencia desarrollados hasta ahora. los ténninos de la serie 
liencn que ser bastante simples y la serie debe tener caracterís1icas especiales para que 
los criterios de convergencia puedan aplicarse. Una ligera desviación de estas caracte­
rísticas especiales puede hacer un criterio no aplicable. Por ejemplo. en los pares que se 
indican a continuación, la segunda serie no puede ser probada por e l mismo criterio de 
convergencia como la primera serie. a pesar de que es similar a la primera. 

l. }: -
2

1
,, es geométrica. pero }: ~ no lo cs . 

.. . o ... o -
""' 1 "° 1 

2 . .. ~ i ~ es una serie p. pcro,,~
1 
~ no loes. 

3. a,, = (112 : 
3
)2 se puede integrar fácilmente. pero bn = (112 ': 3

)2 no. 

En esta sección se estudiarán dos criterios adicionales para la serie de términos po­
sitivos. Estos dos criterios amplían la variedad de series en las que se puede analizar la 
convergencia o divergencia. Estos criterios le pcrmi1en comp(lrar una serie con términos 
complicados con una serie s imple cuya convergencia o divergencia se conoce. 

TEOREMA 4.12 Prueba de comparación directa 

Sea O< a,. s b,. para todo 11. 

1. Si,,~
1 

h,, converge, entonccs H~

1 

a,, convcrge. 

2. Si .. ~. a,,divcrge,entonccs Hi,"n diverge. 

Demostración Para demostrar la primera propiedad. sea L = ,ii b,. y sea 

Sn ""' ll ¡ + "2 + ' ' ' + {In. 

Ya que O< an s; b,.. la sucesión S1• S2• S3, ... es no decreciente y acotada por arriba por L: 
entonces. debe converger. Como 

}!_"!, s,, = H~IU,o 

se deduce que .. ~i"" converge. La segunda propiedad es lógicamente equivalente a la 

primera. 

Consulte LarsonCa/cu/us.com para ver el video de Bruce Edwards de esta p rueba. 

a rARA INFORMACIÓN ADICIONAL. ¿El cri1erio de compar.ición directa es solo para la serie 
no ncgativ3? Para leer :acerca de la gcncmlización de cs1e criterio p3ra series reales. \'ea el 3ní­
culo ''The Comparison Test-Not Just for Nonnegativc Series ... por Michclc Longo y Vincenzo 
V3l()(i. en Mmlirmalics Maga:.i11r. Pam ver este anículo. visite MmhArticlrs.com. 
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lflit'1ld•IH Usar el criterio de comparación directa 

Determine la convergencia o divergencia de 

~- '-
n•I 2 + 3n• 

Solución Esta serie se parece a 

Í ~. Serie gromé1ric:i. com crgcntc 
n•I 3 

Comparando término a ténnino obtiene 

an e ~ < i "" b,.. ti 2:: l. 

Así. por el criterio de comparación directa. la serie converge. 

Usar el criterio de comparación directa 

• • · t> Consulte LarsonCa/cu/us.com para una versión interacriva de este tipo de ejem plo. 

Determine la convergencia o divergencia de 

~-'-
n• I 2 + J,,' 

Solución Esrn serie se parece a 

Scncpdi,crgcnlc 

Comparando término a término obtiene 

1 1 
2+./ñ:S J,,' 11~1 

que 110 cumple con los requisitos para la divergencia. (Recuerde que cuando la compara­
ción término a término revela una serie que es menor que una serie divergente, el criterio 
de comparación directa no le dice nada.) Todavía esperando que la serie diverja. puede 
compar.tr la serie con 

f .!_ - Serie armónic:i. di,·crgcnlc 
n = l 11 

En este caso. la comparación tém1i110 a ténnino produce 

Un=~ S 
2 

+¡ Jñ = bn• 11 ~ 4 

y. por e l criterio de comparación directa. la serie dada diverge. Parn verificar la última 
desigualdad. intente demostrar que 

2+J,,:S11 

siempre que 11 2 4 • 
Recuerde que las dos panes del criterio de comparación directa requieren que 

O <tln s b,.. lníonnalmentc. el criterio dice lo siguiemc acerca de las dos series de términos 
no negativos. 

l. Si la serie 'm:'is grande" converge. en1onces la serie "m:is pequeña" también debe 
converger. 

2. Si la serie 'm:'is pequeña" diverge. entonces la serie "m:is grande" debe también 
divergir. 
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................. ·t> 
: • •COMENTARIO Al ;gu,I 

que con e l criterio de compa­
ración directa. el criterio de 
comparación del límite podría 
modificarse para requerir que 
solo ll,. y b,. sean positivos para 
todo II mayor que algún número 
enteroN. 

Criterio de comparación del límite 
En ocasiones, una serie se parece mucho a una serie p o una serie geométrica: sin em­
bargo. no se puede establecer la comparación término a ténnino necesaria parn aplicar e l 
criterio de comparación directa. Bajo estas circunstancias. es posible que se pueda apli­
car un segundo criterio de comparación, llamado criterio de comparación del límite. 

TEOREMA 4.13 Criterio d e comparación del límite 

Silln> 0.b,.> 0y 

donde L csfi11iro y posirivo. entonces 

l"" y 1 b" 

ambas convergen o divergen. 

Demostración Como a,.> O. b,. > O y 

existe N > O tal que 

O<~< L + 1, para 11 ~ N. 

Esto implica que 

O < a,. < (L + l)b,.. 

Así, por e l criterio de comparación directa, la convergencia de "i.b,. implica la convergen­
cia de ~a,.. Del mismo modo. el hecho de que 

lím ~-.!_ 
,.-oo a,. L 

que puede ser utiliwdo para demostrar que la convergencia de !a,. implica la conver­
gencia de ':f.b,.. 
Consulte LarsonCa/cu/us.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración. li 

Hf fü§jd•fi Usar el criterio de comparación del límite 

Dcmues1re que la siguiente serie annónica general diverge. 

- 1 
.. ~1 "" + b" " > O. b > O 

Solución Por comparación 

tiene 

lím l/{<m + b} = lfm -"- = .!.._ 
•-oo l/ 11 .. -00011 + b a 

Debido a que este límite es mayor que O. puede concluir a partir del criterio de compa­
ración del límite que la serie diverge. ■ 
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El criterio de comparación del límite funciona bien para la comparación de una "des­
ordenada" serie algebraica con una serie¡,. En la elección de una serie¡, apropiada. se debe 
elegir una con un ténnino de la misma magnitud que el lénnino 11-ésimo de la serie dada. 

Serie dada Serie de comparación Conclusión 

= 1 

.. ~ 13112 -411+5 

~- '-..... . ~ 
~ ,,2 - JO 

.. ~. 4,,s + 113 

Ambas series convergen. 

Ambas series divergen . 

Ambas series convergen . 

En otras palabras. al momento de elegir una serie de comparación. puede descartar to­
das. excepto ltis ¡,otencias más a/ws de II en e l numerador y el denominador. 

ifjijt'ijij!•ii Usar el criterio de comparación del límite 

Determine la convergencia o divergencia de 

f ,.fñ 
..... 111·+ 1 

Solución Descarte todas. excepto las potencias más altas de 11 en e l numerador y el 
denominador. puede comparar la serie con 

n~ I -:: = n~I ,,!p-
Oebido a que 

lím ~ = lím (__:Í!!__)("J/2) 
n- oo b,. n- oo 112 + 1 1 

= lím _!!:..._ 
n - oo r,2 + 1 _, 

puede concluir por el criterio de comparación del límite, que la serie converge. 

ifjfflfijij(IJj Usar el criterio de comparación del límite 

Demuestre que la siguien1e serie armónica general diverge. 

Solución Una comparación razonable ser:i comparar con las series 

n~ I ; . Serie armónica di,crgcntl' 

Observe que estas series divergen según el criterio del término 11-ésimo. Del límite 

lím ~ = lím (~)(~) 
.. - oo b,. 11-00 4113 + 1 2" 

= lím--
1
--

11- 00 4 + ( l / 113) 

1 =¡ 

puede concluir que la serie diverge. • 
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4. 4 E i e re i e ios ~:~se~~:.~::~~a~at compara un lutonal d, ayuda y soluc1onos trah¡ad;is do los o¡orc1cros con 

l. Análisis gráfico Las figuras mucslran las gráficas de los 
10 primeros términos. y las gráficas de los 10 primeros 1érmi­
nos de la sucesión de sumas parciales. de cada serie. 

(a) Identifique la serie en cada figura. 

(b) ¿Qué serie es una serie p? ¿Es convergenlc o divergente? 

(e) Para las series que no son una ~ rie p. ¿cómo se comparan 
las magnitudc.<; de los tc!m1inos con las magnitudes de los 
tém1inos de la serie p? ¿Qué conclusión se puede obtener 
acerca de la cotwergencia o divergencia de la serie? 

(d) Explique la relación entre las magnitudes de los ttm1inos 
de la serie y las magnitudes de los términos de las sumas 
parciales. 

Gráficas de términos Gráficas de la.<; sumas 

2. Aná lisis gráfico Las figuras muestran las gráficas de los 
10 primeros términos. y las gráficas de los 10 primeros 1énni­
nos de la sucesión de sumas parciales. de cada serie. 

(a) Identifique la serie en cada figura. 

(b) ¿Qut serie es una serie p? ¿Es convergente o divergente? 

(e) Para las series que no son una serie p. ¿cómo se comparan 
las magnitudes de los tém1inos con las magnitudes de los 
tém1inos de la seric p? ¿Qué conclusión puede obtener so­
bre la convergencia o di,·ergencia de la serie? 

(d) Explique la relación entre las magnitudes de los términos 
de la serie y las magnitudes de los términos de las sumas 
parci:iles. 

• 1 
' ,·~ ...... 
-..-:-.:·-··· .. ~~ ... 

Gráficas de términos Gr.meas de las sumas p:irciales 

Usar el criterio de comparación dire cta En los l'jl'rcicios 
3-12. utilicl' l'I critl'rio dl' comparación dirYCta para dl'tl'm1inar 
la con,·l'rgl'rn:ia o di,·ugl'ncia dl' la Sl'ril'. 

- 1 J.J,~ 4
· .. i1 3,,i

1
+ 2 

- 1 
5. -~ ./ñ - ' 

6 
. .. ts-: J 

7 . .. i 2 "h~,I • !-'-... 1RTT 

9 . .. ~o~ IO . .. i1 4~ - 1 

12 . .. ~ J 2" 3~ 1 

Usar el criterio de comparación del limite En los l'jl'rc i­
cios 13-22. utilice el crilerio d" comparación del límill' para dc­
tl'rminar la co1n-l'rg<'ncia o dinrgl'ncia d <' la serie. 

13 . .. i , ,.2': 1 14. ,.i l¾, 
15 . .. io~ 16 . .. iJ~: : 
17. -~ 1 3):~ ;;, ~ 1 18 . .. i 1,,2(,, '+ 3) 

"· l .. ~ " " 20 . .. ~ 1 (11 + 1 )2•- 1 

21. .. ~1,t;II' k > 2 
Oete nninar convergencia o divergen cia En los ejerci­
cios 23-30, pruebe la co1n-ergencia o divugl'ncia. ulilizando 
cada crill'rio al menos una ,·ez. ldentifiqul' el c rill'rio 1111e uti­
lizó. 

(a) Crill'rio dl'I término (h) Critl'rio de la Sl'ril' goométrica 
11-ésimo 

(c) Critl'rio dl' In seril' p (d) Criterio de la snie tdl'SCópicn 

(e) Crill'rio dl' la inlegral (Í) Criterio de romparación din.'C'la 

(g) Critl'rio de comparación dd límitl' 

, •.. iA-il" 
26 . .. ~2~ 

J I. Usar el criterio de comparación del limite Use e:\ cri­
terio de comparación del limi1e con la serie armónica para de­
mostrar que la serie ::ta,, (donde O< ll,, < ""~ 1) di,,erge cuando 
}~~ 11a,, es finito y dis1into de cero. 



32. Demostración Demuestre que si l'(n) y Q(n) son polino­
mios de gradoj y k. respectivamente. entonces la serie 

i;::i 
convcrgesij < k - 1 ydi\·erge sij:!:k - 1. 

Deteffllinar convergencia o divergencia En los ejetticios 
33-36, ut.ilice el criterio del polinomio dado en el l'jercirio 32 
para detnminar si la serie com·erge o d in•rge. 

33. ½+i+fii+t,+k+· 
34. í+¼+fl"+t¡+fi+· 

JS . • i1 *' J6 . .. ~1 n/~ 1 

Comprobar divergencia En los ejer t"icios 37 y 38, u1ilice el 
criterio de la dh·ergeurin dado en el ejl'rcicio JI pura dl'mos­
lrnr que la seril' di\•eri:e. 

Deteffllinar convergencia o divergencia En los ejetticios 
39-42. determine la conn•rgencia o dinrgem:ia de la serie, 

39. i.J+&+Uiii+iiii+· 

40. ~+Tio+-rlo+Iij+ - -
41. ~ + 2ih + ~ + Tij¡ + · 
42. "iif+~+rt,+it;.+-

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

43. Usar series Revise los resultados de los ejercicios 39 
a 42. fapliquc por qué se requiere un an(ilisis cuidadoso 
para detem1inar l:i convergencia o divergenci:i de una serie 
y por qué solo considerar las magniludcs de los ténninos 
de una serie podría ser engañoso. 

4-1. Criterio de comparación directa Escriba el criterio 
de comparación directa y dé un ejemplo de su uso. 

45. Criterio de comparación de limite Escriba el crite­
rio de comparación del límite y dé un ejemplo de su uso. 

46. Comparación de series Parece que los ténninos de la 
serie 

son menores que los témlinos correspondientes de la serie 
convergente 

Si l:i afinn:ición :imerior es correcta. entonces In primera 
serie con\·erge. ¿Es esto correcto? ¿Por qué sí o por qué 
no? Escriba un enunci:1do sobre cómo se \'e afectada la di­
vergencia o convergencia de un:i serie por la inclusión o 
exclusión del primer número finito de tém1inos. 
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47. Usar una serie Considere la serie ~~1 (br ~ i f· 

(a) Verifique que la serie con\·crge. 

... 

(b) Util ice una herramienta de graficación para completar la 
tabla. 

(e) La suma de la serie es fl"l/8. Encuentre la suma de la serie 

.. i 1 (211 ~ 1)1" 

(d) Utilice una herramienla de graficación para hallar la suma 
de la serie 

.. ~ 0 (2t1~ I )!" 

¿CÓMO LO VE? La figura muestra los 20 primeros 

ténninos de la serie convergente ,.i.°" y los 20 prime­

ros términos de l::i serie "~
1 
~- Identifique las dos 

series y explique su r:izonamiento en l:1 selección. 

¿Verdadero o falso7 [ 11 los ejl'rdcios 49-54. dl'luminl' si d 
enunciado es ,·erdadero o falso. Si es falso. explique por <1ué o 
dé un ejemplo que demuestre que es (also. 

49. Si O < a,, s b,. y .i , a,. converge, entonces .i , b~ diverge. 

- -50. Sí O< ,1~ -t- l0 s. b. y -~
1 

b,. converge. entonces-~, a,. converge. 

- -SI. Si a,, + b,. s e,, y .. ~
1 
e,. converge. entonces la serie . ~ i " • 

y ,.~ ¡ b,. ambos convergen. (Suponga que los ténninos de las 

tres series son positivos.) 

52. Si"" :S b,, + e,. y .i, a,. diverge, entonces la serie .i, b. y 

~i
1 
e,. ambas divergen. (Suponga que los tlónninos de tas tres 

series son positivos.) 

- -53. Si O < " ,. s. b~ y -~
1 

a,. diverge. entonces -~
1 

h,. diverge. 

- -54. Si O< a,. S b,. y ~~1 b,. dh·crge.emonces .. ~
1 
fin diverge. 
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55. Demostración Demuestre que si la.~ series no ncga1ivas 

.. i1"• y .. i 1b,. 
convergen, entonces, Jo mismo ocurre con la serie ~ a,.h,.. 

56. Demostración Utilice el resuh::ido 
00
del cjercici~ 

1

55 para 

demostrar que si la serie no negativa ~ a,. converge. cnton-

...,, ·-· 
ces también lo hace la serie .. ~

1 

a,. i. 

57. Encontrar una serie Encuentro dos series qucdemucstrcn 
el resultado del ejercicio 55. 

58. Encontrar una serie Encuentre dos series que demuestren 
el resultado del ejercicio 56. 

59. Demostración Suponga que ú ,ff y 'f.b,. son series con tér­

min~s positi,:~s. Demuestre que si ,.1.!_~ i;" = O y 'J.b,. conver-
ge, la. tamb1en co,wcrge. " 

60. Demostración Suponga que ú,,. y 'f.b. son series con tér­

minos positi,'.os. Demuestre que si J.!.'!~ :: oo y 'f.h,. di,·er-
gc. 'f.t1• también diverge. " 

6 1. Verificar convergencia Utilice el resultado del ejercicio 
59 para demostrar que cada serie converge. 

Método de la solera 
La mayoría de los vinos se produce con uvas cultivadas en un solo 
año. Sin embargo. Sherry, es una mezd::1 compleja de vinos mayo-­
res con nue,·os ,·inos. Esto se hace con una secuencia de barriles 
(llamados solera) apilados uno sobre otro. como se muestra e n la 
foto. 

El vino más antiguo está en los barriles del nivel inferior. y el más 
reciente está en el nivel superior. Cada año. la mitad de cada barril 
en el ni\'el inferior se embotella como \'ino de Jerez. Los barriles 
inferiores son luego rellenados con el vino de las barricas del nivel 
superior. Este proceso se repite en toda la solera. con vino nuevo 
que se añade II los barriles superiores. 

62. Verificar convergencia Utilice el resultado del ejercicio 
60 para demostrar que cada serie diverge . 

(a) .i1 ~ (b) .. i2 ~ 
63. Demostración Suponga que ÜI,. es una serie de términos 

positi\'OS. Demuestro que si Tu,. converge. cnlonccs ~!óen a,. 
también co1werge. 

64. Demostración Demuestre que la serie 

-~ 11+2+ 3

1

+ · · · +11 

con,·erge. 

65. Comparar series Demuestre que }: In~ converge en 

- 1 · - •""'' 
comparación con .. f. 11, 1.,,. 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 

66. ¡,La serie infinila .. ii ,,t• ~ IJ/• es convergente? Demuestro 

su respuesta. 

67. Demuestre que s i .. ~ i ti,. es una serie con,·ergentc de núme-

ros reales positi\'OS, entonces 1ambién lo es .. i , (a,.)"/1•+0. 

f..i;1osprohlnrw fueron ~par:idosporrlComnuctton Pnn Pu1namCompt11uon. 
C Thr 1'-~thtrml,~ A s.1«1:llJOllof Anlffl('a. Thdo,i los deffi:'hos rmn'ldoll. 

Un modelo matemático para la can tidad de \•ino de II años de edad. 
que se retirn de una solera (con k niveles) cada año, es 

(" ')( ')··· /(11.k): k= I 2 . k:s11. 

(a) Considere una solera que tiene cinco niveles, numerados 2, 3. 
4 y 5. En 1995 (n = OJ. la mitad de cada barril en el nivel su­
perior (nivel 1) se vueh·e a llenar con vino nuevo. ¿Cuán1o de 
este vino fue retirado de la solera en 1996? ¿ En el año 1997? 
¿ En el año 1998? ... ¿En el año 2010? ¿ Durante qué año(s) fue 
retirada de la solera la mayor cantidad de ,·ino de 1995? 

(b) En el inciso (a). sea a. la cantidad de vino de 1995 que se retira 
de la solera en el año 11. Evalúe 

■ l'AKA INf..OKMACIÓN ADICIONAL Consulte el artículo "Fin­
ding Vintage Concentrations in a Sherry Solera . por Rhodes Pecle 
y John T. MacQueen. en UMAP MtHlules. 

$.q~ll«IIOClc-, 
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4.5 Series alternantes 

■ Utilizar e l crite rio d e la serie alte rnante para d eterminar si una serie infinita 
conve rge . 

a U tiliza r e l residuo d e la serie alternante para aproximar la suma de una se rie 
alte rnante . 

• Clasificar una se rie conve rgente como absolutame nte o condicionalme nte 
conve rgente. 

• Reordenar una se rie infinita para obtene r una suma dife rente. 

Serie alternante 
Hasta ahom, la mayoría de series con las que se ha tratado ha tenido términos positivos. 
En esta sección y la siguiente estudiará la serie que contiene términos positivos y nega-
1ivos. L'l más simple de estas series es la serie alternante. cuyos tém1inos altem.:m en 
signo. Por ejemplo. la serie geométrica 

es una serie geomé1rh:a a/termmte con r = -½, L'ls series alternantes se presen1an de 
dos maneras: con los ténninos impares negativos o los términos pares negativos. 

TEOREMA 4.14 Criterio de la serie alternante 

Sea a,, > O. Las series alternantes 

1 (- l)" a. y 1 (- 1)•••a. 

convergen cuando se cumplen las dos condiciones que se enumeran a continuación. 

1. )1!!. ".,= º 
••••• • ••••••••••• 0 [>, 2. a,,+ 1 s a,,. para 1odo 11 

:. •COMENTARIO La segun. 
da condición en el criterio de la 
serie alternante puede ser mo- Demostración Considere la serie aheman1c I ( - 1)"+ 1 a,,. Para esta serie, la suma 
dificada para requerir solo que parcial (donde 211 es par) 
O< a.,+1 s a,, pam todo II mayor 
que algún número cnlero N. Sin= (a1 - ª2) + (a3 - a4) + (a.s - "11) + · · · + (11-z,,_, - a-z,,) 

tiene todos los 1érminos no negativos. y por lo tanto {S2,r) es una sucesión no decrecien­
te. Pero también se puede escribir 

Sin= a 1 - (a2 - it3) - (a4 - a,) - · · · - (a.,._2 - ª2n-i) - ª1n 

lo que implica que S1,, s a1 para todo entero 11. Así. {S2,,J es una sucesión no decreciente 
acotada que converge a un valor L. Como Si,,_ 1 - tl-i,, = SlJI y a2,, --? O. se tiene 

}i!~ S2,,_ 1 = }_!!!!,, S2n + }i!~ "211 

= L+}~!ªz,, 
- l. 

Debido a que 1:tnt0S2,, com0S2,, _1convergen al mismo límite L. se tiene que IS2,, J tam­
bién cmwerge a L. Por consiguiente. la serie alternante dada converge. 
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración. 11 
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. . ... . .... . . . . ... ·t> 
: • •COMENTARIO 1.., serie 

en el ejemplo 1 se llama serie 
an11ó11ica altenumre. Se ha­
blar.i más sobre esta serie en el 
ejemplo 8. 

Usar el criterio de la serie alternante 

Detennine la convergencia o divergencia de 
~ 1 I c- 1>•••--,,_ ¡ 11 

Solución Observe que }i!~ a,. = }i.'!!o ~ = O. Por lo 1an10. la primera condición del 

teorema 4.14 se cumple. También advierta que la segunda condición del teorema 4. 14 
se cumple porque 

1 1 
a,, +1 = ;;-+"T s;;=a,, 

para lodo 11. Así. con la aplicación del criterio de la serie alternante. puede concluir que 
la serie converge. 

Usar la prueba de la serie alternante 

Dctennine la convergencia o divergencia de 

l e-;;._, 
Solución Para aplicar el crilerio de la serie alternante. observe que. para 11 ~ 1, 

! <-"-
2 - 11 + 1 

211-I 11 
-s--

2" 11 + 1 

(11 + 1)2"- I 5 11211 

~<_.!!__ 
2" - 2n-l' 

Así. "n+I = (11 + 1)/ 2" :s 11/ 211
-

1 = a,, para todo 11. Por otra parte, por la regla de 
L' H0pital. 

J.!!!!. 2L1 = J~n! 2~- 1~111 2) = 0 • J.!!!!. 2:~, = º· 
Por lo tanto. por el criterio de la serie alternante. la serie converge. 

if füfüQHfH Cuando la prue~a de la serie alternante 
no se puede aplicar 

• • • • • • • • • • • • • • • • • •[:>, a. La serie altema111e 

: .. COMENTARIO Encl ~ (- l )""(n + 1) = ~ _ _:J_ + ~ _ ~ + ~ __ 
ejemplo 3(a). recuerde que cada .,.., 1 " 1 2 3 4 5 
vez que una serie no cumple la 
primera condición del criterio 
de la serie alternante, puede 
utilizar el c ri1crio del ténn ino 
11-ésimo para la divergencia 
para concluir que la serie 
diverge. 

cumple la segunda condición del criterio de la serie altemanle porque a,. ... 1 s: a,, para 
uxfa 11. Sin e mbargo. no puede aplicar el criterio de la serie allcrnante. porque la 
serie no cumple la primera condición. De hecho. la serie diverge. 

b. L, serie allcmante 

cumple la primem condición, porque an se acerca a O cuando 11 ➔ co. Sin embar­
go. no puede aplicar el criterio de la serie ahcrnante. porque la serie no cumple la 
segunda condició n. Para concluir que la serie diverge. puede argumentar que S2N es 
igual a la N-ésima suma parcial de la serie armónica divergente. Esto implica que la 
secuencia de sumas parciales diverge. Po r rnmo. l:1 serie d iverge. ■ 



[> TECNOLOGÍA Mss 
• adelante, util iZ!l.ndo las técnicas 

en la sección 4. 1 O. será capaz 
de demostrar que la serie en el 
ejemplo 4 con\'ergc a 

~-0.63212. , 
(Consulte la sección 4.10, ejer­
cicio 58.) Por ahora, trate de usar 
una herramienta de graficaeión 
para obtener una aproximación 
de la suma de la serie. ¿Cuántos 
1érminos se necesitan para obte­
ner una aproximación que está 
dentro de 0.00001 unidades de 
la suma real7 

4.5 Series alternantes 28!, 

Residuo de la serie alternante 
Para una serie con\'ergcnte alternante. la suma parc ial S,v puede ser una aproximación 
útil para la suma S de la serie. El error in\'olucrado en el uso de S :o: S,v es el residuo 
R,v =S - S,v, 

TEOREMA 4.15 Residuo de la serie alternante 

Si una serie convergente alternante satisface la condición a,,,.1 Sa ª"· entonces el 
valor absoluto del residuo R,.. in\'olucrado en la aproximación de la suma S por SN 
es menor que (o igual a) el primer término ignorado. Es decir. 

1s - S.vl - IR.vi s ª"• ,. 
En e l apéndice A se presenta una demostración de este teorema. 
Consulte LarsonCa/culus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. 

if lfflt':@ltii Aproximar la suma de una serie alternante 

'. · • • t> Consulte LarsonCa/culus.com para una versión interactiva de esre tipo de ejemplo. 

Calcule la suma de la serie por sus primeros seis términos. 

- ( 1) 1 1 1 1 1 1 L <-,r•• - ----+---+---+· 
n - i 11! I! 2! 3! 4! 5! 6! 

Solución L3 serie converge por el criterio de la serie alleman1e porque 

(n; I )! 5 ~ y .,1.!_n;_,~ = O. 

L, suma de los seis primeros 1ém1inos es 

Si,= 1-i +~-~+ 1~0 - 7~0 = t~-0.63194 

y. por e l residuo de la serie alternante. tiene 

1s - s,1 - IR,I s ª' - sC:.O - 0.0002. 

Asf. la suma S se encuentra entre 0.16394 - 0.0002 y 0. 16394 + 0.0002 y tiene 0.63174 
:!.S:!. 0.63214. 

ifl!MH!•ff Encontrar un número de términos 

Determine e l número de términos requeridos para aproximar la suma de l::i serie con un 
error menor que 0.001. 

~ H\"'' 
n- 1 11 

Solución Por e l teorcm::i 4.15. se sabe que 

IRNI :S ªN+ 1 = (N: 1)"" 

Para un e1Tor menor que 0.001. N debe satisfacer la desigualdad 1 / (N + 1)~ < 0.001. 

(N: l )" < 0.00 1 Q1- (N + 1)" > 1000 N > -!(iooo - 1 - 4 .6 

Por lo tanto, se necesitar::'\n por lo menos 5 1érminos. El uso de 5 términos, la suma es 
S:. S!J :. 0.94754, que tiene un error menor que 0.001 . ■ 
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Convergencia absoluta y condicional 
Ocasionalmente, una serie puede tener 1énninos tanto positivos como negativos y no ser 
una serie alte rnante. Por ejemplo. la serie 

~ sen11 _ sen 1 + sen 2 + sen 3 +. 
n• I 112 - 1 4 9 

tiene términos 1anto positivos como negativos; sin embargo. no es una serie allernan1e. 
Una manera de obtener alguna infonnación acerca de la convergencia de esta serie es 
inves1igar la convergencia de la serie 

f ¡sc•:u¡ . 
... , 11 

Por comparación directa. tiene !sen 111 S 1 par:i. todo 11. por lo que 

l
sc,rn l 1 
7 s~. 11~ 1. 

Por lo tanto. por el criterio de comparación directa. la serie ~1~,•~" l converge. El si­

guiente teorema dice que la serie original también converge. 

TEOREMA 4.16 Convergencia absoluta 

Si 13 serie }:lt1,,I converge. entonces la serie ú ,,. también converge. 

Demostración Debido a que O S a,. + lanl S 2Janl para toda 11. la serie 

l (a.+ la.l) 

converge por comparación con la serie convergente 

l21,,.1. 

Además. como an = (a,, + la,,I) - la,,I. se puede escribir 

f "• = f (a. + 1°.1) - f 1°.I 
n • I n • l n • l 

donde las dos series de la derecha convergen. Por tanto. se tiene que La,, converge. 
Consulte l.arsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion il 

El recíproco del teorema 4.16 no es cierto. Por ejemplo. la serie armónica a ltenmnle 

converge por la prueba de la serie ahcman1c. Sin cmb:i.rgo. la serie :i.rmónica diverge. 
Este tipo de convergencia se llam::i condicional. 

Definicio nes d e convergencia absoluta y condicional 

l. L, serie ú1,, es absolutamente convergente cuando :Ela,,I converge. 

2. L, serie ü,,, es condicionalmente convergente cuando ü,,, com·crge pero :Slll,.I 
diverge. 
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lfjij❖jij!f■f Convergencia condicional y absoluta 

Determine si cada una de las series es convergente o divergente. Clasifique cualquier 
serie convergente como absolutamente o condicionalmente convergente. 

oc (- 1)"11! O! I! 2! 3! 
ª· ,,~

0
-2-" - = 2°- zT + i2- zi + · 

b ~ (-1)" - _....!....+....!...._....!....+....!....- . 
. ""' J,; - fi ./'i. J3 .fl 

Solución 

a. Esta es una serie alternante. pero el criterio de la serie alternante no puede aplicarse 
porque e l límite del lénnino 11-ésimo no es cero. Sin embargo. por el criterio del 
término 11-ésimo pnra la divergencia. se puede concluir que esta serie diverge. 

b. Puede demostrar que esta serie es convergente por el criterio de la serie altemame. 
Por otra parte. debido a que la serie p 

~ 1(-1)"1 1 1 1 1 
.~ . J,; - fi+ Ji.+ ,13+ .fl+. 

diverge. la serie dada es co11dicio11almeme convergente. 

Hflit'ljijUW Convergencia condicional y absoluta 

Dete rmine si cada unn de las series es convergente o divergente. Clasifique cualquier 
serie convergente como absolutamente o condic ionalmente convergente. 

a.~ (- !)"(11+1)/2 = _ _!._.!. +_!_+2...- _ 
,./:1 Jn 3 9 27 81 

~ (-1)" 1 1 1 1 
h. ,,~

1 
ln(11 + 1) = -ln2 + ln3 - ln4 + ln5 - · 

Solución 

a. Esta 110 es una serie altcrnnnte (los signos cambian en pares). Sin e mbargo. observe 
que 

es una serie geométrica convergente. con 

1 
r = J· 

En consecuencia. según el teorema 4. 16. se puede concluir que la serie dada es 
abso/1tf(lme11te convergente (y por lo tanto COll\'ergente). 

b. En este caso. el criterio de la serie alternante indica que In serie converge. Sin em­
b:i.rgo. la serie 

~ 1 (-1)" 1 1 1 1 
11~ 1 111 (11 + 1) = hl2 + ~ + ~ + . 

diverge por comparación directa con los términos de la serie armónica. Por lo tanto, 
la serie dada es co,u/icio1wlme111e convergente. ■ 

• l'ARA INf.'ORl\lACIÓN ADICIONAL Para kcrm:is sobre la convergencia de la serie armónica 
ahemantc. consulte el artículo '"Almosl Altemating Hannonic Series". por Curtis Fcist y Ramin 
Naimi. en Tl1e College Mathematics Jo11rm1I. Para \'Cr este artículo. visite Mallu\rlicles.com. 
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Reordenamiento de una serie 
Una suma fini1a. como 

1 +3-2+5-4 

se puede reordenar sin cambiar el valor de la suma. Eslo no es necesariamente cieno de 
una serie infinita. que depende de si la serie es absolutamente convergente o condicio­
nalmente convergente. 

l. Si una serie es abso/11wme111e Cotll'erge111e. entonces sus términos pueden ser rcaco­
modados en cualquier orden sin cambiar la suma de la serie. 

2. Si una serie es coll{/icio11a/111e11te co11vergente. entonces sus ténninos pueden ser 
reordenados para dar una suma diferente. 

El segundo caso se ilustra en el ejemplo 8. .. : Reordenar una serie 

■ l'ARA INFORMACIÓN AUICIONAI. La serie armónica alternante converge a In 2. Es decir. 
Georg Friedrich Bemhard Riemann 
(1826- 1866)demostróque si~,. es ~ (- 1)n+1 .!. = .!. - ! + ! - .!. + ... = In 2. {Vea el C)Crticio55.Sttción 4 IO.) 
condicionalmente convergente y Ses ,.~¡ 11 1 2 3 4 
cualquier número real. entonces los 
ténninos de la !!Cric !le pueden reor- Reorganice la serie para producir una suma diferente. 
ganizar para con\·crgcr a S. Par.a más 
información sobre este tema. consulte Solución Considere el reordenamiento siguiente. 
el artículo ·•Riemann's Rearr.mgement 
Theorcm ... por Stewan Galanor. en 
Mt1tltr11u11ics Tracher. P-.tra ver este 
artículo. visi1c MmltAriicles.com. 

I - ~ - ! + ~ - ! -! + ! - ¡~ - i'2 + ~ - 1~ - . 

- (, - !) -! + (! - !) - ! + (! - _I_) - _I_ + (! - _I_) - . 
2 4 3 6 8 5 !O 12 7 14 

1 1 1 1 1 1 1 
=2-¡+6-s+w-12+ 14- · 

= ½( l - ½ + i -¼ + i -~ + ~ - ... ) 

-f(ln2) 

Al reordenar los 1érminos. se ob1iene una suma que es la mitad de la suma original. ■ 

Exploración 
En el ejemplo 8. aprendió que l:t serie armónica alternante 

~ (-1)01 .!.= 1-.!.+.!._.!.+.!._.!. + · 
11 - 1 11 2 3 4 5 6 

converge a In 2 ~ 0.693. El rcorden:imiento de los términos de la serie produce un:t 
suma diferente,½ In 2 - 0 .347. 

En esta exploración, reordene los lénninos de l:t serie armónica ahcmante de 1.:11 
m:mern que dos ténninos positivos aparezcan después de un ténnino negativo. Es 
decir. 

Ahora calcule las sumas parciales S,. S7• S1o, S13• S16 y S19• Luego calcule la suma 
de esta serie con tres cifras decimales. 
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4. 5 E i ere i e i os ~:~:~~:.~nll~~-~ftl com pa,a un tutoml d1 ayuda y soluc1on1s traba1adas dt los 1¡1rc1c1os can 

Análisis numérico y grifico E n los t>jercicios 1-1, explore el 
residuo de In serie nltt>m a nle. 
(n) Utilice una hl'r rnmienta de g raficnci6n para ha lla r In suma 

parcial q ut> Sl' indica y completa r In tabla. 

(b) Utilice un p rograma dt> graficación pana !.razar los pr ime. 
ros 10 términos de In s ueesión de sumas pattiales y una 
reetn hor izontal que represen te la s uma. 

(c) ¿Q ué patrón existe e nt re In trama de los puntos sucesil"os 
en e l inc.iso (b) respec to a In r-Kla ho r izontal que n!p resenla 
In suma de la ser ie? ¿Las d istancias entre los puntossucesi. 
, ·os}' la r-Kta ho rizonta l numt>ntnn o disminUJ l'n? 

(d) A na licl' la relación e ntre las respu l'Stas en l'I inciso (c) y el 
resid uo d í' la serie a ltl'm a n te como se da en el trorema 4.15. 

l. -~ · <;,i~~· = ¡ 
l . "i , t;?¡~; =; 
3. "i. (-:,;-· --fi 
·· 1 /;, 1!;;, . "" 1 
Determinar convergencia o divergencia En los ejl'rcieios 
,5. 26. dl'termine la com·e rgencia o di,·ergencia de la M"rie. 

5. -~ 1 ( : ~ ; · 

'· l '~!' 
9 . . i1 (-1:,i'5;· ~ 1) 

I1. JI 1!&.1:/;) 
13. JI <--;r 
15. JI {-:~:1~, 1~ 1) 

17 . • ?
1 

sen {2n; l ) 'lf 

19 . • t <~,:" 
21. f (-J)"+I ./ii 

•-1 ,r + 2 

22. f {-1)"+1 Ji, 
•-1 Vii 

6. -~1 <;,::+~,, 
· i (-;)' 

10. -~ 1 <~):+~ 11 

12
· "~ 1 1nt11) 

14. •~ l (- ,,~)":~112 

!&. •~l (- JJn:.'!n~II + J) 

18 . •~ l ~ COS 1111' 

23· .i1 1 · 3 ~~ '.)~•·

1(~, - 1) 

24. -~ 1 ( - 1)-+1 : : ! : ~: : : ~~:: = ~! 
25. J

1 
~ -~~~ni• ª~

1
{-J)"• 1 eseh 11 

26. ~t
1 
~~~~ .. ' = "~

1 
( - 1).,. 1 

sech 11 

Aproximar la suma de una serie alternada En los ejerci­
clOs 27.JO, a proxime la s uma de la serie media nte el uso de los 
primeros seis lénninos. (\'en el l'jl'mplo 4 .) 

"· l ,-.:r' 
"· l ,- 1~"2 

2&. n~l ~:(:r: \; 
JO. i (-1;'.''" 

Hallar e l nümero de términos En los ejercicios 3 1.36. u tilice 

d toon!nm 4.15 p:1n1 dl'tl'rminnr d núme ro de términos neee. 
s:irios pa ra :ip roximar la suma de la seril' con un error ml'nor 
<JUC0.001. 

3 ,. l ,-T' 
33. l ;~,1~·; 

35. at c~,:r 
Determinar convergencia absoluta y condicional [ 11 los 
ej ercicios 37.54_ dete rmine si la serie com·e rge a bsolutamente o 
cond icionnlmentl', o d h·"rg"-

37 f (-1)" 
. •-1 2" 

39. f (-1)" 
n•I 11! 

4 1. ,.i J (-;;.H 
43. n~ I ' (,,1~+]1):1~ 

45 I :~::. 
47 . .. t ~~ ~;' 
49. l ,~.-:>;), 
5 1. .. t :~::'; 
53. n~ l eo:,;111' 

3•. i '-:r· 
40. f (-1)_.' 

,. . ] 11 + 3 

42. •~l {~,j,;•l 

44. "~ I (-!)~'+}~~ + 3) 

46. t (-1)",- •' 

48 1 (-.~;,·· 
50 . • ~o~ 
52 . .. ~i (- 1)"• 1 :1rc1::m 11 

54. i se,{(2" ~ 1)~/ 2] 
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DESARROLLO DE CONCEPTOS 

55. Serie altemante Defina una serie alternante. 

56. Criterio de la serie altemante E,;criba el eri1erio de 

la serie alternante. 

57. Residuo de una serie alternante Dé el residuo des­
pués de N términos de una serie alternante convergente. 

58. Convergencia absoluta y condicional En sus pro­
pias palabras. establezca la diferencia entre la convergen­
cia abso\uia y condicional de una serie alternada. 

59. Piimselo ¿ Está de acuerdo con las siguientes afinnacio­
nes? ¿Por qué si o por qué no? 

(a) Si tanto :ui. como I(-a0) conve rgen. ento nces I la.l 
com·crge. 

(b) Si :ui. di\'ergc. entonces ~a.l di,·crge. 

~ ¿CÓMO LO VE? En las figuras se muc.~tr.m las grá-
~ ficas de las sucesiones de las sumas parciales de dos 

series. ¿Cuál gráfica representa las sumas parciales de 
una serie alternante? Explique C•lr'·. (b)L:'·. ·.·. 

- ' . 
- . 

2 4 6 

¿Verdadero o falso? En los ej ercicios 61 y 62. d l'terminl' s i 
l'I enunciudo es nrdadl'ro o falso. Si l'S íalso. explique por qué 

o dé un ejemplo que demuestre que- es folso. 
6 1. Para la serie alternante 

la ~urna parcial S100 es una sobreestimación de la suma de la 

62. Si~ª• y Ib. convergen. entonces :U,•b• crnwerge. 

Encontrar valores En los ejercicios 6J y 64, encul'nlre los 
,·alores d l' p para los cuall'S la serie connrge. 

63. }: (- t)•(-'-) 
,,_ , ,r" 

64. }: ( - 1 )•(_!_) 
... 1 n + p 

65. Demostración Demuestre que si I la.l corwergc. entonces 
ú,;converge. ¿Es cieno lo contrario? Si noes a.~i. dé un ejem­
plo que demuestre que es falso. 

66. Encontrar una serie Use el resultado del ejercicio63 par.! 
dar un ejemplo de una serie alternante que COn\·erge, pero cuya 
serie p correspondiente diverja. 

67. Encontrar una serie Dé un ejemplo de una serie que de­
muestre el e nunciado que ya demostró en el ejercicio 65. 

68. Encontrar valores Encuentre todos los "ªlores de .r 
para los cuales la serie ~(.r'/n) (a) com·crgc absolutamente y 
(b) converge condicionalmente. 

Usar una serie En los l'jl'rcicios 69 y 70. utilicl' In seril' dada. 

(a ) ¿La seril' cumple eoTI las eoTidieiones del toorema 4.1~? Ex­
pliq ul' por qué s í o por qui no. 

(b) ¿Las series eonnrgt'Tl? Si es así. ¿cuúl es la s uma? 

Repaso E n los l'jl'rcicios 71-80. prul'hl' la com·l'rgmcia o di­
,·ergencia e identifique el criterio utilizado, 

1 1. .. ~.~ 
73

· .i1; 
75. }: ,(~)· 

••O 8 

77 . .. ~. 100t,- •/! 

1•· l c;,?~',4 

72, ,.~ J ,rl ~ 5 

74. ,.i l ~ 

76. i,,,;·: 1 

78. ttt~-~~ 
HO ... i2~ 

8 1. Describir un error El siguiente argumento. O "" 1. es i11co· 
rreclo. Describa el error. 

o - o+ o+ o+ .. 

- (1 - 1) + ( 1 - 1) + (1 - 1) + · 
""1 +(- 1 + 1)+(-1 + 1)+· 

• l+0+0+· 

• I 

DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM 
82. Suponga que conoce el hecho (verdadero) de que la serie 

annómca alternante 

(1) 1 - ~ +} - ¼ + ½ - ¼ + ~ - ~ + · 

es convergente. y denote su suma por s. Reordene la serie 
( 1) como sigue: 

(2) 1 + ! - ½ +} + ~ - ¼ + ! + tf - ! + · 

Suponga que conoce el hecho (verdadero) de que la serie 
(2) también es con,·ergente. y denote su suma por S. De­
note por s*. Sl la k+ésima soma parcial de la serie ( 1) y (2). 
respecti\'amente. Dcmuc.~tre las siguientes expresiones. 

(i) S3,, • .r...., + !.r2,o. (ii) S + .r 
Eill probllnu ÍIII' pttpa,ado por t l Comm,ltl OII Pnu Pu1n:am Com¡~hUOII. 
C The Mal~~l Assoc1auon of Amena. Todo6 los ckm-hos resm,ado,. 
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4.6 El criterio del cociente y de la raíz 

• U tilizar e l crite rio d el cociente para d e te r minar 1i una serie converge o dive rge. 
a U tiliza r e l crit e r io d e la raíz para de t erminar 1i una ser ie converge o dive rge. 
■ Revisar 10 1 crit e rios de conve rge ncia y dive rge ncia de una serie infinita. 

El crite rio del cocie nte 
Esta sección comienza con un criterio de convergencia absoluta, el criterio del cociente. 

TEOREMA 4.17 El criterio del cociente 

Sea !,1,, una serie con ténninos no nulos. 

1"·•·1 1. L.1 serie ! a,, converge absolutamente cuando lím - < 1. 
,,_..., ll,, 

2. La sericl:a,. divcrgccuando lím lll,,+il > l o lím 1ª"+11 = co. 
,, ..... ..., a,, 11-1,oo a,, 

3. El criterio del cociente no es concluyente cuando lfm Iª"+ 1 I = l. 
11-00 a

11 

Demostración Para demostrar la propiedad 1. suponga que 

l"-♦ •1 lím - =r< 1 
11-00 a,. 

y elija R tal que O S r < R < 1. Por la definición del límite de una sucesión. no existe 
algún N > O.tal que la,.+ 1/a,,J < R para lodo 11 > N. Por lo tanto. se puede escribir las 
siguientes desigualdades. 

l0 N+ , I < la.vlR 
l"N+2I < la.v+dR < laNIR2 

l"N+ll < l".v+2IR < l0 N+ ilR2 
< l".vlR3 

L.1 serie geométrica .. ~ , la.vlR" = la,vlR + la.vJR2 + · · + laNIR" + · · · converge. 

y así. por el cri1erio de comparación diree1a. la serie 

,,~
1 
laN+ .. I = la.v+il + [a.v+2I + · · · + laN+nl + · 

también converge. Esto a su vez implica que la serie ! janl converge. porque al dcscanar 
un número finito de términos (11 = N - 1) no afecta a la convergencia. En consecuencia. 
según el teorema 4.16. la serie ú,,. converge absolutamente. La demostración de la pro­
piedad 2 es similar y se deja como ejercicio (vea el ejercicio 99). 
Consulte LarsonCa/cu/us.cam para ver el video de Bruce Edwards de esra demostración. ■ 

El hecho de que el criterio del cociente no es concluyente cuando ]ll01/ ll,.I ➔ 1 
puede verse comparando las dos series ¿(1 / 11) y }:( 1 / 112). La primera serie diverge y la 
segunda converge. pero en ambos casos 

Hm lª"• 'I - l. ,,_..., a,. 



292 Unidad 4 Sucesiones y series 

................. ·t> 
: --COMENTARIO Un psso 

utili1-ido con frecuencia en apli­
caciones del criterio del cocien­
te implica simplificar cocien1es 
de foctoriales. Para ver esto. en 
el ejemplo 1. observe que 

1 
(11 + 1)1 = (11 + 1)11! = ~ 

Aunque el criterio del cociente no es una cura para todos los males relacionados con 
los criterios de convergencia, es particulanncnte útil para las series que convergen rápida­
mente. Con rrccuencia las series que implican factoriales o exponenciales son de este tipo. 

ifjjfüijllji Usar el crite rio del cociente 

Dctem1ine la convergencia o divergencia de 

f ~ . ... o 11 . 

Solución Ya que 

2" 
a,.=~ 

puede escribir lo siguiente 

Hm I""+ 11 = lfm [~ + ~] ,,_00 ti,. ,,_00 {11 + 1)! 11! 

[ 
2"+' ,_,!] 

= lfm --· 
n-oo (11 + I)! 2" 

= Jím _ 2 _ 
.. -00 11 + 1 

Esta serie converge pues el límite de lt1,.+ 1/a,,I es menor que l. 

Usar el criterio del cociente 

Dctennine la convergencia o divergencia de cada serie 

Solución 

a. Esta serie converge pues el límite de lan +ifa,,les menor que l. 

}~! l"tl -.i~d(n + l)'e:::)(,,,~:.,)] 
= lím 2(11 + 1)2 

,,_00 3112 

b. Esta serie diverge pues el límite de la,,+ ifa,. les mayor que 1. 

l ím 1~1 - lím [<" + I)"•• ("-')] 
,,_..., a,. ,,_..., (11 + 1)! 11" 

. [~' + Jy,+• ( l )] =J~~ ~-;;;; 
= lím (11 + 1)" 

n" 

=e> I • 
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: .. COMENTARIO El criterio 

del cociente también es conclu­
yente para cualquier serie p. 

4.6 El criterio del cociente y de la raíz 29t 

8flit'1ld•fi Falla del criterio del cociente 

; • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Dc1ermine la convergencia o divergencia de 

~ ( -1)".,r,,. 
11•1 11 + 1 

Solución El límite de ¡a,.+ifa,,¡es igual a l. 

lím l"•" I = lím [( ✓,,+,)(~)] 
11-00 a,, 11-00 11 + 2 ../ñ 

= lím [ C+1 (~)] 
n-oo ✓ --;;- 11 + 2 

= Jf(l) 

= l 

Por lo tanlo. el criterio del cociente no es concluyente. Para determinar si la serie con­
verge. hay que probar un criterio diferente. En este caso. se puede aplicar el criterio de 
la serie alternante. Para demostrar que a,.+.1 ~ a,.. sea 

/(x) = Jx¡· 
x+ 

Entonces. la derivada es 

-x + 1 
/'(x) = 2/4(, + 1)'· 

Debido a que la derivada es negativa para x > l. se sabe que/es una función decreciente. 
También. por la regla de L'Hópi1al. 

lím fi = lím i / (2 fi) 
A'-c,o.f + 1 1 

= .J!..n! 2~ 

= o. 
Por lo tanto, por el criterio de la serie alternante, la serie converge. ■ 

La serie en el ejemplo 3 es comlicimwlmente co11verge111e. Esto se deduce del hecho 
de que la serie 

diverge por el criterio de comparación del límite con I 1/ J,,. pero la serie 

converge. 

C> TECNOLOGÍA Una herramienta de graficación puede refor,.ar la conclusión 
• de que la serie en el ejemplo 3 converge comlicio11afme111e. Mediante la suma de 

los 100 primeros 1énninos de la serie. se obtiene una suma aproximada de-0.2 (La 
: suma de los 100 primeros tém1inos de la serie I ja,.I es alrededor de 17.) 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . ·1> 
: • •COMENTARIO El criterio 

de la raíz es siempre no conclu­
yente para cualquier serie p. 

Criterio de la raíz 
El siguiente criterio para la convergencia o divergencia de una serie funciona especial­
mente bien para las series que implican potencias 11-ésimas. La demostración de este 
teorema es similar a la proporcionada por el criterio del cociente. y se deja como ejerci­
cio (vea e l ejercicio 100) . 

TEORMA 4.18 Criterio de la raíz 

l. La serie Lt1n converge absolutamente cuando }!.'!~ < 1. 

2. La serie l:an diverge cuando ni~~~ > 1 o }0,,!. ~ = oo. 

3. El análisis de cociente no es concluyente cuando}~!~ = 1. 

Usar el criterio de la raiz 

Dctcnnine la convergencia o divergencia de 

~ ~ ,./:¡ 11". 

Solución Puede aplicar el criterio de la raíz de la siguiente manera. 

lím~=lím •-oo n-oo ~ 

= 0 < 1 

Debido a que este límite es inferior a 1. puede concluir que la serie converge absoluta­
mente (y por lo tanto converge). ■ 

Para ver la utilidad del criterio de la raíz para la serie en e l ejemplo 4. inteme aplicar 
el criterio del cociente de esa serie. A l hacer esto. obtiene lo siguiente. 

lím I""+ 11 = lím [~ + ~i ,,_oo a,, ,,_oo {11 + 1)"+ 1 11" 

[ 
el(,,+ I) II"] 

= lím ---·­,,_oo {11 + l )"+t l"2n 

,,. 
= lfm e2---

,,_oo (n + 1)"+ 1 

- Jlm , '(- " )"(-') 
n-oo 11 + ( 11 + 1 

-o 
Observe que este límite no se evalúa tan f:'icilmcnte como el límite obtenido por e l cri­
terio de la raíz en e l ejemplo 4. 

■ i'AKA INf'ORl\lACIÓN ADICIONAi. Para má5 infom1aci6n 5obrc 13 u1ilid:id del criterio de 
la raíz. consulte el artículo·· N.' and the Root Test". por Charles C. Mumma 11. en The Amerirnn 
Mllthemllliml Mo11tllf_,,. Para \·cr este artículo. \'isite i\ltltllArticles.com. 
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Estrategias para probar series 
Ya ha estudiado 10 cri1crios parn detem1inar la convergencia o divergencia de una se­
rie infinita. (Consulte e l resumen de la 1abla de la p:igina siguiente.) L1 habilidad par:i 
escoger y aplicar los diferentes criterios vendrá solo con la práctica. A continuación se 
muestrn un conjunto de directrices parn la e lección de un cri1erio adecuado. 

DIRECTRICES PARA LOS CRITERIOS DE CONVERGENCIA 
O DIVERGENCIA DE UNA SERIE 

l. ¿El 1énnino 11-ésimo se aproxima a O? Si no. la serie diverge. 

2. ¿La serie es de uno de los tipos especiales. geométrica. serie p. te lescópica o 
alternante? 

3. ¿Puede aplicarse el criterio de la integral, el de la raíz o el del cociente? 

4. ¿L1 serie puede compararse favornblemente con uno de los tipos especiales? 

En algunos casos m:is de un criterio es aplicable. Sin embargo. su objetivo debe ser 
aprender a elegir el criterio m:is eficiente. 

ifjij❖jiji•Jj Aplicar las estrategias para probar series 

Determine la convergencia o divergencia de cada una de las series. 

.. ~ ~ 
n•l 311 + 1 

- (ff)" b. L ¡; 
""' 

d.~-'-
11 .. 1 311 + 1 

- 3 c. L (- l)"--
.... 1 411 + 1 

Solución 

a. Para esta serie. e l límite del ténnino 11-ésimo no es O (a,.-} cuando 11- ex>}. Así. 
por e l criterio del ténnino 11-ésimo. la serie diverge. 

h. Esta serie es geométrica. Además, debido a que la relación de los ténninos ff 
r = 6 

es menor que I en valor absoluto. se puede concluir que la serie converge. 

c. Dado que la función 

J(x) - _..,-,' 

se integra fácilmente. se puede u1ili1d1r el cri1erio de la integral para llegar a la con­
clusión de que la serie converge. 

d. El tém1ino 11-ésimo de esta serie se puede comparar con e l tém1ino 11-ésimo de la 
serie armónica. Después de usar el criterio de comparación del límite. puede con­
cluir que la serie diverge. 

e. Se 1ra1a de una serie alternante cuyo término 11-ésimo 1icnde a O. Debido a que 
a,.~ 1 S a,.. se puede utilizar e l criterio de la serie altern:mte p:tra llegar a la conclu­
sión de que la serie converge. 

El témlino 11-ésimo de esta serie consiste en un fac1orial. lo que indica que el crite­
rio del cociente puede funcionar bien. Después de aplicar e l criterio del cocien1e. 
puede concluir que la serie diverge. 

g. El término 11-ésimo de esla serie incluye una variable que se eleva a la poten­
cia 11-ésima, que indica que el cri1erio de la rnfz puede funcionar bien. Después de 
aplicar el criterio de la raíz. puede concluir que la serie converge. ■ 
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RESUMEN DE CRITERIOS DE LA SERIE 

Criterio Serie Condición(es) Condición(es) Comentario 
de conn-rgencia de divergencia 

-~· ª· 
lím 

Es1e crilerio no puede ser 
Término 11-ésimo a,, -:f. O utilizado para mos1rar la 

conver~encia. 

Serie geométrica "~ º ar" o < 1,1 < 1 1,1 "' 1 Suma: 
a s---1-, 

Serie telescópica l (h. -h •• ,) lím b. ~ L Suma: S - b1 - L 

Serie ¡, ~ _!_ 
n•l 11 P 

p > I O< ,, s 1 

Serie al1crn:uuc .~, (- 1¡,,-•a,. 
Ü <ll,.+ ¡ Sa,. Residuo: 

y J~'!, a,.= O IR.vi$ "N+I 
Integral 

.. ~ i a,,. 
Residuo: 

(/es continua, J.00 

/(.r) tlx converge J.00 

J(.r) tlx diverge 
O < RN< L00

J(x),J:c positiva y 
a,. =/(11) 2: O decreciente) 

.. ~ 1ª" }!!!!, dla:T < 1 
}!_!~dlaJ> l o El criterio es concluyente 

R:1íz 
cuando ,.1.!.1!!, ~ = 1. -= 

"~1"" 
lfm l"n+ II > 1 O 

El crilerio es concluyente 
Cociente lím 1~1 < 1 cuandolím lª,.+•1 = l. ,,_..., a,. ,,_..., a,, 

-= 11-00 a,. 

Comparación directa 
.. ~ 1ª" 

O < t1,. s b,, O < b,, :S a,. 

(a,,.b,. > O) y .. ~
1 

b,, converge y .. i , b,. divcrge 

Comparación lím ~ = L > O lím ~ = L > O 

del límile 
,.~ J a,, 

,._ ..., b,. ,,_..., b,. 

(a,,.b,. > O) y .. ~
1 
b,. converge y .. ~ , b,. divcrge 
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4. 6 E i ere i e i os ~:~:~~:.~nll~~-~ftl com pa,a un tutoml d1 ayuda y soluc1on1s traba1adas dt los 1¡1rc1c1os can 

Verificación de una fónnula En los ejercicios 1-4. ,·crifü1ue 
la fórmula. 

l. t: ~ ~~ : • (11 + 1)(11)(11 - 1) 

, (2k - 2)1 • __ 1 __ 
-· (2k)' (2k)(2k - 1) 

3. 1 · 3 · 5 · · · (2k - 1) • \2:2,! 

4. 1 . 3 . 5 ... (2k - 5) 21k!(2k (2:l?* - 1) k <!; 3 

Relacionar En los ejercicios 5-10. n-hicione la serie con la 
gráfica de su sucesión de sumas parciales. (Las gráficas están 
eliquetadas (a). (b). (c). (d), (eJ J (Í).) 

(a) ;L:s. ••••••• (b)'.L'••••••••••• 
' . . 
l • ' 
2 . ( 

' ' 
2 -1 6 s 10 " 2 -1 6 a 10 " 

... :l _ ........ . 
b 

(e) s. 

········· 

- (')" 5. L " -
. .. , 4 

•· l (¾l"W 
7• .i l (-:f+I 
8, .i1 (-(~)~ 14 

•- l (s,.4: ,l" 
10 • • io 4e-• 

(d) s • 
,o 

(0 s,. 

.···· 

Análisis numérico, gráfico y analítico En los ejercicios 11 
y 12, (a) ,·erifique que la serie converge. (b) utilice una herra­
mir nla dl' grafiraci6n para hallar In suma parcial S,. indicada 
y romplr tar la tablu. {c) U Sl' una hl'rramientn de graficación 
para trazar los primeros 10 términos de la sucesión de sumas 
parciales. (d ) utilice la tnbla pant calcular la suma de la serie. y 
(e) explique la relación entn:- las magnitudes de los términos de 
la serie y la ,·clocidad a la que la sucesión de sumas parciales se 
aproxima a la suma de la serie. 

Usar el criterio del cociente En los e.jl'rcicios 13-3.t utilicl' 
el criterio del cociente. para determinar h, com·e.rgencia o di,·e.r­
gencia de la serie. 

IJ. f-'-
• - 1 5" 

IS. ~t~ 
17. - (·r L "-

~- 1 5 

25. J, ~ 
27 • • t5 

29. -~ o (11 !" I)" 

30. ~t [;!~~ 
31. .. i02/; 1 
32 . • io~,'~~; 

14, .. i,~ 
16 . • tu~ 
18. f n(¡)" 
20 . .. ~J ~ 
n ""(- 1)"+1(11+2) 
--· .. ~J tt(tt + 1) 

24. -~1 (- 1)" :
1
(3/ 2)" 

26 . • i1 <~t 

3J • • io 1 '3 •(~~)~+.l¡~I + 1) 

34· .i1 (~ 1
-~[~ ~ ~ : ~(~1~ ~<~;)] 
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Usar el criterio de la raiz En los l'jen:icios JS-50, utilice el 
criterio de la raíz par a delerminar la di,·ergl'ncin o co1u·erge11-
ci11 de In.serie. 

- 1 
36 . .. ~1;,;; 

f("')" 38. ,._J ;-:;--¡ 

, •. f ('" + 2)· 
,._ 1 n + 3 

f (" - 2)· 
40 . .. ~1 5n+I 

41. .. i ) 1~:,; 

43. i , (2:/ñ + 1)" 

45 . .. ~1f.; 
- (I 1 )" 47. ¿ - - , 

,,_ 1 11 ,r 

49 ~-"-. .. ~(11111}" 

Oetenninar la convergencia o divergencia En los ejen:i­
cios 5 1-68, detl'rmine la con,·l'rgl'ncia o d in •rgl'ncia de la seril' 
usando cualquier criterio apropiado de este capítulo. ldmtifi­
q ue el criterio ulilizado. 

51. .. i1 (-1:,+1 5 

53. i .. ~ 
55 . .. i1 2,,5: 1 

57. -~ , (- 1
~_,- - , 

59 . .. ~ 1 10::2: 3 
6 1. }: COS/1 

.. -1 J• 

63 . .. i 1;;=¡; 
65 . .. ~1 (-':,t-1 
67· .i, 3 · 5 · ,<.-.3)"¡2,. + 1) 

68 . • l 3. 51~ .. ~;,1 -~ e~;:,!+ 1) 

56 . .. i1 2,/'+ 1 

58. f _l!'_ 
... 1JJñl 

60' .. ~14,/~ 1 

62 . .. ~ 2 ~/~~:, 

64
· .. iJ7 

Identificar una serie En los l'jercicios 69-72. idenliliqul' las 
dos .seril's que son iguales. 

70. C•l .~:{¡)" 
(b) l ¡,. + I)(¾)" 

(,) l"(¾f' 

7 1. (a) .i o(~,-:~)! 

(b) l /;;, I!~;, 
(e) .. ~ 1 (~~~~;! 

72. (,) -~,(" ~-1';;._, 
(b) .. i1 (-,::.•• 
e,¡ l i,-:~;;. 

Escribir una serie equivalente En los ejen:icios 73 y 74, 
escriba una serie l'quil·nll'nte con l'I índice di.' la suma que co­
mienza en 11 = O. - .. 

74. J, (n - 2)' 

,,, Hallar el nilmero de términos En los ejercicios 75 y 76. 
(a) dt'lem1ine el númt'ro de lfrminos n«esarios para aproxi­
mar la suma de la serie con un error inferior a 0.0001, y 
( b) use una gnificadora para :1proximar la sumu de la seril' con 
un l'rror de menos de 0.0001. 

- - (-JY 
7:i.J. ztT!" 

76 ~ (-3Y 
. ~ 1 · 3 · 5 · · ·(2k + 1) 

Usar una serie definida recursivamente En los ejl'rcicios 
77-82, los términos de una serie .. i, a,. .se deliul'n de forma re-

cu rsh·a. Determine la c-oll\·ergencia o dh·e.-gencia de la serie. 
Expli11ue su razonumiento. 

79. ª1 = 1,a •• , = sin~ I ª ~ 

80. " 1 • ¾,u.♦-1 • cos,;, + l " • 

81. al - ½.a..+I ""(1 + ;;►• 
82. <11 '= ¡,a,o+I = da;. 

Usar el criterio del cociente o de la raiz En los ejercicios 
83-86, utilice el l'rilerio del cociente o de In rníz para dl.'lermi­
nar la co,wergencia o d i,·t'.-genl'ia de la serie. 

1·2 1·2·3 1· 2·3 ·4 
83.1 +-+--+---+· 

1· 3 1·3·5 1· 3·5· 7 

84. l +~+i+~+i+~+· 

85· ~ + (ln
1
4t + ~ + (ln

1
6)6 +. 

1 · 3 1 · 3 · 5 
86' l+m + 1 ·2·3·4·5 



Encontrar valores En los ejercicios 87-92, encuent re los ,·a. 
lores de x pa ra los c uales In serie co1werge. 

.,. f ,(q 
• •O - 3 •• f t'~--=2r --o s 

.,. f (- lf(x + 1)" 

••I 11 

90. • i o 3(x - 4)• 

91. - (')" ¿ 11! -
• •O 2 

"· t {.f+ I}" 
• 11! 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

93. Criterio del cociente Explique el cri1erio del cociente. 

9-1. Criterio de la raíz Explique el criterio de la raíz. 

95. Piénselo Le dicen que los tém1ioos de una serie positi• 
V-J p::irecen aproximarse a cero r:lpidamen1e a medida que 
11 se acerca al infini10. De hecho. a1 s 0 .0001 . Teniendo en 
cuenta que no hay ninguna otra inform::ición, ¿esto implica 
q ue la serie converge? Apoye su conclusión con ejemplos. 

96. Piénselo ¿Qué puede concluir acerca de la convergen­
c ia o di\'crgcnci11 de ~ª• para cada una de las siguientes 
condic iones? Explique s u razonamiento. 

(,) lfm lª""I: O (b) lím lª""I: 1 .. _,.,. a.. .._,.,. ª• 

(e) lfm lªn♦ l 1 - ~ (d)_l!_m_~-2 ..... _ {/.. 2 n-

97. Usar una serie a ltemante Utilizando el criterio del 
cociente. se delermina q ue un.1 serie alternante con\'erge. 
¿La serie co11\'ergc condicional o absolutamente? Explique. 

98. ¿CÓMO LO VE? La figura muestra los 10 prime­

ros términos de la serie convcrgenle .iiª• y los 10 

primeros términos de la serie convcrgcn1c .. i i ra:,. 
Identifique las dos series y explique su razonamiento 
al hacer la selección. 

.. .. 
º·' 

. ·-~---, ...... ,, 
2 ~ 6 & IO 

4.6 Et c riterio del cociente y de la raíz 29! 

99. Demostración Demuestre la propiedad 2 del teorema 4.17. 

100. Demostración Demuestre el leorcma 4 .18. (S11gellncia 

pan, la Propie,lml / : Si el límite es igual a r< l. elija un 
número real lal que r < R < l . Por las definiciones del límite. 
no existe algún N > O tal q ue vlo.T < R p.1ra 11 > N.) 

Verificar un criterio concluyente En los ejercicios 101-10.S • 
compruebe que e l criterio del cociente no es concluyente para 
hi seril'p. 

- 1 
101. ¿ 1/2 

n - 1 11 

- 1 102. ¿ -¡¡r __ ," 
- 1 

103. n*I ;;¡ 
105. Verificar un criterio concluyente Demuestre q ue el 

cri1erio de la raíz no es concluyente para la serie¡,. 

106. Verificar criterios no concluyentes Demuestre que el 
criterio del cociente y el criterio de la raíz son concluyentes 
para la serie p logarítmica. 

.t 11(!~11}'' 

107. Usar valores Dc1cm1ine la con\·ergencia o divergencia de 
la serie 

cuando (a) .f = l. (b) x = 2. (c) x = 3 y (d) x es un entero 
positivo. 

108. Usar una serie Demuestre que si 

-~ , a .. 

es absolutame nte convergente. entonces 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 

109. Demuestre que si la serie 

ª1 + a~ + a.1 + · · · + ª• + · 

converge. cnlonces la serie 

converge 1ambién . 
110. ¿La siguiente serie es com·ergente o divergente? 

1 19 ''(19)' 3!/19)' 4!/19)' 1 +2·7+J27 +~7 +5"\7 +· 

F.s&o1pmbltn1Hflll,'fl)llpr~portlC~onPn:t.t l'Wl:lmComptllllOII, 

C The~t.11.heimlW.":II MMJCw.onofAnll'll('lL Todoslos~rechuilft<'fV31los. 
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4. 7 Polinomios de Taylor y aproximaciones 

Pk ) • f(r) / / 
P'(d•/'(c) //' 

(c,/(c)) 

Cerca de (t:,/(c)). la gr.ifica de P se 
puede uiilizar para aproximar la gráfica 
def. 
Figura 4.10 

. . . . . . . . . . . . . . . . . ·t> 
: • •COMENTARIO En el 

ejemplo I no es la primera vez 
que usted util iza una función 
lineal para aproximar otra fun­
c ión. El mismo procedimiento 
se utiliza como la base para el 
método de Newton. 

a Encontrar a proximaciones po linó micas de funcio nes e le m entales y compararlas 
con las funciones e le m e ntales. 

• Encontrar aproximaciones polinó micas de Taylor y Madaurin para funciones 
elementales. 

a U t ilizar e l residuo de un polino mio de Taylor. 

Aproximaciones polinómicas de funciones elementales 
El objetivo de esta sección es mostrar cómo se pueden utilizar las funciones polinómi­
cas como aproximaciones para otras funciones elementales. Para encontrar una función 
polinómica P que se aproxima a 01ra función f comience por elegir un número e en e l 
dominio de/ en e l que/y P tienen el mismo valor. Es decir. 

P(c) =/(e). Wgr.ifica!idc/y P p;all!n por (1./(r)). 

Se dice que el polinomio de aproximación est:'i desarrollado a lrededor de e o centrado 
en c. Geométricamente. el requisito de que P(c) = ft.c) significa que la gráfica pa.'>a por el 
punto (c,fi..c)). Por supuesto, hay muchos polinomios cuyas gráficas pasan por el punto 
(c . .f{c)). Su tarea es encontrar un polinomio cuya gráfica se parezca a la gráfica de/cerca 
de este punto. Una fonna de hacer esto es imponer el requisito adicional de que la pendiente 
de la función polinómica sea la misma que la pendiente de la gr.'ifica de/ en el punto (c,fi_c)). 

P'(c} = J'(c} Las gr.iíka~ de/y P tic:ncn la m1MTiól pend1cnlc en (f-./k)) 

Con estos dos requisitos. se puede obtener una aproximación lineal simple de f. como 
se muestra e n la figura 4.10 . 

Aproximar f(x) = eX con un polinomio 
de primer grado 

Para la función ftx) = e' e ncuentre una fu nción polinómica de primer grado 
P1(x) = a0 + a 1xcuyo valor y pendiente coincidan con el valor y la pendiente dex = O. 

Solución Comoftx) = ex yf'(x) = e•. el valor y la pendiente de/en x = O son 

/(O)= e"= 1 Valordc/cn .,• 0 

/'(O) = , "= l. Pendiente di: /cnx• O 

Como Pi{.r) = a0 + a 1x. se puede utilizar la condición de que P 1(0) = j(O) para con­
cluir que a0 = 1. Por otra parte, debido a que P 1 '(x) = a1• se puede utilizar la condición 
P1 '(O) = f'(O). para llegar a la conclusión de que a 1 = l. Por lo tanto. P 1(x) - 1 + x . La 
figura 4.11 muestra las gráficas de P¡(.r) = 1 + x y ftx) = e•. 

P 1 es el polinomio de aproximación 
de primer grado de /(x) = eA. 

Figura 4.11 • 



P1 es la aproximación polinómica 
de segundo grado para /{t) • e•. 
f'igu r.t 4 .12 

PJ es la aproximación polinómica 
de tercer grado para /(x) • e·'. 

Figura 4 .13 

4.7 Polinomíos deTaylo r y aproximaciones 301 

En la figura 4. 12 se puede ver que en los puntos cerca de (0. 1) la gráfica de la fun­
ción polinómica de primer grado 

P1(x) = 1 + .t Aprm1m:1c:ióndeprilll('rgrado 

es razonablemente cerca de la gráfica de fi.x) = e'. A medida que se aleja de (0. 1). sin 
embargo. las gráficas se mueven cada vez más lejos una de otra y la precisión de la apro­
ximación disminuye. P::ir::i mejorar la aproxim::ición. se puede imponer 01ro requisito. 
que los valores de las segundas deriv::id::is de P y f coincid::in cuando x = O. El polino­
mio, P2• de me nor grndo que satisface los tres requisitos Pi O) = fi.0). P/(0) = f'(0) y 
P/(0) = I'(0) se puede demostrar que es 

Pi{.t) = 1 +X+ ~ x2. Apmx1maClóndl:K"gundogrado 

Por O(f'3 pane. en la figura 4.12 se puede ver que P2 es un::i mejor ::iproximación def que P 1• 

Al exigir que los valores de P,.(x) y sus primeras II derivadas coincidan con los de .ftx) = e' 
en x = O. se obtiene la aproximación de grado 11-ésimo que se muestra a continuación. 

Apmximución de grado n-611110 

Aproximar f(x) = e1' con un polinomio 
de tercer grado 

Construya una tabl::i que comp3tc los v::ilorcs del polinomio 

Apm~imKión de 3cr. gr.ido 

con /(x) = e·• para varios valores cercanos a O. 

S o lució n Usando un::i calculadorn o una computador:i. puede obtener los resultados 
que se mucstr:in en la tabla. Observe que par:i x = O las dos funciones tienen el mismo 
valor. pero a medida que se aleja de O, la precisión de l polinomio de ::iproximación P3(x) 
disminuye. 

X -1.0 -0.2 -0.1 o 0 .1 0 .2 1.0 

,, 0 .3679 0.81873 0.904837 1 1.IOSl71 1.22 140 2.7183 

P,(x} 0 .3333 0.81867 0.904833 1 1.105 167 1.22133 2.6667 

■ 

C> TECNOLOGÍA Se puede usar una herr:i.mienta de gr:ific:ición par:i. compar:i.r 
• l::i gráfica del polinomio de aproxim::ición con la gráfic::i de la función/ Por ejem­

plo. en la figurn 4.13. la gráfica de 

Aproximación de: Jc:r. ¡;rudo 

se comp:u-a con la gráfica dej{x) = e'. Si usted tiene acceso a una herramienl3 de 
gmficac ión. tr:ite de comparar las gráficas de 

P.¡{.t) = 1 +X+ ½,r2 + i\.3 + f.¡,\" 
Ps(x} = 1 + x + tr + ~t3 + -f;¡.r' + rk.t" 

Aproxim:.c:ión de 4o. grado 

Apmxirn:1c:1ón de So. grado 

Pt,{.t) = 1 +X+ trZ + ir1 +f.¡.\"+ ~r1 + 7i).r' Apmx11na,:16nde6o.grallo 

con la gráfica de/. ¿Qué observa? 
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BROOK TAYLOR (16B5-1731 ) 

Aunque Til)'lor no fue el primero en 
buscar aproximaciones polinómicas 
de funciones trascendentes. su 
trabajo publicado en 1715 fue una 
de las pnmem obras completas 
sobre el tema. 

Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más de esta biograf1a 

•.. coMENTARIO Los poli­
: nomios de M:-iclaurin son 1ipos 
• especiales de los polinomios de 
: Taylor para los que e = O . 

Polinomios de Taylor y de Maclaurin 
Ll aproximación polinómica de 

ftx) = e' 

en el ejemplo 2 se desarrolla alrededor de e = O. Par:i. expansiones sobre un valor arbi­
trario de e es conveniente escribir el polinomio en la fonna 

Pn(x) = a 0 + a 1(x - e) + t12(,t - c}2 + alt - c)3 + · · · + a,.(x - c)". 

Así, 13. derivación repelida produce 

P/(x) = a1 + 2f1/\" - e)+ 3C13(x - c)2 + • • • + 11a,,(x - c)n-1 

P,/(x) = 2f,2 + 2(3a_J(x - e)+ • • • + 11(11 - J)a,.(x - c)"-2 

P. "(x) - 2(3a,) + · · · + 11(n - 1)(11 - 2)a.(, - e)•-' 

P,i'l(x) = 11(11 - 1)(11 - 2) · · · (2)(1),, •. 

Haciendo que x = c. entonces se obtiene 

P.(c) = a~ P.'(c) = a,. P.•(c) = 2a, .. 

y debido a que los \':llores de/y sus primeras 11 derivadas deben coincidir con los valores 
de P. y sus primeras II derivadas en x = c. se deduce que 

f(c} = t10 • f'(c) = c11• 

Con estos coeficientes. se puede obtener la siguiente definición de los polinomios 
de Taylor . llamados así en honor al matemático inglés Brook Taylor. y los polinomios de 
Maclaurin. llamados así en honor al ma1cm:'itico inglés Colin Macl:mrin (1698-1746). 

Definiciones d e polinomio n-ésimo de Taylor y 
polinomio n-ésimo de Maclaurin 

Si/tiene 11 derivadas en c. enlences el polinomio 

P.Vi = f(c) + f'(c)(x - e) + ~(.,· - e)'+ · · · + ~(x - e)" 

se llama polinomio 11-('Simo de Taylor de/en c. Si e = O, entonces 

P.(,) = f(O) + f'(O)x + f~O) .,, + f ;f > x' + . . . + r::io) x" 

• • • • • • • • • • • • • • • • • ·C> ~" -'"_bi_én_sc_ll,_m_,_,_I po_li1_m_m_io_11_-es_· i_n_w_d_, _M_a_d_, u_n_·n_d_,f_. ______ ~ 

■ 1•AH.A INFOKMACIÓN AUIC IONAI. 
Para \·cr cómo u1iliz:ir series en l:i 
obtención de otras :iproximacioncs 
de e. vea el artículo de John Knox y 
Harl:in J. Brothers. "Novel Series b.1scd 
Approxim:itions 10 " •• en n1e Collt'ge 
Mathe11u11ics Jo,mwl. Para \'Cr e.ste 
anículo. visi1e Mn111Arricles.com. 

Polinomio d e Ma claurin para f(x) = e1' 

Encuentre el polinomio 11-ésimo de Maclaurin para 

ftx) = e' 

Solución Del análisis de la página anterior. el 11-ésimo polinomio de Maclaurin para 

f(x) = e' 

■ 
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lfjij❖jiji•ii Encontrar los polinomios de Taylor para In x 

Encuentre los polinomios de Taylor P0• P1• P2• Pl y P4 para 

ft,x) = ln x 

centrados en e = 1. 

Solución Desarrollando alrededor de e = 1. se obtiene lo siguiente. 

/(.t) = lnx 

f'(,) = ~ 

/"f.x)= -~ 

J"'(x) =~ 

J'">(x) = -~ 

/(1) = In 1 = O 

/'(!) = + = 1 

/~!) = -~ = - 1 

/"(!) = ¾ = 2 

j<4)(1) = -~ = -6 

Por tanto. los polinomios de Taylor son los siguientes 

P0 (x) - /( !) - O 

P1 (x) = /( !) + f'( l)(x - 1) = (x - 1) 

P2 (f) = /(1) + /'( l)(x - 1) + qp.(x - 1)2 

= (x - 1) - ½<x - 1)2 

P,(x) = /(1) + /'( l)(x - 1) + qp.(x - 1)2 + ~(x - 1)3 

= (x - 1) - ½<x - 1)2 + ½(x - 1)3 

P,(x) = /(1) + /'( l)(x - 1) + qp.(x - 1)2 + ~(x - 1)3 + J':\1\, - I)' 

= (x - 1) - ½(x - 1)2 + ½ (,· - 1)3 - ¡ (x - I)' 

l.'l figura 4.14 compara las gráficas de P1, P2• P3 y P4 con la gráfica de ft.x) = In x. 
Observe que cerca de x = l. las gráficas son casi indistinguibles. Por ejemplo. 

P,(1.1) - 0.0953083 

ln(l.1) - 0.0953 102. 

Confom1e II aumenta. la gráfica de P. se conviene en una mejor aproximación de la gráfica de /(x) = In .r cerca de x = 1. 

tigurn 4.14 ■ 
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---t-~ ---+---a.,.-~ ,: 
1 

Cerca de (O, 1) la gráfica de r. se puede 
utilizar para aproximar la gr.ifica de 
J(.x) = cosx. 
Figura 4.15 

Cerca dc(Tr/6. 1/2). la gcifica de P1 se 
puede utili7.ar para aproximar la gráfica 
de/(.x) = sen .1·. 
FiJ:,ura 4 .16 

Encontrar los polinomios de Maclaurin para cos x 

Encuentre los polinomios de Maclaurin Po- P1• P4 y P6 paraft.,') = cosx. Use P6(x) para 
apro,dmar el valor de cos (0.1). 

Solució n Desarroll:mdo alrededor de e = 1, obtiene lo siguiente. 

J(x) = cos x /(O)= coso= 1 

f'(x) = -sen x f'(O) = -sen O = O 

J"(x) = -cos x f"(O) =-coso= - 1 

J"'(x) = scn x r(o) =seno= o 
A través de derivación repetida. puede \"Cr que el patrón 1. O. - 1. O continúa. y se obtie­
nen los polinomios de Maclaurin 

P0 (x) - 1. P?(x) - 1 - i .t1. P4',t) - l - i -,~ + it~ 

Usando P6(x). obtiene la aproximación cos(0. I) e:: 0.995004 165 que coincide con e l 
valo r de calculadora para nueve c ifras decimales. La figura 4.1 5 compara las gráficas de 
fix) = cosxy P6• ■ 

Observe en e l ejemplo 5 que los polinomios de Maclaurin para cos x solo tienen 
potencias pares de x. De fa misma manera. los polinomios de Maclaurin de sen x solo 
tienen potencias impares (vea el ejercicio 17). En general. esto no es cierto e n los poli­
nomios de Taylor para e l seno x y coseno.,· desarrollados alrededor de e 3' O. como \'er:\ 
en e l siguiente ejemplo. 

lfii❖í#lfif Encontrar un polinomio de Taylor para sen x 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Encuemrc el tercer polinomio de Taylor para fix) = sen x. desarrollado alrededor de 
e= -rr/ 6. 

Solución Desarrollando alrededor de e= ,,,-/6. obtiene lo siguiente. 

/(x) = scnx 1(i) = sen i = 4 
j'(:c) = cosx 1\i) = cosf = :{J. 
/"(t) = -sen .,· 

J"'M = -COS.( 

r(i) = -sen i = -4 
r(f) = -cosf = - -1/ 

Por tanto. el 1ercer polinomio de Taylor paraftx) = sen x. desarrollado alrededor de 
c=-rr/6.es 

r(") r(") 
P,(x) =J(i) + 1{¡)(, -i) + 2~ (, -i)' + -J--(x- ¡¡)' 

-! + -1/ (, : ) 2c~l· :)' 2~J· :t 
La. figura 4.16 comparo las gráíicas de/(x) = scnx y P3 . ■ 



Exploración 
Compruebe que el cu:irto 
polinomio de Taylor (del 
ejemplo 4 ). evaluado en 
x = l. l. da el mismo resultado 
que el cuarto polinomio de 
Macl:i.urin en el ejemplo 7. 

4.7 Polinomíos deTaylor y aproximaciones 30!, 

Los polinomios de Taylor y los polinomios de Maclaurin se pueden utilizar para 
aproximar el valor de una función en un punto específico. Por ejemplo. para aproxim:ir 
el valor de ln( I.I). se pueden utilizar los polinomios de Taylor de./{.r) ;;;; In x desarrolla~ 
dos alrededor de e ;;;; 1. como se muestra en el ejemplo 4. o se pueden utilizar polino­
mios de Maclaurin. como se mueslr::i en el ejemplo 7. 

Hfiffl❖id•@ Aproximar utilizando polinomios de Maclaurin 

Use el cuarto polinomio de Maclaurin para aproximar el valor de ln(l. l ). 

Solución Debido a que 1.1 es1:I. más cerca de I que de O. debe considerar polinomios 
de Maclaurin para la función g(x) ;;;; In( 1 + x). 

g(x) = ln(I + x) 

g'(x) = (1 + x)-• 

g"(x) = -(1 + x)-' 

g•(x) = 2(1 + x)-' 
g<~)(x) = -6(1 + x)- 4 

g(0) = ln(I + O) = O 

g'(0) = (1 + o)-• = 1 

g10) = -(1 +O)-'= - 1 

g•(0) = 2(1 + O)-'= 2 

8<•>(o) = -6(1 + o¡-• = -6 

Observe que obtiene los mismos coeficientes que en el ejemplo 4. Por lo tanto. el cuarto 
polinomio de M:iclaurin para g(x) = ln(l + x) es 

P4 (x) = g(0) + g'(D)x + g;(~) x 2 + g:~O) xJ + g<:~O) _\"'4 

Por consiguicme. 

ln(l.l) = ln( I + 0.1) - P,(0.1) - 0.0953083. • 
L:i. siguiente tabla ilustra la precisión de la aproximación polinómica de M:i.claurin 

del v:i\or de calculadora de ln(l . l). Se puede ver que cuando II aumenta, P,.(0.1) se :icer­
ca al v:1lor de la calculadora de 0.0953J02. 

Polinomios de Madaurin y aproximaciones de ln( l + .r) en .r = 0.1 

P,(0. 1) 0.1000000 0.0950000 0.0953333 0 .0953083 

Por otro lado, la labia siguiente muestra que a medida que se aleja del punto de 
expansión e= O. la precisión de la aproximación disminuye. 

Cuarta aproximación polinómica de Maclaurin de ln(I + r) 

X o 0 .1 0.5 0.75 1.0 

In(! +x) o 0 .0953 102 0.405465 1 0.5596158 0.6931472 

P,(x) o 0 .0953083 0 .40104 17 0.5302734 0.5833333 

Estas dos tablas ilustran dos puntos muy importantes acerca de la precisión de los 
polinomios de Taylor (o de Maclaurin) para su uso en :iproximacioncs. 

l. U. :i.proximación es generalmente mejor para un polinomio de Taylor de m:1yor 
grado (o de Macfaurin) que para los polinomios de grado inferior. 

2. La aproximación es generalmente mejor para valores de x cercanos a e que para 
v:ilorcs de x alejados de c. 
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Residuo de un polinomio de Taylor 
Una técnica de aproximación es de poco valor sin una idea de su precisión. Par3 medir 
la precisión de la aproximación de un valor de la funeión.f{.t) mediame el polinomio de 
Taylor P"(x) se puede utilizar el concepto del residuo R"(x). que se define de la siguiente 
manera. 

f(x) = P.(.,) + R.(.,) 

¿-,~~ 
~~ 

Así. Rn(x) = J(x) - P,.(x). El ,,alar absoluto de R"(x} recibe el nombre de error asocia­
do con la aproximación. Es decir. 

faro, = IR,(x)I = 1/(x) - P.(x)I. 

El siguiente teorema presenta un procedimiento generll para estimar el residuo 
asociado con un polinomio de Taylor. Este importante teorema se llama teorema de 
Taylor. y el residuo dado en el teorema se llama forma de Lagrange del residuo. 

TEOREMA 4.19 Teorema de Taylor 

Si una función/es derivable hasta el orden 11 + 1 en un intervalo l que contiene a e, 
entonces. par.i cada x en l. existe z entre x y e tal que 

J(x) = /(e) + j'(c)(x - e) + /~~) (x - e)'+ · · · + ~(x - e)"+ R,(x) 

donde 

En el apéndice A se presenta una demostración de este teorema. 
Consulte LsrsonCalcu/us.com para ver el video de Bruce Edwards d8 esta demostración 

Una consecuencia útil del teorema de Taylor es que 

IR (x)I s ~ móx lf'"'''(z)I 
" (11 + l)! 

donde máxlr"+1>(:)I es el valor máximo de p•+l)(:)entre x y c. 
Par3 II = O el teorema de Taylor. que afinna que si/es diferenciableen un intervalo / 

que contiene c. entonces. par:i cada x en/. existe: entre x y e tal que 

/(,) = /(e) + j'(:)(x - e) o /'(:) = /(.'.! = ~(e) 

¿Reconoce este caso especial del 1corema de Taylor? (Es el teorema del valor medio.) 
Al aplicar el teorema de Taylor. no se debe esper:ir poder encontrar el valor exacto 

de z. (Si se puede hacer esto, no sería necesaria una aproximación.) Por el contrlrio. 
se est:\ trlt::mdo de encontrar los lími1es par3}'"~11(z) de los que se puede decir qué 1an 
grande es el residuo RnCx). 



•· •COMENTARIO Observe 
: que cuando ul'iliza una calcu­
: ]adora. 

• sen(O. I) • 0.0998334 
................. ·t> 

. • °COMENTARIO Observe 
que cuando utiliz::i una ealcu-
1:ldora. 

P3( 1.2) • 0. 1827 

4.7 Polinomios deTaylor y aproximaciones 30i 

ifjij{ijijUf:i Determinar la precisión de una 
aproximación 

El tercer polinomio de Macb.urin para sen x es 

x' 
Pix) = X - 3!· 

U1ilicc el teorema de Taylor para aproximar sen (0.1) por P3(0. I) y determine la preci­
sión de la aproxim::ición. 

Solución Usando el teorem:i de T::iylor. tiene 

senx-x-t + R3(x) -x -t +~x' 

donde O< z < 0. 1. Por lo 1an10. 

sen (0.1) • 0.1 - (O~'/'• 0.1 - 0 .000167 - 0.099833. 

Debido a quef4l(z) =sen ;:, se deduce que el error JR3(0. l)I puede estar delimitado como 
sigue. 

O < R-'(0.1) = sc
4
~z (0.1)4 < O.~l - 0.000004 

Esto implic::i que 

0.099833 < sen(O. I) • 0.099833 + R3(0.I) < 0.099833 + 0.000004 

0.099833 < scn(0.I) < 0.099837. 

Aproximar un valor a la precisión deseada 

Determine el grado del polinomio de Taylor P,.(x) desarrollado alrededor de e= 1 que se 
debe utili1~1r para :iproximar ln( l .2) de modo que el error es menor que 0.001. 

Solución Siguiendo la pama del ejemplo 4. puede ver que l::i derivada (11 + 1) de 
ft.x) = luxes 

¡<n+l)(x) = (- 1)"_,.:'! 1· 
Usando el teorem:-. de Taylor. ya sabe que el error IR,.(1.2)1 es 

IR (1.2)1 -11'""'(,) (1.2 - 1)""1 
" (11 + I)! 

- ..!!!....[-1- ] (o.2)º ' t'+ l (11 + I)! 

(0.2)º ' 
= .;:"+ 1(11 + 1) 

donde 1 < .;: <1.2. En este intcrvalo.(0.2)"+1/ [.::" + 1(11 + l))cs menorque(0.2)"+1/(n + 1). 
Por lo tanto, se est!i buscando un valor 1a\ que 

(0.2)"+' 
(11 + 1) < 0.001 

• ( ) 
0 8 3 

Por ensayo y error. puede detenninar que el menor valor de II que satisface est:i desigual-
: In 1-2 - -1 2 · dad es 11 = 3. Por lo tanto. necesita el tercer polinomio de Taylor p:ira lograr la precisión 
• • • • • • • • • • • • • • • • • •[> desead::i en 13 aproxim::ición ln(l .2). ■ 
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4. 7 E i e re i e ios ~:~·-~~:.~::~~il~l'II compara un tuto11al d, ayuda y 1oluc10nH traba¡adas d, los •JtrCICIOS con 

Relacionar En los ejercicios 1-4, rclnclOne el polinomio de 
aproximación de Taylor de la función /(x) == e-~1

/Z con la gráfica 
correspondiente. [Las l,!ráficas están eti11ul'tadas (a). (b). (c) ~· (d).J 

l. g(.r) = -!.r' + 1 

2. g(.r) = ¼x4 - fx! + 1 

3. g(r) • , - 1/:![(.r + 1) + 1] 

4. g(x) • ,-•r-(½(.r - l)l - (r - 1) + 1) 

Encontrar polinomios de aproximación de primer gra­
do En los ejercicios 5-8, encuentre un polinomio de primer 
grudo de la función P 1 cuyo valor y la pendiente coinciden con 
el ,·alor y la pendiente de/ en x = c. Use un programa de grafi­
cación para trazar/ y P1• ¿A qué se llama P,? 

5. /(.r) = 4. 
6. /(.r)-i, 

7. /(x) • secx. 

8. /(x) = tan x. 

e= 4 

ff 
e= -

4 

Análisis gráfico y numérico En los ejercicios 9 )' IO. use 
una herramienta de gr:1ficnción pnra trazar/ y su polinomio 
dl' aproximación Pz dl' S('gundo grado en x = c. Complcll' d 
cuadro comparali,·o de los valores de/y I' :· 

9. /(.x) = ""?x· r = 1 

P2(x) = 4 - 2(x - 1) + ¾(.r - 1)2 

' o 0 .8 0 .9 1 1.1 12 2 

/(.,) 

P2M 

10. /(.x) • sec x, e • ¡ 

X -2.15 0 585 0.685 
ff 

4 
0.885 0.985 1.785 

/(x) 

P,(x) 

11. Conjetura Considere la fuoci6nfix) = cos :e y sus polino­
mios de ~faclaurin /\, P, y /\ ¡,•ea d ejemplo 5). 

(a) Use una herramienta de grnficación parn 1ra1.ar / y las 
aproximaciones polinómicas indicadas. 

(b) Evalúe y compare los valores de / (,tl(O) y P,l~l(O) para 
11 = 2.4y6. 

(e) Utilice los resultados en el inciso (b) para hacer una con­
jetura sobre P,l~l(O). 

12. Conjetura Considere la función /(.r) = .x:!.e•. 

(a) Encuentre los polinomios de Maclaurin 1'2• / \ y P◄ para/ 

(b) Ut.ilice un programadegraftcación pamtrazarf. y P2• P1 y /'4, 

(e) Evalúe y compare los valores de /llll(O) y P,l"-l(O) para 
11 = 2,3y 4. 

{d) Utilice los resultados e n el inciso (e) parn hacer una con­
jetura sobre f"l(O) y ~-l(O) 

Encontrar un polinomio de Maclaurin En los ejercicios 
13-24, encuentn el polinomio de M aclaurin 11-ésimo para la 
función. 

13. /(.r) = t-4-'. 11 = 4 

15. /('C) • ,-•/l, 11 • 4 

17. /(.x) • sen .r. 11 • 5 

19. /(,r) • u•. 11 • 4 

21. /(r) • x±-t· 11 • 5 

23. /(.r)•scc.r. 11 • 2 

14. /(.x) = r•. 11 = 5 

16 . /(.r) • e•/l. 11 • 4 

18. /(.r) • cos 'll'X. 11 • 4 

20. /(.x) "" .r!,-•. 11 • 4 

22. /(.r)- .X~ 1· 11 • 4 

24. /(.x) • tan .r. 11 • 3 

Encontrar un polinomio de Taylor En los ejercicios 25-30, 
encuentre l'I polinomio de Taylor 11-ésimo con cl'nl.ro en c. 

25. /(x)•f. 11 •3. c• 1 

26. /(.r) = fi. 11 = 4. e = 2 

27. /{f} = ./'i, n = 3, e = 4 

28. /(r) - if.r. 11 - 3, e • 8 

29. /tr) • ln x. ,, • 4. e• 2 

JO. /(.t) • .r2 cos .r. 11 .., 2. e.- 1'T 



Encontrar polinomios de Taylor usando tecnología En 
los ejercicios 3 1 y 32, utilice un sis tenm de á lgebra computacio­
na l para encontrnr los polinomios de Ta,·lor indicados para la 
función/. Represente grá firumenle l:1 func.ión y los polinomios 
de TaJlor. 

31. / (x) = t:m 1r.r 

(a) 11 = 3. e= O 

(b) 11 - 3. e - 1/4 

32. /(x) • .r? ~ 1 

(a) 11 = 4. e= O 

(b) 11 - 4. e - 1 

33. Aproximaciones numéricas y gráficas 

(a) Complete la labla utilizando los polinomios de Maclaurin 
P ¡(X). Pj(x) y Pj(X) parn/(.f) = sen .f. 

., o 0.25 0 .50 0.75 1.00 

~nx o 0 .2474 0.4794 0 .68 16 0 .8415 

P,(,) 

P3(x) 

P j(.r) 

(b) U1ilice una herramienta de graficación para lrazar 
/(x) = sen .r y los polinomios de Moclaurin en el inciso (a). 

(c) Describa el cambio en la precisión de una aproximación 
polinómica cuando aumenta la disttmcia desde c:I punto 
donde el polinomio está centrado. 

34. Aproximaciones numéricas y gráficas 

(a) Complete la tabla utilizando los polinomios de Taylor 
P1(x). Pl r) y Pix) parafix) = r' centrados en e "' 1. 

X 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00 

,. 
' 3.4903 4.4817 5.7546 7.3891 

P1(x) 

P,(,) 

P,(x) 

(b) Utilice una herramienta de grafkación para tm.ar./(x) = e' 
y los polinomios de Taylor en el inciso (a). 

(e) Describa el cambio en la precisión de las aproximaciones 
polinómicas cuando el grado aumenta. 

Aproximaciones numéricas y gráficas En los l'jercicios 35 
y 36, (a) encuenlre e l polinomio de Maclaurin /\(x) para/(x), y 
(b) compll'le la labla para/(x) y / \ (x) y (c) t race las gráficas de 
/(x) y /\(x) sobre el mismo conjunto de ejes coordenados. 

- 0.75 - 0.50 -0.25 O 0.25 050 0.75 

/(,,) 

35. f (.t:) • arcscn .\' 36. /lr) • arc11m x 

4.7 Polinomíos deTaylo r y aproximaciones 30t 

Identificar polinomios de Maclaurin En los ejercicios37-40, 
se mueslra la gnffica de y = / (x) con cuatro de sus polinomios 
de Maclaurin. Identifique los polinomios de Madaurin y use 
una lu~rrnmil'nla de grafic-ación para confirmar sus resultados. 

37. 38. 

3'. 

Aproximar el valor de una función En los ejercicios 41-44. 
aproxime la función en el valor dado de x utilizando d polino­
mio encontrado en l'I ejucicio indicado. 

41. J(.r) = t"". 1(¾). Ejercicio 13 

42. f(x) = x2t--•. ¡G). Ejercicio 20 

43. f(x) = ln x. f(2.1). Ejercicio 29 

() > 1('~) . . . 44. f .f • :rcos x. 8 . EJemc10 30 

Usar el teorema de Taylor En los ejercicios 45-48, IJS(! el teo­
rema de TaJlor parn oblener una cota superior parn el er ror de 
la aproximación. A continuación. calctdl' l'I ,'lllor exacto dd error. 

45. cos(0.3) • 1 - {0~~)2 + (O~t 

12 1.1 14 1' 
46. e - 1 + 1 +v+J! +41 + 5! 

47. arcscn (0.4) • 0.4 + f ·~~ 
48. arctan(0.4) • 0.4 - (o;)3 

Encontrar un grado En los ejercicios 49-52. detem1ine el 
grndo del polinomio de Madaurin Tl'f(Uerido para c¡ue el error 
en la aproximación de la fondón "" el ,·alor indicado sea menor 
(JUe 0.001. 

49. sen(0.3) 

50. cos(O. J) 

51. e0-'> 

52. ln( l.25) 
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Encontrar un grado utilizando tecnologia En los ejercicios 
53 y 5-&, delcm1ine el grndo del )Mllinomio de Maclaurin requeri­
do para q ue el error en la a proximación de la fonción en el valor 
indicado dex sea menor que 0.0001. Utilice un sistema dl' álgl'brn 
computacional para obtl'nl'r y e,·aluar la dl'ri,·adn requerida. 

53. /(x) = ln(x + 1 ). aproximada /(0.5). 

54. /(r) = e- .. _ aproximada /(1.3). 

Encontrar valores En los l'jl'rcicios 55-58, determinl' los ,·a­
lores dl' x puna los que la función pul'de ser r"mplazada por l'I 
polinomio d" Taylo r s i d uror no pul'de u cedl'r de 0.001. 

xl xl 
55. /(x) "" e• - 1 + x + 2! + ]!· x < O 

x' 
56. /(x) = sen x -x -3! 

r 2 r• 
57. /(.r) • cosx - l -2!+~ 
58. j(x) • e- 2.t - 1 - 2r + 2r1 - j-r' 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

59. Aproximación polinómica Una función elemental 
se aproxima por un polinomio. Con sus propias palabras. 
describa lo que significa decir que el polinomio se ,lem­
rrolla alrededor de e o t'Jlá cemnulo m c. 

60. Aproximación polinómica Cuando una función ele­
mental/se aproxima por un polinomio P1 de segundo gra­
do centrado en c. ¿qué es lo que se conoce acerca de/ y Pi 

en e? Explique su razonamiento. 

61. Polinomio de Taylor Escriba la definición de un poli­
nomio de Taylor de grado n-ésimo de/ centrado en c. 

62. Precisión de un polinomio de Taylor Describa la 
precisión del polinomio de Taylor de 11-ésimo grado de/ 
centrado en e cuando la distancia entre e y x aumenta. 

63. Precisión de un polinomio de Taylor En general. 
¿cómo cambia la precisión de un polinomio de Taylor 
cuando aumenta el grado de los polinomios'.' Explique su 
ra;r.onamicnto. 

~ ¿CÓMO LO VE7 Las gráficas muestran las 
~ aproximaciones polinómicas 1'1• P1 y PJ de primero. 

segundo y tercer grado de una función f Etiquete 
las gráficas de P 1. P2 y Pl. Pam imprimir una copia 
ampliada de la gráfica. visite MmhGroplts.com. 

65. Comparar polinomios de Maclautin 

(a) Compare los polinomios de Maclaurin de gr.ido 4 y 5. res­
pcctivamenle. para las funciones f(x) = eA y g(.r) • .reA_ 
¿Cu;il es la relación entre ellos? 

(b} Utilice el resultado en el inciso (a) y el polinomio de 
Maclaurin de grado 5 para ft.r) = sen .r para encontrar 
un polinomio de Macl::iurin de grado 6 para l::i función 
g(x) =.rsl'n.r. 

(c) Use el resultado del inciso (a) y el polinomio de Maclaurin 
de grado 5 para ft.r) = sen x para encontrar un polinomio de 
Maclaurin de grado 4 par.1 la función g(.r) = (sen .r)/x. 

66. Derivar polinomios de Maclaurin 

(a) Derive el polinomio de Maclaurin de grado 5 para 
/(,l} = sen .r y compare el resultado con el polinomio de 
Madaurin de grado 4 para g(.l) = cos .r. 

(b) Deri\'e el polinomio de Macl::iurin de grado 6 para 
ftx) = cos .r y compare el resultado con el polinomio de 
Maclaurin de grado 5 de g(.r) = sen x. 

(c) Derive el polinomio de Maclaurin de grado4 para.ftx) = e'. 
Describa la relación entre las dos series. 

67. Razonamiento gr.ifieo La figura mllClilra las gráficas de la 
función /(.r) • sen (m-/4) y el polinomio de Taylor de segun­
do grado P2(.t) = 1 - ('Jr/J2)(x - 2)2 centrado en.r = 2. 

{a) U1ilice la simetría de la gráfica de escribir el polinomio de 
Taylordc segundo grado para Qix) centrado en .t = -2. 

(b) Utilice una traslación hori:romal del resultado en el inci­
so (a) para encontrar el polinomio de T:iylor de segundo 
grado para Rix) centmdo en .r = 6. 

(c) ~!sel¡~~~: uc'!~i~r~n:!ibli~c~~n ~j¡~z:,::J:l jt~;J!~ª~~ 
segundo grado de/ ccmrado en .r = -1? Explique. 

68. Demostración Demuestre que si fes una función impar. 
entonces su 11-ésimo polinomio de Maclaurin contiene solo 
términos con potencias impares de x. 

69. Demostración Demuestre que si/ es una función par. en-
1onccs su 11-ésimo polinomio de Maclaurin contiene solo lér­
minos con polcncias pares de x. 

70. Demostración Sea P. (x) el polinomio de Taylor 11-ésimo 
de/en c. Demuestre que P~(c) = /(e) y p(ll(r) = JCll(c)para 
1 ~ k ~ 11. (Vea los ejercic ios 9 y 10.) 

7 1. Redacción La demostración en el ejercicio 70 garantiza 
que el polinomio de Taylor y sus derivadas coinciden con la 
función y sus derivadas en x = c. Utilice la.~ gráfica.\ y las ta­
blas de los ejercicios 33 a 36 para analizar lo que ocurre con la 
precisión del polinomio de Taylor conforme se aleja dcx = c. 
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4.8 Series de potencias 

Exploración 
Razo11amie11to gráfico Utilice 
una herramienta de graficación 
para aproximar la gráfica de 
cad:i serie de po1encias cerca 
de x :: O. (Utilice los primeros 
términos de cada serie.) Cada 
serie representa una función 
conocida. ¿Cuál es la función? 

= (-1y•.1• 
a. n~ o-

11
_!_ 

= (- 1)".,·"' 
b. l72ñj! 
e {', (- l)"x,.., 

• n~O (211 + !)! 
d oo (- l)nxh+I 

• n~O 211 + 1 

■ Comprender la definición d e una serie de potencias. 
■ Encontrar el radio y el inte rvalo d e conve rgen cia de una serie de potencias. 
■ Determinar la convergencia del punto terminal de una serie de potencias. 
■ Derivar e inte grar una serie de po te ncias. 

Series de potencias 
En la sección 4.7 se detalló el concepto de aproximación de funciones por polinomios 
de Taylor. Por ejemplo. la función j(.r) :: e• se puede aproximar por su polinomio de 
Maclaurin de tercer grado 

x? _,J 
ex-1 +.r+2T+TI. 

En esa sección. se vio que cuanto mayor es el grado del polinomio de aproximación. 
mejor scr:i la aproximación que se hace. 

En esta y en las siguientes dos secciones. verá que varios tipos imponantes de fun. 
dones. incluyendo fl,..r) :: e'. se pueden representar e..,·acwmeme por una serie infinita 
llamada serie de potcnci:is . Por ejemplo. la representación en serie de potencias para 
e'es 

Para cada número real x. se puede demostrar que la serie infinita a la derecha converge 
al número e'. Sin embargo. antes de hacer esto se analizarán algunos resultados preli­
minares relacionados con series de potencias. comenzando con la siguiente definición. 

Definición de serie de potencias 

Si x es una variable. entonces una serie infinita de la fonna 

se llama serie de ¡>0tencias. En términos más generales. una serie infinita de la 
fom1a 

• • • • • • • • • • • • • • • • • •t> n~o aJr - c)n - a0 + a 1(x - e)+ ai(.r - c)2 + • - -+ aJr - e)"+. 

:. •COMENTARIO Para 
simplificar la notación para las se llama serie de potencias centrada en c. donde e es una cons1ante. 

series de potencias. suponga 
que(.,· - e)º :: 1. incluso 

cuando.r :: c. l!iimiilmll Serie de potencias 

a. L'l siguiente serie de potencias está centrada en O. 

00 . \ " .r2 .\'.! 

n~;;T = 1 + .r + 2 + 3T +. 

b. La siguiente serie de potencias está centrada en - 1. 

"~º (- l)"(x + I)" - 1 - (x + 1) + (x + 1)2 - (x + 1)3 + · 

c. La siguiente serie de potencias está cemrnda en I . 
00 1 1 1 L - (x - 1)" - (x - 1) + -(x - 1)2 + c;{x - 1)' + • 

n•I 11 2 3 • 
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Radio e intervalo de convergencia 
Una serie de potencias en x se puede ver como una función de x 

/(x) = "t "J' - e)" 

donde el tlomi11io tle fes el conjunto de todos los x para los que la serie de potencias 
converge. La detenninación del dominio de una serie de potencias es la principal pre­
ocupación en esta sección. Por supuesto. cada serie de potencias converge en el centro 
e porque 

/(e) = f a"(c - e)" 
""º = a0(1) + O +O+ · · · +O+ · 

= "o· 

Por lo tanto. e radica siempre en el dominio dcf. El teorema 4.20 (ver a continuación) 
establece que el dominio de una serie de potencias puede tomar tres fonnas b:lsicas: un 
solo punto. un intervalo centrado en e o toda la recta de los números reales. como se 
muestra en la figura 4. 17. 

Un solo punto 

Un intervalo 

~ 
R R 

Toda la recta de los números reales 

El dominio de una serie de potencias solo 
tiene tres fom1a.~ básicas: un solo punto. 
un intervalo centrado en e o toda la recta real. 

Figura 4.17 

TEOREMA 4.20 Convergencia de una serie de potencias 

Para una serie de potencias centrada en e, precisamente una de las siguientes situa­
ciones es verdadera. 

l. La serie converge solo en c. 

2. Existe un número real R > O 1al que la serie converge absolutamente 

lx - el< R 

y diverge para 

I-' - el > R. 

3. La serie converge absolutamente para todo x. 

El número R es el radio de co1wergencia de la serie de potencias. Si la serie con­
verge solo en c. entonces el radio de convergencia es R = O. Si la serie converge 
para todo x. entonces e l radio de convergencia es R = oo. El conjunto de todos los 
valores de x para los que la serie de potencias converge es e l intervalo de com·cr­
gencia de la serie de potencias. 

En el apéndice A se presenta una demostración de este teorema. 
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración 
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Parn delermin:u el radio de convergencia de una serie de potencias. utilice el criterio 
del cocien!e. como se demuema en los ejemplos 2. 3 y 4. 

ifjj{ijiji•fj Encontrar el radio de convergencia 

Encuentre el radio de convergencia de ~ 11 !xn . 
• - o 

Solución Parn x = O. obtiene 

f(O) = ~ 11!0" = 1 +O+ O+ - · - = l . 
•-O 

Para cualquier valor fijo de x tal que !xi> O. sea 11,. = 11!xn. Entonces 

lím 1~1 = lím 1(11 + l)!xn+tl 
n-oo 11,, n-oo 11 !x" 

= lxl ,,1.!_n.!, (11 + 1) 

Por tamo. por el criterio del cociente. la serie diverge para ~t j > O y converge solo en el 
centro. O. Así. el radio de convergencia es R = O. 

Encontrar e l radio de convergencia 

Encuentre el radio de convergencia de 

! J(x - 2)". 
•-º 

Solució n Parax * 2. sea 11,, = 3(x - 2)". Entonces 

lím 1w1 = lím 13(.r - 2y,+11 
n-oo 11,. n-oo 3(x - 2)" 

= }~!!,IX- 21 
= 1-' - 21. 

Por el cri1erio del cociente, la serie converge para lx - 21 < 1 y diverge para ~,- - 21 > 1. 
Por tanto, el radio de convergencia de l:1 serie es R = 1. 

''. Encontrar el radio de convergencia 

Encuentre el radio de convergenci:1 de 

oo (-l)nx2n +l 
,,~~-

Solució n Sea 11,, = (- 1)" r"+ 1/(211 + I}!. Entonces 

1 

(- 1)"•' ...,,.., 1 

lím 1~1 - lím (211 + ;3)! 
n-oo 11,. n-oo ( - l)"x-"'+I 

(211 + 1)! 
\"2 

- }~! (211 + 3)(211 + 2). 

Para cualquier valor fijo de x. este límite es O. Por tanto. por el criterio del cociente. la 
serie converge para 1oda x. Así que el radio de convergencia es R = oo. ■ 
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Convergencia en los puntos terminales 
Observe que par.1 una serie de potencias cuyo radio de convergencia es un número fi ni10 R. 
el teorema 4.20 no dice nada sobre la convergencia en los puntos tennin:iles del interva­
lo de com·crgencia. Cada extremo debe ser probado por separado para la convergencia 
o divergencia. Como resultado. el intervalo de convergencia de una serie de potencias 
puede tomar cualquiera de las seis formas mostrndas en la figura 4. 18. 

Radio: O 

Radio: R 
R 

--t----F+-, R 

--t----F+-, 
(c- R. c +R) (c- R. c +RI 

Intervalos de com·ergencia. 

Figura 4.18 

Racho: oo 

R R 

-f----F+-, --!---rl-· 
lr- R. c +R) lc- R. c +RI 

ifijéjh•fW Encontrar el intervalo de convergencia 

: • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión imeractiva de este tipo de e¡emplo. 

Encuentre el intervalo de convergencia de 

Solución Hacer un = xn/11 produce 

Jím l'h.!.I = Jím 1 (,;"';',) 1 
,,_ oo /In n-oo !'._ 

" 
= lím 1~1 n - oo 11 + J 

Así. por el c riterio del cociente. el radio de convergencia es R = I. Además. debido a 
que la serie está centrada en O. converge en el intervalo (- 1. 1 ). Sin embargo. este inter­
valo no es necesari:unenie e l inten•a/o ele co111•erge11cia. Para determinar esto. se debe 
probar la convergencia en cada punto tenninal. Cuando x = 1. obtiene la serie annónica 
c/iverge111e 

Dwcr¡:c: cuando x - 1. 

Cuando x = - 1. obliene la serie armónica ahcrn:mte convergente 

Con\"c:rgc: ¡;u;mdo x • -1 

Así. e l intervalo de convergencia de la serie es 1- 1. 1). como se mucstrn en la figura4.19. 

Intervalo: 1- 1.1) 
Radio: R • l 

Figura 4.19 • 
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Figura 4.20 
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ifjij{ijijUff Encontrar el intervalo de convergencia 

Encuentre el intervalo de convergencia de ~ ( - 1 )n~: + 1 )" _ 

""º 
Solución Hacer11,, = (- l )"(x + IY'/2"produce 

1 

(- I )"+<(, + I)"• ' 1 

lím 1~1 = lím 2n+ L 

•-- u,, •-- (- l}"t: + I)" 

_ I' 12"(x + 1)1 - .. ~! ~ 

= I'; 11 
Por el criterio del cociente, la serie converge para 

I'; 11 < 1 

o lx + 1 I < 2. Por 1:i.1110 . el radio de convergencia es R = 2. Debido a que la serie está 
centrada en x = - 1. converge sobre el intervalo (- 3. 1). Además. para los puntos tenni­
nales, se tiene que 

D1,crgccu.indot - -3 

Di,·cip:cu::indo.t • 1 

ambos divergen. Por tanto. el intervalo de convergencia es (-3. 1) como se muestra en 
la figura 4.20. 

i!jfflfijijlt@ Encontrar el intervalo de convergencia 

Encuentre el intervalo de convergencia de 

Solución Hacer 11,, = x" / n2 produce 

lím 1~1 = lím l-""+•/(11 ~ 1)21 
n-oc /In ,r-oc X" /11· 

= lím 1~1 n-oo (11 + l)· 

= 14 
Por tanto. el radio de convergencia es R = 1. Debido a que la serie está centrada en x = O. 
esta converge sobre e l intervalo (- 1. 1 ). Cuando x = 1. obtiene una serie I' convergente 

Con,c'lc cu.indo.1 • 1 

Cuando x = - 1. obtiene una serie al ternante convergente 

- (- 1)" 1 1 1 1 
,r~ I ~ = -¡2 + ~ - J2 + ¡i° - . Cnn.c111c cuando t • - 1 

Por tanto. e l intervalo de convergencia es (- 1. 1 ). • 



316 Unidad 4 Sucesiones y series 

JAMES GREGORY ( 1638-1675) 
Uno de los primero, matemáticos 
en trabajar con "ries de pocencias 
fue un escoch.James Gregory. 
Deu.rrolló un método ele ieries de 
poceoclu para incerpolar valores de 
ta tabla, un método que fue utllizado 
mi, tarde por Brook Taytor en 
el cle,arrollo de los polinomio, y 
series de T aylor. 

Derivación e integración de series de potencias 
La representación en serie de potencias de las func iones ha desempeñado un papel im­
portante en el des:lfT'Ollo del cálculo. De hecho. gran parte de la obra de Newton con la 
derivación y la integración se hizo en el contexto de la serie de potencias, sobre todo su 
trabajo con complicadas funciones algebraicas y funciones trascendemes. Euler, L1gran­
ge. Leibniz y Bemoulli todos utili1..aron ampliamente series de potencias en el cálculo. 

Una vez que haya definido una función con una serie de potencias. es natural pre­
guntarse cómo se puede detenninar 1:is caracteristic:i.s de l:i función. ¿Es continu:i.? ¿De­
rivable? El leorem:t 4.21. que aparece sin demostración. responde :testas pregunl:ts. 

TEOREMA 4.21 Propiedades de las funciones definidas por 
series de potencias 

Si la función 

f(x) - .ta.(, - e)" 

= a0 + a1(x - e)+ ai(.r - c)2 + "i'" - c)3 + • 

tiene un r:i.dio de convergenci:i. de R >O.entonces. en el intervalo 

(c-R,c + R) 

J es deriv:tble (y por lo tanto continua). Por otra pane. la derivada y :mtiderivada 
son las siguientes. 

l. f1x) - f na.(x - e)•-• .. , 
= "• + 2t1i(.r - e) + 3llJr - c)2 + -

2. f(x),lx=C+~a,,-·---f ~ (< - c)'•+ I 

11':"o 11 + 1 

= C + <'o(X - e) + (11 (X ~ c)2 + (12 (x ~ c)3 + . 

El mdio ,Je com·ergencill de la serie obtenida mediante la derivación o integración 
de una serie de potencias es el mismo que el de 13 serie de potencias origin:i.l. 
Sin embargo. el i111en•t1fo de com·ergenda puede diferir como resultado del com­
ponamiento en los puntos finales. 

El 1eorema 4.21 es1ablece que. en muchos sentidos. una función definida por una 
serie de potencias se comporta como un polinomio. Es continua en su interv3lo de con­
vergencia. y tanto su derivada y su antiderivada se pueden detcm1inar mediante la deri­
vación y la integración de cada término de la serie de polencias. Por ejemplo. la derivada 
de la serie de potencias 

x xi x3 
ft,) - 1 + (2) 2 + (3) 3' + (4) ¡; + · 

x2 x3 x~ 
= 1 +x+ 2 +3!+¡¡-+· 

-/(,). 

Observe quef'(x) = ftx). ¿Reconoce esta función? 
ThoGrangro,C....-
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lfjij¡'1@Uj:i Intervalos de convergencia para f(x), f'(x) y Jf(x)dx 

Considere la función 

<>O ,... _.2 ,..i 
f(x) - J, '¡;- - .r+2 + 3 + · 

Encuentre el intervalo de convergencia para cada uno de los siguientes. 

a. !ftx}llr b. fix) c. f'(.r) 

Solución Por e l teorema 4.21 . tiene 

f'(x) - .~, ,•-, 

= 1 +x+x2 +x3+-

Por el criterio del cociente. puede demostrar que cada serie tiene un radio de convergen­
cia de R :;:; 1. Considerando el intervalo (-1. 1). tiene lo siguicn1e. 

a. Para !ft.x) dr la serie 

ln1en-alo de con,·ergencia { - 1, 1] 

converge para x :;:; ± 1. y su intervalo de convergencia es 1- 1. 1 J. Vea la figura 
4.2 1(, ). 

b. Paraftx) la serie 

~ ~ lntcr.alodcoorwcrgcoc1a: (-1.1) 
... . 11 

converge para x ::::: - 1 y diverge para x = 1. Por lo tanto. su intervalo de convergen­
cia es f- 1. 1). Vea la figura 4.2 l(b). 

c. Paraf'(x) la serie 

.. i, x~-• lnlcrvalodcron,crg.enci,1 (-1.1) 

diverge para x = ± 1 y su intervalo de convergencia es (- 1. 1). Vea la figura 4.2 l(c). 

lnternlo:l-l,11 
Radio: R s 1 

,,, 
fo' igura 4.21 

Intervalo: (- 1.1) 
Radin:R • I 

(b) 

lntcrvalo:(-1.1) 
Radin:R • I 

(<) 

• 
A partir del ejemplo 8. se observa que de las tres series. la de la dcrivada, f'(x}, es 

la menos probable que converja en los puntos fi nales. De hecho. se puede demostrar que 
si la serie paraf'(x) converge en los puntos finales 

.r:;::: e± R 

entonces la serie deft,x) también convergerá allí. 
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Encontrar e l centro de una serie de potencias En los 
ejerricios 1-4. establezca en dónde está centrada la serie de po-
tencins. 

l. n~ ollX" 

2. n¡
1

(- J)"J · 3
2
~

11

! (211 - l)_r--

J. ni l (x :J 2
)" 

4. nt(-1)'~~1~ 1T)Z.. 

Encontrar el radio de convergencia En los ejerricios 5-10, 
encuentre el radio de. con,·ergencia de Ju serie de potencias. 

5. nto (-1 )" 11 ·= 1 

1
· .. i 1<~r 

9
· .. t(~t 

6. 
11

t(l,)" 

· i(-::.-' 
10 ~ (2ti)!x.!" 

. .. ~ 11! 

Encontrar el intervalo de convergencia En los ejercicios 
11-34, encuentre el inlen ·alo de com·ergencia de la serie de po­

tencins. (Asegúrese de incluir una comprobación para la con­
\'l'rgencia en los puntos finales del intervalo.) 

17. ~ (2n)' (~)• 
.. -o 3 

19 . .. ~ 1(- i:+l x• 

'J "° (- ()"♦ l(x - 4)" 
-l. .. ~ 1 119" 

23. ,.io (- l )":11~ ~ w +1 

25. ,.i l (.f ;n~~-1 
27. ll~ l n¾---T (-2r)"- I 

29 . .. ~ o (3~;+-+ LI)! 

12. "~ º(2x)" 

14. "~ º (-1)"+ 1(,1+ iir--

16' ,.io!t:~ 
18

' "~º (11 1-,;r,,·: 2) 

20 . .. t (-1)" 1/~~f - 5)" 

22. "~º (~;'; 13: ..... •• 

24. ll~ l ( - 1)":I~~ - 2)" 

26. ,.t (-~;:~+I 

28 . .. io {- 1,~ xz,, 

3-0. 11~){~:;! 

J J. 

11
~

1 
(- 1).,.. 13 · 7 · 11 ~~ ·(411 - l )(x - 3)" 

34· .. ~ . 1 · 3 _,,;<-~ ~-~~/ - 1) 

Encontrar el radio de convergencia En los ejen.'.icios 35 .}' 
36. encuentre "I r .1dio de connrg"ncia de la serie d" potencias. 
donde e > O y k es un mt('ro posith·o. 

Encontrar el intervalo d e convergen cia En los "jHcicios 
37-40, encumtre el intH ,•alo de connrgencia d" la serie de po­
tencias. (Asegúrese de incluir una comprobación para la con­
,·ergencia en los extremos del inten•alo.) 

- (')" J7. L k . k :> O .. , 
J8 . .. ~ 1 (- ir:,;'( -cr 

39_ .. i, k(k + l ){k + 2)~
1
i · (k + 11 - I).,·" k ~ l 

4º· .. i 1 1 · 3 -"~<-~ ~-(~11 - 1) 

Escribir un serie equiva lente En los ejercicios 41-44. escri­
ba una seri" l'qui,·alente con"' índice de la suma n partir de 11 

= l. 

42 . .. io (-1)"+ 1(,1 + l}x" 

43. "~º (;~+ .. 11)! 

44. "~º (-~;:~ .. 1 

Encontra r inte rvalos d e conve rgencia En los ejercicios 
45-48, encuenlre los inlervalos de com ergencia de (a) ft.x). 
(h)f'(.r). (c)I'(x) y (d) J/(x) dx. Incluya una comprobnción de 
la con,·"rgencia en los H tremos del inter\'lalo. 

45. f{x) = 1 (ff 
46. /(X)"' .i l (- 1)":,~:f - 5)" 

47. /(x) = .i o (- l)":ll~ ~ t)"+I 

48. /(x) • .i l (- 1)"+:~f - 2)" 



DESARROLLO DE CONCEPTOS 

49. Series de potencias Defina una serie de potencias 
centrada en c. 

50. Radio de convergencia Describa el radio de co1\\'e r­
gcncia de una serie de potencias. 

51. Intervalo de convergencia Describa el intervalo de 
convergencia de una serie de pote ncias. 

52. Dominio de una serie de potencias Describa las 
tres formas básicas del do minio de una serie de potencias. 

53. Utilizar una serie de potencias Describa cómo deri­
var e integrar una serie de potencias con un radio de corwer­
gcncia R. ¿La serie resultante de las operaciones de deriva­
ción e integración tiene un radio de COn\<crgcncia diferente? 
Explique. 

54. Convergencia condicional o absoluta Dé ejem­
plos que de muestren que la convergencia de una serie de 
potencias en un punto extremo de su intervalo de con\·cr­
gcncia puede ser condicional o absoluta. Explique su razo­
namien10. 

55. Escribir una serie de potencias Escriba una serie de 
potencias que 1iene el imervalo de convergencia indicado . 
Expliq ue su razonamiento. 

(a) (-2. 2) (b) (- 1. 1) 
(e) (-1. 0) (d) )- 2. 6) 

fr'::v,...,_ ¿CÓMO LO VE? Relac ione la gráfica de los prime-
~ ros I O términos de la sucesión de sumas parciales de 

la serie 

g(x) = f (~)" --o 3 
con el valor indicado de la función. (Las gráficas cslán 
etiquetadas (i). (ii). (iii) y (iv).J Explique cómo hizo su 
elecrión. 

(i) 't'· ······ , . 
' 

<•l g(I) 

(e) g(3) 

(ii) s. 

(iv) s. 

(b) g(2) 

(d) g(-2) 

. . .. 

4.8 Series de p ote ncias 3H 

57. Usarunaseriedepotencias Sca /(x) = .~ o ((~/"/7): 1 

~ (- l)"x'" • 
y g(<) - .i , ----¡,;;¡.· 
(a) Dctcnninc los imm·alos de convergencia de/ y g. 
(b) Demuestre quef(x) = g(x). 

(c) Demuestre que g'(:c) = -/(:e). 

(d) Identifique las funciones/y g. 

58. Usar una serie de potencias Sea /(:e) = .io f. 
(a) DctenniDC los in1e rvalos de convergencia de f. 
(b) Demuestre qucf'(.r) = /(:e). 

(e) Dcmuestrequc/(O) = l . 
(d) Identifique la función/ 

Ecuaciones diferenciales En los ejen.-icios 59-64. demuestre 
<1ue la fu ndón n'presenlada por la serie de polencias es una 
solución de la ecuación diíerenc.ial. 

59. )' = Ht ((2!t;~)~l• y"+)'= Q 

60. )' = Hi 0 ((i /2<, y"+)'= Q 

""' r"+I 
61. -" • ,.~

0 
(2:, + 1)1' ·y" - ·'' • O 

62. y - ,.i (;:,;!. )' .. _ Y., O 

64• )' • I + ,.i
1

2211 11! ·3 ·;-.l~t~ ·(411- I)° 

y"+ X~)·= O 

65. Función de Bessel La fuoció n de Bcssel de orden O es 

- (-lf.r' 
J o(x) • J o 22.t(k!)2 . 

(a) Demuestre que la serie com·crge para todox. 

(b) Demuestre q ue la serie es una soluc ió n de la ecuación di­
ferenc ial x 2 J 0" + x J0' + x 2 J0 ., O. 

(c) Use una herramie ma de graficac ió n par:i trazar el polino­
mio compuesto por los cuatro primeros 1érminos de Jft 

(d ) Aproxime f~ J0 dx con precisión de dos cifras decimales. 

66. Función de Bessel La función de Bessel de orden I es 

J 1(.r) =.rl2:u1~:?~t: !}!. 

(a) Demuestre que la serie converge para 1odo.r . 

(b) Demuestre que la serie es una soluc ión de la ecuación di­
ferenc ial 

x2 J¡"+ xJ1'+ (.r-l - l ) J1 =O. 

(c) Use una herramie n1a de gralicae ión par:i trazar el polino­
mio compuesto por los cuatro primeros ténninos de J1• 

(d) Demuestre que J0' (.() = -J 1(:c). 
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67. Investigación El intervalo de convergencia de la serie 

geométrica ~io {:¡fes (-4. 4). 

(a) Halle la suma de la serie cuando x = t Use una hcrr.i­
miema de graficación para trazar los pri-meros seis 1énni­
nos de la sucesión de sumas parciales y la recta horizontal 
que representa la suma de la serie. 

(b) Re pita el inciso (a) para .r = -~. 
(c) Escriba un p:'irrafo bre\·e comparando la rapidez de con­

\·ergenda de las sumas parciales con las sumas de las se­
ries en los incisos (a) y (b). ¿En qué difieren las gráficas 
de las sumas parciales, ya que convergen hacia la suma de 
la serie? 

(d) Dado cualquier número M real posilivo. exis1e un número 
entero posifüu Ntal que fa suma parcial 

N (')" L ¡ > M . .. , 
Use una hcrramiema de graficación para completar la tabla. 

68. Investigación El intervalo de co11\'crgencia de la serie 

geométrica ~t (3x)" es(-}. n. 
(a) Halle la suma de l:.i serie cuando x • ~- Use una herra­

mienta de graficación para trazar los primeros seis ténni­
nos de la sucesión de sumas parciales y la recia horizontal 
que representa la suma de 13 serie. 

(b) Repita el inciso (a) par.u • -¾. 
(e) Escriba un párrafo bm·e comparando la rnpidez de con­

\'ergencia de la.~ sumas parciales con la.~ sumas de las se­
ries en los incisos (a) y (b). ¿En qué difieren las gráficas 
de la.~ sumas parciales cuando convergen hacia la suma de 
la serie? 

(d) Dado cualquier número M real positivo. existe un número 
entero positivo N tal que la suma parcial 

N ( ')" "~ 3, J > M. 

Use una herramienta de graficación para completar la tabla. 

~ Identificar una función En los E'j f'rcicios 69-72. la .wril' rt'• 
pfes,('11h1 una función conocida. Utilicf' un sistema de á l¡;:ebrn 
computacional para rt>prcsl'nlar grá ficamente la suma parcial 
S 1, e identifique la fonción de la gráfica. 

70. /{,:e)• ,.t (- 1)" (2~:hl+♦ II )! 

71. /(x)• .t(-l)"X-. -1 <x< 1 

¿Verdadero o falso? E n los ejenicios 73-76. determine si l'I 
enunciado es , ·l'rdadt"ro o falso. Si l'S falso, expliqul' por qué o 
dé un ejemplo que demuesl re <111e es falso. 

73. Si la serie de potencias .i, a,.x" converge para x = 2. entonces 

lambién converge para x = -2. 

74. Es posible encontrar una serie de potencias cuyo intervalo de 
convergencia es [O. oo). 

75. Si el intervalo de co1wergencia para .io a,.x' es (-1. 1), enton-

ces el inten•alo de COll\'ergcncia para ,.io ll,.(.l - Ir es (0. 2). 

76. Si /(r) = .~ o a,.x" converge para ~tj < 2. entonces 

77. Demostración Demuestre que la serie de potencias 

" ~ " .~11!(11 +q)!''" 

tiene un radio de convergencia de R = oo cuando p y q son 
nllmcros enteros positi\·os. 

78. Usar una serie de potencias Sea 

g(.,)= 1 +2x+x2 +2r1+.t"'+· 

donde los coeficientes son Cz,, = 1 y c 211 ~ 1 = 2 para 11 .!: O. 

(a) Encuentre el intervalo de convergencia de la serie. 

(b) Encuentre una fórmula explicita para g(.T). 

79. Usar una serie de potencias Sea /{.r) • ~ c,.x". don-
de c2,i~.1: e,. para ,r .!: O. ••O 

(a) Encuentre d intervalo de con\·crgencia de la serie. 

(b) Encuentre una fórmula explícita parafix). 

80. o:mostración Demuestre que si la serie de potencia.~ 

.. + o c,.x• tiene un radio de con\·ergencia de R. entonces 

..io c,.xi. tic.ne un radio de convergencia de ./R. 

8 1. Demostración Para 11 >O.sea R > O y c.> O. Demueslre 
que si el intervalo de com·ergencia de la serie 

~ c,.(x - xor 
es (.r0 - R. x0 + R]. entonces la serie converge condicional­

mente en .to- R. 
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4.9 Representación de funciones por series de potencias 

JOSEPH FOURIER {1768-1830) 

Algunos de los primeros trabajos 
en b representación de funciones 
por series de potencias fueron 
hechos por el matemitico francés 
joseph Fourier. El trabajo de fourler 
es: importante en la hlnona del 
cilculo. en parte porque obligó 
a los matemiticos del dgk> 
XVIII a cuestionar el entonces 
prevaleciente concepto remingido 
de una función. Cauchy y Oirichlet 
es:tuvieron motiv;i.dos por el trabajo 
de fourler con serie1. y en 1837 
Dlrichlet publicó la definición 
general de una función que se utiliza 
actualmente. 

■ Encontrar una serie de pote ncias geométrica que represente una función. 
■ Construir una serie de potencias utilizando series d e operaciones. 

Serie de potencias geométrica 
En esta sección y en la siguiente, se estudiarán varias técnicas para encontrar una serie 
de potencias que represente una función. Considere 13 función 

L, fonn:1 de/se parece mucho a la suma de una serie geométrica 

.. i
0

ar"= ~, O < lrl<I. 

En otr::i.s palabras, cuando a = 1 y r = x. una representación en serie de potencias para 
1 /( 1 - x). centrada en O. es 

_l_= f ar" 
1 - X n•O 

=l .. 
=l+x+x1 +xl+-

Por supuesto, esta serie representa ftx) = 1 /( 1 - x) solo en e l intervalo (-1. 1 ). mientras 
quef eslá definida para todo x"' l. como se muestra en 1:1 figura 4.22. Para representar f 
en otro intervalo. debe desarrollar una serie diferente. Por ejemplo. para obtener la serie 
de potencias centrada en - 1, se pcxlña escribir 

1 1 1/ 2 a 
¡::-; = 2 - (, + 1) = 1 - [(x + 1)/2] 1 - r 

lo que implica que a = 1/ 2 y,.= (x + 1)/2.Así. para ~r + 11 < 2. se tiene 

1 - ~ (l)(x+ l)" ¡::-; - ,~ o 2 -2 

= ~[ 1 + (x + 1) + (x + l)' + (x + l)' + . . ·]. lx + 11 < 2 
2 2 4 8 

que converge en el intervalo (-3. 1). 

í 
1 /{..-) • ~ . Dominio; todo x ,. ! 1 

f'igura 4.22 
Tho&rano¡wt.lK-. 
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División larga 

2 - x + !xl - ¼x3 + • -

2 + X 4 
4 + 2.f 

-2\' - Xl ---,, 
Xl + ½---3 

-½x.1 
-½r -¼-"" 

Encontrar una serie de potencias geométrica 
centrada en O 

Encuentre una serie de potencias para f(x) = _,. : 
2

. centrada en O. 

Solución Escribafix) en la fonn:i a/ ( 1 - r) para ob!ener 

4 2 a 
2+x - 1 -(-x/2) - ¡::-;: 

lo que implic:i que a = 2 y 

X 
r = -2· 

Así. la serie de potencias parafix) es 

4 ~ 

~ = n~ O ar" 

Esta serie de potencias converge cuando 

Hl<I 
que implica que el interv:ilo de convergencia es (- 2. 2). ■ 

Otrn manera de determinar una serie de potencias de una función racional como en 
el ejemplo I es utiliz.'lr l:i división l:lrga. Por ejemplo, al dividir 2 + .1· entre 4. se obtiene el 
resultado que se muestra a la izquierda. 

if Hfüff llfi Encontrar una serie de potencias geométrica 
centrada en 1 

Encuentre una serie de potencias para J(x) = ~. centrada en 1. 

Solución Escribafix) en la fomla ti/ ( 1 - r) para obtener 

.!. = 1 (I 

1-(-x+ 1) 1-, 

lo que implica que a = 1 y r = 1 - x = -{x- 1). Así. la serie de potencias para ftx) es 

! - ~ ar' 
X n • O 

-i[-(.,- 1)]" 

-i(- l)"(x- I)" 

- 1 - (x - 1) + (x - I )' - (, - I)' + · 

Esta serie de potencias converge cuando 

lx - JI< 1 

que implica que el intcrv:ilo de convergencia es (0. 2). ■ 
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Operaciones con series de potencias 
L, vers:uilidad de la serie de potencias geométrica se mostrará m:is adelante en esta sec­
ción. después de una discusión acerca de 13s operacione.., con series de potencia. Estas 
operaciones. que se utilizan con la derivación y la integración. constituyen un medio 
para el desarrollo en series de potencias para una variedad de funciones elemen1:1les. 
(Por simplicidad. las operaciones se registran para una serie centmda en O.) 

Operaciones con series de potencias 

Sca/(x) - .~o a. x• y g(r) - .~o b. x•. 

l. /(br) - f a0 k" x" .-o 
2. /(.,") - f a. x"" .-o 

Las operaciones descritas anteriormente pueden cambiar e l intervalo de convergen­
cia de la serie resultante. Por ejemplo. en la adición que se muestra a continuación. el 
intervalo de convergencia de la suma es la i11tersecció11 de los intervalos de convergencia 
de las dos series originales. 

(-J.1) n (-2.2) - (-1.1) 

ifliMHUfH Sumar dos series de potencias 

Encuentre una serie de potencias para 

/(x)-!:= : 
cen1rad:1 en O. 

Solución Usando fracciones parciales. puede escribirft.:c) como 

3:c - 1 2 1 
:c2 -] =x+1+:;:-=-¡-, 

Al sumar las dos series de potencias geométricas 

_2_ - __ 2_ - f 2(-1)".<". lxl < ' 
X+ J 1 - (-:e) .,.o 

obtiene la serie de potcnci:is siguiente. 

3:c - 1 00 

x' - 1 - J,,(2(-1)" - l]x" 

= l-3x+x2 -3x3 +x"- · 

El intervalo de convergencia para esta serie de potencias es (- 1. 1 ). • 
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Encontrar una serie de potencias por integración 

Encuentre una serie de potencias parn 

/(x) - lnx 

centrada en I. 

Solución Del ejemplo 2. sabe que 

Integrando esta serie obtiene 

lnx = f ;,Lr + C 

- e+ ~ (- 1)" (x - !)"". 
n-=-0 11 + 1 

Al permitir que x = 1. puede concluir que C = O. Por lo tanto. 

lmcn·alodc 
cumcrgcncia (O. 2) 

Advierta que la serie converge en x = 2. Esto es consistente con la observación de l:i. sec­
ción anterior que la integrnción de una serie de potencias puede alterlr la convergencia 
en los puntos finales del intervalo de convergencia. ■ 

■ PARA INFORMACIÓN ADIC IONAL Para leer sobre la búsqueda de una serie de po· 
tcncias utilizando integración por partes. consulte el artículo "lntcgration by Para and lnfinitc 
Series". por Shclby J. Kilmer. en Mmlie11u11ics Alaga:,i11e. Par.i ver e.~tc anículo. visite 
MmllArticles.com. 

En la sección 4.7. ejemplo 4. el polinomio de Taylor de cuarto grado pam la función 
logaritmo natural 

In x - (x - 1) - (x ~ I)' + (,· ~ l )' - (x ~ !)' 

se utilizó para aproximar ln(l. l ). 

ln( l.l) - (O. !) - ½(0.1)2 + ½(O. I)' - ¡ (O.I)' 

- 0.0953083 

Ahorl. del ejemplo 4 en esla sección. se sabe que este polinomio representa los cuatro 
primeros ténninos de la serie de potencias para In x. Por otra parte. utilizando el residuo 
de la serie altemante. se puede dctcnninar que el c1TOr en esta aproximación es menor que 

IR,I S la,I 
-i(O. I)' 

- 0.000002. 

Durante los siglos XVII y XVIII. fas tablas matemáticas para logaritmos y valores de 
otras funciones trascendentes fueron calculadas de esta manera. Estas técnicas numé­
ricas cs1:in lejos de ser obsoletas. porque es precisamen1e con estos medios que se pro­
graman muchos dispositivos de cálculo modernos para evaluar funciones trascendentes. 



SRINIYASA RAHANU)AN 
(1887- 1920) 

El hecho de que $e pueda utlliur 
una $erie para aproximar '1T ha 
interesado a los mateffiaticos 
durante los últimos 300 añ01:. Una 
cene increíble para 1a aproximación 
de 1/ n fue descubierta en 19 1 ◄ 

por el matemitlco hindú SriniVil$il 
Ramanujan (vea el ejercicio 
61). Cada tennlno sucesivo de 
la serie de Ramanujan añade 
aproximadamente ocho cifru 
correcta, más al valor de 1/ n. 
P.,,ra obtener infornuclón adicional 
sobre el trabajo de Ramanujan. 
consulte el articulo "Ramanujan 
;md Pr,por Jonadwl M. Borwein 
y Peter B. Borwein. en Sdtntific 
Amtricon. 

Consulte LarsonCalculus.com 
para leer más de esta biogrsfla. 

■ l'AKA INJ .. O KMACIÓN ADICIONAL 
Para leer acerca de otros métodos para 
aproximar 71" consulte el articulo .. Two 
Mcthods for Approximating w". por 
Chien-Lih Hwang, en M(II/Jem(ltics 
MagazÜ!e. Para ver este artículo. visite 
Mc,1/JArticlel.COm. 
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8!ifü'1jij!•fj Encontrar una serie de potencias por integración 

; • • • t> Consulte LarsonCalculus.com para una versión interactiva de este tipo de ejemplo. 

Encuentre un:i serie de potencias para 

g(x) = arelan x 

centr:i.da en O. 

Solución Debido a que D~[arctanx] = 1/(1 + x1). se puede utilizar la serie 

/(x) = - 1
- = ~ (- l)"x". 

1 + X 11 .,.<J 

Sustituyendo x2 par:i. x se obtiene 

/(.,') - -
1

- , - ~ (- l)"x'"· 
1 + .,- .. ~ o 

Por úhimo. integr:i.ndo se obtiene 

arctan x= f 
1 
:x2 cJx+C 

=C+~(-1)"""'" 
.. ~o 2n+I 

= ~ (- 1)" x"'" 
n~ 211 + 1 

x3 xs x1 
=.,·-3+5-7+ -

ln1crvalodcoon,'l'l},'Urit;(-l, 1) 

Sea., - º· Cill()IIC('"l; e - O. 

lntcnalodc.-con,cr~ncia (-1.1) • 

Se puede demostr:i.r que la serie de potencias dcsarrol\::ida para ::irctan x en el ejemplo 5 
rnmbién converge (a are tan x) par:i. ± 1. Por ejemplo. cuando x = 1. se puede escribir 

arc1anl = 1-} + }-~+-

Sin embargo, esta serie (desarrollada por James Gregory en 1671 ) no nos da una forma 
pr:ictica de la aproximación de 1r porque con\'erge tan lentamente que ciemos de tér­
minos tendrían que ser utiliz.1.dos para obtener una precisión razonable. El ejemplo 6 
muestra cómo usar dos series areotangente diferentes para obtener una muy buena apro­
xim::ición de 1r usando solo unos cuantos términos. Esta aproximación fue desarrollada 
por John Machín en 1706. 

ltiil'lidl■f Aproximar 7r por medio de una serie 

Utilice l::i identidad trigonométric::i 

4 arctan ~ - arelan 2~9 = ¡ 
para aproximar el número 1r ¡,,ea el ejercicio 46(b)J. 

Solución Mediante el uso de solo cinco tém1inos de cada una de las series de arelan (1 / 5) 
y arelan ( 1/ 239), obtiene 

4( 4 arelan i -arelan 
2
!

9
) - 3. 1415926 

que concuerda con el valor exacto de '1f con un error menor que 0.0000001. ■ 
n..G,.,~c.a.«m, 
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4. 9 E i e re i e ios ~:~s-~:.~::!~a~llt compara un tutoual dt ayuda y 1oh1t1onts t,aba¡adu dt los tJttCICIOS con 

Encontrar una serie de potencias geométrica En los l'jer­
ddos 1-4. encuenl.re una serie de potencias geomélrica pnra 
la función. con cent.ro en O, (a) por la tknica mostrada en los 
ejemplos I y 2. y (b) por la dil'Ls ión larga. 

l. /(.r) ,. 4 ~ -' 

J . /(x)=3:x 

2. f(x) "" _!__ 
2+.r 

4, /(x)= 5 =X 

Encontrar una serie de potencias En los ejercicios 5-16. 
encuentn- una serie de potencias de la función. con centro en c. 
y determine el inlen·alo de eom·ergenci.i. 

5. /(x) • 
3 
~ .r' e"" 1 

7. /(x)•~. c• O 

9. g(.r)"" 2x ~ 3· e= -3 

IO. /(:r:)=
2
.r~ 

1
. c= 2 

t l. /(x) • J.r ~ 4• e • O 

t?. /(.r) = 3x: 2· e"" 3 

13. g(:r) "" x! + ~: _ 3. e = O 

6. f(x) - 6 = .r' e - -2 

8. /1(.r) • ~. e • O 

14. g(.r) • Jx/; ;/_ 2. e • O 

' 15. /(.r)=~. c= O 

16. /(.r) = 
5 
J xi· e = O 

Usar una serie de potencias En los ejercicios 17-26. utilice 
la serie dl' poll'ncias 

para detemiim,r una serie de potencias, centrada en O, para la 
función. ldenlifü1ue el intc.n ·nlo de com·ergencia. 

17. h(.r)•xi-~1 •T-±--x+~ 
18· li(x) = .r2 -:_ J = 2( 1 ~ .r) - 2(1 

1
- .r) 

1 d [ 1 l 19. /(x) = - (.r + 1)· "" dt x+[ 

'º .r - --- - --
2 d' [ 1 l 

- . /() (.r + 1)3 d.r2 .1· + 1 

21. /(.r) = ln(.r + 1) = f ___!___,l.r 
.r+ I 

??. /(x) - ln(I - .r!) - f _!__ llr - f _!__ ,Lr 
1 +.r 1 - .r 

23. g(.r) ""' .r! ~ 
1 

24. J(r) • ln(.r2 + 1) 

25. h(x) "" 4.r2 I+ 1 26. f(.r) "" arelan 2r 

Análisis gráfico y numérico En los ejercicios 27 y 28. sea 

s,. =x -~ + ~-~+ · · · % f,-. 
Use una herramienta de grnficación para confim,ar la desigual­
dad gráficamente. Luego, compl1>te la tabla pura confi rmar la 
desigualdad numéricamente. 

-' O.O 0 .2 0.4 0.6 0.8 ID 

s. 
ln(.r + 1) 

s .... 1 

27. Si S In(.,· + 1) S S3 

Aproximar una suma En los ejercidos 29 y 30, (a) grnfi<1u1> 
,·aria.,; sumas parciales de la serie.. (b) encuentre la suma de In 
serie y su rndio de conn~rgcncin, (l') use 50 ténninos de la serie. 
para aproximar la suma l'Uando r = 0.5 y (d) detl'm1ine lo que 
repl't'Sl'nta la aproximación y qué hm huma es la aproximación. 

.., (-1)".~+I 
JO. n~ (2n+I)! 

Aproximar un valor En los ejercicios 31-34. utilice la se­
rie de /(r) = arelan r para aproximar el vnlor. utilizando 
R,,.s o.001. 

1 
JI. arelan;¡ 

L
I/? arclan x2 

JJ. --,1.r 

' -' 

Usar una serie de potencias 
la serie de potencias 

~= .i,x". lrl < l. 

32. LJ/4 arelan .r1 d.r 

34. Lir- .r2 arctan .r dr 

En los ej ercicios 35-38. utilice 

Encuentre la serie que representa la íunción y determine su in­
len·alo de con,·ergencia. 

35. /(.r) = (l ~ .r)2 

J7. /{.r) • (11 ~ ~y 
36. f(x) "" ( 1 ~ .r)2 

38. /(.r) • ~~ I _\;! 
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39. Probabilidad Una moneda es lan1.ada en varias ocasiones. 
La probabilidad de que la prime ra cara ocurra en el lanzamien• 
to 11-ésimo es /'(11) = (!f. Cuando este juego se repite muchas 
veces. el número promedio de lanzamientos necesario hasta 
que se produce la primera cara es 

E(n) • .. i i nP(n). 

(fate valor se llama mlor ~sperado den). Utilice los resuhados 
de los ejercicios 35-38 para encontrar E(n). ¿Es la respuesta 
que se esperaba? ¿Por qué sí o por qué no? 

-lO. Encontrar la suma de una serie Use los resuh:idos de 
los ejercicios 35-38 para encontrar la suma de cada serie. 

(,) ~ ! n(~)• (b) .!._ ! ,,(i.)" 
3,,_J 3 10,,_I IO 

Redacción En los ejercicios 41-44. expfü¡ue cómo utilizaría 
la serie goomélrica 

g(x) = - 1
- = ~ x". lx l < 1 

1 - X ,.., 

parn enconlr:ir l:i suie par:1 la íunción. No encuentre la serie. 

41. J(.r) • ~ 42. J(x) = 
1 
~ x1 

43. /(,)= I !., 44. /(<)= l,(l-x) 

45. Demostración Demostrar que 

.'f + )' 
:irc1an .l + :irctan y = are tan ~ 

para .l:_"I' -s. 1 siempre que el valor del lado izquierdo de la ecua· 
ción esté entre -rr/ 2 y rr/ 2. 

46. Verificar una identidad Use el resultado del ejercicio 45 
para verificar cada identidad. 

120 1 1r 
(:i) :irct:in ll9 - :irctan 239 = ¡ 

1 1 w 
(b) 4arc1an5 - arc1an 239 • 4 

[S11gerencit1: Use el ejercicio 45 dos veces para encontrar 
4 :ircl:in I. Luego. utilice el inciso (a).I 

Aproximar Pi En los ejercicios 47 y ..18. (a) nrifique la ecua­
ción dada. y (b) use la ecuación y la serie para el nrcotangente 
para aproximar 7T con dos lugares decimales de precisión. 

47. 2 arctan ½-:irctan ~ = f 
1 1 w 

48. arctan 2 + arelan 3 • ¡ 

Encontrar la suma de una serie En los ejercicios -l9-5-l. 
determine In suma de la serie com·ergenle mediante el uso de 
unn función conocida. Identifique In íunción y explique cómo 
obtu,·o la suma. 

53 . .. t (-1)" 2?,, ... ,(~1 + 1) 

54, .,i ¡ (- 1)-+l ]-"-l(~I - 1) 

- 1 
52. JI) (- 1)" 211 + 1 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

55. Usar una serie Un:i de las series de los ejercicios 49 a 
iJI 54 converge a su sum:i mucho más lento que 1~ otras cin­

co series. ¿ Cuál es? Explique por qué esta sene converge 
muy lentamente. Use una herramicnt:i de graficación pa.ra 
ilustrar la razón de con\·ergenci:i. 

56. Radio de convergencia El radio de com·ergenci:i de la 

serie de potencias .io a,.x• es 3. ¿Cuál es el radio de con-

,·ergencia de la serie .. ~ i m, • .r•- 1? Explique. 

57. Convergencia de una serie de potencias La serie 

de potencias .. io o,.x" com·erge para ~" + 1 I < 4. ¿ Qué se 

puede concluir :iccrca de la serie .t o,. ,;,·;\"! Explique. 

~ . ¿CÓMO LO VE? Las gráficas muestran las :ipro-

~ ximaciones polinómicas P 1• P! y P1 de primero. 
segundo y tercer grado de una función f Etiquete 
las gráficas de P., Pz y Pl. Para imprimir una copia 
ampliad:i de l:i gráfica. visite MlllhGrr,plu.com. 

Encontrar la suma de una serie En los ejercicios 59 y 60. 
encuentre la suma de la serie. 

61 . Ramanujan y Pi Use una herramicnt:i de graficación pa.ra 
demostrar que 

,/8 ~ (411)!(1103 + 2639011) ..!_ 
9801 .. -=-o (11!)396"" 'TT. 

62. Encontrar el error Dcscrib:i por qué la expresión es inco-
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4.10 Series deTaylor y Maclaurin 

. . ... . . .. . . ... ... ·t> 
: • •COMENTARIO Ascg,rcsc 

de entender el teorema 4.22. El 
teorema dice que si ww sen"e ,Je 
potencias Collverge aftx). enton­
ces la serie debe ser una serie de 
Taylor. El teorema 110 dice que 
cad3 serie formad.'l con los coefi­
cientes de Taylor a,, = J'-">(c)/11! 
converger:'i a fi_x). 

COUN HACLAURIN (1698-1746) 
El decal'f'Ollo de lu series de 
potencias para representar 
funciones se le atribuye al trabajo 
combinado de muchos matemáticos 
de los siglos XVII y XVIII. Gregory, 
Newt0n.John y James Bemoulli. 
Leibniz. Euler. Lagrange. Wallis 
y Fourier contribuyeron a ene 
trabajo. Sin embargo. los dos; 
nombres que son mas comúnmente 
asociados; con l.u seriH de 
potencias son BrookTaylor (1 685-
1731 ) y Colin Maclaurin. 
Consulte LarsonCa/cu/us.com 
para leer mas de esta biografia . 

■ Encontrar una serie de Taylor o de Madaurin para una función. 
• Encontrar una serie binomial. 
a Utili:r.ar una lista bisica de las series de Taylor para encontrar otra serie de Taylor. 

Serie de Taylor y serie de Maclaurin 
En la sección 4.9 se dedujeron series de potencias para varias funciones utilizando series 
geométricas con derivación o imegración término a término. En esta sección se estudiará 
un procedimiento genern.l para deducir la serie de potencias de una función que tiene 
deri\'adas de todos los órdenes. El siguiente teorema presenta la forma que cada serie de 
potencias convergente debe tomar. 

TEOREMA 4.22 Forma de una s erie d e potencias converge nte 

Si/ es representada por una serie de potencias J(x) = ! a,.(x - e)" para todo .r en 
un inteí\'alo abierto / que contiene c. entonces 

" -J'•>(c) 
n 11! 

f(x) - /(e) + f1c)(x - e) + 1;~) (x - e)' + · · · + J'::ic) (x - e)" + · 

Demostración Considere una serie de potencias ! ll,,(.t - e)" que tiene un radio de 
convergencia R. Entonces. por el teorema 4.21. se sabe que existe la 11-ésima derivada def 
pam lx- C J < R y por derivación sucesiva se obtiene lo siguiente. 

J',0)(x) = a0 + a1(x - e) + ai(x - c)2 + aix - c)3 + a./r - e)'' + · 
J',1)(x) = a 1 + 2a2'.t - ,·) + 3t1lt - c)2 + 4a..(.i- - e}'+ · 

J',2-)(x) = 2a2 + J!a i{,t - ,·) + 4 · 3t1.h - c)2 + · 
J',3)(x) = 3!a3 + 4!a..(.r - e) + · 

Con la evaluación de cada una de estas derivadas se obtiene 

_r1)(c) = O!ll0 
J',1l(c) = l!t11 
j<2)(c) = 2!t12 

j<3l(c) = 3!a3 

y. en gencr.il. f'-")(c) = ,r!u,.. Al resolver para a,. se encuentra que los coeficientes de la 
representación en serie de potencias de/f.x) es 

¡<•>(e) 
a,.=~· 

Consulte LarsonCalcu/us.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion il 

Observe que los coeficientes de la serie de potencias en el teorema 4.22 son. preci­
same n1e. los coeficientes de los polinomios de Taylo r dcfi.x) en c. como se define en la 
sección 4.7. Por esta razón. la serie se llama serie de Taylor paraj{x) en c. .......... 
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Definición de serie de Taylor y serie de Maclaurin 

Si una íunciónf tienc derivadas de todos los órdenes en x = e, entonces la serie 

f ¡<•l(cl¡, - e)• - / (e) + f'(c)(, - e) + · · · + ¡<•,,'!.') (x - e)" + · 
n- 0 n! 

se llama serie de Taylor paraftx) en c. Además. si e= O. emonces la serie es la 
serie d e Macl:mrin para/ 

Cuando se conoce e l patrón de los coeficientes de los polinomios de Taylor de una 
función. se puede ampliar el modelo í:kilmcntc para formar la serie de Taylor corres­
pondiente. Este caso se presenta. en e l ejemplo 4 de la sección 4.7. donde se encontró 
que el cuarto polinomio de Taylor para In x centrado en I es 

A panir de este modelo. se puede obtener la serie de Taylor para In x een1rada en e = 1. 

(x - 1) - ½(,, - 1)' + · · · + (- I,:••• (x - 1)• + · · 

ifli:'1!#•81 Formar una serie de potencias 

U1ilice la función 

ftx) = scn x 

para formar la serie de Maclaurin 

f ¡<•liO) _,• - /(O) + f'(O~, + /"(?) x' + J'''!º) _,, + ¡<••io) x• + . 
"'"'º 11. 2 . 3 . 4 . 

y dctenninar el intervalo de convergencia. 

Solución La derivación sucesiva dcft.x) produce 

/(x) = sen x /(O) = sen O = O 

f'(:r) = COS X 

f"(x) = -sen x 

¡<3l(x) = -COS X 

f-'l(x) = sen x 

jl5l(:r) = COS :r 

/'(O)= coso= > 

f"(O) = -sen O= O 

J"'(O) - -cos O = - 1 
¡<•>(o) = sen O = o 

J''l(O) = cos O = 1 

y así sucesivamente. El p:urón se repite después de la tercera derivada. Por tanto. la serie 
de potencias es la siguiente. 

f f'"'!O) x" = /(O) + /'(O)x + /~?) x' + J'''\0> x' + ¡<••io) x' + . 
11 - 0 11. 2. 3. 4. 

~(-l)" r"•' O ( -1) O I O 
"~º (211; I}! = O+ (lh + 21x2 + 31xl + 4!"·" + 5? .5 + 6!x6 

+ (~/\:' +. 

x1 .r1 x' 
=:r- 3! + 51-7! +· 

Por el cri1erio del cocieme. puede concluir que la serie converge para todo x. ■ 
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Observe que e n el ejemplo I no se puede concluir que la serie de potencias converge 
a sen x para todo x. Se puede simplc1ncnte concluir que la serie de potencias converge a 
alguna función. pero no se tiene seguridad de cuál es la función. Se trata de un punto 
sutil. pero imponante. al tratar con la serie de Taylor o la serie de Maclaurin. Para con­
vencerse a sí mismo de que la serie 

/(e) + f'(c)(x - e) + 1;\c) (x - e)' + - - -+ ¡<;:!e)(< - e)" + - -

podría converger a una función disti111:i de f recuerde que !:is deriv:idas se est:in eva­
luando en un solo punto. Puede suceder f:'icilmen1e que otra función coincidirá con los 
valores de /<"l(.r.) cuando x = e y no lo h:ir:i en o tros \'alores de x. Por ejemplo. l:i serie 
de potcnci:is (con centro en 0 ) para la funciónf mostrada en la figura 4.23 es la misma 
serie que la del ejemplo 1. Se sabe que la serie con\'erge para todo x. y sin emb.:irgo. 
obvi:imente. no puede converger a.l(x) y a sen x p:ira todo .t. 

Si/tiene derivadas de todos los órdenes en un interv:ilo abierto / centrado en c. La 
serie de Taylor p.:ira f puede no converger para algún x en/. O. aun cuando converj.:i. 
puede no tener j(x) como su suma. Sin embargo. el teorema 4.19 dice que para cada 11 

J(x) = /(e) + f'(c)(x - e) + /~e) (x - e)' + · · · + 1:::c) (, - e)" + R"(x) 

donde 

Observe que en esta fónnula del residuo. el valor particular que la hace verdadera 
depende de los valores de x y 11. Si R,. ➔ O entonces el siguiente teorema nos dice que la 
serie de Taylor de[ en realidad com·erge afl._x) para todo .r en/. 

TEOREMA 4 .23 Converge ncia de la serie de Taylor 

Si }!!1!. Rn = O para todo x en e l intervalo/, entonces la serie de Taylor de/ con­

verge y es igual aft.x). 

/(x) = ~ f"'!'") (t - e)". 
11• 0 ti . 

Demostració n Para una serie de Taylo r. la suma parcial coincide con el polinomio 
de Taylor 11-ésimo. Es decir. S,,(x) = P,,(.r). Además. debido a que 

P.(x) = /(t) - R.(,) 

se tiene que 

,,1~!, S.,(.t) = ,,1~! P.,(.r.) 

= .1.'!'.!, 1/(x) - R"(x)] 

- J(x) - ;'.!'.!, R.(x). 

Así. para una x dada, la serie de Taylor (la sucesión de sumas parciales) con\'erge aftx) 
si y solo si R.(x) ➔ O cuando 11 ➔ 

Consulte LarsonCa/cu/us.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostración. iil 

Dicho de otra manera. e l teorema 4.23 dice que una serie de (Xllencias fom1:1da con 
coefic ientes de Taylor (l., = ¡<"l(c)/11! converge a la función de la que se deriva precisa­
mente en aquellos valores p:1ra los que el residuo se aproxima a O cuando 11 ➔ oo. 
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En el ejemplo I se dcs.·mol\ó la serie de potencias de la función seno y también se con­
cluyó que la serie converge a alguna función en toda la recta real. En el ejemplo 2 se verá 
que la serie realmente converge a sen .r. La observación clave es que aunque no se conoce 
el valor de z. es posible obtener una cota superior ¡>31"3 

1.11""'(,ll-

ifjj¡'jlijl9fj Serie de Maclaurin convergente 

Demuestre que la serie de Maclaurin para 

flx) = scn x 

converge a sen x para todo x. 

Solució n Utilizando el resultado en el ejemplo 1. se necesita demostrar que 

.r-1 _,.s x7 (- l)"x:z,,+i 
scn x=x-3! + 5! - 7!+ · - -+ ~ + • • 

es \'erdadera para todo .r. Debido a que 

¡<n+l)(.r) = ±sen .r 

_f(n+ll(.r) - ±COSX 

se sabe que lf"+ 11(:)1 :S I para cada número: real. Por lo tanto. para cualquier x fijo se 
puede aplicar el 1eorema de Taylor (teorema 4.19) parl concluir que 

l

fr+•l(z) 1 ~ o ~ IRJ,-)1 = ( ) ...... , ~ ( ) . 
11 + 1 ! 11 + 1 ! 

Del análisis de la sección 4.1 con respecto a las r3zones de convergencia de sucesiones 
exponenciales y factoriales. se deduce que para un .r fijo 

l.rl"+I 
}~~ (11 + I)! = O. 

Por último. del teorema del emparedado. se deduce que para todo .r. R,.(x) ➔ O cuando 
11 ➔ oo. Así. según el teorema 4.23. la serie de Maclaurin para el seno converge a sen .r 
para todox. ■ 

La figura 4.23 ilustra la convergencia de la serie de Macl:mrin para sen x mediante 
la comparlción de las gráficas de los polinomios de Maclaurin P1(x). P3'.r). P~(.r) y P1(x) 
con la gráfica de la función seno. Observe que a medida que aumenla el grado de los 
polinomios. su gráfica se parece más a la de la función seno. 

Coufomic n aumenta. la gráfica de P. se parece más a la función seno. 
Figura 4 .23 
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. . . . . . . . . . . . . . . . . ·t> 
: • •COMENTARIO C"ando 

1enga dificullad para reconocer 
un patrón. recuerde que puede 
utilillr el 1eorema 4.22 para 
encontrar la serie de Taylor. 
También puede intentar usar los 
cocfieien1es de una serie de 
Taylor o Macl:iurin conocida. 
como se muestra en el ejemplo 3. 

Las directrices para encontrar una serie de Taylor dc ftx) en e se resumen a conti­
nuación. 

DIRECTRICES PARA ENCONTRAR UNA SERIE DETAYLOR 

l. Derivar /f.x) varias veces y evaluar cada derivada en 

/(c).f\c).f'(c).r(c). · · · .JC•l(c). · 

Tratar de reconocer un patrón en estos números . 

2. U1ili1.ar la secuencia desarrollada en el primer paso para fonnar los coeficientes 
de Taylor a,, = f-">(c)/11!. y determinar el intervalo de convergencia de la serie de 
potenci:L'i resuhante 

/(e) + f'(c)(x - e) + 1~\c\, - e)' + · · · + 1::~,-) (x - e)" + · 

3. Dentro de este intervalo de con\!ergencia. determinar si la serie cOn\!crgc aj{x). 

L, determinación directa de los coeficientes de Taylor o de Maclaurin utilizando 
dcriYación sucesiYa puede ser difícil. y el siguiente ejemplo ilustra un atajo para encon­
trar los coeficientes indirec1amente utilizando los coeficientes de una serie de Taylor o 
de Maclaurin conocida. 

Serie de Maclaurin para una función compuesta 

Encuentre la serie de Maclaurin parn 

/(x) - sen x2 

Solución Para hallar los cocficiemes de esta serie de Maclaurin direc1amente. debe 
calcular las derivadas sucesivas de /(x) = sen x2. Mediante el cálculo de solo las dos 
primeras. 

f'(x) = 2x cos x 2 

/"(x) = - 4x2 sen x 2 + 2 cos x2 

puede ver que es1a 1arca sería muy engorrosa. Afor1unadameme. hay una alternativa. En 
primer lugar. considere la serie de Maclaurin para sen x que encontró en el ejemplo l . 

g(x) = sen x 

.t3 -~ x' 
=x -3!+5!-7!+ · 

Ahora. ya que sen x2 = g(x2). puede sustituir x2 por x en la serie de sen x para obtener 

sen x2 = g(.r2) 

=.r2 - ~+f - ~+- ■ 

Asegúrese de entender el pun10 ilustrado en el ejemplo 3. Debido a que el cálculo di­
recto de los coeficientes de Ta)'lor o de Maclaurin puede ser tedioso. la fonna más práctica 
de desarrollar una serie de Taylor o Maclaurin es desarrollar series de potencias p31'3 una 
lisra bá,fim de las funciones elementales. A panir de esta lisrn. se puede detenninar las 
series de potencias para otms funciones de las operaciones de suma. resta. multiplicación. 
división. derivación. integración y composición con una serie de potencias conocida. 
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Series binomiales 
Antes de presentar la lista básica de funciones elementales, se desarrollará una serie 
más. para una función de l:i íorma/{x) = (1 +xi.Esto produce la serie binomial. 

M!M&ib•IH Serie binomial 

Encuentre la serie de Maclaurin para Jt.x) = ( 1 + x)l y detenninc su radio de convergen­
cia. Supongamos que no es un entero positivo y k ~ O. 

Solución Por derivación sucesiva. tiene 

J(x) = (1 + x)' 
f'(x) = k( I + x)'- ' 

/"(,) = k(k - 1)(1 + x)' - ' 

¡m(x) = k(k - l )(k - 2)(1 + x)H 

/(O) = 1 

/'(O) = k 

reo) = k(k - 1) 

reo) = k(k - l )(k - 2) 

¡<•J(, ) = k · · · (k - " + 1)(1 + .,-)'-• J'"'(0) = k(k - 1) . .. (k - " + 1) 

que produce la serie 

1 + kx + k(k ~ l)x' + .. . + k(k - 1) · · ;? -,, + 1).,' + . 

Debido a que ªn+ .fan➔ l. puede aplicar el criterio del cociente para concluir que el 
radio de convergencia es R = l . Por lo tanto, la serie converge a una función en el inter­
valo (- l. 1). ■ 

Observe que el ejemplo 4 muestra que la serie de Taylor para (1 + x)lconverge a 
alguna función en el intervalo (- 1. 1). Sin embargo. el ejemplo no muestra que la serie 
realmente converge a ( 1 +.r) l _ Para hacer esto, podría demostrar que el residuo Rn<x) 
converge a O. como se ilustra en el ejemplo 2. Ahora se tiene suficiente infonnación par.1 
encontrar una serie binomial para una función. como se muestra en el siguiente ejemplo. 

lf MNd•fj Encontrar una serie binomial 

Encuentre la serie de polencias para /(.r) = ~ -
Solución Utilice la serie binomial 

(I + x)' = 1 + kx + k(k ; /'' ' + k(k - I ~~ - 2) . .-' + . 

sea k = ½ y escriba 

,. 2f2 2·5x1 2 · 5·8x 4 

(! + x)l/l - I + 3 - 322! + 3.)31 - 344! + . 

que converge para - 1 s. x s. 1. • 
C> TECNOLOGÍA Use una herramienta de grafic:ición para confirmar el resulta­
• do en el ejemplo 5. Al graficar las fu nciones 

• y 

J(x) = (1 + .,)'" 

p (r) - 1 + ~ - ~ + ~ - JOx4 
4

• 3 9 8 1 243 

en la mism:i vcnlana de visualización. debe obtener el resultado que se muestra en 
la figura 4.24. 
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Deducción de la serie de Taylor a partir de una lista básica 
La siguiente lisia mues1ra la serie de po1encias para varias Funciones elementales con los 
intervalos de convergencia correspondientes. 

SERIES DE POTENCIAS PARA FUNCIONES ELEMENTALES 

Función 

~ - 1 - (x - 1) + (x - 1)' - (x - 1)' + (x - 1)' - · · · + (- l)"(x - 1)" + · 

~ = 1 - x + x2 - ,r3 + x4 
- .r5 + · - · + (- l)".r" + • -

lnx = (x _ l) _ (x ~ 1)2 + (x ~ 1)3 _ (x ~ 1)4 
+ .. _ + (- l)"-:;x - !}" +. 

e-'= 1 +x+~+~+f+f+·. -+~+-

arc1anx -x -~+f-~+~-- · ·+(-
2
~~,.~:i;+J +· 

.t3 i " 3x5 1 " 3 ' 5x1 
_ + (211)!.t2'1+ l + _ 

arcscn x = x + M + ~ + ~ + · (r11!)2(211 + I) 

( l + x)' - l + h + k(k - l)x2 + k(k - l)(k - 2~.-' + k(k - l)(k - 2)(k - J)x' + . 
2! 3! 4! 

• La com·cr¡;cocia en x "" ± 1 depende del valor de k. 

lnlcrvalo de 
con,·ergencia 

0<x<2 

- 1 <X< ] 

0<x::S2 

-oo < X < 00 

-oo <X< 00 

- 1 :S X :S J 

-1 :S X :S 1 

- l <x< i* 

Observe que la serie binomial es válida para valores no enteros de k. Además. cuando k 
es un en1ero posi1ivo, la serie binomial se reduce a una simple expansión binomial. 

Deducir una serie de potencias a partir 
de una lista béisica 

Encuen1rc la serie de po1encias para 

/(x) = cos../2. 

Solución Utilice la serie de potencias 

x2 x"' x6 x~ 
cosx= 1 --+---+-- · 

2! 4! 6! 8! 

puede sustituir x por 

J, 

para obtener la serie 

cosfi= 1 -fi+*-t+f- · 
Esta serie converge para tcxlo valor de x en el dominio de cos ,ji es decir, para x 2: O. ■ 
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La serie de p<>'encias se puede multiplicar y dividir como polinomios. Después de 
encontrar los primeros 1érminos del prcxlucto (o cociente). se puede reconocer un patrón. 

if j=Niji•@ Multiplicar series de potencias 

Encuentre los primeros tres ténninos diferentes de cero en la serie de Maclaurin 
e' arcrnnx. 

Solución De la tabla. utilice la serie de Maclaurin pMa e' y arctan x para obtener 

eAarcrnnx= 1 +-+-+-+-+· ( 
xx2 x l x-' 

11 2! 3! 41 

Multiplique estas expresiones y agrupe lénninos semejantes. tal como lo haría en la 
multiplicación de polinomios. 

1 + x + ½x2 + ¼-r1 + ~x4 + · 

-½_,.J + i-\-' - . 

X + x2 + ½-t3 + ¾.r4 + i4.\~ + . 

-½.cJ- ½x4- ¼-\~--
+ ½-~ +. 

Por tanto. e'' arelan x = x + x2 + ¼x3 + • 

Dividir series de potencias 

Encuentre los primeros tres términos diferentes de cero en la serie de Maclaurin tan x. 

Solución De la tabla, utilice la serie de Maclaurin para sen .r y cos x para obtener 

x l X j 

senx .r-3!+51 -· 
tanx=--­

cos.r xl .t 4 

1--+--· 
2! 4! 

Di"ida utilizando la di"isión larga 

x+½.t3+ -&-~+-

1 - ½-~ + i.x" -· · -) .\" -¼-r1 + I ~or - · 

Por lo tanto, tanx = x + j.r3 + fi-~ + • 
■ 
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Serie de potencias para sen2 x 

Encuentre la serie de po1encias para 

ft.x) = sen2 x. 

Solución Reescriba sen2 .r como 

scn2 .r = 1 
- ~osl.r = ½-½cos2c 

Ahora. utilice la serie parn cos .r. 

x? .r4 .r6 xi 
cosx= 1 --+---+-- · 

2! 4 ! 6! 8! 

cos lr - 1 - ~:r2 + ~.r4 
- ~.r6 + ~xª - . 

-½cos2r = -½ + ix2 -fx4 + ~.r6 
- ~.r1 + • 

½- ½cos lr = ½- ½ + ixi -~x4 + ~t' - f .rM + . 

Por tanto, la serie parnft.x) = sen2 .res 

2 23 2s 21 
scn2.r - vxi - 4!_r4 + 6!.r6 - 8!"''11 + .. 

Esta serie es convergente para -cc < x < oo. • 
Como se ha mencionado en la sección anterior. las series de potencias se pueden 

utilizar para obtener tablas de valores de funciones trascendentales. También son útiles 
para la estimación de los \'alorcs de las integrales definidas para los que no se pueden 
encontrar :rntiderivadas. El siguiente ejemplo demuestra este uso. 

Series de potencias para aproximar una integral 
definida 

: · · · t> Consulte LarsonCalcu/us.com para una version interactiva de aste fipo de ejemplo. 

Utilice una serie de potenci:1s par:i aproximar 

f e-xldr 

con un error de menos de O.O 1. 

Solución Reemplace .r con -.r2 en la serie de e' para obtener lo siguiente. 

e--~
1 

"" 1 - x 1 + ~ - ~ + ~ - · 

Sumando los cuatro primeros términos. tiene 

f e-x' tlr - 0 .74 

lo que. por el cri1erio de 13 serie ahemame. 1icne un error de menos de *6 - 0.005. ■ 
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4. 1 o Eje rci e i os ~:~st~~:.~::!~.~at com para un lutona! de ayuda y 1oluc10nH traba1adas de los eJIICICIOS con 

Encontrar una serie deTaylor En los ejercicios 1-12. utilicl' 
la definición de series de Taylor para encontrar la serie de Ta­
ylor, con cl'ntro l'II la función. 

1. /(:,;)ceh, cc O 

3. /(.r)"' cosx, e"" f 
5. /(x) • ; . e • 1 

7. /(x) ,.. In x. e .., 1 

9. /(x) • scn 3x, e• O 

10. /(x) - ln(x1 + 1). e - O 

4. /M =sen .r. 

6. /(.,)- ~ - c•2 

8. /(.,)•e'. e• 1 

11 . /(x) "' scc x. e "' O (primeros tres tém1inos difcremes de cero) 

12. /(x) = tan x. e = O (primeros tres tém1inos diferentes de cero) 

Demostración En los l'jercicios 13-16. demueslre que la Sl'rie 
de l\laclaurin pana la función rom·erge a la función para todo .r. 

13. /(x) = cos x 14. /(.x) "' e-2• 

15. /(x) • senh .r 16. /(.r) • cosh x 

Usar una serie binomial En los l'j l'rcicios 17-26. utilice la 
seril' binomial para l'ncontrar la Sl'ril' dl' l\laclaurin para la 
función. 

17. /(.r) = (1: .r)-
19. /(x) - ~ 

21 . /(x)• ~ 
23. /(.t) • ./T+x 
25. /(.r) = _¡r:¡:--:? 

18. /(.r) = (1 : .r)4 

20. /(.r)• ~ 

22. /(.r) • (2 : .r)-1 

24. /(.r) - Yl+x 
26. /(x) : JT+? 

Encontrar una serie de Maclaurin En los l'jercicios 27-40. 
encul'ntre la serie de l\laclaurin para la función. Utilice la 
tabla de serie dl' potencias pana las funciones elementales en 
la pñgina 334. 

27. /(x) - r'fl 

29. /(x) "' ln(J + .,) 
31. g(x) -= sen 3.r 

33. /(.r) -= cos 4.r 

35. /(.t) • cos .r1r. 

36. g(.r) - 2 sen x3 

28. g(.r) • l'-1, 

30. /(.r) "' ln( I + .rl') 
32. /(.r) -= sen -n::r 

34. /(.r) "" cos -n::r 

37. /(.r) "' !Cr• - e- •) = scnh .r 

38. /(x) = e• + e-• -"' 2 cosh .r 

39. /(.r) - cos2 .r 

40. /(.t) • senh- 1 x • ln(.r + ..,rxr:¡:-¡-) 

( 
• • 1 ) Sugerencia: Integre la sene para r:,-;--,· 

.,¡X-+ 1 

Encontrar una serie de Maclaurin En los ejercicios 41-44. 
encuenlrl' la serie de Maclaurin para la función. (Vea los ejem­
plos 7 y 8.) 
41. /(.r)-.rsen .r 42. h(.r)=xcosx 

43. g(x) = {se; .r, ,\' * O 

1, .r = O 
44_ / (.r) "' {arc~n .r, .r * 0 

1, .1'. = O 

Verificar una fónnula En los l'j('Tcicios 45 y 46. utili« una 
serie dl' potencias ~- el h« ho de que ¡z = - 1 para comprobar la 
fómmhi. 

45. g(.f) ,.. 'i¡cei• - e-") • sen J 

46. g(x) = ½cei• + ,.-.. ) "' cou 

Encontrar los titnninos de una serie de Maclaurin En 
los l'jercicios 47-52. encul'nl.re los cuatro primeros términos 110 

nulos de la serie de Maclnurin pnn1 In función de muhiplic11r o 
dh·idir la serie de potencias adl'<'uada. Utilice la tabln de serie 
de potencias para las íunciones elementales en la púgina 334. 
Utilicl' una herrnmienta de grafü:ación para trazar la función~· 
su correspondiente aproximación polinómica. 
47. /(x) = r' sen .r 48. g(.r) = e• cos .r 

49. h(x) • cosx ln(I + x) 50. /(r) • e·' In(! + .r) 

SI. g(x) - ~ 
1 +.r 52. /(.r) • 1 ~.r 

Encontrar una serie de Maclaurin En los ejercicios 53 y 54. 
encuentre una serie de Maclaurin parn/(x). 

53. /(.r) = L (e-1
' - 1) dt 

54. /(.r) -= L ~ dt 

Verificar una suma En los ejercicios 55-58. i·eri6quc la 
sumn. A continuación, utilice una hl'rramienta dl' graficaeión 
para aproximar la suma con un error de menos de 0.0001. 

SS. ~i
1 
(- 1)• • 1 !; = ln2 

56. ~t (-1)- [ (211 : !)!]"'sen 1 

s1. ~t~-r 
58. f (-1)"-• (-!,) -~ 

~~1 ,,. r 

Obtener un limite En los ejercicios 59-62, utilicl' las st>ries 
d~ ":pn':Sl'ntación de la función / para encontrar !~ /(x) 
(s1 existe). 

59. /(.r) • 1 - ;os X 60. /tr) • ~; X 

61. /(.r)"' ~· -~ I 62_ /(.r)"' In(.,·.: 1) 
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Aproximar de una integral En los l'jercicios 63-70, utilict' 
una serie d e potencias para aproximar el ,·alor de la integral 
con un error de menos de 0.0001. (En los ejerdcios 65 y 67, 
supongn que el intl'grando se ddine como I cuando x = O.) 

63. L1 

t'-•',fr 

64. f 1
\ 1n(.r+ l)cú 

1
1 
sen .r

1 65. ~tX 

66. L1 

cos .,1 dx 

67. f 11 
arctan .r l --« 

X 

6l!. f ' arelan x2 dx 

69. r: JI+7d.r 

70. [ :! Ji+x!dx 

Área En los l'jercicios 71 y 72, utilice una suic de polcncia.'i 
pnnt uproximar el árcn de la n-gión. Use una herramientn de 
gmficación para ,·erifica r el resultado. 

7 1. 1•/2 hcos.rdr 72. L~ cos./x,lx 

+-+-....... -.---\----+-. 
" " 3.., s.. 
i ¡ 'T T 

Probabilidad En los ejercicios 73 y 74. aproxime In probabi­
lidad normal con un error de menos de 0.0001, donde la proba­
bilidad está dada por 

1 f.' P(a < x < b) = r-.-= e-"'l1dx . 
.,¡ 2 -rr • 

73. P(O < .r < 1) 74. P{I < x < 2) 

Encontrar un polinomio deTaylor usando tecnologia En 
los ejucicios 75-78, utilice un s istenm de á lgebra computacio­
na l para encontrar el polinomio de Taylor de (!Uinlo g rado. con 
centro en e para la íunci6n. Represente gnificamenll' la íunción 
y el polinomio. Use la g ráfica para dl'terminar el intl'rvalo más 
grande en el que el polinomio es una aproximación razonable 
de la íunción. 

75. /(x) = x cos l r. e = O 

76. /(x) • sen f ln{I + .r). e • O 

77. g(x):: fi ln .r. r s 1 

78. h(x) = y¡: arelan .t. e = 1 

DESARROLLO DE CONCEPTOS 

79. Series de Taylor Escrib.1 las directrices para encontrar 
una serie de Taylor. 

80. Serie binomial Defina la serie binomial. ¿Cu:il es su 
radio de convergencia? 

8 1. Encontrar una serie Explique cómo utilizar la serie 

g(x)= r = J tl~ 

pa,:a encontrar la serie para cada función. No encuentre la 

82. ¿CÓMO LO VE? Relacione el polinomio con su 
gráfica. Las gráficas están etiquetadas (i). (ii). (iii) y 
(iv). F11ctorice un factor común de cada polinomio e 
identifique la función de la aproximación que realiza 
el residuo del polinomio de Taylor. 

(ll))'•A..? - t 

(C} )' •X + .r? + t 
,, .., 

(b) )' • x - z'f + i! 
(d)y • .r? - xl+x' 



83. Movimiento de proyectiles Un proycc1il disparado des­
de el sucio sigue la trayectoria dada por 

y• (1an 6- -'-)x -!.10(1 _ ____!::!__) 
kvoCOS 6 k? l 'oCOS 8 

donde v0 es la \'clocidad inicial. O es el ángulo de proyección. 
ges la aceleración debida a la gnl\'edad y k es el factor de fric­
ción causada por la resistencia del aire. Use la representación 
en serie de potencias 

- 1 <X< 1 

para 1•erificar que la lrnyectoria puede ser rccscri1a como 

•• (tan8)x+~+~+ k
21

'-"~ +· 
.) 21•f cos? 8 3vJ cos3 8 41•l cos4 6 

• • 84. Movimiento de proyectiles • • • • • • • • • • 

Utilice el resultado 
del ejercicio 83 para 
detenninar la serie 
de la 1raycctoria de 
un proyectil l:mzado 
desde el sucio en un 
ángulo 8 = fn. con 
una 11clocidad inicial 
de 1•0 = 64 pies por 
segundo y un factor de 
arrastredek = ft. 

85. Investigación 

/(,) • r /•'. 

Considere la función f definida por 

x+O 
.-.: • O. 

(a) Dibuje una gráfica de la función. 

(b) Utilice la vari:mte de la definición de la derivada para de­
mostrarqucf'(O) = O LAI continuaresle proceso. se puede 
dcmostrnrquef(O) = O para 11 > 1.1 

(c) U1ili1.ando el resultado en el inciso (b). eneuemre la !>trie 
de Maclaurin para/ ¿La serie conl'erge af! 

86. Investigación 

(a) Encuentre la serie de potencias centrnda en O para la fun­
c ión 

/(-.:) = ln(x:~ I)_ 

(b) Utilice una herramienta de graficación para tra,.ar / y el 
polinomio de Taylor de oclal'o grado de P,(x) para f 

(c) Complete la 1abla. donde 

r·· 1,c,' + 1) r· 
F(x) = Jo - ,-, -,11 y G(x) = Jo P8(r),il. 

025 0.50 0.75 1.00 1.50 2.00 

F(,) 

G(x) 

(d) Describa la re lación cnlre la.~ gráficas de/ y P1 y los resul­
lados c:n la tabla en el inciso (c). 

.stoclphoto.codll...,..Jacot.. 

4 .10 Series d e Taylo r y Maclaurin 33! 

87. Demostración Demuestre que lím :!'.'.. = O para cual-
quier real x. • ..... 11! 

88. Encontrar una serie de Maclaurin Encuentre la serie de 
Maclaurin para 

/{x) •In :~:: 

y determine su radio de convergcnciu. Utilice los cuatro prime­
ros lénninos de la serie para aproxim.1r In 3. 

Evaluar un coeficiente binomial En los ejercicios 89-92, 
l',·olúe l'I cOl'ficil'nte binomio) utili1.011do la íó rruula 

(
k) = k(k - l )(k - 2Xk - J) · · · (k - n + 1) 
11 11! 

donde k es un nímll'ro real, 11 es un número entero posilh·o. y 

(:)=l. 

., (;) 
91. (º;) 

,o (-,') 

92. (-,1/3) 

93. Escribir una serie de potencias Escrib.1 la serie de po­
tencias de ( 1 + x)'- en términos de coeficientes binomiales. 

9-1. Demos tración Demuestre que e es irracion:11. IS11gut'11-
cia: Suponga que e = p/q es racional (p y q son números 
enteros) y considere 

e = l + 1 + ~ + · · · + ~ + · · · .] 

95. Usar los números de Fibonacci Demuestre que la serie 
de Maclaurin pata la función 

g(.-.:) • 1-:-x2 

donde F. es el 11-ésimo número de Fibonacci con F 1 = Fz = 1 
y F. "" F,._1 + F. _a,pata11 ~ 3. 

(S11gere11cia: Escriba 

1 - _;_X = ª o + ll1X + U2X! + . 

y multiplique cada lado de esta ecuación por 1 - x - .-.:l.) 

DESAFÍOS DEL EXAMEN PUTNAM 

96. Suponga que l/i-.:)1 :s J y V ... <x)I s I para todo x sobre 

un in1er11alo de longitud de al menos 2. Demuestre que 
V'(.r)I :S 2 sobre el imervalo. 

E"e probkma í11e ~pfflldo por d Com11111« on Pnu Putnam Compeuuoo 
e ~ ~IJthrmatic-a!Aisoeiauoo oí Anieoca. Tu<lcK loti drttthol re~'ldoti . 
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E• • • d Consulle CalcChatcom para un tu1onal d• ayuda y soluciones trabl1adas de los 1erc1c10s e repaso e¡erc1c1osconnumerac1on,mpar 

Listar los tl!nninos de una s ucesión En los ejercicios 14 , 
escriba los primeros cinco ll rminos dl' In sucl'Sión. 

l. a,.= 5" 

3 .... -(-ff 
Relacionar En los ejercicios 5-8. relacione la su«-Sión con su 
gráfica. (Las gní ficas t'Stá n etiquetadas (a). (b). (c) )' (d).I 

<•>e"•. ' . ¡ ........ . 
2 ~ 6 & 10 

5. a,.= 4+~ 

7. t1
0 

= IO{O.J)"- 1 

(b) "• 
6 • 

(d) "• 

6. ,,,.=4 -½n 

•. ª· - •(-¡)"-' 

Encontrar el limite de una sucesión En los ejercicios 9 y 
10, utilice una herramienta de graficación para traza r los 1>ri­
meros 10 términos de la sucesión. Use la gnificn pa ra hacer una 
iníerencia sobre In con,·ergencia o di,·ergencin de In sucesión. 
Vl'rifique su iní"rencia analítica y. si la sucl'Sión com'"l"J!"· l'II· 
cuentre su límite. 

9. ll - ~ . " 
"~ 10. ll,. - senT 

Detenninar convergencia o divergencia En los "jucicios 
11-18, d"lerminc l:1 conwrg"ncia o dh·ergl'nria de la sucesión 
con el 11-ésimo ténnino dado. Si la sucesión co,werge. encuentre 
su límit('. 

l l. t10 -(¾r +5 

13. a~=~ 

17. ª· • J,i"'+1 - .J,, 

l2. t1.•3-,,1~¡ 

14. " · =- +, 

Encontrar el tflnnino general de una sucesión En los 
ej l'rcicios 19-22. l'SCriba una u presión para "I tfrmino 11-ésimo 
d" la suc"sión. (Hay mas de una respuesta correcta.) 

19. 3.8.13.18.23 .. 

20. -5. -2. 3, 10. 19 .. 

2
1. ~-i-~-h-iil- · 

22. ~- ~-IT>· ~- · 
23. Interés compuesto Se depositan $8000 en una cuenta 

que gana 5% de intcris compuesto trimestralmente. El saldo 
de la cuenta después de n trimestres es 

( º·º')" A,.• 8000 1 +4. 11 • l. 2 .3 .. 

(a) Calcule los ocho primeros tém1inos de la sucesión (A.J. 

(b) Determine el saldo de la cuenta después de 10 años calcu­
lando el término 40 de la sucesión. 

U . Depreciación Una empresa compra una máquina por 
SI 75J>OO. Durante los próximos 5 anos, la máquina se depre­
ciad a una tasa del 30% anual. (Esto cs. al final de cada ano, 
el valor depreciado ser:i el 70% de lo que era a principios 
de año.) 

(a) Encuentre una fóm1ula p.1ra el 11-ésimo 1érmino de la su­
cesión que da el valor V de la máquina t años completos 
después de que fue comprada. 

(b) Encuentre el valor depreciado de la m:iquina al final de 
5 años completos. 

Encontrar sumas parciales En los l'j l'rcicios 25 y 26, ('Jl. 

CU('nlre la SUC"5ió n de SUIIHIS pan-iales sl' S:, S 3, s~ )' S5. 

25. 3 + ¾ + 1 + ¾ + } + · 

26. -½ + ¼ - ½ + R, - °jz + · 

Análisis numérico, gráfico y analítico En los ejen-icios 
27-30, (a) utilice una hurami('nla de grnfü:ación para ha llar la 
sumo parcial s. indicada y complelar la tabla. y (b) use una he­
rramienta de grnfieación para traz.ar los primeros JO 1i.lrminos 
de la sucesión de sumas parciales. 



Encontrar la suma de una serie convergente En los l"j er­
cicios 3 1-34. encuenl.re la suma de la serie convergente. 

31 I(ff 
33. l [(0.6)" + (0.8)"] 

,. imr -( .. + ,¡; •• ,il 
Usar una se rie geométrica En los ejercicios 35 y 36. 
(a) l'S('riba el dcc:imal periódico como una serie gcomélrica. y 
(bJ es('.riba su suma romo el cociente de dos números enteros. 

35. o.09 36. o.64 

Usar una serie geométrica o el criterio del término 
n-é simo En los <'jl'rcicios 37-~0. utilice una seri<' geométrica 
o el criterio del tirmino11-ésimo para delerminar la com·ergen­
cia o di,·ergencia de la serie. 

37. i(l.67)" 38. 1 (036)" 

3'. f (- 1)"" 
__ 

2 
In 11 

}: 211+ 1 
40

· --o 3 11 + 2 

41 . Dista ncia Se deja caer una pdorn desde unaaltur.i de 8 me­
tros. Cada vez que cae Ji metros. rebota 0.7/t metros. Encuen­
tre la distancia total recorrida por la pelota. 

42. Interés compuesto Durante 10 años. al final de cada 
mes. se realiza un depósito de $ 125 en una cuenta que paga 
intereses al 3.5%. compuesto mensualmcn1e. Determine el 
saldo de la cuenta al final de IO años. (S11gem1cia: Util ice 
el resultado de la sección 4.2. ejercicio 84.) 

Usar el criterio de la integral o una señe p En los ejer­
cic.ios 43-48. utilice el criterio de la integral o una st'rie p para 
determina r la con,·C'rgencia o dil·ergencia de la serie. 

43. _¡ 16,1~ 1 44. f---'---__ , 11"' 

45 . • i1 *2 .. "H 
47. ~ (-'- - ~i 

.~ 1 n2 " 

Usar e l criterio de comparación directa o el criterio de 
comparación del limite En los ejercicios 49-54, utilice el crite­
rio de comparoción directa o el criterio de rom1J.1r .1ción del límite 
para dell'rminar In com·ergC'1K:ia o dh·l'rgencin de In serie. 

49 . • i! v,/_ 1 so.}:--"-
•-1 _¡;¡r:¡:-:r,¡ 

SI. .~ 1 Jn3 
1
+ 211 

SJ . • i
1 

1 ~ ~ ~ ~ ·6·· -(~(2~,t 

54
· .i1 J• ~ 5 

Ejercicios de repaso 341 

Usar el criterio de la serie alternante En los t'jt'rcieios 
55-60, utilice el criluio de la serie alternante. si aplica. para 
determinar la conH?tgencia o dh·ergencia de la serit". 

55. l (~? 
57. -~ ! ~/~ ~; 

59. J~ :~ ~';' 

56. -~J (-:;.~ ~ I ) 
58. f (-1)" ,/ñ 

•- 1 11 + 1 

60.}: (- l}" ln ,r
1 

--i 11 

Usar el crite rio del cociente o el criterio de la raíz En 
los ejercicios 61-66, ulilice el criluio del cociente o el criterio 
de la raíz para determinar la connrgencia o dh'ergencia de la 
serie. 

63. •¡I? 
6
'· l 5 

66. -~1~:;:::: :g;;= :~ 
An81isis numérico, grafico y analítico En los l'j ercicios 67 
y 68, (a) wrifiqul' (JUC la serie com·ergl'. (b) utilice una herra­
mimla de graficaci6n para hnllar la suma parcial s. indicada y 
complete In tabla. (c) use una herramienta dt" graficnci6n para 
trnzur los priml'tos IO términos de 111 sucesión de sumas patti:i. 
les. y (d) utilice la tabla para calcular la suma de la seril'. 

~ (')" 67. ¿ 11 -
•= I 5 

Encontrar un polinomio de Maclaurin En los ej l'tticios 
69 y 70. encuentre el polinomio 11-ésimo de l\'laclnurin para la 
fonci6n. 

69. /(x) • "-i., 11 • 3 

70. /(X) = CDS 1f.\'. 11 = 4 

Encontrar un polinomio deTaylor En los ejercicios 71 y 72, 
encuentre el polinomio de Taylor de tercer grado centrndo en c. 

71. /(x) • e-.L, e• O 

72. /(x) = tanx. e:: - j 

Encontrar el grado En los ejercicios 73 y 74. detl'nnine el 
grado del polinomio de Maclnurin requerido para (JUe el error 
en la aproximación de In función para el ,·alor indieado dex sea 
ml'nor que 0.001. 

73. cos(0.75) 

74. e- 0 .25 
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Encontrar el intervalo de convergencia En los ej en:icios 
75-80, encumtre el inten ·alo de com·ergencia de la serie de po­
tencias. (Asegúrese de incluir una nirificación de la com·ergen­
cin en los puntos te rminales del inter,·alo.) 

75· f (c<:_o)" 
.. -o 1 

76. i (5x)" 

,,_ i (-;tr ;;,ii· 78 . .. i1 3"(.t /~ 2)" 

79 . .. ~ o 11!(x - 2)" "'· l '' ;.'r 
Encontrar inte rvalos d e convergencia En los ej en:icios 
81 ,. 82. encuentre los inten ·alos de comugencia de (a) / (:e). 
(h)J'(:r). (c)r (x) y (d) Ifi:x) d.x. Incluya una ,·erificaeión de la 
com·ergeneia en los punlos terminales del inter,·11l0. 

Ecuaciones diferenciales En los ejen-icios 83 y 84, demues­
t re que la íunción rvprcsentada por la serie de potencias es una 
solución de la ecuación diferencial. 

83' y• nt O (- I)" 4;~:)2 

x?y•+xy'+x1y=O 

8". Y• nt (-;):,t• 
y"+ 3xy' + Jy = o 

Encontrar una serie de potencias ge ométrica En los ejer­
cieios 85 y 86, encuentre una serie de potencias geométr iea. cen­
trada en O. para la fu nción. 

85. g(.1) • 3 ~ X 

86. ll(x) • 2 !x 

Encontrar una serie d e potencias En los ej en:icios 87 y 88, 
encul'ntre una serie de potencias de la función. con centro en c. 
y dt>termine el inten ·alo de c01wergt>ncia. 

87. /(.,) = 
4 
~ x· c = 1 

88. /(,:) • 
3 
~ 

2
,. e • O 

Encontrar la suma de una serie En los ejen:icios 89-94, 
halle la suma de la serie eon,·ergente media nte el uso de una 
fondón conocida. Identifique la íuneión y uplil¡ue eómo ob­
tuvo la i;:uma. 

89. ,l (- 1t+1 4; n 

9
1. .. i0 2•

1
11! 

90 . ... iJ (-l )•+l 5;,. 
92· .. io 3::! 

93 . .. ~ o (- J)• J!n~:,)! 

94. -~ o (-1)" 3211•1(L + I )! 

Encontrar una serie de Taylor En los ejen:-icios 95-102. uti­
lice la definición de series de Taylor para encontrar la serie de 
Taylor. con eentro en e para la función. 

95. /(,:) - sen x. e - '!f 96. /(x) - cosx. e - -f 
97. /(x)""J', c= 0 

98. /(x) • csc x. c•f (primcroslrCs ténninos) 

99. /(x) - :;. e • -1 

100. /(x) = ,/X. e = 4 

101. g(x) = ,Vl+x. e = O 

102. h(x) • (l : x)l· e - O 

103. Fonnar la serie de Maclaurin Delcrminc los cuatro 
primeros términos de la serie de Maclaurin para elo. 

(a) mediante el uso de la definición de la serie de Maclau­
rin y In fórmula para el coeficiente del tém1ino 11-<!s imo. 
ll,. • Jl"l(0)/11!. 

(b) sus1i1uyendo x por 2r en la serie para e'. 

(c) multiplicando la serie para e' por sí misma, ya que 

e2' = e' · t:'. 

JO..S. Fonnar la serie d e Maclaurin Determine los cuatro 
primeros términos de la serie de Maclnurin para sen l r. 

(a) mediante el uso de la definición de la serie de Maclau­
rin y la fórmula para el eocfieiente del tém1ino 11-tsimo. 
ll,. • Jl"l(0)/n!. 

(h) sus1ituyendo x por 2,· en la serie para sen 2r. 

(e) muhiplicando por 2 la serie de sen x por la serie para 
cos x. ya que sen 2r = 2 sen x cos x. 

Encontrar una s e rie d e Maclaurin En los t>jercicios 105-108. 
encut>nlre la serie de J\'laehmrin para la runción. Utilieí' la tnb)a 
de la serie de potencias para las funciones elementales en la 
página 334. 

105. /(:e) = r" 106. /(x) = ln(x - 1) 

I07. /(.t) = sen h I08. /M = cos lt 

Obtene r un limite En los ejercidos I09 y 110. utili('e In 
representaeión de l:1s series de la fondón / pnra eneontrar 
!~ /(x) (si existe). 

109. /(x) = arcfi1 .l 

I IO. /(x) "' arc:n x 
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S 1 • ' d b I Consulto CalcChat compara un tutonal de ayuda y soluciones 0 UCIOn e pro emas traba1adasde lose¡erc1c1osconnumerac1on1mpar 

l . Conjunto de Cantor El conjunlo de Cantor (Georg Can­
tor. 1845-1918) es un subconjunto del intervalo unitario IO. I]. 
Par.t construir el conjunto de Cantor. quite primero el tercio 
medio G. f) del intcr"alo. dejando dos segmentos de recta. Para 
la segunda etapa. elimine el tercio medio de cada uno de los 
dos segmentos restantes. dejando cuatro segmentos de recta. 
E~te procedimie nto continúa indefinidamente. como se mues­

tra en la figura. El conjunto de Cantor consiste en todos los 
números en el intervalo unitario (0. I] que ;aún se conser\';an. 

t---i 
o ' 

' 
t---i 
' 1 ' 

(a) Encuentre la longitud total de todos los segmentos de rec­
ta que se eliminan. 

(b) Escriba tres números que se encuentren en el conjunto de 
Cantor. 

(e) Deje que c. denote l;a longitud total de los segmentos de 
recta que queda después de II pasos. Encue ntre..'.!!! c •. 

Usar un a sucesión 

(a) Dado que .1.!!! a '.!# = L y ,'_!,n0!/'1Jt•I = 1 •. demuestre q ue 

la,,) es con\·ergente y}!!"•• L. 

(b) Sea a, = 1 y ,10 1 = 1 + ~. Escriba los ocho pri­

meros lénninos de la. J. Use el inciso (a) para demostrar 

que}..!,~"• = Ji. 

Esto prcxluce el desar rollo en fnu:ción continua 

Ji - 1 + --'-,-. 
2 + ~ 

3. Usar una serie Se puede demostrar que 

.. i , ~ = {- [,·ea la sección 4.3. p:ígina 272]. 

Utilice este hecho para dcmos1rarque .. i i {lll ~ IF • f. 
4. Obtener un limite Sea T un triángulo equilátero con la­

dos de lo ngitud 1. Sea"• el número de círculos que pueden 
ser empacados estrechamente en II filas demro del triángulo. 
Por ejemplo. " i = 1. " i = 3 y al = 6 . como se muestra en la 
figura. Sea A,. un área combinada de los círculos"•· Encuentre 

}02.,A,.. 

5. Usar el centro de gravedad Bloques idént icos de lon­
gitud unitaria se apilan uno encima de otro e n el borde de una 
mesa. El centro de gr;n·cdad del bloque superior debe estar 
sobre el bloque por debajo de él. el centro de gra\'cdad de los 
dos primeros bloques debe estar sobre el b loque por debajo de 
ellos. y así sucesi,·amente (\'ea la figura). 

(a) Cuando hay tres bloques. demuestre que es posible api lar­
los de manera que el borde izquierdo del bloque ~ unitario 
superior se ex1ienda m:í.~ all:i del borde de la mcia. 

(b) ¿Es posible apilar los bloques de manera que el borde de­
recho del bloque superior se extienda mis all:í del borde 
de la mesa? 

(c) ¿A qu(!! distancia más all:í de la mesa se puede n apilar los 
bloques? 

6. Usa r series de potencias 

(a) Considere la serie de potencias 

.i
0

a,..r" = 1 + 2r + 1r1 +.rJ + 2~ + 1r5 + .r" + · 

e n la que los coeficientes " • = 1. 2. 3. 1. 2. 3. 1 .. .. son 
periódicos de periodo 1, = 3. Encuentre e l radio de conver­
gencia y la suma de esta serie de potencias. 

(b) Considere la serie de potencias 

7. Hallar las sumas de la serie 

(a) Detennine una serie de potencias para la función 

/(x),.. .u-' 

centrada en O. Utilice esta representación para encontrar la 
suma de la serie infinita 

.i 111!(11
1
+ 2)' 

(b) Derive la serie de potencias de/h ) = e'. Utilice el resulta­
do p.1ra hallar la suma de la serie infinita 

.. l"~l. 
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8. Usar el criterio de la serie alternante La g ráfica de la 

función 

{

l. X• 0 

f(x) = sen.x, x > 0 
X 

se muestra a continuación. Utilice el criterio de la serie alter­

nante para demostrar que la integral impropia J
1
-/(x) ,fr eon­

\'erge. 

9. Convergencia condicional y absoluta ¿ Para qué valo­
res de las constantes positi\'as a y b las siguientes series con­
vergen absolutamente? ¿Para qué valores convergen condicio­
nalmente? 

to. Demostración 

(a) Considere la sucesión de números definidos de fonna re-
cursiva. 

ª1 - 3 

ª2 = ../3 
(ll = J3 + ../! 

ª8-+I • J3""+'a. 
Escriba las aproximaciones decimales de los seis primeros 
términos de esta sucesión. Demuestre que la sucesión con­
\·ergc. y encuentre su lfmi1c. 

(b) Considere la siguiente secuencia definida de forma recur­
siva porll1 • Tt,yll,.-+ 1 • .,¡;;:¡:-;;_,dondcll > 2 . 

.,/ii, ✓ti+ .,/ii, ✓ll + J11 +../a .. 

Demuestre que esta sucesión converge. y encuentre su límite. 

l l. Demostración Sea la.} una sucesión de números posi-

ti\·os que salisface .}.!.'! (aJ11" "" L < *· r > O. Demuestre 

que la serie ~ ª~'"converge. 
.... 1 0,0 1 

l 2. Usar una serie Considere la serie infinita .. ~ i ~ • 

(a) Encuentre los cinco primeros términos de la sucesión de 
sumas parciales. 

(b) Demues tre que el criterio del cociente no es concluyente 
para esla serie. 

(c) Utilice el criterio de la raíz para probar la convergencia o 
divergencia de esta serie. 

13. Deducir identidades Deduzca cada iden1idad us.,ndo la 

serie geomé1rica adecuada. 

(a) O.~• 1.0 IOIOI0I . 

(b) O.~S = 1.0204081632. 

14. Población Considere una población idealizada con la ca­
rac1eristica de que cada miembro de la población produce una 
cría al final de cada periodo. Cada miembro tiene una vida útil 
de tres periodos y la población comien:rA, con I O miembros 
nacidos. La siguiente tabla muestra la población durante los 
primeros cinco periodos. 

Periodo 

Edad de la cría 1 2 3 4 5 

0-1 10 ID 20 40 70 

1-2 10 10 20 40 

2-3 IO 10 20 

TOlal 10 20 40 70 130 

La sucesión para la población total tiene la propiedad de q ue 
s .. - Sn- l + s .. _2 + S~- J • 11 > 3. Encuentre la población 10-

tal e n cada uno de los próximos cinco periodos. 

15. Esferas Imagínese que está api lando un número infini10 de 
esferas de radios decrecientes una encima de otra. como se 

muestra en la figura. Los radios de las esferas son I metro. 
1/ fl metros. 1/ ../3 metros. y así succsi\·amente. La_,_ esfera~ 
están hechas de un material que pes.a I newton por metro cú­
bico. 

(a) ¿Qué tan alta es esta pila infinita de esferas? 
(b) ¿Cuál es la superficie 101a l de tod.1s las esferas de la pila? 
(c) Demuestre que el peso de la pila es finito. 

16 Determinar convergencia o divergencia 

(a) Dclennine la convergencia o divergencia de la serie 

f -'--. 
.. -1 2n 

(h) Detennine la convergencia o divergencia de la serie 

J
1
(scnt -sen~). 



FORMULARIOS BÁSICOSYTABLAS DE INTEGRACIÓN 

ÁLGEBRA 

Ceros y factores de un polinomio 
Sea¡1(x} = a 11x" + a

11
_ 1.l"" - 1 + · · · + t11x + a0 un polino mio. Si p(a) = O, entonces a es un cero del 

polinomio y una solución de la ecuación p(x) = O. Además. (x - ll) es un fauur del polinomio. 

Teorema fundamental del álgebra 
Un polinomio de grado II tiene II ceros (no neccsariamc me distimos). Aunque todos estos ceros pueden ser 
imaginarios. un polinomio real de grado impar tendrá por Jo menos un cero real. 

Fórmula cuadrática 
Si p(x) = ax2 + bx + e: y O S b1 - 4<,t:·, entonces los ceros reales de p son x = (-b ± Jbl - 4llc}/ 2a. 

Factores especiales 
x 1 - a 2 = (x - a)(x + a) 

x 3 + a3 = (x + t1)(x1 - (lX + ,,2) 

Teorema del binomio 
(x + y)? = x2 + 2xy + yl 

(x + y}3 = x3 + 3x2y + 3xy2 + y1 

(x + y)4 = x4 + 4xJy + 6x1y2 + 4xy1 + .i 

.t 3 - a1 = (.t - a)(x1 + ax + a 1) 

x4 - a" = (xi - a1)(x1 + a1) 

(x _ y )1 = x1 _ 2xy + yi 

(t'" - y)3 = x 3 
- 3x2y + 3xy2 - y1 

(x - y)" = x' - 4x1y + 6x2yZ - 4xy1 + y" 

(x + yf = x" + 11x"-'y + 11(112~ 1\.n-lyl + ... + 11xy"-1 + y" 

(x - yf = x" - 11x"-'y + 11
(

11
2
~ l)x" - 2y2 - • • • ± 11xyn-l + y" 

Teorema del cero racional 
Si ,,(r) = a,.x" + a,._ 1.r"-1 + · · · + t1 1x + "º tiene coeficientes enteros. entonces todo 
cero mcim,al de ¡, es de la fonna x = r/ s. donde res un factor de a0 y ses un factor de a,.. 

Factorización por agrupamiento 
acx1 + tufr1 + bcx + bd = m ·2(cx + ti) + b(cx + tf) = (,u2 + b)(c:x + ,1) 

Operaciones aritméticas 

ah + ac = a(b + e) 

Exponentes y radicales 

a-b b-a -----
c- d d-c 

,/1 = l . ",¡,. O (ab)' = t1·~li" 

a+ b a b --= - + -
e e e 

ab;ac=b+c 

F1 



FÓRMULAS TRIGONOMÉTRICAS 

Triángulo Sector de un anillo circular 

h = asen(J 

~ 
(p = radio promedio. «cD Área = ½bl, 11' -= ancho del anillo. b (Jcn radianes) 

(Ley de los cosenos) Área= ()pw 
'-.2 = a 2 + li2 - 2<1bcos 8 

Triángulo rectángulo ¿j, Elipse 

0 (Teorema de Pi1ágoras) Área= m,b 

l .1 = "2 + b 2 ~ b Circunferencia • 21r 

Triángulo equilátero m Cono 

6 Jj, (A = área de la base) 
/¡ =2 

Volumen = ~ 
Área = ./3.{2 

' 

• 
4 ' 

Paralelogramo Cono circular recto & Área = h/J lb 7 -rrr2J, 
Volumc11=3 

-
b 

Área de la superficie lateral = 7" J ,1 + h 1 

Trapezoide 

B ,(} 
Tronco de un cono circular recto ffi 

Área=~{"+ b) Volumen - 11{r
2 + rR + RZ)J, ----:--- 1 

3 / h~. i~: 
b b 

Área de la superficie l::itcral = 1u(R + r) 

Círculo 

G 
Cilindro circular recto 

LJ Área = rrr2 Volumen = -rrr 2h 

Circunferenc ia = 211r Área de la 
superficie lateral = 21rrh 

h 

Sector circular Esfera 

@ (Ocn radianes) 

~ · Volumen = ~ rrr3 

Árca=!f Área de la superficie = 4 11r 2 

-

.f = r(J 

Anillo circular Cuña 

~ 
(p = radio promedio. @~ (A = área de la cara superior. 

w = ancho del anillo) B = área de la base) 
Área = n{R2 - r~) .._ __ ~~~~,: A=Bscc8 

= 2 11¡,w 8 

F2 Fo rm ularios básicos 



TRIGONOMETRIA 

Definiciones de las seis funciones trigonométricas 
Deft11icio11e.r para 11111riá11g11lo recuí11g 11lo, dom/e O < 8 < 1r/ 2. 

sen e - ~ cscfJ - hip 
hip op 

cos 8 = ady scc fJ = ~ 
hip ady 

tan(J = ~ cotO =ªdY 
ady op 

0° O 
Defi11icio11e.\' de fmfi111cio11el' cin·11/are.r, dmule O t!l' ctwlq11ier tÍ11g11/o. 

) ' 

8 

J;T+;'. sen 8 -_; coc 8 -¡ 
~ cos e=; scc 9 =:; 

tano =f cot O=f 

Identidades recíprocas 
1 1 1 

senx = - sec x = - tanx = -
cscx cosx cotx 

1 1 1 cscx=- cosx=- cotx=-
scn x scc x tanx 

Identidades para la tangente y la cotangente 
scn x cosx 

1an:r = - cotx=-
cosx scn x 

Identidades pitagóricas 
scn2 x + cos2 x = 1 

1 + tan2 .r = sec2 x J + cot2 .r = csc2 x 

Identidades para cofunciones 

scn(f- x) = cosx cos(f- x) = scn x 

csc(f- x) == secx t:m(f- x) == cotx 

scc(f- x) == cscx co1(f- x) = tanx 

Fórmulas para ángulos dobles 
sen 211 = 2sc1111 cos 11 
cos 211 = cos2 u - scn2 11 = 2 cos2 11- J = 1 - 2 scn2 11 

2 
2 !ali 11 

1an 11=--­
t - tan2 11 

Fórmulas para la reducción de potencias 

SCll? /1 = [ - ~os211 

., l+ cos211 
cos·11=--

2
-

ianz 11 = 1 - cos211 
1 + cos 211 

Fórmulas suma a producto 

(u+••)("-') sen 11 + sen v = 2scn -
2

- cos -
2

-

( u + ,) ("- ' ) sen 11 - sen v = 2 cos -
2

- sen -
2

-

( u + , ) (" - ' ) COS 11 + COS I' e 2 COS -
2

- COS -
2

-

Fórmulas de reducción cos 11 - cos ,, = - 2 sen(-"-;-'') sen(-"-;-') 

f scn(-x) - -scnx cos(-x) - cosx Fórmulas producto a suma 
~ csc(-x) - - cscx tan(-x) - - tan.r t SCC( -x) = sec X COl(-x) = -COI X sen II SCll I' = ½ccos(11 - v) - COS(11 + v)] 

~ Fórmulas para la suma y la diferencia cos II cos ,, ,.. ~[cos(11 _ v) + cos(11 + v)] 
-"u~ scn(11 ± 1•) - sen II cos ,, ± cos II sen,, 

cos(u ± ,,) - cos u cos v ::¡: sen II sen ,, sen II cos v = -
2
1 [sen(11 + v) + sen(11 - 1•)] 

~ 
~ tan(u ± v) = /ª; :'a:,,l::11\ cos II sen v = ½[sen(11 + v) - sen(11 - ,,)] 

º '---------------------------------' 

Formularios básicos F3 
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DERIVADAS E INTEGRALES 

Reglas básicas de diferenciación 

l . ~[rn] = rn' 

d [ " ] _ n,' - 11v' 4• dr ; - --l,?-

7. ~[,] - 1 

IO.~[e"] •e"11 ' 

IJ. ~[sen 11] = (cos 11)11' 

16. ~[cot 11] = - (csc2 11)11 ' 

19. ~[arcsen 11] = ~ 
d -11' 

22. ;¡;[arccot 11] = ~ 

25. f (senh 11] = (cos.h11)11' 

28. f(co1h11] = -(csch2 11)11 ' 

J I . .i[senh- 1 11] = - "-' -
dx .,¡'í,!"+"T 

34. J;[co1h-1 11] "" 1 :'112 

2. f [11 ± v] = 11' ± v' 

5. fJc] = O 

d 11 
8. -;¡;[1111] .. ¡;;¡(11'). 11 ,,. o 

11. ~[log.,11] • _u'_ 
<fr (In a)11 

14. iccos 11] = -(sen 11)11' 

17. -fkcsec 11] = (sec II tan 11)11' 

20. fcarccos 11] = /4 
d 11' 

23. -;¡;[arcsec 11) = lu! jii!"-=--T 

26. f [cosh11) = (senh11}11' 

29. -[f [seeh 11] = -(sech II tanh 11)11' 

32. ~[cosh-1 11) = - "-' -
dx ~ 

35. irsech-1 u]""' 1/~ 

6. ,f:-[11"] = m,"- 111 ' 

9. ¾[In 11] = ~ 

12. ~ Ja"] • (In a)u"11 ' 

15. ¾ [tan 11] = (sec2 11)11' 

18. -!/;[ese 11] = -(ese II cot 11)11 ' 

21. f carctan 11] = I : ·11? 

d -11' 

24. dr[arccsc 11] = 
1111

.jii"!""=¡ 

27. ¾[1anh 11] = (sech2 11)11 ' 

30. -fh[cschu] = -(csch11 coth11)11' 

33. f[tanh- 1 11] = I :'
112 

36. ~ [csch-1 11] • __ -_,,'_ 
dx ¡11¡J¡"+"ii! 

Fórmulas básicas de integración 

1. f k/(11) d11 = k f /(11) e/u l. f 1/(11) ± g(11)] c/11 = f /(11) c/11 ± f g(u) du 

3. Í"" = 11 + e 4. 
f ,, .. , 

11nd11 = --+ C, 
11 + 1 

11,;:. - 1 

f"" f e"c/11 =e"+ C s. - = lnlul + e 6. 

" 
7. r~ du ~ (-'-+• +e ln a 

.. J sen II t/11 = -cos 11 + e 

9. J cos 11d11 = sen u + C IO. J ,anudu = - 1n¡cos 11 I + C 

11 . f co111d11 = ln lsen11I + C 12. f sec11d11 = lnlsec11 + 1an11I + C 

13. f csc 11d11 - - ln [csc 11 + cotul + C 14. J sec2 11c/11 - tan11 + C 

15. f csc~11d11 =-COI// + e 16. J sec 11tan11,/11 =sec11 + C 

17. J csc 11 cot11d11 = -csc 11 + C IH. f c/11 u ~ = arcsen -+ C 
a - - Ir ll 

f c/11 1 11 19. - ,--,::: -arctan- + C 
ll- + 11- ll l l 

20. f--d_u - = ! arcscc l!tl + C 
11 J 11i-ui ll (I 

Fo rm ularios básicos 

~ 

" E 
_;¡ 
1:, 

~ 
,:1 

i 
~ 
! 
o 



TABLAS DE INTEGRACIÓN 

Fom1as que implican u" 

f 
,, ... 

l . 11" d11=--+C.11'4:-- I 
11 + 1 

2. J .!. ,/u= lnl11J +e 
" 

Fonnas que implican a + bu 

3. f {I ~I bu'"'= l;z(b11 - a lnla +hui)+ e 4. f (a ;
1
b11)l du = bC, ~/bu+ lnla + h111) + e 

s. f --"-du=~ [ - I ~+ a ]+c. 11'1-l.2 
(a + b11)" b· (11 - 2)(a + lm)n- . (11 - l)(a + h11)" - 1 

6. f a tbu d11 = ~[-~(2a - b11) + a2 ln ja + /mi]+ e 

1. f (a ;
2

bu)l du = ~b11 - a :\m - 2a lnla + buJ) + C 

8. f ( ,,2b )1" " = -b', [~b - 2( a2b )' + lnlu +/mi] + C a+ 11 "+ 11 a+ 11 • 

9. f 112 d 1 [ - 1 2ll 
(a+ b11)n 

11 = '¡;i (11 - 3)(a + b11)n- 3 + (11 - 2)(a + /m)n- ? ( / ' b)_, ] +c. ,,,; 1.2.3 
11 - 1 ll + 11 " 

IO. f--1
-t111 = .!.1nl-'-' -1 + e u(a + h11) t1 " + b11 11 J--1

--,111 = .!.(-'- + .!.inl-"-1) + e • 11(t1 + b11)2 ti a + lm a t1 + bu 

12. f--1
--du = _.!.(.!. + !!. inl-"-1) + e 

u2(a + h11) a u a " + bu 
13 J--1 

-d11 = _ _!_[ '' + 
21

m + 3!!.. inl-"-1] + e 
• 112(a + b11}2 a2 u(a + bu) a a + hu 

fonnas que implican a + bu + cu2
, b2 -:f= 4ac 

{ 

2 2cu+b 
14. f --'--d11 - ✓4ac - h¡ arctan J4ac - ¡J + C. 

a+ bu + cu2 
- 1 

1 
2cu + b - ~1 

✓Ir - 4ac n 2m + b + ✓b2 - 4t1c + C, 

h2 < 4<1c 

15. f --"--, du = -
2
1 (in¡,,+ h11 + c1121- b f --'--, du) 

a+b11+cw e a+hu +cw 

Fonnas que implican J a + b11 

16. f 11" Ja + b11d11 = b(2u
2
+ J) [u"(a + b11)1l 2 

- 11a f 11
11

-
1 Ja + b11 t111] 

17_ f I ti ./t, Jt1 + b11 + Ja ' 
{

~ lnl J,, + bn - ✓a¡ + e a > O 

11 J a+b11 u = 2 ~ 
,J=";¡arctan ✓ ---=-;;- + C, a< O 

18. J--'-- d11 = _ - _1 _[ Ja + bu + (211 - 3)/J f 1 ,111]. " * 1 
1/'Ja+lm t1(11-I) 11"- 1 2 ,¡i- 1Ja+b11 

T1 



f J a +bu C"7"TC f 1 19. ---d11•2va+u11+ll ~d11 
11 11.,¡<1 + hu 

f Ja+1m d - 1 [(a + b11)
1
f2 (211 - 5)b f Ju + bu I ] I 

20. -,-,.- " "" a(11 - 1) ------;¡;=.-- + --2- ~,11 . " 'F-

f 11 -2(2', - b11) 
21. J t1 + bu d11 = ~Ja + b11 + C 

22. f Jt1,:b11 d11=(in! l )b(1r" J a+b11-11a f ✓::•b11 d11) 

Fonnas que im¡>lican a1 ± u1 . a > O 

23. - ,--, <111 = - arelan - + C J 
1 1 11 

a·+ w a a 

f I f 1 1 I" -"I 24. --, d11 .,. - - ,--, t/11 = - In -- + C 
112 - ,r a· -w 2a 11+C1 

25. J (al~ 112)" d11 • 2a2(11¡ - 1) [ (a:? ± ';,:?)n-1 + (2,1 - 3) f (a2 ± 1112)" -1 d11] . 11 + 1 

Fonnas que im¡>lkan ~. ti > O 

26. J J ,r ± a· ,/11 = ½(11 J w ± cr ± a2 1nl11 + J ,,- ± ,rl) + C 

27. f 112J ,,1 ± t1
1 du = ¡(11(2112 ± a2)J111 ± a1 - a" 111[11 + j,,1 ± ,,1□ + e 

f j ,,1 + al I =--:-::, 1 ]" + P+ü'I 28. --,,-, 11 • v1r+,r-an 
11 

.+e 

f j 111 _ al 1
11

1 
29. --,,- ,l11 • J u1-,r1-aarcscc ~+C 

30. --,-d11=---+ ln11+ J,r ±a· +C f J u' ± ª 1 - J ul ± ,,, J J 

,r 11 

31. f ~ dll = 1n l11 + ¡ ,,1 ± a1
I + e 

.,¡u- ± ,r 

f 1 - 1 I"+ P+ü'I 32. ~ "11 • - ln +e 
11 .,¡ 1r + tr a 11 

-f 1 - J 11l ± al 
3~. , ~"11 = • ------r-- + e 

1r .,¡11·±tr au 

fonnasqu~implican ~ . a > O 

37. J J a1- 11i d11 • ½(11 Jal - 11l+ a2arcsen ~) +c 

f 1 1 lul 33. ~ t/11 • - arcscc - + C 
11 ..,¡ 11· - a- " a 

36. f , 1 
d11=~+ C (w ± ll?)líi ,,-j11! ± lll 

38. f 112J,r - 111 d11 • ~[11(2112 - a2) J lll - 111 + ,rarcscn *]+e 

T2 Tablas de integración 



i 39. ---d11 = ✓<11- 111-a lnt-------, + C f ~ Iª + j,,, -"'I 
11 11 

41. f Jt11
1
_ 112 d11 = arcscn ~+C 

43. f ✓,,;'~ 112 t111 =½(-11~ +a2 arcscn~) +c 

45. f ("2 - '112)-:l/2d11 = aiJa'; _ ui + C 

Fonnas que implican sen II o cos 11 

46. f scn11d11 = -cos 11 + C 

48. f scn2 11 ,Ju - ½<11 - sen II cos 11) + C 

f scn"- 1 11 cos 11 11 - 1 f 
50. scn" 11,J11 = --· --,,-·-+-,,- sen" - 211,/11 

52. f II sen II d11 = sen 11 - 11 cos 11 + C 

54. f 1111 sen 11 ,/11 = -11"cos 11 + 11 f 1111 - 1 cos uc/11 

56. f--1
- d11 = 131111 + sec 11 + C 

1 ::1: sen 11 

58. f--1 
-,/11 = lnltan11 I + e 

sen 11cos 11 

Fnnnasqucimplicanlan 11, co1 11 ,stc11 o csc11 

59. f tan II c/11 = - ln lcos 111 + C 

61. f scc11d11 = ln lscc11 + tan11I + C 

f J ai - " i - J a'i - ui " 
40. --

112
- ,111 = --,,-- - arcscn -¡; + C 

42. f--'--t111 = .=....!. 1111ª + ~1 + e 11 Jt,Z - lll l l 11 

44. f 1 - Ju' - ,,1 

11ljal - u! t/11 = ~ + C 

47. f COSll{ÍII = sen u+ C 

49. f cos211 ,J11 - ½(11 + sen 11cos11) + e 

_ f cos"- 1 11 scn11 11 -1 f , :,l. cos" 11 tlll = 
11 

+ -,,- cos"-· 11 du 

53. J 11cos 11d11 =cos11+11scn 11+C 

55. f 11' cos 11d11 = 11"scn11 - 11 f 11"- 1scn 11d11 

,1. ---,1t1 = -cot11 ::1: csc 11 + e - f ' 1 ::1: cos 11 

60. f cot II d11 = ln lscn 111 + C 

62. f ese 11 ,/11 = ln lcsc 11 - co111¡ + C f cscuc/11 = - 1n¡csc 11 + co111¡ + C 

63. f 1an2 u,Ju = -11 + tan u+ e 

65 . f scc2
11d11 = 1an11 + C 

61. f 1an" udu = 1:;~
1

1
11 

- f tan"-2ud11, 11 -:# 1 

69. sec" 11t/11 = - --- + -- scc"-211d11, 11 :;,, 1 f scc"- 2 11 1an11 11-2 ¡ 
11 - 1 11 - 1 

64. f cot2 u du = - 11 - c01 11 + e 

66. f csc2 
11 du = -cot 11 + e 

f cse"- 2 11co111 11-2 ¡ 
70. CSC" 11d11 = ---,,-_-,- + ;-=-¡ cse"-2 11 d11, 11:;,, 1 

Tablas de integración T3 



71. f-
1

-
1
-du = -

2
1(11 ± lnlcos 11 ± scn11I) + C 

± tan 11 

73. f--1
-d11 = 11 + COIII ::¡: CSC /1 + C 

1 ± sec u 

Fom1as que implican funciones lrigouométricas 

75. f arcscn 11d11 = 11arcsen 11 + ~ + C 

77. f arc1an11d11 = 11arc1an11 - In~+ C 

79. f arcsec II d11 = u arcsec u - tnlu + u-=-tl + C 

Fomias que implican e" 

81. J e" du =e"+ C 

83. J,l'e"d11 = u"e" - 11 f ,l'-1e",J11 

f 
,.. 

85. e'"' sen bu du = -,--
2

(a sen b11 - b cos h11} + C 
a-+ b 

fonnas que implican In 11 

72. J-
1 

-
1
-du = -

2

1 (11 :¡: lnlscn u ± cos 111) + C 
± COl 11 

74. J-
1

-
1
-t/11 = 11 - 13.1111 ± SCC /1 + C ± ese 11 

76. J arceos11d11 = 11arccos 11 - JT"=,i! + C 

78. f arceo111d11 = 11areeo111 + In~+ e 

80. f arccsc11d11 = t,arccscu + 1nl11 + P"=II + C 

82. f 11e" du = (11 - l )e" + C 

84. J -¡-:¡-;;c/11 = 11-ln(I +e")+C 

f 
,.. 

86. é'u cos b11 du = - ,--~ (<1 cos lm + b sen b11) + C 
a- + Ir 

81. f ln11d11 = 11(-I +ln11)+C 88. J 11ln11,/11 = f (-I +21nu)+C 

f 11' • · 
89. 1l'ln11d11 = (II + !)2[-1 + (11 + l)ln11] + C. 11 "4: - 1 

90. f (In 11)2 t/11 = 11 (2 - 2 In 11 + (In 11)2] + C 91. f {In 11)" d11 = u(ln 11)" - 11 f (In 11)11- 1 d11 

Fomias que implican funciones hiperbólicas 

92. J cosh11cl11 =scnh11 + C 

94. J scch? 11d11 = tanhu + C 

96. J scch11tanh11d11 ,.. -scch11 + C 

93. f scnh 11d11 = cosh11 + C 

95. f csch1
11 du = - coth 11 + C 

97. f csch11 coth11,lu,.. -csch11 + C 

Fomias que implican funciones hiperbólicas im·ersas (en forma logarítmica) 

98. f ~ = tn (u + ✓111 ± al) + e 
.,¡,r ± a· 

100. J--"-"- = _.!. 111" + ./,T±a' + e 
u J a1 ± 1r a 1111 

T4 Tablas de integración 



 

¿Sabías qué? Los fractales son representaciones geométricas de la teoría del 
caos, cambiantes e impredecibles, que nos invitan a pensar en dimensiones 
y teorías maravillosas que solo el estudio analítico, cualitativo y cuantitativo 
del cálculo nos permitiría entender. Es por esta razón que en esta edición de 
Matemáticas los frac tales son parte fundamental de la imagen que representa 
esta nueva colección. 

Matemáticas 11. Cálculo integral forma parte de una serie de libros 
elaborados para cubrir de manera especifica los planes de estudio de los 
cursos de matemáticas a nivel superior: cálculo diferencial, cálculo integral, 
cálculo vectorial, álgebra lineal y ecuaciones diferencia les. 

En esta nueva edición de CBlculo integral podrás estudiar: 

La integral definida y el teorema fundamental del cálculo 

Métodos de integración 

Aplicaciones de la integral 

Sucesiones y series 

Estos temas establecen una manera singular de abordar el cálculo 
mediante ejemplos, explicaciones, recursos didácticos, definiciones y demos­
traciones, las cuales se presentan de una manera clara, accesible y con un 
estilo directo y legible, lo que hacen de esta obra un clásico instantáneo. 

Acompáñanos a conocer el Cálculo integral desde una perspectiva clara 
y eficaz. 
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