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Prefacio

Bienvenidos a esta nueva version de Matematicas 1. Cdlculo diferencial. Nos enorgullece ofrecerle una nueva version revisada
y mejorada de nuestros cldsicos y exitosos libros de texto.

Esta obra forma parte de una serie de cinco libros elaborados para cubrir de manera especifica los planes de estudio de
los cursos de matematicas a nivel superior: calculo diferencial, cdlculo integral, calculo vectorial, dlgebra lineal y ecuaciones
diferenciales.

Al igual que en otras ediciones, hemos incorporado muchas de las utiles y atinadas sugerencias que usted, estimado lector,
nos hace al utilizar esta obra en sus cursos.

En esta edicion se han introducido algunas caracteristicas nuevas y revisado otras. Encontrard lo que espera: un libro de
texto pedagdgico, matemdticamente formal y accesible.

Estamos contentos y emocionados de ofrecerle algo totalmente nuevo en esta edicién, un sitio web: LarsonCalculus.com.
Este sitio ofrece muchos recursos que le ayudardn en su estudio del calculo. Todos estos recursos estdn a solo un clic de
distancia. Nuestro objetivo en todas las ediciones de este libro de texto es proporcionarle las herramientas necesarias
para dominar el calculo. Esperamos que, junto con LarsonCalculus.com, encuentre ttiles los cambios de esta edicion para
lograrlo.

En cada conjunto de ejercicios, asegurese de anotar la referencia a CalcChat.com. En este sitio gratuito puede descargar
una solucion paso a paso de cualquier ejercicio impar. Ademads, puede hablar con un tutor, de manera gratuita, dentro del horario
publicado en el sitio. Con el paso de los afios, miles de estudiantes han visitado el sitio para obtener apoyo. Utilizamos toda esta
informacién como ayuda para guiarlo en cada revision de los ejercicios y soluciones.

Heme  Aboul  Contact  Purchase

Lo nuevo en esta edicion \) LARSON

NUEVO LarsonCalculus.com

Este sitio web ofrece varias herramientas

y recursos para complementar su aprendizaje.
El acceso a estas herramientas es gratuito. e R

Videos de explicaciones de conceptos o TE Calculus Videos ;’:;;‘f:mﬁmmwnﬂf;ﬁ:’;: CALCULUS
demostraciones del libro, ejemplos para explorar, sizieviobes ol e .
vista de gréficas tridimensionales, descarga de

Calculus 100 Easy Access Study Guida

to LarsonC: com

' Worked-out Solutions

HH Interactive Examples By Aoseks Slindy GiNis

This 100% free easy access study guide requines

articulos de revistas de matemadticas y mucho mas. & Rotatable Graphs 1o usomar o passwor 0 socess the
NUEVA Apertura de capitulo ' Frieatle rape e
En cada apertura de capitulo se resaltan 3, Data Dowrioads T Your 168 s i e S8R 1
aplicaciones reales utilizadas en los ejemplos
y ejercicios. B Math Aricles
& Biographies
NUEVOS Ejemplos interactivos
Los ejemplos del libro estdn acompafiados
de ejemplos interactivos en LarsonCalculus.com.
Estos ejemplos interactivos usan el reproductor NUEVOS Videos de demostraciones
CDF de Wolfram y permiten explorar el cdlculo Vea videos del coautor Bruce Edwards, donde explica
manejando las funciones o graficas y observando las demostraciones de los teoremas de Cdlculo, décima
los resultados. edicién, en LarsonCalculus.com.



Vi Prefacio

NUEVO ;Cémo lo ve?

La caracteristica ;Como lo ve? en cada seccién presenta
un problema de la vida real que podra resolver mediante
inspeccién visual utilizando los conceptos aprendidos

en la leccion. Este ejercicio es excelente para el andlisis en
clase o la preparacién de un examen.

Comentario Revisado

Estos consejos y sugerencias refuerzan o amplian
conceptos, le ayudan a aprender cémo estudiar
matematicas, le advierten acerca de errores comunes,
lo dirigen en casos especiales o le muestran los pasos
alternativos o adicionales en la solucién de un ejemplo.

Conjuntos de ejercicios Revisados

Los conjuntos de ejercicios han sido amplia y cuidadosamente

examinados para asegurarnos que son rigurosos e
importantes y que incluyen todos los temas que nuestros
usuarios han sugerido. Se han reorganizado los ejercicios y
titulado para que pueda observar mejor las conexiones entre
estos y los ejemplos. Los ejercicios de varios pasos son
ejercicios de la vida real que refuerzan habilidades para
resolver problemas y dominar los conceptos, dando a los
estudiantes la oportunidad de aplicarlos en situaciones
cotidianas.

114 Capitulo 3 Funciones vectoriales

V3
aon=n R gk
5 3 cono z* — 4% + ¥*. Dibuje T curva,

4L vl = sen i — (é:(nx - 'E:)J + %:(N t+ ‘T’)k

42 ri) = - Zsensi+ Zeossj — « Zsentk mite (si existe).
B Pignselo  En los sjercicios 43 y 44, use un sistema algebraico 63 i fai | cosgj 1 sen k)
por afin de i Ia funcion N A
vectorial ). Para cada uth, haga una conjetura sobre l trams. 6 iy {31 1 7 1 k]
formacidn (si Ta hay) de ka gedfica de v, Use un sistema alge- PN
hraico por computadora para verificar su conjetura, 5. mn(x:‘ R 7;“% )
43, ) = 2eosti + 2sen 4 + ik I T
r{) = Zeos i+ Zsen 4 + ) o6, i {3 1 k]
) ufn) = 2{eost — i+ 2Zsenzj + 3k —t 1 =1
\
® ul) Zeossi— Isenrj + Uk &7, fim ( %j ek
© ul 2eosi—ni+ 2seni—nj — H—1k f P
. i T =ik
) ulti = Lt — 2 sen 1 + 2cos 1k 48, ,ﬂ!(‘ P k)

(e) ultl = Geos ti + fsen 1 + drk
vy =g 181 K

L Bk es continua.

(@) ulr)
&) uly)
(© uln) =i + 23 — {}* - 4l

44— 1k 1
: . x( =i+ i

@ oul) i+ - ik
@ uln i+ (-0 + M0k

oG 1

+aresen 1 + {1 — Dk

. ) - 72, 1) = Ze~i + e + Inls — Dk
Representar una grifica mediante una funcién vecto- o o
rial Fnlos cjercicios 45 a 52, represente b curva plana por me- TR e L ann ()8, VA YT
dio de una funcidn vectorial. (IEay muckas respuestas correctas.)

62, Dibujar una curva Demuestre que la (ancidn veclorial
s B = ¢ fcos i — ¢t senfj + ek se encuenta en el

Determinar un limite  Fn los ejercicios 63 a 68, evahie ¢ li-

Continuidad de una funcion vectorial  Fn los cjercicios 69
a 74, determine ol dos) intervalots) en que la funcién vectorial

154 RN

455 xts 46 =345 0 DESARROLLO DE CONCEPTOS
A7 y=iv- 2P By =4 Escribir una transformacion  En los ejercicios 75 a 78,
49, T+ yis s S -2t yi=a comsidere la funcién vectorial
S B — i i
P 25 Y o) nh =Rty Rk

Representar una gréfica mediante una funcién vecto-
rial En los ejercicios 53 a 60, dibuje la curva en el espacio

por b on de las icies. Mespus re-
presente ka curva por ina funcidn vectorial utilizando el pars-
metro dado.

Superficics Pardmetro

Shz=a4yh xty=0

Soz=224y =4

S5y 4 s x

6. 4xt + 4yt — 15 x 7 7 1
Syttt =4 xtz=2 x=1+smz
By Hyi =10, xty=4 ¥ =2+ senr
a1 zt=4, ¥y P=4 x = 7 {primer ociimte |
6031y =16, sy =4 ¥ = 1 {primer oclnte )

6L Dibujar una curva  Penmestre que la faneidn vectorial
P =+ 21 cos £ + 2 sen dl se encuentra en ef cono 45 —
¥ + 24 Dibuje la curva.

% una funcién veelorial s(/) que sea la transformacion es-
pecificada de r.

75, Una waslagién vertical tres unidag

76. Una traslacicn vertieal dos uni
77. Una traslacién horizenal dos ui
cje x negativo.

en direceien del

78 Una traslacian horizontal cineo unidades en diveccidn del
cje 3 posicivo,

79. Continuidad de una funcién vectorial Fscriba la
definicion de continuidad para unz funcién veetorial
D un ciemplo de una funcidn vectorial que esié de-

finida pero fo sea contimua en ¢ = 2

80. Comparar funciones ;Cudles de las siguientes grafi-
cas representa la misma grafica?

qar vt = {—3cost+ 1)i + 3sent + 2)j + 4k

e =4i | { 3cost U {Ssenz | 2)k

@ o) =Qeost Ui 1 { Ssent 2)j 1 4k

() rl) = {(=3cos 1+ Di+ (Ssen 2+ 2)j + 4k

;COMO LO VE? La grafica muestra una funcién
vectorial r(¢) para 0 <7< 27 y su derivada r'(z)
para diferentes valores de ¢.

y

4+

(a) Para cada derivada que se muestra en la grafica, deter-
mine si cada componente es positiva o negativa.

(b) (Es suave la curva en el intervalo [0, 277]? Explique su
razonamiento.

Cambios en el contenido

El apéndice A (Demostracion de teoremas seleccionados)
ahora se presenta en formato de video (en inglés) en
LarsonCalculus.com. Las demostraciones también

se presentan en forma de texto (en inglés y con costo
adicional) en CengageBrain.com.

Caracteristicas confiables

Aplicaciones

Se han elegido con cuidado ejercicios de aplicacién y
ejemplos que se incluyen para dirigir el tema: “;Cudndo
usaré esto?”. Estas aplicaciones son tomadas de diversas
fuentes, tales como: acontecimientos actuales, datos

del mundo, tendencias de la industria y, ademads,

estdn relacionadas con una amplia gama de intereses,
entendiendo donde se estd utilizando (o se puede
utilizar) el cdlculo para fomentar una comprensién mds
completa del material.

Desarrollo de conceptos

Los ejercicios escritos al final de cada seccién estdn
disefiados para poner a prueba su comprension de
los conceptos basicos en cada seccion, motivandole
a verbalizar y escribir las respuestas, y fomentando
las habilidades de comunicacion técnica que le serdn
invaluables en sus futuras carreras.



Teoremas

Los teoremas proporcionan el marco conceptual del
calculo. Los teoremas se enuncian claramente y estan
separados del resto del libro mediante recuadros de
referencia visual rdpida. Las demostraciones importantes
a menudo se ubican enseguida del teorema y pueden
encontrarse en LarsonCalculus.com.

Definiciones

Como con los teoremas, las definiciones se enuncian
claramente usando terminologia precisa, formal y estdn
separadas del texto mediante recuadros para una referencia
visual rapida.

Definicion de diferencial total

Siz = flx, y), y Ax y Ay son los incrementos en x y en y, entonces las diferenciales
de las variables independientes x y y son

dx=Ax y dy= Ay

y la diferencial total de la variable dependiente z es

_ 9z 9z
dz = P dx + oy dy = f,(x,y) dx + f,(x,y) dy.

Exploraciones

Las exploraciones proporcionan retos unicos para estudiar
conceptos que aln no se han cubierto formalmente en el
libro. Le permiten aprender mediante el descubrimiento e
introducir temas relacionados con los que esta estudiando
en ese momento. Explorar temas de esta manera le invita a
pensar de manera mds amplia.

Notas historicas y biografias

Las notas histéricas le proporcionan informacién acerca de
los fundamentos del célculo. Las biografias presentan a las
personas que crearon y contribuyeron al cdlculo.

Tecnologia

A través del libro, los recuadros de tecnologia le ensefian
a usarla para resolver problemas y explorar conceptos
del calculo. Estas sugerencias también indican algunos
obstaculos del uso de la tecnologia.

Agradecimientos

Prefacio vii

Proyectos de trabajo

Los proyectos de trabajo se presentan en algunas secciones
y le invitan a explorar aplicaciones relacionadas con

los temas que esta estudiando. Proporcionan una forma
interesante y atractiva para que usted y otros estudiantes
trabajen e investiguen ideas de manera conjunta.

PROYECTO DE TRABAJO [N

Arco de St. Louis

El arco de entrada a San Luis, Missouri, fue disefado utili-
wando la funcidn coseno hiperbdlico, La ecuacion utilizada
para la construccidn del arco fue

v = BRI B5YT — 68.7672 cosh 00100333,

—299.2239 = x 5 2992230

donde x ¥ v se miden en pies. Las secciones transversales
del arco son triingulos equiliteros, v (x, v) traza la rota de
los centros de masa de los tridngulos de la seccidn transver-
sal. Para cada valor de x, el drea del wridngulo de la seccidn
transversal es

A = 1251406 cosh 00003331,

{Frente: Owner's Manual for the Giteway Arch, Saint Lowis, MO,
e Willien Thaver )

(@) LA queé alura sobre ¢l
suelo estd el centro del
trisingulo mis alio? (A
nivel del suelo, v = 0.}

ih

Ol ¢ la alwra del
arcol {Nugerencia:
Para un tridingulo
equilitero, A = 33,
donde ¢ es B mitad

de Ia base del tridngulo, y ¢l centro de masa del indngulo esid
situndo o dos tercios de Io altura del trdingulo, )

(e} (Qué tan ancho es el arco al nivel del suelo”

5 & B B B B B B B B 8 "B N 8 " 8 F 8 8w

Desafios del examen Putnam

Las preguntas del examen Putnam se presentan en algunas
secciones. Estas preguntas lo desafian y amplian los limites
de su comprensién sobre el calculo.

Queremos agradecer a todos los profesores que participaron en esta obra, sus aportacio-
nes y sugerencias fueron invaluables para el desarrollo de la misma.
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Unidad 1

1.1

Numeros reales

Numeros reales y sus propiedades

Complicado entender
el infinito

Existe una cantidad infinita
numerable de nimeros natura-
les, dentro de este conjunto,
(qué hay mas, nimeros pares,
nimeros impares o los propios
naturales? jEs posible demostrar
que existe la misma cantidad
de nimeros pares, impares o
naturales!

Ernst Friedrich Ferdinand
Zermelo estudi6 en las Uni-
versidades de Berlin, Halle

y Freiburg. Las materias que
estudié fueron matematicas,
fisica y filosoffa. Recibid clases
de Frobenius, Planck, Schmidt
y Schwarz.

La letra Z para denotar al con-
junto de los nimeros enteros se
tomo en honor a Ernst Zermelo.

B Los nimeros naturales.
B Los nimeros enteros.

B Los racionales y los irracionales.

Hoy en dia somos testigos del mdximo desarrollo cientifico y tecnoldgico. Los aportes
a las principales ciencias e ingenierias deben su considerable progreso a la aplicacion
directa del Célculo Infinitesimal.

El estudio y solucién de problemas cldsicos como la velocidad de una particula, la
determinacion de la recta tangente a una curva en un punto, la razén de cambio de una
funcidn, el drea de una region y el volumen de un sélido han permitido el desarrollo del
célculo diferencial e integral.

En cualquier caso, el cdlculo basa su desarrollo en el sistema de los niimeros reales
y por esta razdn es necesario estudiar y conocer sus principales propiedades.

Iniciamos el estudio del conjunto de los nimeros reales considerando sistemas nu-
méricos mas sencillos: los nimeros naturales, los nimeros enteros, los nimeros racio-
nales y los nimeros irracionales.

Los niumeros naturales N

Se define el conjunto de los niimeros naturales como

N={1,23,45678,09,..}

Desde siempre, la necesidad de contar ha estado presente en todas las culturas, la com-
paracion entre conjuntos permitié conocer el tamafio de alguno de ellos. Pero los niime-
ros naturales proporcionaron la manera precisa y contundente de contar. Entre las pro-
piedades de los nimeros naturales debemos mencionar que todos los nimeros naturales
tienen un sucesor que también es un nimero natural y que todos excepto el 1 tienen un
antecesor que también es un nimero natural. Es decir

1. El primer elemento de los naturales es el 1.
2. Si k € N se define su sucesor como k + 1y ademds k+ 1 € N.

3. Sik e N, k # 1, se define su antecesor como k — 1 y ademds k — 1 € N.

En el conjunto N se definen dos operaciones bdsicas: la suma y el producto, las cuales
son cerradas, conmutativas, asociativas y distributivas, ademads de existir el neutro de la
multiplicacion, sin embargo, los niimeros naturales carecen de elementos neutros y de
inversos aditivos.

Un conjunto que contiene a los nimeros naturales y que resuelve este inconveniente
es el conjunto de los nimeros enteros.

Los niumeros enteros 7

Todo nimero natural es un
numero entero, N C Z.

Se define el conjunto de los niimeros enteros como

7Z=A.,-2,-1,0,1,2, ..}




Alguna vez, el metro se definié
como una diezmillonésima
parte de la longitud del meri-
diano terrestre a lo largo de un
cuadrante, este nimero no es un
ndmero entero, es un racional
(o como comunmente le 1lla-
mamos en la educacién basica:
fraccién o quebrado).

El simbolo @Q se tom original-
mente de la palabra “Quotient”.

1.1 Numeros reales y sus propiedades 3

En el conjunto de los niimeros enteros también se definen las operaciones de suma y
producto, que son cerradas, conmutativas, asociativas, distributivas y con elemento neu-
tro multiplicativo. La “ventaja” sobre los naturales es la existencia del neutro aditivo y
de los inversos aditivos, esto nos permite definir al “cero” y dar paso a la existencia de
“ndmeros negativos”. La resta de enteros se define como la suma de un nimero con el
inverso de otro.

No obstante, los nimeros enteros no se pueden utilizar para describir coémo se di-
vide la unidad en dos partes, por ejemplo. Los nimeros racionales hacen su aparicion.

Los nimeros racionales QO

Se define el conjunto de los niimeros racionales como

@zlﬁ
q

p,qEZ,in}

Todo nimero entero a puede
expresarse como el cociente %,
de manera que todo nimero
entero es un numero racional,

Z C Q.

NCzcCa.

Notacion de los
numeros decimales

El primero en utilizar una nota-
cidn sistemadtica para expresar
los niimeros decimales fue el
matematico flamenco Simon
Stevin (1548-1620). No obs-
tante, la version actual de esta
notacion se debe a Willbord
Suellius, quien vivi6 en los
Paises Bajos en el siglo XVIIL.

El papiro de Rhind

Las fracciones ya eran conoci-
das por los antiguos egipcios.
Asfi lo atestigua un papiro de
3.700 anos de antigiiedad en el
que se lefa “AH, el total y su
séptima parte hacen 19”. Este
importante vestigio histérico
fue adquirido en 1858 en una
tienda de Luxor por el anticua-
rio escocés Henry Rhind.

Algunos numeros racionales son

=

. Cualquier nimero natural.
. Cualquier nimero entero.

. Toda expansion decimal finita.

0N A W N

. Toda expansién decimal infinita y periddica.

Los ndmeros racionales encuentran su origen como cocientes de nimeros enteros. En Q,
ademads de cumplirse todas las propiedades de los enteros, se agrega la existencia de inver-
sos multiplicativos para todos los nimeros excepto el cero. Esto da origen a la operacién de
divisién como resultado de multiplicar un nimero por el inverso de otro no cero.

Como el resultado de dividir un nimero entero por el neutro multiplicativo 1 es el
mismo nimero, se verifica que todo nimero entero es un nimero racional. Se cumple la
contencién propia N C Z C Q.

Para todo nimero racional 5 es posible realizar la division aritmética de p entre g,
para obtener como resultado un numero decimal. El siguiente teorema presentado sin
demostracién expresa lo anterior.

TEOREMA 1.1

Todo nimero racional puede expresarse como una expansion decimal finita o0 como
una expansioén decimal infinita y periddica.

Una expansion decimal finita es un nimero racional

Demostrar que la expansion decimal 0.234 es un racional.

Solucidon Sea x = 0.234, entonces

x = 0.234 multiplicar por 10
1000x = 234 despejar

234
=

~ 1000
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Los numeros irracionales

Dados dos ntimeros raciona-
les cualesquiera, siempre es
posible hallar un nuevo nimero
racional comprendido entre
los dos; por ejemplo, entre m
y n estd el nimero racional
m+n - ”

5—. Sin embargo, los nime-
ros racionales no llenan toda

la recta numérica. ;Cémo
se entiende esto? Basta con
imaginar algunos nimeros que,
como 7 0 la raiz cuadrada de
2, no pueden expresarse como
fracciones. Los nimeros de esta
clase se llaman irracionales y se
“intercalan” en la recta real en
los huecos que existen entre los
elementos del conjunto Q.

Un nimero primo solo es
divisible por él mismo y por la
unidad, los primeros niimeros
primos son 2, 3, 5,7, 11, 13, 17,
19, 23,29, 31, 37, 41, 43, 47,
53,57,59,61,67,71,73,79,
83,89,97,...

Numeros reales

Observacion
En general, dada la expansion decimal finita 0.a,a,45...a, se supone

x = 0.a,a,05...a, multiplicar por 10"

10" x = a,a,a5...a, despejar
_ a,a4,a5...4,
I (0
Una expansion decimal infinita pero periodica
es un numero racional
Demostrar que la expansién decimal 0.369369369... = 0.369 es un racional.

Solucion Seax = 0.369 = 0.3693693693609..., entonces
x = 0.369369369369. ..
103 x = 369.369369369...

10° x = 369.369369369...
x = 0.3693693693609...

multiplicar por 10°

restar expresiones

999 x = 369 despejar
_ 369
7 999

Consideremos los siguientes problemas:

1. ;Cudl es la solucién de la ecuacién x*> — 2 = 0?
2. ;Cudl es la razén entre el perimetro de una circunferencia y su didmetro?

3. ;Qué valor toma la funcién (x + 1)~ para valores de x casi cero?

Se puede verificar que las respuestas son nimeros que no pueden expresarse como el
cociente de dos nimeros enteros, porque no son nimeros racionales.

La necesidad de los nimeros irracionales se presentd en problemas de geometria
de la antigua Grecia, sin embargo, fue hasta el siglo XIX que se mostraron avances
significativos a través de los estudios realizados por Karl Weierstrass, George Cantor
y Richard Dedekin. La construccién total se dio a partir de los axiomas que estableci6
Giuseppe Peano en 1889.

A pesar de que entre dos niimeros racionales siempre existe otro nimero racional,
existen “huecos” entre dos nimeros racionales que no pueden determinarse, estos son
los nimeros irracionales. Se puede definir que los nimeros irracionales son todos aque-
llos que no pueden expresarse como el cociente de dos enteros, o bien como aquellos
nimeros que tienen una expansioén decimal infinita y no periodica.

Los numeros irracionales [

Se define el conjunto de los niimeros irracionales I como el conjunto de todos los
nlimeros que no son racionales.

Algunos numeros irracionales

1. e

2.

3. /p . sip esunnimero primo.
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4. \/p + Jq,conpy qnimeros primos.

S. a + \/p,siaesunnimero racional y p un nimero primo.

Los nimeros reales R

La recta numérica se completa al unir los nimeros racionales con los niimeros irracio-
nales, son conjuntos disjuntos y mutuamente excluyentes. Hemos llegado a la definicién
de ntimero real.

Se define el conjunto de los niimeros reales como la unién de nimeros racionales e
irracionales

R=0QuUl

Se verifican las contenciones propias N C Z C Q C Rel C R.

1.2 Axiomas de los nimeros reales

Si existiera la divisién por O...

(En donde esta el error del
siguiente desarrollo?

Supongamos que a es un nlime-
ro real NO cero.

Entonces sea
a=b#0
Entonces
a’> = ab
Restando b?
a> — b*=ab — b?
Factorizando
(a+b)a—b)=>b(a—b)
“Despejando”
b(a — b)
a+b= ﬁ
“Cancelando”
at+b=>b
Y por el axioma 3, se tiene
a=0 ¢?

(Por qué?

B Axiomas de los niimeros reales, propiedades aritméticas.
B Axiomas de orden.

B Axioma de complitud o completitud.

El sistema de los ntimeros reales es uno de los conceptos fundamentales de las matema-
ticas a cualquier nivel. Un estudio mds profundo de este conjunto numérico queda fuera
de esta obra y simplemente nos limitaremos a mencionar el conjunto de axiomas a partir de
los cuales pueden derivarse las propiedades mds conocidas de los nimeros reales.

Propiedades aritméticas de los nimeros reales

Se enuncian los siguientes axiomas a partir de los cuales se desarrolla toda la teoria de
los nimeros reales.

AXIOMAS DE LOS NUMEROS REALES

Dados dos niimeros reales cualesquiera a y b se define la sumaa + b € Ry el pro-
ducto ab € R, que satisfacen los siguientes axiomas.

Axioma 1. Propiedad conmutativa de la suma
at+tb=b+a
Axioma 2. Propiedad asociativa de la suma
at+b+c)=(@+b)+c

Axioma 3. Existencia del neutro aditivo

Existeel 0 € Rtalquea + 0 = a
Axioma 4. Existencia de inversos aditivos

Para todo ndmero real a existe —a € R, talque a + (—a) =0
Axioma 5. Propiedad conmutativa del producto

ab = ba
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Axioma 6. Propiedad asociativa del producto
a(bc) = (ab)c
Axioma 7. Existencia del neutro multiplicativo
Existeel | € Rtalquea-1=a
Axioma 8. Existencia de inversos multiplicativos

leR,talquea-a ' =1

Para todo nimero real a # 0 existe a~
Axioma 9. Propiedad distributiva

alb+c¢)=ab + ac

Todas las propiedades conocidas de los nimeros reales pueden demostrarse a partir de
los anteriores axiomas, por esta razon se dice que la teorfa de los ndimeros reales es una
teoria axiomdtica.

Definicion de resta y division de nimeros reales
Se define la resta y la divisiéon de nimeros reales como sigue

l.a—b=a+ (—b)

a
2. i ab™!, siempre que b # 0
Nameros | Clasificar nimeros reales
reales
Determine cudles niimeros del conjunto
Ndmeros NUmeros 1 _5
irracionales racionales {_ 13, -5, -1, T3 0, g’ V2, m7
: son (a) numeros naturales, (b) nimeros enteros positivos, (¢c) ndmeros enteros, (d) nui-
EnterosJ Fracciones @ onal ) nd () . ional P © )
no enteras meros racionales y (e) nimeros irracionales.
(positivas Solucién
y negativas) .
a. Numeros naturales. {7}
b. NC t itivos: {0, 7}
Enteros Enteros . Numeros enteros positivo: ,
negativos positivos c. NUmeros enteros: {—13, —1,0, 7}
’—‘—‘ . . 1_5
d. NUmeros racionales: {—13, -1, 3 0, g 7}
NUmeros Cero . .
naturales e. NUmeros irracionales: {— V5, V2, '77}
Subconjuntos de los nimeros reales Los ndmeros reales se representan graficamente sobre la recta de niimeros reales.
Figura 1.1 Al trazar un punto sobre la recta de nimeros reales que corresponda a un nimero real,

estamos graficando el nimero real. El punto 0 sobre la recta de nimeros reales es el
origen. Los nimeros a la derecha del 0 son positivos y a la izquierda son negativos,
como se ve en la figura 1.2. El término no negativo describe un niimero que es posi-
tivo o cero.
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Origen
Direccion | | | | I | | | | Direccién
. T T T T v T T T T e
negatva 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 positiva
La recta de nimeros reales
Figura 1.2

Como se ilustra en la figura 1.3, hay una correspondencia biunivoca entre nimeros reales
y puntos sobre la recta de niimeros reales.

5 _
3 0.75 T H—26Ai+—+—+—+\/za—+~»
—t—t—t—F—et+—+—Ao—> _ _ _

3 o 1 0 1 5 3 3 2 1 0 1 2 3
Todo ntimero real corresponde Todo punto sobre la recta de niimeros
exactamente a un punto sobre la recta de reales corresponde exactamente a un
nimeros reales. nimero real.

Figura 1.3

Clasificar numeros reales

Grafique los nimeros reales sobre la recta de nimeros reales.

LT
"4

b. 2.3
c 2
"3

d —18

Solucion Los cuatro puntos se muestran en la figura 1.4.

7 2
-18 —- = 2.3
4 3
H\*/%—+—O—+—+—O—+—>
-2 -1 0 1 2 3
Figura 1.4
a. El punto que representa al niimero real —% = —1.75 se encuentra entre =2y —1,

pero mds cercano a —2, en la recta de ndmeros reales.

b. El punto que representa al nimero real 2.3 se encuentra entre 2 y 3, pero mas cer-
cano a 2, en la recta de numeros reales.

. 2
c¢. El punto que representa al niimero real 5 = 0.666... se encuentra entre 0 y 1, pero
mas cercano a 1, en la recta de ndmero reales

d. El punto que representa al nimero real —1.8 se encuentra entre —2 y — 1, pero mas
cercano a —2, en la recta de nimeros reales. Observe que el punto que representa a
—1.8 esta ligeramente a la izquierda del punto que representa a —.

El orden en los numeros reales

Si a y b son dos nimeros reales se dice que a es menor que b si y solo si la diferencia
b — a es un ndmero real positivo, y se escribe

a<bsiysolosi0<b—a

De la misma manera se dice que un nimero a es menor o igual que b si 'y solo si la dife-
rencia b — a es un nimero real no negativo, esto es

a=bsiysolosi0=b—a
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En la recta real, la desigualdad
a < b se representa como un
nimero a a la izquierda de un
nimero b.

Finalmente se dice que los niimeros a y b son iguales si la diferencia a — b es cero, es
decir

a=bsiysolosib—a=0

El orden natural en el conjunto de los nimeros reales se basa en comparar a cada real

con el cero y ubicarlo a la izquierda o derecha de €l segtin corresponda. En la recta real,
la desigualdad a < b implica que el nimero a estd a la izquierda del nimero b.

En los nimeros reales la relacion de orden < satisface los siguientes axiomas.

AXIOMAS DE ORDEN EN R
Seana,b € R
Axioma 10. Ley de tricotomia
Se cumple una y solo una de las siguientes condiciones
a<b, a=b, a>b
Nota: a > b significab < a
Axioma 11. Sia < b, entonces a + ¢ <b + ¢ para cualquier ¢ € R
Axioma 12. Si0<ay 0 < bentonces 0 < ab
Axioma 13. Propiedad de transitividad

Sia<byb<centoncesa<c

Definicion de los simbolos de desigualdad estricta <y >

Los simbolos < y > se conocen como simbolos de desigualdad estricta y se leen
“menor que” y “mayor que” respectivamente.

u

Definicion de los simbolos =
y = “mayor o igual que”

Los simbolos = y = se conocen como simbolos de desigualdad no estricta y se leen
“menor o igual que” y “mayor o igual que” respectivamente.

menor o igual que”

La expresion a = b abrevia los casosa<boa = b.

La expresion b = a abrevia los casos b>a o b = a.

En el siguiente teorema se muestran otras propiedades de orden.

TEOREMA 1.2 Otras propiedades de orden

. Sia<by0<centonces ac < bc

. Sia<byc<0entonces bc < ac

1

2

3. Si0<ayO<bentoncesO0<a + b

4. Si0<a<byO<c<dentoncesa + c<b +d
5

.Si0<a<by0<c<dentonces ac < bd




Ley de tricotomia

Dados niimeros reales cuales-
quiera uno es mayor que otro o
son iguales entre si.

Los nimeros reales son un
conjunto ordenado.

1.2 Axiomas de los numeros reales 9

Demostracion (1)
Si a < b entonces por el axioma 11

a—a<b—aesdecir0<b — a,ysi0<cporel axioma 12 se cumple
0< (b — a)c, luego 0 < bc — ac. De nueva cuenta por el axioma 11 tenemos
ac < bc — ac + ac, donde finalmente ac < be

Demostracion (2)
Sia<byc<0entonces 0 <b —ay0< —cporel axioma 12 se cumple

0< (b — a)—c), luego 0 < —bc + ac. De nueva cuenta por el axioma 11 tene-
mos bc < ac.

Demostracion (3)
Si0<ayO0<bentonces porel axioma 11si0<ay0+a<b+a
Por tricotomia (axioma 10) se tiene 0 <a + b.

Demostracion (4)
Si0<a<byO<c<dentoncesO0<b —ay0<d— c,porelinciso (3) de este teorema
setiene0< (b —a) + (d — ¢),luego0<b + d — (a + ¢). Finalmente a + c < b + d.

Demostracion (5)
Si0<a<byO0<c<dentonces ac < bcy bc < bd. Por tricotomia se concluye la
demostracion.

El infimo y el supremo de un
conjunto cuando existen son
unicos.

Infimo y supremo
Antes de presentar el tltimo axioma de los niimeros reales consideremos las siguientes
definiciones.

Definicion de cota superior y cota inferior

Sea A C R entonces

1. Si existe x € R tal que a < x para todo a € A, entonces x se llama una cota
superior de A y que el conjunto A estd acotado por arriba.

2. Siexiste x € Rtal que x <a paratodo a € A, entonces x se llama una cota inferior
de A y que el conjunto A estd acotado por abajo.

Definicion de supremo de un conjunto

Sea A C R acotado por arriba y supongamos que existe @ € R que satisface las si-
guientes dos condiciones

1. a es una cota superior de A.

2. Sib € R es una cota superior de A entonces a < b.

Entonces a se dice el supremo de A y tiene la propiedad de ser “la menor cota superior’.

Definicion de infimo de un conjunto

Sea A C R acotado por abajo y supongamos que existe a € R que satisface las si-
guientes dos condiciones

1. a es una cota inferior de A.

2. Sic € R es una cota inferior de A entonces ¢ = a.

Entonces a se dice el infimo de A y tiene la propiedad de ser “la mayor cota inferior”.
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Sin importar qué tan “cerca-
nos” estén dos nimeros reales,
siempre serd posible encontrar
otro nimero real entre ellos.

El conjunto de los nimeros
reales es un conjunto denso.

a b
—tt———t—et——
—1 0 1 2

a < b siy solo sia estd a la izquierda
de b.
Figura 1.5

Figura 1.6

e e

-4 -3 -2 -1 0
Figura 1.7
11
4.3
- e®
0 1
Figura 1.8
L1 _1
2 5
—f—e—f——>
-1 0
Figura 1.9
x<2
: : ] % —x
0 1 2 3 4
Figura 1.10
-2<x<3
[ ; ; ; ;
— : : : }—x

Figura 1.11

Numeros reales

Abhora si, estamos en condiciones de enunciar un ultimo axioma de los nimeros reales,
conocido como el axioma de complitud o de completitud.

Axioma 14. Axioma de complitud o completitud

1. Todo conjunto no vacio de nimeros reales acotado por arriba
tiene un supremo.

2. Todo conjunto no vacio de niimeros reales acotado por abajo
tiene un infimo.

Como un conjunto de nimeros reales puede estar formado por un solo nimero real,
entonces del axioma anterior se deduce que los reales son densos.

La densidad de los numeros reales

Una propiedad importante de los nimeros reales es que entre dos reales diferentes cua-
lesquiera sin importar qué tan cercanos estén, siempre existe otro nimero real y como
consecuencia, entre dos reales cualesquiera siempre existe una infinidad de nimeros
reales. En términos matemdticos decimos que el conjunto de los ndimeros reales es un
conjunto denso.

Geométricamente, se tiene que a < b siy solo si a estd a la izquierda de b en la recta de
nimeros reales, como se ve en la figura 1.5

Orden de los numeros reales

Ponga el simbolo de desigualdad apropiado (< o >) entre el par de nimeros reales.

a. —3,0 b. —2,—4 C.

Solucion
a. Como —3 estd a la izquierda de O en la recta de nimeros reales, como se ve en la
figura 1.6, se puede decir que —3 es menor que 0, y escribimos —3 < 0.

b. Como —2 estd a la derecha de —4 en la recta de nimeros reales, como se ve en
la figura 1.7, se puede decir que —2 es mayor que —4, y escribimos —2 > —4.

1 s S 1 .
c. Como j estd a la izquierda de 5 en la recta de nimeros reales, como se ve en la
. . 1 1 iy 11
figura 1.8, se puede decir que 7 es menor a 3, y escribimos 3 < 3.

1. 1 .
d. Como —j3 estd a la derecha de —3 en la recta de ndmeros reales, como se ve en la

figura 1.9 de deci -1 _1 bimos —% > —1
1gura 1.9, se puede decir que —35 es mayor que —3, y escribimos —3 > —5.

Orden de los nimeros reales

Describa el subconjunto de nimeros reales representado por cada desigualdad.

a x =2 b. —2<x<3

Solucion

a. La desigualdad x = 2 denota todos los nimeros reales menores o iguales a 2, como
se ve en la figura 1.10.

b. La desigualdad —2 = x < 3 significa que x = —2 y x < 3. Esta “doble desigualdad”

denota todos los niimeros reales entre —2 y 3, incluido —2 pero no 3, como se muestra
en la figura 1.11.
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La razén por la que los cuatro
tipos de intervalos de la derecha
se llaman acotados es que cada
uno tiene una longitud finita. Un
intervalo que no tiene longitud
finita es no acotado (vea abajo).

A

Siempre que escribamos un
intervalo que contenga ©© o

— oc usamos invariablemente

un paréntesis y nunca corchetes.
Esto es porque o0 y — o0 nunca
son puntos extremos de un
intervalo y, por tanto, no

estdn incluidos en €l.

Intervalos en R

Se pueden usar desigualdades para describir subconjuntos de nimeros reales llamados
intervalos. En los intervalos acotados a continuacion, los nimeros reales a y b son los
puntos extremos de cada intervalo. Los puntos extremos de un intervalo cerrado estin
incluidos en €1, en tanto que los puntos extremos de un intervalo abierto no estin inclui-

dos en él.

1.2 Axiomas de los numeros reales

Intervalos acotados en la recta de nimeros reales
Notacion Tipo de intervalo Desigualdad
[a, b] Cerrado a<x<bh
(a, b) Abierto a<x<b
[a, b) Mixto a<x<b
(a, b] Mixto a<x<b

Los simbolos oo, infinito positivo, y — oo, infinito negativo, no representan niimeros
reales. Simplemente son simbolos practicos que se utilizan para describir lo ilimitado de

un intervalo como (1, o0) o (— oo, 3].

Grdfica

Intervalos no acotados (infinitos) en la recta de numeros reales
Notacion Tipo de intervalo Desigualdad

[a, o) Infinito X=a

(a, oo) Infinito xX>a

(—oo, b] Infinito x<bh

(—o0, b) Infinito x<b

(— o0, o) Toda la recta real -0 < x < oo

| Usar desigualdades para representar intervalos

Use notacién de desigualdades para describir cada uno de lo siguiente.

a. ¢ es como maximo 2.

Solucion

a. El enunciado “c es a lo mds 2” puede representarse con ¢ < 2.

b. m es al menos — 3.

c. Toda x en el intervalo (—3, 5]

b. El enunciado “m es al menos —3” puede representarse con m = —3.

c. “Toda x en el intervalo (—3, 5]” puede representarse con —3 < x < 5.
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I Interpretar intervalos

D¢ una descripcién verbal de cada uno de los intervalos siguientes.

a. (—1,0) b. [2, o) c. (—o0,0)
Algunos autores denotan Solucién
los extremos de un intervalo a. Este intervalo estd formado por todos los nimeros reales que sean mayores a —1 'y
abierto con puntos “huecos” menores que 0.

y los extremos de un intervalo

. b. Este intervalo estd formado por todos los niimeros reales que sean mayores o iguales a 2.
cerrado con puntos “rellenos”.

c. Este intervalo estd formado por todos los nimeros reales negativos.

Como conjuntos de nimeros reales, los intervalos se pueden operar con el dlgebra de
conjuntos estandar. Esto es, es posible realizar operaciones de unioén, interseccién, com-
plemento, diferencia, etcétera.

I Operaciones con intervalos

Determine el conjunto de nimeros reales definido por (—1, 6] N [2, 10) y por
(—1,6] U[2,10).

Solucion

Los intervalos son conjuntos, de manera que, utilizando operaciones de conjuntos se
tiene:

(—1,61N[2,10) = {x| ~1<x=6} N {x]2=x<10} = {x[2=x=6} = [2, 6]
(—1,6]U[2,10) = {x| ~1<x=6} U {x|2=x<10} = {x| -1 <x< 10} = (—1, 10)

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

1 .2 EierCiCiOS con numeracion impar.

VOCABULARIO Llene los espacios en blanco.

1. Un ndmero real es si se puede escribir como la razén P entre dos enteros, donde g # O.
q

. Los nimeros tienen representaciones decimales no periddicas infinitas.

. El punto O sobre la recta de nimeros reales se llama

_ W N

. La distancia entre el origen y un punto que represente un nimero real en la recta de nlimeros reales es el
de los nimeros reales.

. Un ntiimero real que se pueda escribir como el producto de dos o mas nimeros primos se llama nimero

. Un entero que tenga exactamente dos factores positivos, el entero mismo y 1, se llama nimero

N SN

. Una expresioén algebraica es un conjunto de letras llamadas y niimeros reales llamados
8. Los de una expresion algebraica son aquellas partes separadas por adicion.
9. El factor numérico de un término variable es el del término variable.

10. La dice que si ab = 0, entoncesa = 0o b = 0.

HABILIDADES Y APLICACIONES

En los ejercicios 11-16, determine cudles nimeros del con- 11. {—9, —%, 5, %, \/i 0,1, —4,2, — 11}
junto son (a) nimeros naturales, (b) nimeros enteros, (c) 12. {ﬁ’ -1, _%, 0, 3'12,%’ -3, 12, 5}

f:nter'os (neg. y pos.), (d) nimeros racionales y (e) nimeros 13. {2.01,0.666 . . .. 130010110111 . . .. 1. —6}
irracionales.



14. {2.3030030003 . . .,0.7575,—4.63,/10, =75, 4}
15. {—m —3%1/2,-75,-1,8,-22}

16. {25, —17, =2, /9,3.12,3m, 7, —11.1, 13}

En los ejercicios 17 y 18, grafique los ndimeros reales en la
recta de ndmeros reales.

17. () 3 (b) 2 (¢ —% (d —52

18. (a) 85 (b) 3 (o) —475 @) -3}

En los ejercicios 19-22, use una calculadora para hallar la

forma decimal del nimero racional. Si es un decimal no fini-
to, escriba el patrén repetitivo o periddico.

19. 2 20.
41
21. 3% 22,

‘c\ W=

—_
—_

En los ejercicios 23 y 24, aproxime los nimeros y ponga el
simbolo correcto (< 0 >) entre ellos.

23. —eo—t f f f

]
T

3

SN 3

24 | ® | | | P | |
. T Ad T T & T T

-7 -6 5 -4 3 2 - 0

En los ejercicios 25-30, localice los dos niimeros reales en
la recta de niimeros reales. A continuacion, ponga el simbolo
apropiado de desigualdad (< o >) entre ellos.

25. —4, -8 26. —3.5,1

27. 3,7 28. 1,7
52 8 3

29. §.3 30. —7, —3

En los ejercicios 31-42, (a) haga una descripcion verbal del sub-
conjunto de los nimeros reales representados por la desigualdad
o el intervalo, (b) trace el subconjunto en la recta de nimeros
reales, y (c) diga si el intervalo es acotado o no acotado.

3l.x<5 32.x = -2
33.x <0 34. x> 3
35. [4, o0) 36. (—o0,2)
37. 2 <x<?2 38.0<sx<5
39. -1 =x<0 40. 0 <x =<6
41. [-2,5) 4. (—1,2]

En los ejercicios 43-50, use notacién de desigualdad y nota-
cion de intervalo para describir el conjunto.

43. y es no negativo.

44. y es no mayor a 25.

45. x es mayor a —2 y a lo més 4.
46. y es al menos —6 y menor que 0.
47. tes al menos 10 y a lo mds 22.

48. k es menor que 5 pero no menor que —3.

1.2 Axiomas de los numeros reales 13

49. El peso del perro, W, es mds de 65 libras.

50. Se espera que la tasa anual de inflacién, r, sea al menos
2.5% pero no mayor a 5%.

51. Demuestre que la division por cero no existe.

En los ejercicios 52-59, exprese los racionales dados en forma
decimal

52. 2 53. 2
54. 5 55. 32
56. = 57. 308
58. 31 59. 3%

En los ejercicios 60-71, escriba los nimeros decimales dados,
si es posible, en forma de fraccion.

60. 0.246824682468...

61. 3.14161592

62. 0.1001001001001001...
63. 0.718888888...

64. 2.2181818181

65. -1.4717171...

66. 0.19999...

67. 0.003434343...

68. 12.12121212...

69. 0.321321321...

70. 0.12345678901234567890...
71. 4.044044044...

72. Determine el menor natural, el menor entero positivo, el
menor racional positivo y el menor irracional positivo.

73. Demuestre que 7 es irracional.

74. Demuestre que J2 es irracional.

75. Demuestre que la raiz cuadrada de un nimero primo es
irracional.

76. Determine un racional que aproxime a 7.

77. Demuestre que la suma de dos racionales es otro racional
pero que la suma de dos irracionales no necesariamente
es un irracional.

78. Demuestre que entre dos racionales diferentes cuales-
quiera siempre existe otro racional.

79. Demuestre que entre dos irracionales diferentes cuales-
quiera siempre existe otro irracional.

80. Demuestre que entre dos reales diferentes cualesquiera
siempre existe otro real.

81. Dados x, y € R, si x <y ordenar los ndimeros x, y, \/E

xty
7

En los ejercicios 82-87, determine si el resultado es un nud-
mero racional o irracional.



14 Unidad 1 Numeros reales

82. (V3 +2y 100. (—10, 15)
83. (V5 +5)(\5-5) 101. (—4, —50]
84. Jm 102. [4, 8]

85. (Vm+m) 103. [—1,5)
86. 104. (—°, —m)
87. (V3 +42) 105. (—, 3]
88. Demuestre que el producto de dos ndmeros pares es par. 106. (1, )

89. Demuestre que el producto de dos impares es otro 107. [-6, %)

impar. En los ejercicios 108-120, realizar las operaciones con inter-
90. Demuestre que si n es par entonces n” es par. valos indicadas.
91. Demuestre que si n es impar entonces n” es impar. 108. (1,71 U (—10, 4)

92. Demuestre que el producto de un racional y un irracional 109. (—, 3] U (—4, 2]
es un irracional. 110. (—%, 7] U (=5, ®)

En los ejercicios 93-99, determine si existen, el infimo y el supre- 111, (-6, 7] N (=2, 5)
mo para cada uno de los conjuntos dados. A = {2, 4,6, §, 10}

93. A =1{0.2,0.29,0.299, ...}

94. A={1,3,%% ..}

95. A={1,1-51-31-14 .}
96. A={1, 11,111, 1.111,...}
97. A={1,3,5,7,9,...}

98. A={x|x=(-1y,neZ}
9. A={x|x=1neZ}

112. [[0,4] N (=2, 1]

113. (=, 11N (—3,3)

114. (1,81 U (—3.2)) N [0, 1)
115. (1,51 N (=2, 3))°

116. [—5, <) — (3, 10]

117. R —((2, 8] U (—1, 5))
118. R —(—o, —5)

En los ejercicios 100-107 represente graficamente cada uno
de los intervalos dados. 120. ((=7,31 U (=5, 7)) N [3, 10]

1.3 Desigualdades y valor absoluto

B Resolver desigualdades lineales.
B Resolver desigualdades cuadraticas.
B El valor absoluto y sus propiedades.

B Desigualdades con valor absoluto.

En esta seccion estudiaremos dos conceptos fundamentales en el célculo infinitesimal,
el concepto de desigualdad (o inecuacidn) y el concepto de valor absoluto.

Desigualdades

Utilizando las propiedades de orden de los niimeros reales, iniciamos con la definicién
de desigualdad.

Definicion de desigualdad en una variable

Una desigualdad en una variable es una expresion de la forma f(x) < 0, donde < es
cualquiera de las relaciones de orden <, >, = 0 =.
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Resolver una desigualdad significa determinar el conjunto de nimeros reales que la sa-
tisfacen. Una desigualdad o inecuacién tiene infinitas soluciones en forma de intervalo
o unién de intervalos de nimeros reales.

Para resolver una desigualdad se utilizan los axiomas de los niimeros reales y el
dlgebra que de ellos se desarrolla, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

Resolver la desigualdad —3x + 2<4x + 10

Solucién
“3x+2-2<4x+10-2 Por el axioma 11 sumar —2
—3x<4x +8 Simplificar
—3x—4x<4x—4x+8 Por el axioma 11 sumar —4x
—7x<8 Simplificar
—% (—7x) 3= %(8) Teorema 1.2 inciso 2, multiplicar por — %

Simplificar
De manera equivalente

En forma de intervalo B

Resolver la desigualdad —x+ 5 < —-6x— 7

Solucién
—x%+5—=5=—-6x=7—35 Por el axioma 11 restar 5
—x=—6x—12 Simplificar
—x+6x=—-6x+6x—12 Por el axioma 11 sumar 6x
Sx=-12 Simplificar
%(Sx) = %(— 12) Por el Teorema 1.2 inciso 1, multiplicar por %
xX=- 15—2 Simplificar
X € (—00, —%] En forma de intervalo B

: 2x
Resolver la desigualdad 4 <

2 =8
Solucion

4(4) <( x4— )(4) = (8)4 Teorema 1.2 inciso 1, multiplicar por 4
16<2x—8=32 Simplificar

16 +8<2x—8+8=32+38 Por el axioma 11 sumar 8

24 <2x =40 Simplificar

%(24) < %<2x) = %(40) Teorema 1.2 inciso 1, multiplicar por%
12<x=120 Simplificar

x € (12, 20] En forma de intervalo
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5 o
Resolver la desigualdad -3 <

=7
Solucioén
5 —
2(—=3)<2 (—2£> =2(7) Teorema 1.2, inciso 1, multiplicar por 2
—6<5—x=14 Simplificar
—6—-5<5-5-x=14-5 Por el axioma 11 restar 5
-11<—x=9 Simplificar
—(— 11} > —(—x) = —(9) Teorema 1.2, inciso 2, multiplicar por —1
Il1>x=-9 Simplificar
—-9=x<l11 De manera equivalente
xe[—9,11) En forma de intervalo

Resolver la desigualdad x> — 3x + 2> 0

Solucion

Al factorizar la desigualdad x* — 3x + 2 > 0, tenemos (x — 1)(x — 2) > 0.

Si consideramos la parte izquierda de la desigualdad como el producto de dos fac-
tores, este producto es positivo, lo cual ocurre cuando los factores son del mismo signo.

Se tienen los siguientes casos.
Caso1Si(x—Dx—2)>0

Entoncesx — 1>0yx—2>0
Dedondex>1yx>?2

=
N
BN
=

() (b) (0)
Figura 1.12

El conjunto solucién de estas dos desigualdades como se muestra en la figura 1.12a es
(1,2) N (2, %) = (2, =).

Caso2 Si(x — )(x—2)>0

Entoncesx — 1<0yx—2<0
Dedondex<1lyx<?2

El conjunto solucién de estas dos desigualdades es (=, 1) N (=%, 2) = (==, 1),
ver figura 1.12b.

La solucién de la desigualdad se obtiene al unir las soluciones obtenidas en los
casos 1y 2. Es decir la solucién es el conjunto x € (—2, 1) U (2, ). Figura 1.12c.

Resolver la desigualdad x> —= x -6 =0

Solucion

Al factorizar la desigualdad x> — x — 6 < 0, tenemos (x — 3)(x + 2) = 0.



or 2

or —1

os fac-
) $1gno0.

12aes

—a:’ 1),

 en 1os
11.12¢.

Figura 1.13

fx)>0

/f(x) >0
- x

fx) <0

Figura 1.14

f(.r—)‘< 0
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Si consideramos la parte izquierda de la desigualdad como el producto de dos fac-
tores, este producto es menor o igual a cero, lo cual ocurre cuando los factores son de
signos diferentes o cero.

Se tienen los siguientes casos.

Caso1 Six—3)(x+2)=<0
Entonces x —3=0yx+2=0
Dedondex=3yx= —2

El conjunto solucién de estas desigualdades es (—o, 3] N [—2, ) = [—2, 3], ver
figura 1.13.

Caso2 Si(x—3)x+2)=<0
Entonces x —3=0yx+2=0
Dedondex=3yx= -2
El conjunto solucién de estas dos desigualdades es (—o, —2] N [3, ®) = &,

La solucién de la desigualdad se obtiene al unir las soluciones obtenidas en los
casos 1 y 2. Como puede observarse en la figura 1.13, la solucién es el conjunto
xe[-2,31UB=[-2,3] &

-4
Resuelva la desigualdad =
X+ 2

=4

Solucion

-4 . .l .
“5 = 4, se tienen los siguientes dos casos dependiendo

Considerando la desigualdad
del signo del denominador.

Caso 1 Six + 2> 0 (obsérvese que no se puede dar el casox + 2 = 0)
Entoncesx —4=4(x +2)conx> —2

De maneraque —3x =12y x> —2

Dividiendo por —3, tenemos x = =4y x> —2

Esdecirx € (—%, —4]N[-2, %) =

Caso 2 Six + 2 <0 (obsérvese que no se puede dar el caso x + 2 = 0)

Entoncesx —4 =4 (x +2)conx< —2

De manera que —3x = 12yx< —2

Dividiendo por —3, tenemos x = —4yx< —2

Es decirx € [—4,%) N (=%, =2) = [—4, —2)

Finalmente, la solucién es la unién de los intervalos solucién obtenidos en los dos
casos, es decir

x e [~4, -2 UD = [4,~2)

Otra manera de resolver una desigualdad es a través de un andlisis gréfico.

Para esto, es necesario recordar que dada una funcién f(x) los puntos de corte de su
grificay el eje x se determinan resolviendo la ecuacién f(x) = 0. Ademds de considerar
que si f(x) > 0 entonces la gréfica estd por “arriba” del eje x y si f(x) < 0 entonces la
gréfica estd por “abajo” del eje x. Ver figura 1.14.
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Resolver la desigualdad x* + 7x + 10 = 0

Solucion
-5 2 o Los puntos de corte de la gréfica de f(x) = x* + 7x + 10 = (x + 2)(x + 5) y el eje x son
x=-2yx=-5.

La gréfica de la funcién puede observarse en la figura 1.15.
Se verifica que f(x) = (x + 2)(x + 5) = O en el intervalo (=%, —5) U (=2, )
Figura 1.15 (También puede observarse que f(x) = (x + 2)(x + 5) < 0Oen [-5, —2].

Valor absoluto de un nimero real

En la seccién anterior se establecié que a cada niimero real se le asocia un tnico punto
de la recta real considerando la distancia entre el origen (el cero) y el nimero dado. Esta
distancia también se conoce como el valor absoluto o como la magnitud del nimero.
Formalmente se tiene la siguiente definicidn.

Definicion de valor absoluto de un niumero real

Si x es un nimero real, se define el valor absoluto de a como
a si a=0
la|= ,
—a si a<0

Algunos valores absolutos

1.]5]=
2.10/=0
’ La;
x| = s x=0 siz
4.—_: e
x| siox<0 los
est
1 Si x=0 tos
—=7 si x<0 .

Definicion de distancia entre dos nimeros

Sia, b € R, se define su distancia como|a — b|

Propiedades del valor absoluto

En el siguiente teorema se enuncian las propiedades més importantes del valor absoluto.
La demostracion se deja como ejercicio al lector (es suficiente aplicar la definicién de
valor absoluto).



je x son

oo).

0 punto
lo. Esta
imero.

soluto.
16n de

Las propiedades anteriores
siguen siendo vélidas al cambiar
los simbolos de desigualdad
estrictos < y > por los no estric-
tos=y=.
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TEOREMA 1.3 Propiedades del valor absoluto

1. |a|=0
2.|a|=0siysolosia=0
3.|a[=]~a]
4.|ab|=|a||b|

al _|a
5. |2 =H, Ib|# 0

Desigualdades y valor absoluto

En el siguiente teorema se presentan las propiedades del valor absoluto en las des-

igualdades.

TEOREMA 1.4 Propiedades del valor absoluto
1. |x|<asiysolosi—a<x<a
2. |x|>a siysolosix< —aox>a
3.|x+y|=|x|+|y| Desigualdad del tridngulo
4 x=<|x|y —x=|x|
xX=y si x=0
5. Siy =0, entonces | x| =y siy solo si ‘
—x=y si x<0
Demostracion (1)
Por definicién, si|x|< a entonces se tienen los siguientes casos:
x<a si x=0
) Multiplicar por —1
—x<a si x<0
x<a si x=0
Aplicar transitividad

x>—a si x<0

—a<x<a Paratodax e R
Demostracion (2)
Por definicién, si|x|> a entonces se tienen los siguientes casos:

x>a si x=0
Multiplicar por —1

—% > d si x<0

{ x>a si x=0

x<—a si x<0

Es decirx< —aox>aparatodax € R

La demostracion de las propiedades restantes se asignan al lector como ejercicio.




20 Unidad 1 NuUmeros reales

Resolver la desigualdad | 2x — 8| < 16

Solucion
|2x — 8|< 16 Teorema 1.4, inciso 1
—-16<2x—8<16 Por el axioma 11, sumar 8 a cada rama
~16+8<2x—8+8<16+8 Simplificar
—8<2x<24 Teorema 1.2, multiplicar por %
-8 (%) <2 (%) x<24 (%) Simplificar
—4<x<12 En forma de intervalo
x e (=4, 12) |

Resolver la desigualdad | f(x) — L|< ¢

Solucion
|fx) = L|<e Teorema 1.4, inciso 1
—e<f(x)—L<e Por el axioma 11, sumar L a cada rama
L=e<fx)—=E+L<L+& Simplificar
L—e<f(x)<L+ e En forma de intervalo

fx)e(L—¢,L+¢)

Resolver la desigualdad | x — a|< §

Solucion
|x—al<é Teorema 1.4, inciso 1
—8<x—a<é Por el axioma 11, sumar a y simplificar
a—6<x<a+t?d En forma de intervalo

xe(a—2¥8,a+d) |

Resolver la desigualdad | -3x + 3| = 18

Solucion
|=-3x+3|=18 Teorema 1.4, inciso 1
—18=-3x+3=18 Por el axioma 11, restar 3 a cada rama I

—18-3=-3x+3-3=18-3  Simplificar

—21=-3x=15 Teorema 1.2, inciso 1, dividir por —3 Eil
1_23—1 > __—3; > % Simplificar z
TzZzx=—5 Reordenar 4:
—S=x=7 En forma de intervalo 5
x e [-57] 6.

e
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Resolver la desigualdad |2x + 10| > 4

Solucién
[2x + 10|>4 Teorema 1.4, inciso 2, se tienen los si-
guientes dos casos
¢ 2x+10>4, 2x+ 10<—4 Resolver estas desigualdades
2x>—6, 2x<—14 Simplificar
x>=3, x<=17 En forma de intervalo
x € (=%, =7) U (=3, ) “
- Resolver la desigualdad |[-2x + 15| =5.
Solucion
|—2x + 15| =5 Teorema 1.4, inciso 2, se tienen los
siguientes dos casos
—2x 1525, =2x+15==5 Resolver estas desigualdades
e —2x=-10, —2x=-20 Simplificar
»=5 x=10 En forma de intervalo
" x € (=, 5) U (10, =) 7
Resolver la desigualdad |4x + 5| = x + 11.
Solucion
|4+ §|=x+ 11 Teorema 1.4, inciso 2, se tienen los
siguientes dos casos
car
4x+5=x+ 11, 4x+5=—(x+ 11) Resolver estas desigualdades simultdnea-
mente
3x=6, 5x=-16 Simplificar
x=2, = —% En forma de intervalo
1a

En los ejercicios 1-10, evalie la expresion.

L |-10] =3

2. [0 3]

3. 13 - g 8. —3|-3]

4.4 -1 9.|Xi;l, x<—2

S =1 = |-2| o
k— 1

6- ‘3 - |—3| 10- , X > 1
x—1

m‘ e TS
|
|
I
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En los ejercicios 11-16, ponga el simbolo correcto (<, > 0 =)
entre los dos nimeros reales.

1. -3 —|-3|
12. |-4] |4
13. -5 —|5|
14. —=|-6|  |-6|
5. —|-2| -2
16. —(—2) =2

En los ejercicios 17-22, encuentre la distancia entre a 'y b.

17. a = 126,b =75

18. a = —126,b = —75
19.a=-3,b=
20.a=5b=14

16, 112
21.(1"5,b"‘75

22. a=934,b = -5.65

En los ejercicios 23-26, use notacién de valor absoluto para
describir la situacion.

23. La distancia entre x y 5 es no mayor a 3.
24. La distancia entre x y —10 es al menos 6.
25. y estd al menos a seis unidades de 0.

26. y estd como mdximo a dos unidades de a.

En los ejercicios 27-54, resolver la desigualdad indicada, dar
la solucién en términos de intervalos y representarla en la
recta real.

27. 2x< 10 — 3x

28. 6x —2<12 — 9%«
29. 3x +10>20 — 4x
30. 2x+4)>4x—5
3. 32x—5=2-(5x+6)
32.%x—7.<_5x*_%

33. ﬁx+426(1—%x)
M. —-1<6x+20<7
35. -3<20-9x =<6
36. —20=11 —4x<6
37. 8=10—x=1
38. —3x — 10< 21 + 8x
39. x+9x—4)<0
40. 6(x — S)(x —4)>0
41. 4 -0 +8) =0
42, -3x+5x -9 =0
43. >+ 18x+80=<0
4. 22+ x—-1=0

45. x*<x+2

46. x> +2x—3=0

47, 6x> + 54x <0

48, —x> 4+ 8x<0

49, x? <81

50. (x + 3)(x — 1)(x — 3)<0
5L 2(x—~5=0

52. 222 +5x<—x*+1

53. 3>(x—1)7?

54. senx = cos x

En los ejercicios 55-74, resolver la desigualdad mostrada, dar

la solucién en términos de intervalos y representarla en la
recta real.

x—4>
x+9
+6

55. 0

X

56'x—6<

XxX—5
<

57. =0

x+8
2x+3>
x—3
x=3
X
2x+ 1
=-1
3x—4

8.

59.

=-2

60.

61. —

62.

63. —
o

64.

65.

v

=

=+

-
Rm %W =

66.

v

|
)

1 2
x+1 %42

68. x2—3x+2>0
x+3 X
>
2—~% x4l

2~ 4x +
g, XT3 s

x—3x—4

Rl= %
IA

67.

69.

n, ——=

72.

B b

8s.

86.

87.

88.

89.
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91.

92.
93,
94,
95

96.

97.

o =
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En los ejercicios 75-91, resolver la desigualdad mostrada,
dar la solucién en términos de intervalos y representarla en
]a recta real.

75. 23> — 9%+ 1> -3
76. 3x*=7Tx — 4
77. 16<|x — 6|

78. 20 + 5| = 15
79.1 - 2x|= 3

80. | —3x—4|=12

812 —x|=5

82.|2x+1|=x+5
83. |3 - x|<—-2x+4

+
84.1S3x 2
x=3
6x+3‘
85. =3 12
1x+3
86. o =10
87. —x+6\<4
X
7
88.4—2x_1}27
89. =
9 x_2<10
2 — 3
90.
14+x -l
Sx =2
91.
x+4 8

92. Demuestre que si a # 0 entonces a> > 0.
93. Demuestre que si|x|=< 1 entonces x> < x.
94. Demuestre que si|x|= 1 entonces x> = x.

95. Suponiendo que 0 < a < b < ¢ resolver
X*+(@—byx—ab

b, o ol 1 =1
96. Si a, b, ¢, d > 0 son nimeros reales tales que % < (Ei
a a+tc c¢
b b+d d

demuestre que
97. Cuandouna persona viaja por la autopista de Pensilvania,
pasa el sefialamiento de distancia 57 (en millas) cerca de
Pittsburgh y luego el 236 cerca de Gettysburg. ;Cuéntas
millas ha recorrido durante ese tiempo?

1.3 Desigualdades y valor absoluto 23

98. La temperatura en Bismarck, Dakota del Norte, era de
60 °F al mediodia, luego 23 °F a medianoche. ;Cuél fue
el cambio en temperatura en el periodo de 12 horas?

VARIANZA EN PRESUPUESTO En los ejercicios 99-102,
el departamento de contabilidad de una compafifa embotella-
dora de bebidas para deporte estd comprobando si los gastos
reales de un departamento difieren, en més de $500 o en més
de 5%, respecto de los gastos presupuestados. Llene las par-
tes faltantes de la tabla y determine si cada gasto real pasa el
“examen de varianza de presupuesto”.

Gasto Gasto
presupuestado, real, a  |a — b| 0.05b
b la = b| 0.05b
99. Sueldos $112700  $113 356
100. Utilidades  $9400 $9772
101. Impuestos $37 640 $37 335

102. Seguros $2575 $2613

DEFICIT FEDERAL En los ejercicios 103-108, use la gréfica
de barras, que muestra la recaudacién del gobierno federal
(en miles de millones de délares) para afios seleccionados de
1996 a 2006. En cada ejercicio se indican los gastos del go-
bierno federal. Encuentre la magnitud del excedente o déficit
para el afio. (Fuente: U.S. Office of Management and Budget)

24073

2025.5

1853.41880.3 |

Recaudacion
(miles de millones de délares)

1996 1998 2000 2002 2004 2006

Afio
Afio  Recaudacion Gastos |Recaudacion —
Gastos|
103. 1996 $1560.6 miles de millones
104. 1998 $1652.7 miles de millones
105. 2000 $1789.2 miles de millones
106. 2002 $2011.2 miles de millones
107. 2004 $2293.0 miles de millones
108. 2006 $2655.4 miles de millones
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1.4 Introduccion al algebra :

j B Expresiones algebraicas.
B Reglas bsicas del algebra.

B Numeros primos.

Expresiones algebraicas

Una caracteristica del dlgebra es el uso de letras para representar nimeros. Las letras
son variables, y las combinaciones de letras y nimeros son expresiones algebraicas.
A continuacién veamos unos ejemplos de expresiones algebraicas

4

5/, 2 _3, Py )
* * x=+32

Tx +y

Definicion de expresion algebraica

Una expresion algebraica es un conjunto de letras (variables) y nimeros
reales (constantes) combinados que usan operaciones de adicidn, sustraccion,
multiplicacién, divisién y exponenciacion.

Los términos de una expresion algebraica son las partes que estdn separadas por adi-
cion. Por ejemplo,

¥2—-5x+8=x2+(-5x)+ 8

tiene tres términos: x> y — 5x son los términos variables y 8 es el término constante.
El factor numérico de un término se llama coeficiente. Por ejemplo, el coeficiente de
—5xes —5,yelde x?es 1. —

Re
Identificar términos y coeficientes Se:
Expresion algebraica Términos Coeficientes Prc
1 1 1
A 9% — 5 5x, —;7 5, —7 Prc
Pr
b. 2x* —6x + 9 2x%, —6x,9 2,—6,9 Prc
3.1 31 1
o_+_4—y _7_4,—' s A Pr(
“3T T v 5 2’ .
Para evaluar una expresion algebraica, sustituya valores numéricos por cada una de Pr(
las variables de la expresién, como se muestra en el ejemplo siguiente. P
Pr
Evaluar expresiones algebraicas
Pr
Valor Valor :
Expresion de variable Sustituya de expresion E
a —3x+5 x=3 —3(3) +5 -9+5=—4
b. 32 +2x— 1 x=-1 -1+ 2(—-1) -1 3-2-1=0
2x 2(-3) —6
. X == B — =1
“XF = —3 -

Observe que se debe sustituir el valor cada vez que se presente la variable.
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Al evaluar una expresion algebraica, se usa el principio de sustitucién, que dice que
“sia = b, entonces a puede ser sustituida por b en cualquier expresién en donde aparezca
a”. En el ejemplo 2(a), por ejemplo, 3 es sustituido por x en la expresion —3x + 5.

Reglas basicas del algebra

Hay cuatro operaciones aritméticas con niimeros reales: adicion, multiplicacion, sus-
traccién y division, denotadas por los sfmbolos +, x 0+, — y + o/. De estos, la adi-
ci6én y multiplicacion son las dos operaciones primarias. Sustraccién y divisién son ope-
raciones inversas de adicion y multiplicacion, respectivamente.

Definiciones de sustraccion y division

Sustraccién: Sume lo opuesto. Division: multiplique por el reciproco.

1
a—b=a+ (—b) Si b # 0, entonces a/b=a(—) =

4
b b’
En estas definiciones, —b es el inverso aditivo (u opuesto) de b, y 1/b es
el inverso multiplicativo (o reciproco) de b. En la forma fraccionaria a/b, a

es el numerador de la fraccién y b es el denominador.

Como las propiedades de los nimeros reales siguientes son verdaderas para varia-
bles y expresiones algebraicas, asi como para nimeros reales, con frecuencia reciben el
nombre de reglas basicas del algebra. Trate de formular una descripcion verbal de cada
una de ellas. Por ejemplo, la primera propiedad dice que el orden en el gue se suman dos
niimeros reales no afecta su suma.

Reglas basicas de algebra

Propiedades distributivas:

Sean a, b y ¢ nimeros reales, variables o expresiones algebraicas.

Propiedad

Propiedad conmutativa de la adicién:
Propiedad conmutativa de la multiplicacién:
Propiedad asociativa de la adicion:

Propiedad asociativa de la multiplicacion:

(@+b)+c=a+ b+

(ab)c = a(bc)
alb+c) =ab + ac
(a + b)c = ac + bc

Propiedad aditiva de identidad: at+0=a
Propiedad multiplicativa de identidad: al=a
Propiedad aditiva inversa: a+(—a)=0

; 1
Propiedad multiplicativa inversa: e =1, a#0

Ejemplo
a+b=b+a 4x + x2 = x2 + 4x
ab = ba (4 — x)x2 =x%4 — x)

x+5+x2=x+(5+x?
(2x - 3y)(8) = (20)(3y - 8)
3x(5+ 2x) =3x+5+3x - 2x
(y+8y=y-y+8:y

5y2 + 0 = 5y?

(4x2)(1) = 4x2

53+ (=5x3) =0

(x2 + 4)()(2 1+ 4) =B

Como la sustraccién se define como “sumar lo opuesto”, las propiedades distribu-
tivas también son verdaderas para la sustraccion. Por ejemplo, la “forma de sustrac-
cién”de a(b + ¢) = ab + aces a(b — ¢) = ab — ac. Observe que las operaciones de
sustraccién y divisién no son conmutativas ni asociativas. Los ejemplos

7-=3#3-7 vy 20+4#4-+20
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RN

demuestran que la sustraccién y division no son conmutativas. Del mismo modo

5-3-2)#(5-3)-2 y 16+@4+2)#(16+4)+2

i o

demuestran que la sustraccién y la divisién no son asociativas.

Identificar reglas del algebra

Identifique la regla del dlgebra ilustrada por el enunciado.
a. (52%)2 = 2(5%%)

1 1
b. <4x+§>—(4x+3>—0

x #0

¢ Ixe—=1,
d 2+53)+x2=2+ 522+ x?)

Solucion

a. Este enunciado ilustra la propiedad conmutativa de la multiplicacion. En otras pala-
bras, se obtiene el mismo resultado si se multiplica 5x* por 2 0 2 por 5x°.

b. Este enunciado ilustra la propiedad aditiva inversa. En términos de sustraccidn, esta
propiedad simplemente dice que cuando cualquier expresion se resta de s misma el
resultado es 0.

c. Este enunciado ilustra la propiedad del inverso multiplicativo. Observe que es im-
portante que x sea un nimero diferente de cero. Si x fuera 0, el reciproco de x serfa
no definido.

d. Este enunciado ilustra la propiedad asociativa de la adicién. En otras palabras, para
formar la suma

2 + 5x% + X2

no importa si 2 'y 5x?, 0 5x* y x* se suman primero. |

Propiedades de negacion e igualdad
.7_ A nc Sean a, b y ¢ niimeros reales, variables o expresiones algebraicas.
§ Ltudio
(p .2 e Propiedad Ejemplo
Nétese la diferencia entre €l L (-a=-a (-1)7=-7
opuesto de un niimero y un A, ()= §
niimero negativo. Si a ya es '
negativo, entonces su opuesto, 3. (—a)b = —(ab) = a(-b) (=53 = ~{5 * 3) = 5(—3)
—a, es positivo. Por ejemplo, si ) = —D(=x) =2
a = —5, entonces % ( a)( b) = ab ( >( 2 *
5. —(@+b)=(-a) + (D) —(x +8) = (—x) + (=8)
edi == (5) =5
=—-x—38
6. Sia = b,entoncesa = c = b = c. %+"w=0.5+“w
7. Sia = b, entonces ac = bc. 42-.2=16-2
8. Sia = c=b = c,entonces a = b. 14—1=%~l=>14=%
9. Siac=bcyc #0,entoncesa =b. 3x=3:4 = x=4
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Propiedades de cero

Sean a y b nimeros reales, variables o expresiones algebraicas.

l.a+0=aya—-0=a 2.4:0=0
0 a . .
3.- =0, a#0 4. Bno estd definida.
a

5. Propiedad del factor cero: si ab = 0, entoncesa = 0o b = 0.

Propiedades y operaciones de fracciones

Sean a, b, c y d nimeros reales, variables o expresiones algebraicas tales que
b#0yd#0.

a ¢
1. Fracciones equivalentes: b = F siy solo si ad = bc.

a_—a_a —a_a
2. Reglas de los signos: ——= —=—y— = —
¢ ; b b —b —b b
: . a ac
3. Generar fracciones equivalentes: 5 = = c#0
c
: a.,c axc
4. Sumar o restar denominadores comunes: b + E >
d=*b
5. Sumar o restar con denominadores diferentes: a4 _4a d
b d bd
6. Multiplicar fracciones =P ...,
ultiplicar fracciones: —+ — = —
= b d bd
7. Dividir fracciones: — + = = = d_ad £0
1 o= e =
ividir s o c

' EJEMPLO 4 Propiedades y operaciones con fracciones

F . ivalentes: x_ Jex _35

a. Fracciones equivalentes: =
7 3 72 14
b. Dividir fracciones: —+—=—+—=—
x 2 x 3 3x

x 2x S5+.x+3+2x 1lx
¢. Sumar fracciones con denominadores diferentes: — + ? ——T = —15—

Sia, by c son enteros tales que ab = c, entonces a y b son factores o divisores de c.
Un nimero primo es un entero que tiene exactamente dos factores positivos, el propio
nimero y 1, tales como 2, 3, 5, 7y 11. Los nimeros 4, 6, 8, 9 y 10 son compuestos por-
que cada uno de ellos se puede escribir como el producto de dos 0 més nimeros primos.
El ntimero 1 no es primo ni compuesto. El teorema fundamental de la aritmética dice
que todo entero positivo mayor a 1 puede escribirse como el producto de nimeros primos
en precisamente una forma (sin tomar en cuenta el orden). Por ejemplo, la factorizacion
primade24es24 =2 -2 +2 - 3.
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1.4 Ejercicios o

En los ejercicios 1-6, identifique los términos. A continua-
cidn, identifique los coeficientes de los términos variables de
la expresion.

1. 7x + 4 2. 6x3 — 5x
3. V/3x2—8x — 11 4. 332 + 1

X x?

5. 4x3+=-5 6. 3x* — =

X 2 X 4

En los ejercicios 7-12, evalte la expresion para cada uno
de los valores de x. (Si no es posible, diga la razén.)

Expresion Valores
7.4x -6 (a) x=—1 () x=20
89— "Tx @x=-3 () x=3
9. x2—-3x+4 @ x= —2 b) x=2
10. —x>+5x— 4 (@ x=—1 (b) x=1
fi, 21 @x=1 () x=-1

x =1

X — —

12.1‘_{_2 (a) x =2 (b) x=-2

EXPLORACION

En los ejercicios 33 y 34, use los nimeros reales A, By C
mostrados en la recta numérica. Determine el signo de cada
expresion.

¢ B A

et .

33. (a) —A 34. @) -C
(b) B—A ) A—C

35. CONJETURA

(a) Use una calculadora para completar la tabla.

n 1105
5/n

0.01 | 0.0001 | 0.000001

(b) Use el resultado del inciso (a) para hacer una conjetu-
ra acerca del valor de 5/n cuando 7 se aproxima a 0.

36. CONJETURA

En los ejercicios 13-24, identifique la o las reglas del 4lge-
bra ilustrada por el enunciado.

(a) Use una calculadora para completar la tabla.

n 1|10

100

10 000

100 000

13. x+9 =9 +x
14. 2(3) = 1

1
. ——Mh+6)=1, h# -
15 h+6(h 6)=1, h+# -6
16. (x+3)—-(x+3)=0

17.

2x+3)=2-x+2-3

5/n

(b) Use el resultado del inciso (a) para hacer una con-
jetura acerca del valor de 5/n cuando n aumenta
sin limite.

¢{VERDADERO O FALSO? En los ejercicios 37-40, deter-
mine si la proposicién es verdadera o falsa. Justifique su respuesta.

18. z=2)+0=z-2

19. 1-(1+x)=1+x

20. (z+S5)x=z-x+5-x

2l x+ (y+10)=(x+y) + 10

22. x(3y) = (x * 3)y = (3x)y
23.3t—4)=3-1t—-3-4

4. 37-12=03-712=1-12=12

En los ejercicios 25-32, realice la(s) operacién(es). (Escriba
respuestas fraccionarias en su forma m4s sencilla.)

37. Sia>0yb < 0,entoncesa — b > 0.
38. Sia > 0yb < 0, entonces ab > 0.
. 1 1
39. Sia < b, entonces P < > dondea # 0y b # 0.
40. Como e =4 + é entonces € % + S.
c ¢ atb a b
41. PIENSELO Considere |u + v| y |u| + |v|, donde

u# 0yv#0.

(a) ¢Los valores de las expresiones son siempre igua-
les? Si no es asi, ;bajo qué condiciones son desi-
guales?

25. %+ % 26. 5 -3
27. 3 -5 +¢ 28 0+5-&
29, 12 + 1 30. —(6-3

2x X Sx 2

Camchi B Ay 2, E
33— 3 2.3

(b) Si las dos expresiones no son iguales para ciertos
valores de u y v, juna de las expresiones es siem-
pre mayor que la otra? Explique.

42.

43.

44.
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43.

44.

PIENSELO ;Hay diferencia entre decir que un nime-
ro real es positivo y decir que un nidmero real es no
negativo? Explique.

PIENSELO Debido a que todo niimero par es divisi-
ble entre 2, ;es posible que existan algunos nimeros
primos pares? Explique.

PIENSELO ;Es posible que un nimero real sea
racional e irracional? Explique.

45.

46.

Ejercicios 29

ESCRITURA ;Puede alguna vez ser cierto que
|a| = —a para un niimero real a? Explique.

TOQUE FINAL Describa las diferencias entre los
conjuntos de nimeros naturales, nimeros enteros
(solo positivos), enteros (pos. y neg.), numeros
racionales y ndmeros irracionales.
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- 2.1 Funciones y sus gréficas

Y

Una funcién real f de una variable real.

Figura 2.1

NOTACION DE FUNCIONES

Gottfried Wilhelm Leibniz fue el
primero que utilizé la palabra funcién,
en 1694, para denotar cualquier
cantidad relacionada con una

curva, como las coordenadas de
uno de sus puntos o su pendiente.
Cuarenta afios mas tarde, Leonhard
Euler empled la palabra “funcién”
para describir cualquier expresion
construida con una variable y varias
constantes. Fue él quien introdujo la
notacién y = f(x).

B Usar la notacion de funcién para representar y evaluar funciones.
B Encontrar el dominio y el rango de una funcién.

H Trazar la grifica de una funcién.

B Identificar los diferentes tipos de transformaciones de las funciones.

H Clasificar funciones y reconocer combinaciones de ellas.

Funciones y notacién de funciones

Una relacién entre dos conjuntos X y Y es un conjunto de pares ordenados, cada uno
de la forma (x, y), donde x es un elemento de X y y un elemento de Y. Una funcién de
X'y Yes unarelacién entre X y Y con la propiedad de que si dos pares ordenados tienen
el mismo valor de x, también tienen el mismo valor de y. La variable x se denomina
variable independiente, mientras que la variable y se denomina variable dependiente.

Muchas situaciones de la vida real pueden describirse mediante funciones. Por
ejemplo, el drea de A de un circulo es una funcién de su radio r.

A= 7r? A es una funcién de 7.

En este caso, r es la variable independiente, y A la variable dependiente.

Definicion de funcion real de una variable real

Sean X'y Y conjuntos de nimeros reales. Una funcién real f de una variable real x
X exactamente en nimero de y de Y.
denota mediante f(x), a lo cual se llama el valor de f en x. El rango de f se define

la figura 2.1).

Las funciones pueden especificarse de muchas formas. No obstante, este texto se
concentra fundamentalmente en funciones dadas por ecuaciones que contienen varia-
bles dependientes e independientes. Por ejemplo, la ecuacién

2+2y=1 Ecuacién en forma implicita

define y, la variable dependiente, como funcién de x, la variable independiente. Para
evaluar esta funcidn (esto es, para encontrar el valor de y correspondiente a un valor de
x dado) resulta conveniente despejar y en el lado izquierdo de la ecuacion.

1 : -

y = 5(1 - .762) Ecuacién en forma explicita
Utilizando f como nombre de la funcién, esta ecuacién puede escribirse como:

1 Cpe

flx) =501 = x?). Notacién de funciones
La ecuacién original

2+2y=1
define implicitamente a y como una funcién de x. Cuando se despeja y, se obtiene la
ecuacion en forma explicita.

La notacién de funciones tiene la ventaja de que permite identificar claramente
la variable dependiente como f{x), informando al mismo tiempo que la variable indepen-
diente es x y que la funcién se denota por “f”. El simbolo f{x) se lee “fde x”. La notacién

de funciones permite ahorrar palabras. En lugar de preguntar “; Cual es el valor de y que
corresponde a x = 377, se puede preguntar “; Cudnto vale f(3)?”.

de X a Y es una regla de correspondencia que asigna a cada nimero un nimero x en |
El dominio de f es el conjunto X. El nimero y es la imagen de x bajo fy se |

como el subconjunto de Y formado por todas las imdgenes de los niimeros en X (vea |
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En una ecuacién que define a una funcién de x el papel de la variable x es simple-
mente el de un hueco a llenar. Por ejemplo, la funcién dada por

flx) =242 —4x + 1

puede describirse como

it

donde se usan huecos entre paréntesis en lugar de x. Para evaluar f{—2), basta con colo-
car -2 dentro de cada paréntesis.

f(=2) = 2(-2)2 —4(-2) +1 Sustituya —2 en lugar de x.
=2(4)+8+1 Simplifique.
=17 Simplifique.

Aunque es frecuente usar f como un simbolo adecuado para denotar una funcién y x
para la variable independiente, se pueden utilizar otros simbolos. Por ejemplo, todas las
ecuaciones siguientes definen la misma funcion.

Vi (x) =x2—4x+ 17 El nombre de la funcién es f, el de la variable independiente es x.
fi)=t2—4r+7 El nombre de la funcién es f, el de la variable independiente es ¢.
gls) =s2—4s+7 El nombre de la funcién es g, el de la variable independiente es s.

Evaluar una funcion

Para la funcién f definida por f(x) = x* + 7, evaliie cada expresion:

L S+ 89 - 1)

a. f(3a) b. f(b — 1)

Ax

Solucion

a. f(3a) = 3a)* + 7 Sustituya x por 3a.

=9g% +7 Simplifique.

b. f(b—1) = b-12+17 Sustituya x por b — 1.
=p2—-2b+1+7 Desarrolle el binomio.
=p2—2b+8 Simplifique.

fe+A) —f&x) [x+Ax)P+7]-(2+7)
' Ax - Ax
XAt Pk T =T
- Ax
2xAx + (Ax)?
T A
_ Ax(2x + Ax)
M

o
el

=2x+Ax, Ax#0

En célculo es importante especificar con claridad el dominio de una funcién o ex-
presion. Por ejemplo, en el ejemplo 1(c), las expresiones

[+ Ax) - f(®)
Ax

2x+Ax, Ax#0

son equivalentes, ya que Ax = 0 se excluye del dominio de la funcién o expresion. Sino
se estableciera esa restriccién del dominio, las dos expresiones no serfan equivalentes.
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Transformaciones de las funciones

Algunas familias de gréficas tienen la misma forma basica. Por ejemplo, compare la gré-
fica de y = x* con las graficas de las otras cuatro funciones cuadraticas de la figura 2.7,

>

(c) Reflexién (d) Traslaci6n a la izquierda, reflexién y
Figura 2.7 traslacién hacia arriba

Cada una de las gréficas de la figura 2.7 es una transformacién de la gréfica de
y = x% Los tres tipos basicos de transformaciones ilustrados por estas gréficas son las
traslaciones verticales, las traslaciones horizontales y las reflexiones. La notacién de fun-
ciones es adecuada para describir transformaciones de gréficas en el plano. Por ejemplo,
usando

f (x) = x2 Funcién original

como la funcién original, las transformaciones mostradas en la figura 2.7 se pueden
representar por medio de las siguientes ecuaciones.

ay=7f (x) + 2 Traslacién vertical de 2 unidades hacia arriba

b. y = f(x + 2) Traslacién horizontal de 2 unidades a la izquierda
C.y= —f(x) Reflexidn respecto al eje x

d.y= —f(x + 3) + 1 Traslacion de 3 unidades a la izquierda, reflexién

respecto al eje x y traslacién de 1 unidad hacia arriba

Tipos basicos de transformaciones (¢ > 0)
Grifica original: y = f(x)
Traslacion horizontal de ¢ unidades a la derecha:  y = f(x — ¢)

Traslacion horizontal de ¢ unidades a la izquierda: y = f(x + )

Traslacion vertical de ¢ unidades hacia abajo: y=fx)—¢
Traslacion vertical de ¢ unidades hacia arriba: y=fx)+¢
Reflexién (respecto al eje x): y=—fx)
Reflexion (respecto al eje y): y =f(—x)

Reflexion (respecto al origen): y = —f(-x)
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LEONHARD EULER

(1707—-1783)

Ademads de sus contribuciones
esenciales a casi todas las ramas de
las matematicas, Euler fue uno de
los primeros en aplicar el calculo

a problemas reales de la fisica. Sus
numerosas publicaciones incluyen
temas como construccion de
barcos, acustica, 6ptica, astronomia,
mecdnica y magnetismo.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.

# PARA INFORMACION ADICIONAL
Puede encontrar méds informacién sobre

la historia del concepto de funcién en
el articulo “Evolution of the Function
Concept: A Brief Survey”, de Israel
Kleiner, en The College Mathematics
Journal. Para consultar este articulo,
visite MathArticles.com.
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Clasificaciones y combinaciones de funciones

La nocién moderna de funcién es fruto de los esfuerzos de muchos matematicos de los
siglos XVII y XVIII. Menci6n especial merece Leonhard Euler, a quien debemos la
notacién y = f(x). Hacia finales del siglo XVIII, los mateméticos y cientificos habian
llegado a la conclusién de que un gran nimero de fendmenos de la vida real podian re-
presentarse mediante modelos matematicos, construidos a partir de una coleccién de
funciones denominadas funciones elementales. Estas funciones se dividen en tres ca-
tegorias.

1. Funciones algebraicas (polinomiales, radicales, racionales).
2. Funciones trigonométricas (seno, coseno, tangente, etc.).
3. Funciones exponenciales y logaritmicas.

En el apéndice C se encuentra un repaso de las funciones trigonométricas. El resto de las
funciones no algebraicas, como las funciones trigonométricas inversas y las funciones
exponenciales y logaritmicas, se presentan en la unidad 4.

El tipo méds comun de funcion algebraica es una funcién polinomial

Flxl=axt + a o gt gy - g

donde 7 es un entero no negativo. Las constantes g, son coeficientes, siendo a, el co-
eficiente dominante y a, el término constante de la funcién polinomial. Si a, # 0,
entonces n es el grado de la funcién polinomial. La funcién polinomial cero fix) = 0
no tiene grado. Aunque se suelen utilizar subindices para los coeficientes de funciones
polinomiales en general, para las de grados méds bajos se utilizan con frecuencia las
siguientes formas mds sencillas. (Observe que a # 0.)

Grado cero: f (x) =a Funcién constante
Grado uno: f(x) =ax+b Funcién lineal
Grado dos: f(x) =ax®> +bx +c Funcién cuadrética
Grado tres: fR)=a+bx2+cx+d Funcién cdbica

Aunque la grifica de una funcién polinomial no constante puede presentar varias
inflexiones, en algin momento ascenderd o descenderd sin limite al moverse x hacia la
izquierda o hacia la derecha. Se puede determinar qué ocurre en la gréfica de

X)=ax"+a_x"1+- - -+axt+ax+a
n =1 2 1 0

eventualmente crece o decrece a partir del grado de la funcién (par o impar) y del coefi-
ciente dominante a,, como se indica en la figura 2.8. Observe que las regiones punteadas
muestran que el criterio del coeficiente principal solo determina el comportamiento a
la derecha y a la izquierda de la gréfica.

a >0 a <0 a >0 a <0
n n n n
y y y y
‘ f Decrece a f \ Crece a
: & ; % la izquierdar | la izquierda
1 LI ! 1
fl ! ' ! ll ‘\ ! “
II " \‘ " ' \ 1 “
o . ! . \ RN I' [RAE AR
1 1 1 ’ Y 1
Lo ' \ JDecrece, N v
izq : Zla ] " Creceala ! ala Decrece ala Crece a -’ Decrece a !,
uierda derecha T derecha ;
x izquierda | X j la derecha . la derecha | .

Grificas de funciones polinomiales de grado impar

Gréficas de funciones polinomiales de grado par.

Criterio del coeficiente principal para funciones polinomiales.

Figura 2.8

North Wind Picture Archives/Alamy
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Dominio de g

fgtx)

Dominio de f

El dominio de la funcién compuesta
I8
Figura 2.9

Del mismo modo que un niimero racional se puede escribir como el cociente de dos
enteros, una funcién racional se puede expresar como el cociente de dos polinomios,

De manera especifica, una funcién f es racional si tiene la forma

f()——(§ 4 # 0

donde p(x) y g(x) son polinomiales.

Las funciones polinomiales y las racionales son ejemplos de funciones algebrai-
cas. Se llama funcién algebraica de x a aquella que se puede expresar mediante un
nimero finito de sumas, diferencias, productos, cocientes y raices que contengan x". Por

ejemplo,

flx) =Vx+1

es algebraica. Las funciones no algebraicas se denominan trascendentes. Por ejemplo,

las funciones trigonométricas son trascendentes.

Es posible combinar dos funciones de varias formas para crear nuevas funciones, -
Por ejemplo, dadas f(x) = 2x — 3y g(x) = x> + 1, se pueden construir las siguientes

funciones.
(f+ 8 =flx) + glx) = (2x = 3) + (x* + 1)
(f— ) =flx) — glx) = (2x = 3) = (x> + 1)
(fe)x) = flx)glx) = (2x — 3)x* + 1)
) =3
(= = =g

Aun hay otra manera de combinar dos funciones, llamada composicién. La funcién

resultante recibe el nombre de funcién compuesta.

Suma

Diferencia

Producto

Cociente

T DEE S

Definicion de funcion compuesta

Sean fy g dos funciones. La funcién dada por (f - g)(x)

tales que g(x) esté en el dominio de f (vea la figura 2.9).

= f(g(x)) se llama funcién :
compuesta de f con g. El dominio de fes el conjunto de todas las x del dominiode g |

e

La funcién compuesta de f con g puede no ser igual a la funcién compuesta de g

con f. Esto se muestra en el ejemplo siguiente.

Composicion de funciones

+ « *> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Dadas f(x) = 2x — 3y g(x) = cos x, encuentre cada una de las funciones compuestas:

a. feg  b.gef
Solucion
a. (feg)x) = flgx)
= f(cos x)
= 2(cosx) — 3
=2cosx — 3
b. (g °f)(x) = g(f(x)
=g(2x - 3)
= cos(2x — 3)

Observe que (f° g)(x) # (g < f)(x).

Definicion de f- g
Sustituya cos x por g(x).
Definicién de f(x)
Simplifique.

Definiciénde g = f
Sustituya 2v — 3 por f(x).

Definicién de g(x)

Exp
Utilic
grafic
cada !
Ja fun
ningu
fl) :
gy :
h)
0
k(x) -
P
jj)ésm
identi
paro
analis

—

(a) Funci
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"Exploracion

| Utilice una herramienta de
graficacion para representar
cada funcién. Determine si
la funcién es par, impar o
ninguna de las dos.

flx) = x> —x*

gx) =2x3+1

hix) = x5 2x3 b x

i) =2 —x0 —x?

R =2 i x-2
L) =P +3xd =it
Describa una manera de

‘identificar una funcién como
par o impar mediante un

andlisis visual de la ecuaci6n.

=14

(b) Funcién par
Figura 2,10
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Se puede definir la interseccién en x de una grafica como todo punto (g, 0) en el que la
grafica corta el eje x. Si la gréfica representa una funcién f, el nimero a es un cero de f.
En otras palabras, los ceros de una funcion f son las soluciones de la ecuacion fix) = 0.
Por ejemplo, la funcién

fo) =x—4

tiene un cero en x = 4, porque f(4) = 0.

En la terminologia de funciones, se dice que una funcién es par si su gréfica es
simétrica respecto al eje y, y se dice que es impar si su gréfica es simétrica con respecto
al origen. Los criterios de simetrfa conducen a la siguiente prueba para las funciones
pares e impares.

Prueba para las funciones pares e impares

La funcién y = f(x) es par si

f(=x) = f(x).
La funcién y = f(x) es impar si

f=2) = =)

Funciones pares o impares y ceros de funciones

Determine si cada una de las siguientes funciones es par, impar o ninguna de ambas.
Después calcule los ceros de la funcién.

a. fx) =x* —x b. g(x) =1 + cosx
Solucion
a. La funcién es impar, porque
fx) = (=2 = (-2) = =@ +x = —(@ = 0) = ().

Los ceros de f'son

Xx—x=0 Seaf(x) = 0.
*x2—-1)=0 Factorice.
x—=1D)x+1)=0 Factorice.
x=0,1,-1. Ceros de f

Vea la figura 2.10(a).
b. La funcién es par, porque
g(=x) =14 cos(—x) =1 + cosx = g(x).

cos(—x) = cos(x)

Los ceros de g son

1+ cosx=0 Seag(x) = 0.
cosx = —1 Reste 1 en ambos miembros.
x = (2n + 1), n es un entero. Ceros deg

@5

Vea la figura 2.10(b).

Cada una de las funciones del ejemplo 5 es par o impar. Sin embargo, muchas fun-
ciones, COmo

fl) =x2+x+1

no-son pares ni impares.
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2.1 Ejercicios

Evaluar una funcién En los ejercicios 1-10, evalie la fun-
cién para el (los) valor(es) dado(s) de la variable independiente.
Simplifique los resultados.

1L flx)=7x—4 2. fx)=J/x+5
@ f0) () f(=3) (@ f(=4) () f(11)
(©) f(b) d fx—1) (©) f4) (d) flx + Ax)
3. gx) =5 —x? 4. glx) = x*(x — 4)
@ g0 ) g(V3) @ s@  ® gl)
© g(=2) (d) gt-1) © &) (d) gt +4)
5. f(x) = cos 2x 6. f(x) = senx
@ 0  ®) f(—%) @ f(m  © f(%“)
@7 @ s @ %) o3
7. flx) = x° 8. f(x) =3x—1
[+ Ax) = f(x) &) —£(1)
Ax x=1
9. fx) = ‘/% 10. f(x) = x> — x
f&) - f2) f&) — (1)
%X = 2 x=1

Encontrar el dominio y el rango de una funcién En los
ejercicios 11-22, encuentre el dominio y el rango de la funcion.

11. f(x) = 4x? 12. glx) =x2 =5
13. f(x) = x3 14. h(x) = 4 — x?
15. g(x) = V/6x 16. h(x) = —/x + 3
17. f(x) = V16 — x2 18. f(x) = |x — 3]
19. f(r) = sec%t 20. A(f) = cot ¢

3 -2
21. f(x) = (’\‘ 22, f( ) m

Encontrar el dominio de la funcién Enlos ejercicios 23-28,
encuentre el dominio de la funcién.

23. f(x) = Vx+ V1 —x 24, f(x) = Va2 —3x+2
2 3 1

1 — cosx 26, k= sinx — (1/2)

1 1

28. g(x) = m

25. glx) =

27. f(x) = P

Encontrar el rango y el dominio de una funcion por partes
En los ejercicios 29-32, evaliie la funcién como se indica. Deter-
mine su dominio y su rango.

2x+1, x<0
2. fi0) = {2.\- +2, x20

@ f(=1  ® f0) (© f2) @ fG+1)

39. g(r) = 3 senmt

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

x*+2 =x=<1
0. el {2 242, x>1
@ f(— () f0)  (© f(1) (d) f(s* +2)
x| +1, x<1
{—x+1x>1
(@ f(- (b)f() © f3) (@ fB*+1)

32. 102 ,xSS
x—5 2 x>5

(@) f(= ®) f0) () £(5) (d) f(10)

Trazar la graflca de una funcion En los ejercicios 33-40, trace -

la grifica de la funcién y encuentre su dominio y su rango. Utilice
una herramienta graficadora para comprobar las graficas.

3B flx)=4-x 34, glx) =—
35. hix) = / 36. f(x) = 13 + 3
37. flx) = V9 — x2 38. fx) =x+ /4 — x?

0
40. () = -5 cos >

DESARROLLO DE CONCEPTOS

41. Descripcion grafica En s
la figura se muestra la
gréfica de la distancia que
recorre un estudiante en su
camino de 10 minutos a la
escuela. Dé una descripcién
verbal de las caracteristicas J
del recorrido del estudiante 0,00 2 4 6 8 10
hacia la escuela.

Distancia (en millas)

Tiempo (en minutos)

42. Trazar una grafica Tras unos minutos de recorrido, un
estudiante que conduce 27 millas para ir a la universidad
recuerda que olvid6 en casa el trabajo que tiene que en-
tregar ese dia. Conduciendo a mayor velocidad de la que
acostumbra, regresa a casa, recoge su trabajo y reemprende
su camino a la universidad. Trace la posible grafica de la

distancia de la casa del estudiante como funcién del tiempo.

Usar el criterio de la recta vertical En los ejercicios 43-46,
aplique el criterio de la recta vertical para determinar si y es
una funcién de x. Para imprimir una copia ampliada de la gra-
fica, visite MathGraphs.com.

43. x—y2=0 4. /x2-4-y=0

b Yy

()
&~
T

45.y =

Decidil
47-50, ¢
47, x2

49, y* -
Transft
muestr
cién de
escriba

5L

|
— _— D W A W

33.

Relacic
para Ie




trace
Itilice

>

. un
dad

que
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e la
po.

3-46,
[y es
gra-

e S

B x+1, x<0 46, 32+ 32 =
45. 5 = -x+2, x>0 ot =

Decidir si una ecuacién es una funcion En los ejercicios
47-50, determine si y es una funcién de x.

47. x2+ y2 =16
49. y2=x*—1

48. x2+y =16

50. x2y = x> +4y =0
Transformar una funcion En los ejercicios 51-54, la grifica
muestra una de las ocho funciones basicas y una transforma-

cion de la funcién. Describa la transformacion. A continuacién,
escriba la ecuacién para la transformacion.

51. y s2. Y

—_ N W A W,
d
1 |
?

gL 12345

53. Y 54. Y

NI i:i/
Vo
Rl 5 //;_, :

Relacionar En los ejercicios 55-60, utilice la gréifica de y = f(x)
para relacionar la funcién con su grafica.

—
N -

56. y=f(x) — 5
58. y=—f(x—4)
60. y=f(x—-1)+3

2.1 Funcionesy sus graficas 41

61. Trazar transformaciones Utilice la grifica de f mostrada
en la figura para trazar la gréifica de cada funcién. Para impri-
mir una copia ampliada de la gréfica, visite MathGraphs.com.

@ fe+3) ) fa-1) y
©OFW+2 @ f) -4 2i /
© ¥ @ L S i
© —f© () —f(-x) 234

4

62. Trazar transformaciones Utilice la grifica de f mostrada
en la figura para trazar la grafica de cada funcién. Para impri-
mir una copia ampliada de la gréfica, visite MathGraphs.com.

@ fx—4) () flx+2) 2

@10 +4 @ ) -1 i

(@ 2f() ® 2/ &) e A,

@ f(=x) O - H4T
(~4,-3) 4L

Combinar funciones En los ejercicios 63 y 64, determine
(a) fix) + g(x), (b) fix) — g(x), (¢) fx) - g(x), (d) flx)/g(x).
63. f(x) =3x — 4 64. fx) =x2+5x+ 4

gk) =4 g) =x+1

65. Evaluar funciones compuestas Dadas f(x) = V/x y
g(x) = x? — 1, evalde cada expresion.

(a) f(g(1)) (b) g(f(1) (©) g(f(0))
@ flg(=4) (& flgl) (®) s(f(x))
66. Evaluar funciones compuestas Dadas f(x) = senx y

g(x) = mx, evalde cada expresion.

@@ ofs3))  © s

@o/(Z) @re  © e

Encontrar funciones compuestas En los ejercicios 67-70,
encuentre las funciones compuestas f - gy g ° f. { Cuél es el domi-
nio de cada funcién compuesta? ;Son iguales ambas funciones
compuestas?

67. f(x) = x2, glx) = Vx
69. f(x) = % g =x2=1 70. f(x) = i g) = Vx+2

68. f(x) = x2 — 1, g(x) = cosx

71. Evaluar funciones compuestas Utilice las graficas de f
y de g para evaluar cada expre-
sién. Si el resultado es indefini- y
do, explique por qué.

@ (f-9B)  ©) g(fQ2) s
© gf6) @ (fo8)(=3)
© =N ® fe=1) T

g
H— x
4
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72. Ondas Se deja caer una roca en un estanque tranquilo, pro-
vocando ondas en forma de circulos concéntricos. El radio (en
pies) de la onda exterior estd dado por r(r) = 0.6t, donde ¢ es
el tiempo, en segundos, transcurrido desde que la roca golpea el

agua. El drea del circulo estd dada por la funcién A(f) = 2.
Calcule e interprete (A ° r)(7).

Piénselo Enlos ejercicios 73y 74, F(x) = f - g - h. Identifique
las funciones para f, g y h. Existen muchas respuestas correctas.

73. F(x) = V2x — 2 74. F(x) = —4sen(l — x)

Piénselo En los ejercicios 75 y 76, encuentre las coordena-
das de un segundo punto de la grafica de una funcion f, si el
punto dado forma parte de la grafica y la funcién es (a) par y
(b) impar.
75. (~3,4) 76. (4,9)

77. Funciones pares e impares En la figura se muestran las

gréificas de f, g y h. Determine si cada funcidn es par o impar o
ninguna de las dos.

y y

i 6-‘_

4 f s

f 2 gide
A N

-4 4 -6 -4-2T 2 4 6
h T
g 6L

Figura para 77 Figura para 78

78. Evaluar funciones compuestas El dominio de la fun-
cioén f que se muestra en la figuraes —6 < x < 6.
(a) Complete la grafica de fdado que fes par.
(b) Complete la grifica de f dado que f es impar.

Funciones pares e impares y ceros de las funciones En
los ejercicios 79-82, determine si la funcién es par, impar o
ninguna de las dos. Luego determine los ceros de la funcion.
Utilice una herramienta de graficacién para verificar su re-
sultado.

79. f(x) = x*(4 — x?)
81. f(x) = xcosx

80. f(x) = ¥
82. f(x) = sen?x

Escribir funciones En los ejercicios 83-86, escriba la ecua-
cién para una funcién que tiene la grafica dada.

83.
84.

85.

86.

Segmento de la recta que une (—2,4) y (0, —6).
Segmento de la recta que une (3, 1) y (5, 8).
La mitad inferior de la pardbola x + y> = 0.

La mitad inferior del circulo x* + y* = 36.

Dibujar una grafica En los ejercicios 87-90, trace una posi-
ble grafica de la situacion.

87. Lavelocidad de un aeroplano en una funcién del tiempo duran-
te un vuelo de 5 horas.

88.

89.

90.

91.

92.

93.

La altura de una pelota de béisbol en funcién de la distancia
horizontal durante un home run.

La cantidad de cierta marca de un zapato vendida por una tien-
da de deportes en funcién del precio del articulo.

El valor de un auto nuevo en funcién del tiempo en un periodo
de 8 afios.

Dominio Determine el valor de ¢ de manera que el dominio

de la funcién f(x) = /¢ — x? sea[—5, 5].

Dominio Determine todos los valores de ¢ de manera que
el dominio de la funcién

x+3
f(x)_x2+3cx+6

es el conjunto de todos los nimeros reales.

Razonamiento grafico Un termostato controlado de ma-
nera electrénica estd programado para reducir la temperatura
automdticamente durante la noche (vea la figura). La tempera-
tura 7, en grados Celsius, estd dada en términos de ¢, el tiempo
en horas de un reloj de 24 horas.

T
24
20
16
12
—t—t—t——+—1—+—1t
[ 36 01215182 2

(a) Calcule T(4) y T(15).

(b) Siel termostato se reprograma para producir una tempera-
tura H(f) = T(t - 1), ;qué cambios habrd en la temperatura? |

Explique.

(c) Siel termostato se reprograma para producir una tempera-
tura H(t) = T(t) - 1, ;qué cambios habrd en la temperatura?
Explique.

94. ;COMO LO VE? El agua fluye a una vasija de 30

centimetros de altura a velocidad constante, llendndo-
laen 5 segundos. Utilice esta informacién y la forma

de la vasija que se muestra en la figura para responder '

a las siguientes preguntas, si d es la profundidad del
agua en centimetros y ¢ es el tiempo en segundos (vea
la figura).

—_—

30 cm

e Q, —>
l———

(a) Explique por qué d es una funcién de ¢.
(b) Determine el dominio y el rango de dicha funcién.
(c) Trace una posible gréfica de la funcién.

(d) Use la gréfica del inciso (c) para calcular d(4). ;Qué
representa esto?
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Modelar datos En la tabla se muestra el nimero prome-
dio de acres por granja en Estados Unidos para ciertos afios.
(Fuente: U.S. Department of Agriculture.)

Afio 1960 | 1970 | 1980 | 1990 | 2000 | 2010
Superficie | oo | a4 | a9 | 460 | 436 | 418
en acres

(a) Represente graficamente los datos, donde A es la superficie
en acres y t es el tiempo en afios, donde ¢ = 5 corresponde
a 1960. Trace a mano una curva que aproxime los datos.

(b) Utilice la curva del inciso (a) para calcular A(25).

96. Aerodinamica automotriz

La potencia H, en caballos de fuerza, que requiere cierto
automovil para vencer la resistencia del viento estd dada
aproximadamente por

H(x) = 0.002x> + 0.005x — 0.029, 10 < x < 10

0

donde x es la velo-
cidad del automdvil
en millas por hora.

(a) Represente
H con una
herramienta de
graficacion.

(b) Reescriba la fun- .
cién de potencia de tal modo que x represente la velo-
cidad en kilémetros por hora. [Encuentre H(x/1.6).] e

. Piénselo Escriba la funcién f(x) = |x| + |x — 2|sin utili-

zar los signos de valor absoluto (puede repasar el valor abso-
luto en el apéndice C).

. Redaccion Utilice una herramienta de graficacién para

representar las funciones polinomiales p,(x) = x* —x + 1y
p,(x) = x> — x. ;Cuéntos ceros tiene cada una de estas fun-
ciones? ;Existe algin polinomio ciibico que no tenga ceros?
Explique su respuesta.

Demostracion Demuestre que la funcién es impar.

f@) = @y x4 - - ot gy +ax

Demostracion Demuestre que la funcién es par.

f(x) = aZrzxzn + a2”_2x2n‘2 T

Demostracion Demuestre que el producto de dos fun-
ciones pares (o impares) es una funcién par.

. 2
+ a,x” + q,

Demostracién Demuestre que el producto de una funcién
impar y una par es una funcién impar.

Longitud Una recta que pasa por el punto (3, 2) forma
con los ejes x y y un tridngulo rectdngulo en el primer cua-
drante (vea la figura). Exprese la longitud L de la hipotenusa
como funcién de x.

y
4i(0,y)

3

(3,2)
2

1

N+
w -
o~
w
=
-

F 104.

¢Verdadero o falso?

2.1 Funcionesy sus gréficas 43

Volumen Se va a construir una caja abierta (sin tapa) de
volumen mdximo con una pieza cuadrada de material de 24
centimetros de lado, recortando cuadrados iguales en las es-
quinas y doblando los lados hacia arriba (vea la figura).

FX A< 24 — Dx ——>+ X4

(a) Exprese el volumen V como funcién de x, que es la longi-
tud de las esquinas cuadradas. ;Cudl es el dominio de
la funcién?

(b) Utilice una herramienta de graficacion para representar la
funcién volumen y aproximar las dimensiones de la caja
que producen el volumen méximo.

(c) Utilice la funcidn table de la herramienta de graficacién

para verificar la respuesta del inciso (b). (Se muestran los
dos primeros renglones de la tabla.)

- Longitud
Altura, x y altura Volumen,V
1 24 — 2(1) 124 — 2(1)]* = 484
2 24 — 2(2) 2[24 — 2(2)]* = 800

En los ejercicios 105-110, determine si

el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
o0 dé un ejemplo que demuestre que es falso.

105.
106.

107.

108.

109.

110.

Si fla) = fib), entonces a = b.

Una recta vertical puede cortar la grafica de una funcién a lo
m4s una vez.

Si f(x) = f(—x) para todo x en el dominio de f, entonces la
gréfica de f es simétrica con respecto al eje y.

Si fes una funcién, entonces

flax) = af(x).

La gréfica de una funcién de x no puede tener simetria res-
pecto al eje x.

Si el dominio de una funcién consta de un solo nimero, en-
tonces su rango debe consistir también en un solo nimero.

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM
111. Sea R la regién constituida por los puntos (x, y) del pla-

112. Considere un polinomio f{x) con coeficientes reales que '

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Com-
petition. ©The Mathematical Association of America. Todos los derechos |
reservados.

no cartesiano que satisfacen tanto |x| — |[y| < 1 como |
|y| < 1.Tracelaregi6n Ry calcule su érea.

tienen la propiedad f(g(x)) = g(f(x)) para todo polino- |
mio g(x) con coeficientes reales. Determine y demuestre
la naturaleza de f(x).
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2.2 Graficas y modelos

RENE DESCARTES (1596—1650)

Descartes hizo muchas
contribuciones a la filosofia, la
ciencia y las matematicas. En su
libro La Géométrie, publicado

en 1637, describio la idea de
representar puntos del plano por
medio de pares de nimeros reales
y curvas en el plano mediante
ecuaciones.

Ver LarsonCalculus.com para
leer mas acerca de esta
biografia.

71
6-_
54
4+ y=x"-2
o ?
2_._
{=k

La pardbola y = x> — 2
Figura 2.12

B Dibujar la grafica de una ecuacion.

B Encontrar las intersecciones de la grafica.

B Probar la simetria de una grafica respecto a un eje y al origen.

B Encontrar los puntos de interseccién de dos graficas.

B Interpretar los modelos matematicos con los datos de la vida real.

Grafica de una ecuacion

En 1637, el matematico francés René Descartes revolucioné el estudio de las matemati-

cas mediante la combinacién de sus dos principales campos:

dlgebra y geometria. Con

el plano de coordenadas de Descartes, los conceptos geométricos se podrian formular
analiticamente y los conceptos algebraicos se podrian ver de forma gréfica. El poder de
este enfoque era tal, que a un siglo de su introduccién, mucho del célculo ya se habia
desarrollado. Se puede seguir el mismo método en su estudio del cdlculo. Es decir,
mediante la visualizacién de célculo desde multiples perspectivas, en forma grdfica,
analitica y numérica, aumentard su comprension de los conceptos fundamentales.
Considere la ecuacién 3x + y = 7. El punto (2, 1) es un punto solucién de la ecua-
cién, puesto que esta tltima se cumple (es cierto) cuando se sustituye x por 2'y y por 1.
Esta ecuacién tiene muchas otras soluciones, como (1, 4) y (0, 7), para encontrarlas de

manera sistemdtica despeje y de la ecuacidn inicial.
y=7-—13x

Ahora, se construye una tabla de valores dando valores de x.

x|ol1]2] 3 | 4
$17(4|1) -2 -5

Método analitico

Método numérico

A partir de la tabla, se puede ver que (0, 7), (1, 4), (2, 1), (3, —=2) y (4, —5) son solucio-

nes de la ecuacidn inicial 3x + y = 7. Al igual que muchas
ecuaciones, esta tiene una cantidad infinita de soluciones.
El conjunto de todos los puntos de solucidén constituye la
grafica de la ecuacién, como se ilustra en la figura 2.11.
Observe que aunque se refiera al dibujo de la figura 2.11
como la gréifica de 3x + y = 7, en realidad solo representa
una porcion de la misma. La grafica completa se extenderia
fuera de la pagina.

En este curso se estudiardn varias técnicas para la
representacion grafica. La mds simple consiste en dibu-
jar puntos hasta que la forma esencial de la grafica sea
evidente.

y

8\’(o, 7
6 -

1\, 4
L E
L\

r i
-2+ 4
44
s

Método grafico:3x +y =17
Figura 2.11

Dibujar una grafica mediante el trazado de puntos

Para dibujar la gréfica de y = x*> — 2, primero construya una tabla de valores. A con-

tinuacidn, dibuje los puntos dados en la tabla. Después, una

los puntos con una curva

suave, como se muestra en la figura 2.12. Esta gréfica es una parabola.

X —2 ) =1 0 1 2

y 2 =1 =2 =1 |2

The Granger Collection, New York.
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Exploracion

' Comparacién de los métodos

grdfico y analitico  Utilice
“una herramienta de graficacion
_para representar cada una de las

‘f{éiguientes ecuaciones. En cada

caso, encuentre una ventana de

' representacién que muestre las
| caracteristicas principales de la

grifica.
dy=x-3x2+2x+5

b Vo= xS 3% x4 25

B =32+ 20x+5

| d. y = 3x3 — 40x2 + 50x — 45

By = —(x + 12)°
f y=(x—-2)x—4)(x—6)

Resolver este problema usando
-solo métodos graficos con-
llevaria una estrategia simple
de “intuici6n, comprobacién
-y revisién”. ;Qué tipo de
aspectos podrfa involucrar un
planteamiento analitico? Por
ejemplo, ;tiene simetrias la
| grdfica? ; Tiene inflexiones? Si

| ©s asi, ;d6nde estdn? A medida

-que se avance por este texto, se

estudiaran muchas herramientas
| analiticas nuevas que serdn de

| ayuda para analizar las gréficas

€ ecuaciones como estas.
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Uno de los inconvenientes de la representacién mediante el trazado de puntos radi-
caen que la obtencidn de una idea confiable de la forma de una grafica puede exigir que
se marque un gran nimero de puntos. Utilizando solo unos pocos, se corre el riesgo de
obtener una visién deformada de la grafica. Por ejemplo, suponiendo que para dibujar
la gréfica de

1
y = %x(39 — 102 + x4
se han marcado solo cinco puntos:

(-3,-3), (-1,-1, 0,0, (1,1) y (3,3

como se muestra en la figura 2.13(a). A partir de estos cinco puntos se podria concluir que
la gréfica es una recta. Sin embargo, esto no es correcto. Trazando varios puntos mads, se
puede ver que la grafica es mds complicada, como se observa en la figura 2.13(b).

¥ i 1

Y | y=35%(39 - 10x% + x*%) |
N (3.3),” e e
/ # 3T N\
24 ’
’ 24
’
I 20,1 14+
0,0 7
} f f f I —-x
-3 -2 =1 7| 1 2 3 —— —t—t—x
110" -3 =2, =i 1 2 3
’ , » -1 Eltrazo de solo 2 it
7 unos puntos
’ “2T  puede complicar 4
- / 5l um grifica.
p (-3,-3) 31

(a) (b)
Figura 213

> TECNOLOGIA  La tecnologia moderna ha simplificado el dibujo de las grafi-
cas. No obstante, incluso recurriendo a ella es posible desfigurar una grafica.

Por ejemplo, cada una de las pantallas de la herramienta de graficacién* de la figu-
ra 2.14 muestran una porcién de la grafica de

y=x>—x?-25.
En la pantalla de la izquierda puede suponer que la grafica es una recta. Sin embar-
go, la de la derecha muestra que no es asi. Entonces, cuando dibuja una gréfica, ya
sea a mano o mediante una herramienta de graficacién, debe tener en cuenta que
diferentes ventanas de representaciéon pueden dar lugar a imdgenes muy distintas

a las de la grafica. Al elegir una ventana, la clave estd en mostrar una imagen de la
gréfica que se adecue al contexto del problema.

10

-10 -35

Visualizaciones en la pantalla de una herramienta de graficacién de y = x* — x*> — 25.
Figura 2.14

© © © © 0 0 6 © © ©® O © © O O & © @ © O O & 6 O 6 O 6 & O O O & o

*En este libro, el término herramienta de graficacion se refiere a una calculadora graficadora o a
una herramienta graficadora como Maple, Mathematica o a la calculadora T/—Nspire.
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sesssssessasssess[> Intersecciones de una grafica

+ » COMENTARIO Algunos  Dos tipos de puntos de solucién ttiles al representar graficamente una ecuacién son
textos denominan interseccién x  aquellos en los que la coordenada x o y es cero. Tales puntos se denominan interseccio-

a la coordenada x del punto nes con los ejes, porque son los puntos en los que la grafica corta (hace interseccion x,y)
(a, 0) en un lugar del propio con) el eje x o eje y. Un punto del tipo (a, 0) es una interseccién en x de la gréfica de

punto. A menos que sea una ecuacién si es un punto solucién de esta. Para determinar las intersecciones en x de una -
necesario distinguirlos, se grafica, iguale y a cero y despeje x de la ecuacion resultante. De manera andloga, un

usard el término interseccion punto del tipo (0, b) es una interseccién en y de la grifica de una ecuacién si es un punto

para denotar tanto al punto de solucién de la misma. Para encontrar las intersecciones en y de una grafica, iguale x a

interseccion con el eje x como a  cero y despeje y de la ecuacién resultante.

su abscisa. Es posible que un grafico no carezca de intersecciones con los ejes, 0 que presente

varias de ellas. Por ejemplo, considere las cuatro graficas de la figura 2.15.
y y y y

/ Simetriz
< respectc
X [ x ———% x x

No hay intersecciones con el eje x Tres intersecciones con el eje x Una interseccion con el eje x No hay intersecciones
Una interseccion con eleje y Una interseccién con el eje y Dos intersecciones con el eje y
Figura 2.15

Encontrar las intersecciones xy y

(=x,-
Encuentre las intersecciones con los ejes x y y en la gréfica de y = x* — 4x. /)
Solucion Para determinar las intersecciones en x, haga y igual a cero y despeje x.
XP—4x=0 Iguale y a cero.
k Figur:
x(x—2)x+2)=0 Factorice. g
x=0,2,0 -2 Despeje x.
»; 4
[> TECNOLOGIA Enel Puesto que esta ecuacién admite tres soluciones, puede concluir que la grafica tiene tres |
* ejemplo 2 utilice un método intersecciones en x: '
: analitico para determinar inter- 0,0), (2,0) y (=2,0). Intersecciones en x
, secciones con los ejes. Cuando ¢
» no es posible utilizar un método Para encontrar las intersecciones en y, iguale x a cero. Resulta entonces y = 0. Por tanto,
. analitico, puede recurrir a la interseccion en y es ‘
* métodos gréficos buscando los (0,0). Interseccién en y
. puntgs don(.ig fa graﬁca‘ Eoca (Vea la figura 2.16.)
* los ejes. Utilice la funcién trace g
» de su herramienta de grafica- y i
: cién para aproximar las inter- wieryen B ;
+ secciones de la gréfica del S B ki
- ejemplo 2. Observe que la Jl |
* herramienta puede tener un T
. programa incorporado que (=2,0) 0,00 |20 T
: puede encontrar las interseccio- j _é _;r l[ ; ; ! :
» nes de la gréfica. (Su utilidad 1 -
. puede llamar a esto funcién =T
« raiz o cero.) Si es asi, utilice ~2T
. el programa para encontrar las 4T &
° intersecciones de la grifica de Intersecciones de una gréfica. F{metr
. laecuacién en el ejemplo 2. Figura 2.16 E 't
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Figura 2.17
Y y= 2 -x
2 -
1+ (1,1)
P f i x
~2 -1 1 2

-1+

=2+

Simetria con respecto al origen.

Figura 2.18
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Simetria de una grafica

Es util conocer la simetria de una grafica antes de intentar trazarla, puesto que solo se
necesitardn la mitad de los puntos para hacerlo. Los tres tipos siguientes de simetria
pueden servir de ayuda para dibujar la grifica de una ecuacion (vea la figura 2.17).

1. Una gréfica es simétrica respecto al eje y si, para cada punto (x, y) de la grafica, el
punto (—x, y) también pertenece a la gréfica. Esto significa que la porcién de la gréfi-
ca situada a la izquierda del eje y es la imagen especular de la derecha de dicho eje.

2. Una gréfica es simétrica respecto al eje x si, para cada punto (x, y) de la gréfica, €l
punto (x, —y) también pertenece a la gréfica. Esto significa que la porcin situada
sobre el eje x del eje es la imagen especular de la situada bajo el mismo eje.

3. Una grifica es simétrica respecto al origen si, para cada punto (x, y) de la grafica,
el mismo punto (—x, —y) también pertenece a la grafica. Esto significa que la gréfi-
ca permanece inalterada si se efecttia una rotacién de 180° respecto al origen.

Criterios de simetria

1. La gréfica de una ecuacién en x y y es simétrica respecto al eje y si al sustituir x
por —x en la ecuacion se obtiene una ecuacién equivalente.

2. La gréfica de una ecuacién en x y y es simétrica respecto al eje x si al sustituir y
por —y en la ecuacién resulta una ecuacién equivalente.

3. La gréfica de una ecuacién en x y y es simétrica con respecto al origen si al
sustituir x por —x y y por -y en la ecuacién se obtiene una ecuacién equivalente.

La gréfica de un polinomio es simétrica respecto al eje y si cada uno de los términos
tiene exponente par (o es una constante). Por ejemplo, la grafica de

y=2*—x2+2

es simétrica respecto al eje y. La gréfica de un polinomio es simétrica respecto al origen
si cada uno de los términos tiene exponente impar, como se ilustra en el ejemplo 3.

Comprobar la simetria

Verifique si la grafica de y = 2x> — x es simétrica respecto (a) al eje y y (b) respecto al
origen.

Solucion

a.y=2x—x Escriba la ecuacién original.
y=2(-=x)?— (—x) Sustituya x por —x.
y = —23 +x Simplifique. No es una ecuacion equivalente.

Debido a que la sustitucién x por —x no produce una ecuacién equivalente, se puede
concluir que la grafica de y = 2x — x no es simétrica con respecto al eje.

b. y=23-x Escriba la ecuacién original.
—y = A—xP — (—2) Sustituya x por —x y y por —.
—y=-23+x Simplifique.

y= 22 = x Ecuacion equivalente

Puesto que la sustitucion x por —xy y por —y produce una ecuacién equivalente,
puede concluir que la gréfica de y = 2x* — x es simétrica con respecto al origen,
como se muestra en la figura 2.18.
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x-=1 6)2)

Interseccion
—27 conel eje x
Figura 2.19
y
24+
x—y=1
[ V4
1 A2, 1)

Dos puntos de interseccion.
Figura 2.20

Usar las intersecciones y las simetrias
para representar una grafica

*+++> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Dibuje la gréfica de x — y*> = 1.

Solucion La gréfica es simétrica respecto al eje x, porque al sustituir y por —y se
obtiene una ecuacién equivalente

x—y2=1 Escriba la ecuacién original.
X = (—y)2 =1 Sustituya y por —y.
X — y2 =1 Ecuacién equivalente

Esto significa que la porcién de la grafica situada bajo el eje x es una imagen especular
de la porcién situada sobre el eje. Para dibujar la grafica, primero se grafica la intersec-
cién con el eje x y la porcidn sobre el eje x. Después se refleja el dibujo en el eje x y se
obtiene la grafica completa, como se muestra en la figura 2.19. 4

> TECNOLOGIA  Las herramientas de graficacién estdn disefiadas para dibujar
* con mayor facilidad ecuaciones en las que y estd en funcién de x (vea la definicién
de funcién. Para representar otros tipos de ecuacion, es necesario dividir la grafica
en dos o0 mds partes, o bien utilizar un modo gréafico diferente. Por ejemplo, para
graficar la gréfica de la ecuacion del ejemplo 4, se puede dividir en dos partes.

Y= VX — 1 Porcién superior de la gréifica
V= —vx—1 Porcién inferior de la grifica

e 6 ¢ & 9 ® © @ 6 © O ©

Puntos de interseccion

Se llama punto de interseccién de las gréficas de dos ecuaciones a todo punto que sa-
tisfaga ambas ecuaciones. Los puntos de interseccién de dos gréficas se determinan al
resolver las ecuaciones de manera simultdnea.

Determinar los puntos de interseccion

Calcule los puntos de interseccidn de las gréficas de
»X=-y=3y x—y=1

Solucién Comience por representar las grificas de ambas ecuaciones en el mismo
sistema de coordenadas rectangulares, como se muestra en la figura 2.20. De la figura,
parece que las gréficas tienen dos puntos de interseccién. Para determinarlos, puede
proceder como sigue.

y= x%—3 Despeje v de la primera ecuacion.
y=x—1 Despeje y de la segunda ecuacién.
¥-3=x-1 Iguale los valores obtenidos de y.
x2—-x—-2=0 Escriba la ecuacién en la forma general.
x—2x+1D=0 Factorice.
x=20-1 Despeje x.
Los valores correspondientes de y se obtienen sustituyendo x = 2 y x = —1 en cualquie-

ra de las ecuaciones originales. Resultan asi los dos puntos de interseccion:
2,1) y (—1,-2). Puntos de interseccién

Se puede verificar los puntos de interseccién del ejemplo 5 sustituyéndolos tanto
en la ecuacidn original como usando la funcién de interseccién de la herramienta de
graficacion.
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El observatorio de Mauna Loa en
Hawai ha estado monitoreando
el aumento de la concentracion
de dioxido de carbono en la
atmodsfera de la Tierra desde 1958.

2.2 Graficas y modelos 49

Modelos matematicos

Al aplicar las matematicas en la vida real, con frecuencia se usan ecuaciones como mo-
delos matematicos. Si desarrolla un modelo matemético con el fin de representar datos
reales, se debe esforzar para alcanzar dos objetivos (a menudo contradictorios): preci-
sién y sencillez. Es decir, el modelo deberd ser lo suficientemente simple como para
poder manejarlo, pero también preciso como para producir resultados significativos.

Comparar dos modelos matematicos

El observatorio de Mauna Loa, Hawdi, registra la concentracién de diéxido de carbono y
(en partes por millén) en la atmdsfera terrestre. En la figura 2.21 se muestran los regis-
tros correspondientes al mes de enero de varios afios. En el nimero de julio de 1990 de
Scientific American, se utilizaron estos para pronosticar el nivel de diéxido de carbono
en la atmdsfera terrestre en el afio 2035, utilizando el modelo cuadratico:

y = 0.018 + 0.70¢ + 316.2 Modelo cuadrético para los datos de 1960-1990

donde ¢ = O representa a 1960, como se muestra en la figura 2.21(a). Los datos mostrados
en la figura 2.11(b) representan los afios 1980 hasta 2010 y se pueden modelar por

y = 1.68t + 303.5 Modelo lineal para los datos de 1980-2010

donde ¢ = 0 representa a 1960. ;Cudl fue el pronéstico dado en el articulo de Scientific
American de 1990? Dados los datos mds recientes de los afios 1990 a 2010, ;parece
exacta esa prediccion para el ailo 20357

y y

CO, (en partes por millén)
CO2 (en partes por mill6n)

il S B s e o e e T e e e B i s g

10 15 20 25 30 35 40 45 50 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Afo (0 < 1960) Afio (0 & 1960)

(a) (b)

Figura 2.21

w4

Solucion Para responder a la primera pregunta, sustituya ¢ = 75 (para el afio 2035)
en el modelo cuadratico.

y = 0.018(75)> + 0.70(75) + 316.2 = 469.95 Modelo cuadrético

De tal manera, el prondstico establecido en el articulo de la revista Scientific American
fue que la concentracién de diéxido de carbono en la atmésfera terrestre alcanzaria
alrededor de 470 partes por millén en el afio 2035. Utilizando el modelo lineal para los
datos de 1980 a 2010, la prediccién para el afio 2035 es

y = 1.68(75) + 303.5 = 429.5. Modelo lineal
Por lo tanto, de acuerdo con el modelo lineal para los afios 1980 a 2010, parece que el

pronéstico de 1990 fue demasiado elevado. Ha

Los modelos del ejemplo 6 se desarrollaron utilizando un procedimiento llamado

ajuste de minimos cuadrados. E1 modelo lineal tiene una correlacion dada por rr=
0.997 y el modelo cuadrético 7 = 0.994, respectivamente. Cuanto més proximo es r

a 1, “mejor” es el modelo.

Gavriel Jecan/Terra/CORBIS
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Consuite CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

con numeracion impar.

2.2 Ejercicios

Correspondencia En los ejercicios 1-4, relacione cada
ecuacion con su grafica. [Las graficas estdn etiquetadas (a), (b),

Pruebas de simetria En los ejercicios 27-38, busque si existe
simetria respecto a cada uno de los ejes y respecto al origen.

(©)y(d).] 27. y=x2—-6 28. y=x2—x
(a) A (b) 29, y2 =3 — 8x 30 y=x3+x
3. xy=4 32. xy2=-10
2__
Nl B.y=4—Vx+3 Mxy—-V4—-x*=0
. 0 _ x?
H 35.y—x—2_'_1 36. y Z+1
37.y= |+ x| 38. |y —x=3
(c) Y - (e _p . .
o Utilizar una grafica para dibujar la interseccién y sime-

tria  En los ejercicios 39-56, encuentre la interseccién y prue-
be la simetria. Después dibuje la grifica de la ecuacién.

-2 1712 39.y=2-3x 40.y=%x+1
ol 41, y =9 — x? 4. y=2x>+x
3 N oer 43. y=x+2 4. y=x—4x
Ly=—5x+ Ly = — 52
Ly=mrdd 2y=v9-x 45. y=x/x+5 46.y= 25—
5
Pu = St b=y 47. x = y3 48. x=y2 — 4
Elaborar una grafica mediante puntos de trazado Enlos 8 10
ejercicios 5-14, elabore la grifica de la ecuacién mediante el 49.y= T 50. y = 2+ 1
trazado de puntos. 51 6= 5 I6 |
y=6—|x . y=[6—Xx
1
B P =g w2 buy =5 — 2 53.y2—x=9 54. x2 + dy2 = 4
) — _ 2)2
iy =n—a Sp=E—d) 55. 1+ 3y% = 56. 3x — 4y2 =
9. y=|x+ 2 10. y = |x| = 1
11, 3= 5= B 12.y=Vx+2 Encontrar los puntos de interseccion En los ejercicios
’ 57-62, encuentre los puntos de interseccion de las graficas de
13. y = 3 14. y = i 5 las ecuaciones.
i * 57. x+y=8 58.3x—2y= —4
HU’ Solucionar puntos de aproximacion En los ejercicios 15y 4x—y=17 &+2y=-10
16, utilice una herramienta de graficacion para representar la 50, 24y =6 60. x =3 — 12
ecuacion. Desplace el cursor a lo largo de la curva para deter- ) ¢ ’ -
minar de manera aproximada la coordenada desconocida de x+ty=4 y=x-1
cada punto solucién, con una precisién de dos decimales. 61. x2+y2=5 62. 2 +y2=25
15.y=J5—-x 16. y = x° — 5x x—y=1 -3x+y=15
@ 2.5) il f¥ Encont tos de interseccion En los ejercicios 63-66
ncontrar puntos de interseccion En los ejercicios 63-
®) (x.3) b) (x,~4) y ° ’

Encontrar la interseccién En los ejercicios 17-26, encuentre

las intersecciones.
17. y=2x -5
19. y=x24+x-2

21, y = x/16 — #?
_2-Jx
hr =i

25. xy — x>+ 4y =0

El simbolo

18. y = 42 + 3

20. y2 = x> — 4x

2. y=(x-DJS2+1
x2+ 3x

(Bx + 1)?

2. y=2x—J/x2+1

24. y =

utilice una herramienta de graficacién para encontrar los pun-
tos de interseccién de las graficas. Verifique los resultados de
manera analitica.

63. y=x-22+x-1 64. y =x*—2x2 + 1

y=~=x2+3x—-1 y=1-=x2
65. y=Jx+6
=

66. y=—|2x— 3] +6
y=6—x

,C)p indica los ejercicios donde se pide utilizar la tecnologfa para graficar o un sistema

de dlgebra computacional. La resolucién de los demds ejercicios también puede simplificarse
mediante el uso de la tecnologia adecuada.
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Modelar datos La tabla muestra el producto interno bruto
o PIB (en billones de délares), en determinados afios. (Fuente:
Oficina de Andlisis Econdmico de E.U.)

Afio | 1980 | 1985 | 1990 | 1995

PIB 2.8 42 58 74

Afio | 2000 | 2005 | 2010

PIB 100 | 12,6 | 145

(a) Utilice una herramienta de graficacién para encontrar un
modelo matemdtico de la forma y = at> + bt + ¢ de los
datos. En el modelo, y representa el PIB (en billones de
ddlares) y t representa el afio, con t = 0 correspondiendo
a 1980.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para trazar los datos
y graficar el modelo. Compare los datos con el modelo.

(c) Utilice el modelo para predecir el PIB en el aio 2020.

68. Modelar datos

La tabla muestra el nimero de suscriptores de teléfonos
méviles (en millones) en Estados Unidos para afios selec-

cionados. (Fuente: CTIA—The Wireless)

Afo 1995 | 1998 | 2001 | 2004 | 2007 | 2010

Numero 34 69 128 182 | 255 | 303

(a) Utilice la funcién de regresién de una herramienta de
graficacién y encuentre asi un modelo matemadtico de la
formay = ar* + bt + c de los datos. En este modelo,
y representa el nimero de usuarios (en millones) y
t representa el aflo, con ¢ = 5 correspondiendo a 1995.

(b) Utilice una herramienta de
graficacién para ,_f//"j
trazar los datos ;
y graficar el mo- ,
delo. Compare %
los datos con el
modelo.

Utilice el modelo
para predecir

el nimero de
suscriptores de
teléfonos méviles en Estados Unidos en el afio 2020.

(c

~

. Punto de equilibrio Encuentre las ventas necesarias para

alcanzar el equilibrio (R = C), si el costo C de produccién
de x unidades es C = 2.04x + 5600 y el ingreso R por vender
x unidades es R = 3.29x.

Alambre de cobre La resistencia y en ohms de 1000 pies
de alambre de cobre a 77 °F se puede aproximar con el modelo
matemadtico

10,770
y = —_—

2

037, 5<x<100

donde x es el didmetro del alambre en milésimas de pulgada
(0.001 pulg.). Utilice una herramienta de graficacién para tra-
zar el modelo. Si se duplica el didmetro del alambre, ;jen qué
factor aproximado varia la resistencia?

2.2 Graficas y modelos 51

71. Usar puntos solucién  ;Para qué valores de k la grifica
de y = kx* pasan por el punto?
(a) (1,4) (®) (=2,1) () (0,0 @ (=1,-1)
72. Usar puntos solucion ;Para qué valores de k la grifica de
y? = 4kx pasan por el punto?

(@ 1,1 (b) 2,4 © 0,00 @ G,3)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Escritura de ecuaciones En los ejercicios 73 y 74, escri-
ba una ecuacion cuya grafica tenga la propiedad que se in-
dica. (Puede existir mas de una respuesta correcta.)

73. La gréfica tiene interseccionesen x = —4,x = 3y x = 8.

0l

Gh ; 3
74. La gréfica tiene interseccionesenx = —3,x = 4y x =

75. Demostracion

(a) Demuestre que si una gréfica es simétrica con respecto
al eje x y al eje y, entonces es simétrica con respecto al
origen. D€ un ejemplo que demuestre que lo contrario
no es cierto.

(b) Demuestre que si una grafica es simétrica con respecto
a cualquiera de los ejes y al origen, entonces es simé-
trica con respecto al otro eje.

¢COMO LO VE? Utilice las gréficas de dos ecuacio-
nes para contestar las siguientes preguntas.

(a) ¢Cudles son las intersecciones de cada ecuacién?
(b) Determine la simetria de cada ecuacion.
(c) Determine el punto de interseccién de dos ecuaciones.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 77-80, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
proporcione un ejemplo que demuestre que es falso.

77. Si(—4, —5) es el punto en una grafica que es simétrica con res-
pecto al eje x, entonces (4, —5) también es un punto en dicha
gréfica.

78. Si (—4, —5) es el punto en una grafica que es simétrica con
respecto al eje y, entonces (4, —5) también es un punto en la
gréfica.

79. Sib*— 4ac>0ya # 0, entonces la grifica de y = ax* + bx
+ c tiene dos intersecciones x.

80. Sib®>— dac =0y a # 0, entonces la grifica de y = ax®* + bx
+ ¢ solo tiene una interseccién con x.

Andy Dean Photography/Shutterstock.com
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2.3 Funciones inversas

* COMENTARIO Aunquela

notacién utilizada para denotar
una funcién inversa se parece a

@ ® ¢ © € B @ © © © 6 © & ©

la notacion exponencial, es un

uso diferente de —1 como un su-

perindice. Es decir, en general,

PSS g

B Comprobar que una funcién es la funcién inversa de otra funcién.
B Determinar si una funcién tiene una funcién inversa.
B Encontrar la derivada de una funcién inversa.

Funciones inversas

Recordemos de la seccién 2.1 que una funcién puede ser representada por un conjunto
de pares ordenados. Por ejemplo, la funcién fix) = x + 3de A = {1,2,3,4} a B = {4,
5, 6, 7} se puede escribir como

f:{(1,4),(2,5),3,6), 47N},

Intercambiando la primera y segunda coordenadas
de cada par ordenado, se puede formar la funcién
inversa de f. Esta funcién se denota por f . Es
una funcién de B a A y se puede escribir como

1@, 1),65,2),6,3), 7,9},

Observe que el dominio de fes igual al rango de
f1y viceversa, como se muestra en la figura 2.22.
Las funciones fy f ! tienen el efecto de “desha-
cerse” la una a la otra. Es decir, cuando se forma
la composicién de fcon f ™! o con la composicién
de f~! con f'se obtiene la funcién identidad.

fF0) =x y FUG) =x

Dominio de f = rango de f !
Dominio de f~! = rango de f
Figura 2.22

Exploracion

Encontrar funciones inversas
Explique cémo “deshacer” cada
una de las funciones siguientes.
A continuacién, utilice su
explicacion para escribir la
funcién inversa de f.

a flx)y=x-5
b. fix) = 6x

e f@=7

d. fix) =3x+ 2
e. fix) =x°

£ fx) = 4(x—2)

Utilice un programa de
graficacién para trazar cada
funcién y su inversa en el
mismo ‘“cuadrado” de la
ventana de visualizacién. ;Qué
comentario se puede hacer
sobre cada par de graficas?

Definicion de la funcion inversa
Una funcidn g es la funcion inversa de la funcién f cuando

fleg(x)) = x para cada x en el dominio de g

g(f(x)) = x para cada x en el dominio de f.

La funcién g se denota por f ™! (y se lee “inversa de f7).

He aqui algunas observaciones importantes sobre las funciones inversas.

1. Si g es la funcién inversa de f, entonces fes la funcién inversa de g.
2. El dominio de f ! es igual al rango de f, y el rango de f~! es igual al dominio de f.

3. Una funcidn no tiene que tener una funcién inversa, pero cuando la tiene, la funcion
inversa es unica.

Usted puede pensar en f~! como que deshace lo hecho por f. Por ejemplo, la resta
se puede utilizar para deshacer la suma, y la divisién se puede utilizar para deshacer la
multiplicacién. Asf,

f(’c) =x+cy f“(x) =5X="C La resta se puede utilizar para deshacer la suma.
son funciones inversas una de la otra y

— x L7 ) e . oL
f(x) =cxy f ‘(x) = E, ¢ # 0 Ladivisién se puede utilizar para deshacer la multiplicacion:

son funciones inversas una de la otra.

s+ +COI
egjem
verb
Para
desp
reste
Para
divic
cubi
Vet




conjunto |
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..o---uo--.oo.--o.D
:««COMENTARIO Enel

ejemplo 1, intente comparar
verbalmente las funciones f'y g.
Para f: Primero eleve al cubo x, y
después multiplique por 2, luego
reste 1.

Para g: Primero sume 1, después
divida entre 2, luego tome la raiz
cubica.

(Ve el “patrén de deshacer”?
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Comprobar funciones inversas

Demuestre que las funciones son funciones inversas una de la otra.

3x-i-l
2

fR=2-11y gl)=

Soluciéon Debido a que los dominios y rangos tanto de f como de g constan de todos
los niimeros reales, se puede concluir que existen dos funciones compuestas para todo x.
La composicién de fcon g es

flgt) = z(s/x; 1 ) -1

x4+ 1
‘2< 2 )_1

Il
=
=+
—

|
—_

La composicién de g con fes

() = B UEL

2
2
3

= 3

= X.

Ya que f{g(x)) = xy g(flx)) = x, puede concluir  fy ¢ son funciones inversas una de
que f'y g son funciones inversas entre si (veala  la otra.

figura 2.23). Figura 2.23 ]

En la figura 2.23, las graficas de fy g = f~! parecen ser imigenes especulares entre
si respecto a larecta y = x. La gréfica de ! es una reflexi6n de la gréfica de fen la recta
y = x. Esta idea se generaliza en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.1 Propiedad reflexiva de las funciones inversas

La gréfica de f contiene el punto (a, b) si y solo si el gréfico de f ™! contiene el
punto (b, a).

Demostracion Si (a, b) estd en la gréfica de f, en-
tonces fla) = b, y se puede escribir

f710) =f7(fa) = a.

Asi, (b, a) estd en la grafica de f~!, como se muestra
en la figura 2.24. Un argumento similar demuestra el
teorema en la otra direccion.

La grafica de f~! es una reflexion
dela grafica de fen larectay = x.
Figura 2.24

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.
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fla) = f(b)

/|

Qo |sim s s s o

Q| = = o

Si una recta horizontal corta la gréfica de
fdos veces, entonces fno es uno a uno.
Figura 2.25

(a) Debido a que fes creciente en todo su
dominio, tiene una funcién inversa.

(b) Debido a que fno es uno a uno, no tiene
una funcién inversa.

Figura 2.26

Existencia de una funcion inversa

No todas las funciones tienen una funcién inversa, y el teorema 2.1 sugiere una prueba
gréfica para los que quieran hacerlo, la prueba de recta horizontal de una funcién
inversa. Esta prueba indica que una funcién f tiene una funcién inversa si y solo si toda
recta horizontal corta la gréfica de f a lo mds una vez (vea la figura 2.25). El siguiente
teorema establece formalmente la razén por la que la prueba de la recta horizontal es
vélida. (Se estudiard en la unidad 4 que una funcién es estrictamente mondtona cuando
es creciente en todo su dominio o decreciente en todo su dominio.)

TEOREMA 2.2 Existencia de una funcion inversa

1. Una funcién ftiene una funcidn inversa si y solo si es uno a uno.

2. Sifes estrictamente mondtona en todo su dominio, entonces es uno a uno y
por lo tanto tiene una funcién inversa.

Demostracion La demostracion de la primera parte del teorema se deja como ejer-
cicio. Para demostrar la segunda parte del teorema, recordard de la seccién 2.1 que fes
uno a uno cuando para x, y x, en su dominio

= f(xl) # f(xz)-

Ahora, elija x, y x, en el dominio de f Si x; # x,, entonces, ya que f es estrictamente
monétona, se deduce que f{x,) < fix,) 0 flx;) > f(x,). En cualquier caso, fix,) # flx,). Por
tanto, f es uno a uno sobre el intervalo. ,

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. - |

X, F Xy

Existencia de una funcioén inversa

a. A partir de la gréfica de fix) = x* + x — 1 mostrada en la figura 2.26(a), parece que
fes creciente en todo su dominio. Para verificar esto, observe que la derivada, f'(x)
= 3x + 1, es positiva para todos los valores reales de x. Por tanto, es estrictamente
mondtona y debe tener una funcién inversa.

b. A partir de la gréfica de fix) = x* + x — 1 mostrada en la figura 2.26(b), se puede
ver que la funcién no pasa la prueba de la recta horizontal. En otras palabras, no es
uno a uno. Por ejemplo, tiene el mismo valor cuandox = 1,0y 1.

f=) =A1) =A0) =1

No es unoe a uno

Por lo tanto, por el teorema 2.2, f no tiene una funcién inversa. 3

A menudo es més fécil demostrar que una funcidn tiene una funcién inversa que
encontrar la funcién inversa. Por ejemplo, serfa dificil algebraicamente encontrar la fun-
cion inversa de la funcién en el ejemplo 2(a).

DIRECTRICES PARA ENCONTRAR UNA FUNCION INVERSA

1. Utilice el teorema 2.2 para determinar si la funcién y = f{x) tiene una funcién
inversa.

Resuelva para x en funcién de y: x = g(y) = f7(y).
Intercambie x y y. La ecuacidn resultante es y = f~!(x).
. Defina el dominio de f~! como el rango de .

. Verifique que f{f~'(x)) = x y f'(Ax)) = x.

moE W

<

[

’

El dom

de f.
Figura
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' flx)=senx

fes uno a uno sobre el intervalo

~=/2, w/2].
Figura 2.28
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Determinar la funcion inversa

Encuentre la funcién inversa de f(x) = +/2x — 3.

Solucion A partir de la grifica de f en la figura 2.27, observe que f es creciente en
todo su dominio, [3/2, co). Para verificar esto, observe que

A 1
16 ===

es positiva en el dominio de f. Por lo tanto, es estrictamente monétona y debe tener una
funcién inversa. Para encontrar una ecuacién para la funcion inversa, haga y = f(x) y
resuelva para x en términos de y.

V2x—3=y Hagay = f(x).
2x— 3 = y? Eleve al cuadrado cada lado.
y:+3 .
x= Despeje x.
2
b3
y= 2 Intercambie xy y.
2
x*+3
fx) = > Sustituya y por f7(x).

El dominio de f ! es el rango de f que es [0, co). Puede verificar este resultado, como
se muestra.

1) = o552 -3 =R =5 20

(Vax=3)*+3 2x-3+3 _
2 - 2 TF

) =

X 2

[NSRRON]

El teorema 2.2 es 1til en el siguiente tipo de problema. Se le da una funcién que
no es uno a uno en su dominio. Al restringir el dominio a un intervalo en el que la funcién
es estrictamente monétona, se puede concluir que la nueva funcién es uno a uno en el
dominio restringido.

Encontrar el perimetro de una elipse

*+« <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Demuestre que la funcién seno

f(x) = sen x
no es uno a uno en toda la recta real. A continuacién, demuestre que [~ /2, 7/2] es el
intervalo més grande, centrado en el origen, en el que f es estrictamente mondtona.

Solucién Estd claro que no es uno a uno, porque diferentes valores de x dan el mismo
valor de y. Por ejemplo,

sen(0) = 0 = sen(m).

Por otra parte, f es cada vez mayor sobre el intervalo abierto (= /2, 7/2), porque su
derivada

f(x) = cosx

es positiva en el intervalo. Por dltimo, debido a que los puntos finales de la izquierda y
de la derecha corresponden a los extremos relativos de la funcién seno, se puede con-
cluir que fes creciente en el intervalo cerrado [-7/2, 7/2], y que en cualquier intervalo
mayor la funcién no es estrictamente mondtona (vea figura 2.28).
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Funciones

2.3 Eierci'cios

con numeracion lmpar.

Consulte CalcChat.com para un tutorlal de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

Verificar funciones inversas  En los ejercicios 1-8, demues- 'df" Usar la prueba de la recta horizontal En los ejercicios 13-22,

tre que f y g son funciones inversas de forma (a) analitica y
(b) graficamente.

L f(x) =5x+ 1, g(x) = "'; L

2 f(9) = 3 — 4x, g@—3;x

3. flx) = 22, gkx) = ¥x

4. fx) =1-x3, glx) =1 —x

5. fx) = Vx— 4, gx)=x2+4, x>0

6. f(x) =16 —x%, x>0, gx)=V16—-x

F RS g9 ==
8f(x)=1j_x, >0, g(x)=1_x,0<x<1

Correspondencia En los ejercicios 9-12, relacione la grafica
de la funcion con la grifica de la funcion inversa. [Las graficas de
las funciones inversas estan etiquetadas (a), (b), (¢) y (d).]

(a) Y (b) Y
5 = T .
A

3+ 4-
2 2+
1+ |

(¢) - (d) ’

O
gl
i
|
Ll
|
| [N
S~
1 1
T T
—]
ol
oL
*

= _’_)__.
_2‘.>- _3_._
9 y 10. Y
2+ 8T
1+ 6-+
A 41
-2-1 _/2 34 ~—
-2 : % \NIK X
ik -4-2 | 2 4 6 8
—4 + —4 +
11. y 12. y
3+ 3+
34 2+
14 14+
- - x
=3=2-1 1.1 2. 3 32 (1123
_2~~ -
a1 1

utilice un programa de graficacion para representar gréfica-
mente la funcién. A continuacién, utilice la prueba de la recta
horizontal para determinar si la funcién es uno a uno en todo su
dominio y por lo tanto tiene una funcién inversa.

13. f(x) = %x + 6 14. f(x) =5x -3
15. f(6) = sen 6 16. f(x) = xfi J
-1 4 R S
17. h(s) = o5 3 18. g(1) = N
19. f(x) = Inx 20. f(x) = 5x/x — 1
21. g(x) = (x + 5)° 22, h(x) = |x + 4| — |x — 4]

Determinar si una funcién tiene una funcion inversa En
los ejercicios 23-28, utilice la derivada para determinar si la
funcion es estrictamente monétona en la totalidad de su domi-
nio y por lo tanto tiene una funcién inversa.

2. fx)=2-—x—x° 24. f(x) = x> — 6x% + 12x

25. fix) = ; — 2x2 26. f(x) = x* + 243

28. f(x) —cosé'E

27. f(x) = 5

In(x — 3)

Verificar que una funcidn tiene una funcidén inversa Los
ejercicios 29-34 muestran que f es estrictamente mondtona so-
bre el intervalo dado y por lo tanto tiene una funcién inversa
en ese intervalo.

29. f(x) = (x — 4)2, [4,00)
30. f(x) = |x + 2|, [-2,00)

30 = 5, 0,00
32. f(x) = cotx, (0,
33. f(x) = cosx, [0, ]

34. f(x) = secx, [0%)

Determinar una funcién inversa En los ejercicios 35-46,
(a) encuentre la funcién inversa de f; (b) grafique fy f ' en el
mismo conjunto de ejes de coordenadas, (c) describa la relacion
entre las gréficas y (d) indique el dominio y el rango de fy f ™

35. f() =2x -3 36. f(x) = 7 — 4x

37. f(x) = x° 38, flx) =x3—1

39. fx) = Vx 40. f(x) =x2, x>0

41. fx) = V4 —x%*, 0<x<2

2. fx) =V*—4, x=2

3. fl)=Yx -1 4. f(x) =3 x=20
' X . x42

45. f(x) = Ee 46. f(x) = .

Determi
utilice la
para los
bla que ¢

def-l. P
MathGra

4.

49, Cos
tan

()

(b)
(©)

(d)

50. Ter
rep
terr
(a)
(b)
(c)

(d)
Compr

51-54, ¢
su inver




Detérminar una funcion inversa En los ejercicios 47 y 48,
ﬁﬁlice la grifica de la funcién f para hacer una tabla de valores
para Jos puntos dados. A continuacién, haga una segunda ta-
 pla que se pueda utilizar para encontrar f 1y trace la grafica
def . Para imprimir una copia ampliada de la grafica, visite

icios 13-2 §
ar grafica. § ‘7=MathGraphs.com.

delarecty § 5 8.
en todo gy ' 6L

1 23456

7. : 49. Costo Usted necesita 50 libras de dos productos que cues-
; tan $1.25 y $1.60 por libra.

x—4
| | (a) Verifique que el costo total es y = 1.25x + 1.60(50 — x),
ersa En donde x es el nimero de libras de la materia prima mdas
. , barata.
linar sila . ., 3
» su domi- | (b) Encuentre la funcién inversa de la funcién de costo. ;Qué
: representa cada variable en la funcién inversa?
(c) ¢Cudl es el dominio de la funcién inversa? Valide o expli-
12x que su respuesta utilizando el contexto del problema.
(d) Determine el nimero de libras de la mercancia menos cos-
tosa que compr6 cuando el costo total es de $73.
50. Temperatura Laférmula C = g(F —32), donde F >-459.6,
representa la temperatura Celsius C como una funcién de la
: temperatura Fahrenheit F.
rsa Los
Gtona so- (a) Encuentre la funcién inversa de C.
n inversa (b) {Qué representa la funcién inversa?
(c) ;Cudl es el dominio de la funcién inversa? Valide o expli-
que su respuesta utilizando el contexto del problema.
(d) La temperatura es 22°C, ;cuél es la temperatura corres-
mp ¢cud p
pondiente en grados Fahrenheit?
Comprobar que es una funcién uno auno Enlos ejercicios
J
51-54, determine si la funcién es uno a uno. Si es asi, encuentre
su inversa.
s 35-46,
f~1en el
relacion

fyf

Ejercicios 57

51. f(x) = Vx -2

53. fx) =|x—2[, x=2

52. f(x) = -3
54. f) =ax+ b, a+#0

Construir una funcion uno a uno En los ejercicios 55-58,
borre parte del dominio para que la funcion que queda sea uno
a uno. Encuentre la funcién inversa de la funcién restante y
dé el dominio de la funcién inversa. (Nota: Hay mas de una
respuesta correcta.)

55. f(x) = (x — 3) 56. f(x) = 16 — x*

Y y
5+ 20+
4—.—
g 124
24 s
1+ RS
L .
12345 Slalils
57 £ = | + 3] 58. F() = |x — 3|
Yy 8 4
5 5+
4t 41
7 4 N
5+ 24
1 f-f
A T
5 -4-3-2-] 12345

Para pensar En los ejercicios 59-62, decida si la funcién tiene
una funcion inversa. Si es asi, ;cudl es la funcion inversa?

59. g(t) es el volumen de agua que ha pasado a través de una linea
de agua ¢ minutos después de abrir una vélvula de control.

60. h(r) es la altura de la marea ¢ horas después de la medianoche,
donde 0 <7< 24,

61. C(7) es el costo de una llamada de larga distancia de ¢ minutos
de duracién.

62. A(r)es el drea de un circulo de radio
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Unidad3 Limites y continuidad

COMENTARIO A medida
que vaya avanzando en este
curso, le conviene recordar que
el aprendizaje de cdlculo es solo
uno de sus fines. Su objetivo
mds importante es aprender a
utilizar el cdlculo para modelar
y resolver problemas reales.

En seguida se presentan algunas
estrategias de resolucién de
problemas que pueden ayudar.

 Asegurese de entender la
pregunta. ;Cudles son los
datos? ;Qué se le pide
encontrar?

* Conciba un plan. Existen
muchos métodos que se
pueden utilizar: hacer un
esquema, resolver un proble-
ma sencillo, trabajar hacia
atrds, dibujar un diagrama,
usar recursos tecnoldgicos y
muchos otros.

* Ejecute el plan. Asegirese
de que responde la pregunta.
Enuncie la respuesta en pala-
bras. Por ejemplo, en vez de
escribir la respuesta como
x = 4.6, serfa mejor escribir:
“El 4rea de la zona es 4.6
metros cuadrados”.

* Revise el trabajo. ; Tiene
sentido la respuesta? ; Existe
alguna forma de comprobar
lo razonable de su respuesta?

3.1 Introduccion al calculo a través del limite

B Comprender lo que es el cilculo y como se compara con el precalculo.
B Comprender que el problema de la recta tangente es basica para el calculo.
B Comprender que el problema del area también es basico para el célculo.

iQué es el calculo?

El célculo es la matemética de los cambios (velocidades y aceleraciones). También son
objeto de cdlculo rectas tangentes, pendientes, dreas, voltimenes, longitudes de arco,
centroides, curvaturas y una gran variedad de conceptos que han permitido a cientificos,
ingenieros y economistas elaborar modelos para situaciones de la vida real.

Aunque las matemdticas del precélculo también tratan con velocidades, aceleracio-
nes, rectas tangentes, pendientes y demds, existe una diferencia fundamental entre ellas
y el célculo. Mientras que las primeras son mds estdticas, el cdlculo es mas dindmico.
He aqui algunos ejemplos.

+ Las mateméticas del precdlculo permiten analizar un objeto que se mueve con ve-
locidad constante. Sin embargo, para analizar la velocidad de un objeto sometido a
aceleracidn es necesario recurrir al célculo.

* Las matemdticas del precélculo permiten analizar la pendiente de una recta, pero para
analizar la pendiente de una curva es necesario el célculo.

* Las matematicas del precélculo permiten analizar la curvatura constante de un circulo, pero
para analizar la curvatura variable de una curva general es necesario el célculo.

» Las matematicas del precdlculo permiten analizar el 4rea de un rectdngulo, pero para
analizar el 4rea bajo una curva general es necesario el cdlculo.

Cada una de estas situaciones implica la misma estrategia general: la reformulacién de
las matematicas del precdlculo a través de un proceso de limite. De tal modo, una ma-
nera de responder a la pregunta “;qué es el cdlculo?”, consiste en decir que el cédlculo
es una “méquina de limites” que funciona en tres etapas. La primera la constituyen las
matemdticas del precdlculo, con conceptos como la pendiente de una recta o el drea de
un rectdngulo. La segunda es el proceso de limite, y la tercera es la nueva formulacién
propia del cdlculo en términos de derivadas e integrales.

Matematicas Proceso

de precdlculo de limite =7 Caleulo

Por desgracia, algunos estudiantes tratan de aprender cdlculo como si se tratara de
una simple recopilacién de férmulas nuevas. Si se reduce el estudio de cédlculo a la me-
morizacién de férmulas de derivacién y de integracién, su comprension serd deficiente,
el estudiante perdera confianza en s{ mismo y no obtendra satisfaccion.

En las dos pdginas siguientes se presentan algunos conceptos familiares del
precélculo, listados junto con sus contrapartes del cdlculo. A lo largo del texto se debe
recordar que el objetivo es aprender a utilizar las férmulas y técnicas del precdlculo
como fundamento para producir las férmulas y técnicas mas generales del cdlculo. Qui-
zés algunas de las “viejas férmulas” de las paginas siguientes no resulten familiares para
algunos estudiantes; repasaremos todas ellas.

A medida que avance en el libro, se sugiere volver a leer estos comentarios repe-
tidas veces. Es importante saber en cuél de las tres etapas siguientes del estudio del
cédlculo se encuentra.

Preparacién para el cdlculo Precédlculo
Limites y sus propiedades Proceso de limite
Derivacién Célculo

Este ciclo se repite muchas veces en una escala menor en todo el libro.
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Sin calculo

Con calculo diferencial

Yy

Valor de f(x)
cuando x = ¢

o L

y

y=f(x)
Limite de f(x) cuando
x tiende a ¢

Bk 2 i

Pendiente de una recta

Pendiente de una curva

Recta secante
auna curva

Recta tangente
auna curva

Razén de cambio

Razén de cambio

del circulo

promedio entre % o instantdneo
t=ayt=b ent=c
Curvatura Curvatura

de una curva

Altura de
una curva en
=c

Altura méxima de
una curva dentro |
de un intervalo

Plano tangente
auna esfera

Plano tangente
a una superficie

Direccién del
movimiento a lo

largo de una recta.

L

Direccién del
movimiento a lo
largo de una curva

T
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Sin calculo

Con calculo integral

una fuerza constante

Area de un Area bajo
rectangulo una curva .
Trabajo realizado por AR Trabajo hecho por [\ T

una fuerza variable

Centro de un

de un cilindro

ol et Centroide
rectangulo R i de una regién o
S e %
Longitud de un Longitud
segmento de recta de un arco
Area superficial Area superficial de

un solido de revolucién

Masa de un sélido
con densidad constante

Masa de un sélido
con densidad variable

Volumen de un sélido
rectangular

Volumen de la regién
bajo una superficie

Suma de un nimero
finito de términos

ata+--+a,=8S

Suma de un ndmero

o a,+a,+a,+---=8§
infinito de términos 1 2 S

|\

N4

Recta t
Figura
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Recta tangente de la grafica de fen P.

Figura 3.1

GRACE CHISHOLM YOUNG

(1868-1944)

C?race Chisholm Young obtuvo su
titulo en matemiticas de Girton

; Ollege de Cambridge, Inglaterra.
SU} Primeros trabajos se publicaron
b2jo el nompbre de William Young, su
Marido. Entre 1914y 1916, Grace
Young publico trabajos relativos a
.‘QS_fundamentos de calculo que la
hicieron Mmerecedora del Premio
Gamble del Girton College.
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El problema de la recta tangente

El concepto de limite es fundamental en el estudio del célculo. A continuacién se dan
breves descripciones de dos problemas cldsicos de célculo: el problema de la recta tan-
gente y el problema del drea, que muestran la forma en que intervienen los limites en
el célculo.

En el problema de la recta tangente, se le da una funcién 'y un punto P en su gré-
fica, y se trata de encontrar una ecuacién de la recta tangente a la grafica en el punto,
como se muestra en la figura 3.1.

Exceptuando los casos en que una recta tangente es vertical, el problema de en-
contrar la recta tangente en el punto P equivale al de determinar la pendiente de la recta
tangente en P. Se puede calcular aproximadamente esta pendiente trazando una recta que
pase por el punto de tangencia y por otro punto de la curva, como se muestra en la
figura 3.2(a). Tal recta se 1lama una recta secante. Si P(c, fic)) es el punto de tangencia y

Q(c + Ax, f(c + Ax))

Es un segundo punto de la gréfica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por estos
dos puntos puede encontrarse al utilizar precélculo y estd dada por

_flet M) —f@) _ fle+AD) - Q)

m — —
sec c + Ax —-c AX
y A /
0O(c + Ax, f(c + Ax)) / L ~
: / N Rectas
: secantes
P(c, f(c)) i ¢ flc+ Ax) = f(c)
1z I — N
e e e s L =z Recta tangente
% Ax
" X

(b) Cuando Q tiende a P, las rectas secantes
se aproximan a la recta tangente.

(a) La recta secante que pasa por (c,f(c))
y (c + Ax,f(c + Ax)).

Figura 3.2

A medida que el punto Q se aproxima al punto P, la pendiente de la recta secante
se aproxima a la de la recta tangente, como se muestra en la figura 3.2(b). Cuando exis-
te tal “posicién limite”, se dice que la pendiente de la recta tangente es el limite de la
pendiente de las rectas secantes (este importante problema se estudiard con més detalle
en la unidad 4).

Exploracion

Los siguientes puntos se encuentran en la gréfica de f{x) = x?

0,(1.5,£(15)), Q,(1.1,/(1.1)), 05(101,£(101)),
0,(1.001,£(1.001)), Qs(1.0001, £(1.0001))

Cada punto sucesivo se acerca mds al punto P(1, 1). Calcule la pendiente de la recta
secante que pasa por O, y P, O, y P, y asi sucesivamente. Utilice una herramienta
de graficacién para representar estas rectas secantes. Luego, utilice los resultados
para estimar la pendiente de la recta tangente a la gréfica de fen el punto P.

Girton College
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/ a b
Area bajo una curva.
Figura 3.3

NOTA HISTORICA

En uno de los eventos més
asombrosos ocurrido en las
matematicas, se descubrié que

el problema de la recta tangente

y el problema del drea estan
estrechamente relacionados.

Este descubrimiento condujo al
nacimiento del calculo. Se abordara
la relacién que existe entre estos

teorema fundamental del calculo.

dos problemas cuando se estudie el

Limites y continuidad

El problema del area

En el problema de la recta tangente vio cémo el proceso de limite puede ser aplicado a
la pendiente de una recta para encontrar la pendiente de una curva general. Un segundo
problema clésico en célculo consiste en determinar el drea de una regién plana delimita-
da por las graficas de funciones. Este problema también se puede resolver mediante un
proceso del limite. En este caso, el proceso de limite se aplica al 4rea de un rectdngulo
con el fin de encontrar el drea de una regién general.

A modo de ejemplo sencillo, considere la zona acotada por la gréfica de la funcién
y = fix), el eje x y las lineas verticales x = a y x = b, como se muestra en la figura 3.3,
Se puede estimar su drea usando varios rectdngulos, como se muestra en la figura 3.4,
Al aumentar el ndmero de rectdngulos, la aproximacién mejora cada vez mds, ya que se
reduce el drea que se pierde mediante los rectdngulos. El objetivo radica en determinar
el limite de la suma de las 4reas de los rectdngulos cuando su nimero crece sin fin.

» X P
/ a b / a b
Aproximacién usando cuatro rectingulos.
Figura 3.4

Aproximacién usando ocho rectdngulos.

Exploracion
Considere la regién acotada por las gréficas de
Jo) =Xy =l oyl e |

que se muestra en el inciso (a) de la figura. Puede estimar el drea de esta regién

empleando dos conjuntos de rectdngulos, unos inscritos en ella y otros circunscritos,

como se muestra en los incisos (b) y (c). Calcule la suma de las dreas de cada con-
junto de rectdngulos. Luego, utilice los resultados para calcular aproximadamente el
area de la region.

y y

(a) Regién acotada

e T T A T T T L s S s 5 RS T AT TR s

(b) Recténgulos inscritos (c) Rectdngulos cincunscritos

i
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3.1

precalculo o calculo  En los ejercicios 1-5, decida si el proble-

a se puede resolver mediante precalculo o si requiere calculo.
i el problema se puede resolver utilizando precalculo, resuél-
- valo. En caso contrario, explique el razonamiento y aproxime la

Ejercicios

- olucién por métodos graficos o numéricos.

. 1. Calcule la distancia recorrida en 15 segundos por un objeto que

viaja a una velocidad constante de 20 pies por segundo.

2. Calcule la distancia recorrida en 15 segundos per un objeto que
se mueve a una velocidad v(f) = 20 + 7 cos ¢ pies por segundo.

o 3. RaZéndecambio ® e 06 ¢ 0 0 0 06 0 0 0 0 0 0

Un ciclista recorre una trayectoria que admite como :
modelo la ecuacién f{x) = 0.04(8x — x*) donde x y fix) se  »
miden en millas. Calcule la raz6n de cambio en la eleva-
cién cuando x = 2.

£x)=0.04(8x—x?).

il

L
ol
ol
Ny
ol
o

® © ©o ® 0o e ® o o 0 0 0 0 ® 0 0 00
w

4. Un ciclista recorre una trayec-
toria que admite como modelo
la ecuacién fix) = 0.08x,
donde x y f{x) se miden en
millas. Encuentre la razén
de cambio de la elevacion
cuando x = 2.

5. Encuentre el 4drea de la regién sombreada.

@ 7 (b) y
ST 2,9
4_._
3.._
2__
14 (5,0)
——t—t—t——]—x
10,00 3 4 56 X

-1+

6. Rectas secantes Considere la funcién

&) = Vx

y el punto P(4, 2) en la grafica de f.

(a) Dibuje la grafica de f'y las rectas secantes que pasan por
P(4,2) y Q(x, fix)) para los siguientes valores de x: 1, 3
yS.

(b) Encuentre la pendiente de cada recta secante.

(¢) Utilice los resultados del inciso (b) para estimar la pen-
diente de recta tangente a fen P(4, 2). Describa cémo pue-
de mejorar la aproximacion de la pendiente.

€on numeracion impar..

3.1 Introduccidn al célculo a través del limite 65

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

7. Rectas secantes Considere la funcién f(x) = 6x — x2 y
el punto P(2, 8) sobre la gréfica de f:

(a) Dibuje la grafica de f'y las rectas secantes que pasan por
P(2, 8) y O(x, fix)) para los valores de x: 3,2.5y 1.5.

(b) Encuentre la pendiente de cada recta secante.
(c) Utilice los resultados del inciso (b) para calcular la pen-
diente de la recta tangente a la grafica de fen el punto P(2,

8). Describa cémo puede mejorar la aproximacién de la
pendiente.

' ¢(COMO LO VE? ;Cémo describe la razén cambio
&/ instantdneo de la posicién de un automévil sobre una

autopista?

9. Aproximar un area Utilice los rectdngulos de cada una
de las gréficas para aproximar el drea de la regién acotada por
y=5/x,y=0,x=1,yx = 5. Describa c6mo se puede continuar
este proceso para obtener una aproximacién mds exacta del drea.

y y

5+ 5+

4+ 4+

3+ 3+

2+ 2+

1+ 1+
T 1 t T T X t T 1 1 T X
1 23 45 1 2 3 4 5

DESARROLLO DE CONCEPTOS

10. Aproximar la longitud de una curva Considere la
longitud de la gréfica de fix) = 5/x desde (1, 5) hasta (5, 1):

Y Yy

(1,5)

1.9

5+ st o1

4+ 4+

3+ 3+

T T 5.1)

1+ 1+
e > x
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

(a) Aproxime la longitud de la curva mediante el cdlculo
de la distancia entre sus extremos, COmo se muestra en
la primera figura.

(b) Aproxime la longitud de la curva mediante el cdlcu-
lo de las longitudes de los cuatro segmentos de recta,
como se muestra en la segunda figura.

(c) Describa como se podria continuar con este proceso
a fin de obtener una aproximacion mds exacta de la
longitud de la curva.

Ljupco Smokovski/Shutterstock.com
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3.2 Limite de una funcion

lim f(x) =3
xl—alf . f (1’3)

f
-2 -1 1

El limite de f(x) cuandox tiende a 1 es 3.
Figura 3.5

B Estimar un limite utilizando los métodos numérico y grafico.
B Aprender diferentes formas en las que un limite puede no existir.
B Estudiar y utilizar la definicion formal de limite.

Introduccion a los limites

Al dibujar la funcién de la grafica
=1

x—1

para todos los valores distintos de x = 1, es posible emplear las técnicas usuales de
representacién de curvas. Sin embargo, en x = 1 no estd claro qué esperar. Para obtener
una idea del comportamiento de la gréfica de f cerca de x = 1, se pueden usar dos con-
juntos de valores de x, uno que se aproxime a 1 por la izquierda y otro que lo haga por
la derecha, como se ilustra en la tabla.

x se aproxima a 1 por laizquierda. > ¢ x se aproxima a 1 por la derecha.

¥

x 0.75 0.9 099 | 099 | 1 | 1001 | 1.01 1.1 1.25
f(x) | 2313 | 2710 | 2970 | 2997 | ? | 3.003 | 3.030 | 3.310 | 3.813

f(x) se aproxima a 3.

1V

f(x) se aproxima a 3.
Como se muestra en la figura 3.5, la gréfica de f es una pardbola con un hueco en el
punto (1, 3). A pesar de que x no puede ser igual a 1, se puede acercar arbitrariamente a

1 y, en consecuencia, f{x) se acerca a 3 de la misma manera. Utilizando la notacion que
se emplea con los limites, se podria escribir

lim f(x) = 3. Esto se lee: “el limite de f(x) cuando x se aproxima a 1 es 3.

x—1
Este andlisis conduce a una descripcién informal de limite. Si f{x) se acerca arbitraria-
mente a un nimero L cuando x se aproxima a ¢ por cualquiera de los dos lados, entonces
el limite de f(x), cuando x se aproxima a c, es L. Esto se escribe

Ii_r)nf(x) =11,

| Exploracién E

. El andlisis anterior proporciona un ejemplo de c6mo calcular un limite de manera
. numérica mediante la construccién de una tabla, o de manera grdfica, dibujar un
esquema. Calcule el siguiente limite de forma numérica al completar la tabla.
| )
| miteee e

P VIR i)

x (175019 | 199|199 | 2 | 2001 | 201 | 2.1 | 225 |
@l 22l 2 2 2] 2 2] 2] o E

A continuacién, utilice una herramienta de graficacién para calcular el limite de
forma gréfica.

i e R

festd in
enx=0.

[

El limite
ales?2.

Figura .

—_

El limite
a2es ],

Figura :
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El limite de f(x) cuando x se aproxima
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Estimar numéricamente un limite

Evalde la funcién f(x) = x/(v/x + 1 — 1)en varios puntos cercanos a x = 0y use el
resultado para calcular el limite.

X
Iim

=0 /x+1—-1

Solucion En la siguiente tabla se registran los valores de f(x) para diversos valores
de x cercanos a 0.

N

. z
. . . R . i
x se aproxima a 0 por la izquierda. > { x se aproxima a 0 por la derecha. |
/S

1 N\
X —0.01 | —0.001 | —0.0001 | O | 0.0001 0.001 0.01
Fx) | 1.99499 | 1.99950 | 1.99995 | ? | 2.00005 | 2.00050 | 2.00499

N A
. i e :
f(x) se aproxima a 2. > C f(x) se aproxima a 2. i
/ .

1% N

De los datos mostrados en la tabla, puede estimar que el limite es 2. Dicho resultado se
confirma por la gréifica de f (vea la figura 3.6). L

Observe que en el ejemplo 1, 1a funcién no estd definida en x = 0 y aun asi f(x) pa-
rece aproximarse a un limite a medida que x se aproxima a 0. Esto ocurre con frecuencia,
y es importante percatarse de que la existencia o inexistencia de f(x) en x = ¢ no tiene
relacion con la existencia del limite de f(x) cuando x se aproxima a c.

Calcular un limite

Encuentre el limite de f{x) cuando x se aproxima a 2, donde

I, x#2
f(x)={0, x=2

Solucion Puesto que fix) = 1 para toda x distinta de x = 2, puede concluir que el
limite es 1, como se muestra en la figura 3.7. Por tanto, puede escribir

Hrr;f(x) =1,

El hecho de que f{2) = 0 no influye en la existencia ni el valor del limite cuando x se
aproxima a 2. Por ejemplo, si se hubiera definido la funcién como

1, x#2
g(x)_[z, x=2

el limite serfa el mismo que el de f.

Hasta este punto de la seccién, ha calculado los limites de manera numérica y gra-
fica. Cada uno de estos métodos genera una estimacién del limite. En la seccién 3.3
estudiard técnicas analiticas para evaluarlos. A largo de este curso, se trata de desarrollar
el habito de utilizar este método de drbol para resolver problemas.

1. Método numérico Construya una tabla de valores.
2. Método grifico Elabore una grafica a mano o con algtin dispositivo tecnologico.

3. Método analitico Utilice dlgebra o cdlculo.
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fx) = |il

f=1

fx)=-1

El liné F(x) no existe.

Figura 3.8

!
T
-2 i 1
El lim f(x) no existe.
x—0

Figura 3.9

N

Limites que no existen

En Jos tres ejemplos siguientes se examinardn algunos limites que no existen.

Comportamiento diferente por la derecha
y por la izquierda

SR - B
Demuestre que el siguiente limite 1im — no existe.
X

x—>

Solucion Considere la gréfica de la funcién

2]
Xx) =-"—,
==
De la figura 3.8 y de la definicién de valor absoluto.
x, x=20 B
|x| = Definicién de valor absoluto
=X, X < ()

observe que

x| I, x>0

X ~1; x< 0
Esto significa que, independientemente de cudnto se aproxime x a 0, existirdn tanto valo-
res positivos como negativos de x que dardn f{x) = 1y fix) = —1. De manera especifica,
si 0 (letra griega delta mintscula) es un nimero positivo, entonces los valores de x que

satisfacen la desigualdad 0 < |x| < §, se pueden clasificar en los valores de |x|/x de
la siguiente manera:

X

(—6,0) 0 (0, ).
A\ AL
a0 4N
N v | | o
Los valores negativos de x dan | . Los valores positivos de x dan
| como resultado [x|/x = —1. | | como resultado |x|/x = 1.

Debido a que |x|/x tiende a un nimero diferente por la derecha del 0, por la izquierda
entonces el limite Iim (]x|/x) no existe.
x—0

Comportamiento no acotado

. . . L. 1
Analice la existencia del limite lim —.
x—=0 xz

Solucion Considere la grifica de la funcién
1
&) =2

En la figura 3.9 puede observar que a medida que x se aproxima a 0, tanto por la derecha
como por la izquierda, f{x) crece sin limite. Esto quiere decir que eligiendo un valor de x
cercano a 0, puede lograr que f(x) sea tan grande como se quiera. Por ejemplo, f(x) serd
mayor que 100 si elige valores de x que estén entre % y 0. Es decir:

1 1
0<|x|<E =D f(x)—;>100.

Del mismo modo, puede obligar a que f{x) sea mayor que 1,000,000 de la siguiente manera:

1 1
0< |x| < Toos = flx) = 2> 1,000,000

Puesto que f(x) no se aproxima a ningtin niimero real L cuando x se aproxima a 0, s€
puede concluir que el limite no existe.

.

- Ellim

x-0

Figura

[ e
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x) serd

nanera:

a(, se

f( x) = sen i

~ Ellim f(x) no existe.
- x0
- Figura 3.10

PETER GUSTAV DIRICHLET

(1805-1859)

En el desarrollo temprano del
cleulo, la definicién de una funcion
€ra mucho més restrictiva que en la
actualidad, y "funciones” como la de
Dirichlet no se hubieran tomado en
consideracion. La definicién moderna
de funcién se debe al matemitico
aleman Peter Gustav Dirichlet.
Consulte LarsonCalculus.com
Para leer mas de esta biografia.
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Comportamiento oscilante

» =« > Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

1
Analice la existencia del limite lirr(l) sen—.
x— X
Solucion Seafi(x) = sen(1/x). En la figura 3.10 puede observar que cuando x se apro-
xima a 0, oscila entre —1 y 1. Por consiguiente, el limite no existe, puesto que por peque-
fio que se elija 6 siempre es posible encontrar x, y x, que disten menos de § unidades de
0, tales que sen(1/x,) = 1y sen(1/x,) = —1, como se muestra en la tabla.

20222 2|2
A m | 37w | S| 7w | 97 | 117 x—0
Sen% 1 = 1 =] 1 —1 | No existe el limite

i

| Comportamientos asociados a la no existencia de un limite

| 1. flx) se aproxima a nimeros diferentes por la derecha de ¢ que por la izquierda.

| 2. flx) aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a c.

3 ﬂx) oscﬂa entre dos valores ﬁJOS a medida que x se aprox1ma ac.

Existen muchas otras funciones interesantes que presentan comportamientos in-
usuales. Una de las que se cita con mayor frecuencia es la funcion de Dirichlet:

) 0, six esracional
X) = . : : .
1, six esirracional

Puesto que esta funcidn carece de limite en cualquier nimero real ¢, no es continua en
cualquier nimero real c. La continuidad se estudiard con més detalle en la seccién 3.4.

D CONFUSION TECNOLOGICA  Cuando utilice una herramienta de grafi-
cacién para investigar el comportamiento de una funcién cerca del valor de x en el
que se intenta evaluar su limite, recuerde que no siempre se puede confiar en las
imagenes dibujadas. Al utilizar una herramienta de graficacién para dibujar la gré-
fica de la funcién del ejemplo 5 en un intervalo que contenga al 0, es muy probable
que obtenga una grafica incorrecta, como la que se muestra en la figura 3.11. El mo-
tivo por el cual una herramienta de graficacién no puede mostrar la grafica correcta
radica en que la gréfica cuenta con oscilaciones infinitas en cualquier intervalo que

contenga al 0.
1.2

IH1

-1.2

Gréfica incorrecta de f(x) = sen(1/x).
Figura 3.11

@ © @ © © ® © © 6 © © © € © & O © O € O 0 0 0 O & O o

INTERFOTO/Alamy
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| PARA INFORMACION ADICIONAL  Definicion formal de limite

Para conocer mds sobre la introduccién . o 5 . . ; .
. , " Examine nuevamente la descripcién informal de limite. Si f{x) se acerca de manera arbj-
del rigor al calculo, consulte “Who

Gave You The Epsilon? Cauchy and traria a }m.mirnero L a medida que x se‘aproxima a c por cuallquiera de sus lados, se dice
the Origins of Rigorous Calculus”, de que el limite de f{x) cuando x se aproxima a ¢ es L y se escribe

Judith V. Grabiner, en The American lim f(x) = L.

Mathematical Monthly. Para ver este F2E

articulo, visite MathArticles.com. A primera vista, esta descripcién parece muy técnica. No obstante, es informal porque
atin hay que conferir un significado preciso a las frases:

“f(x) se acerca arbitrariamente a L”

“x se aproxima a ¢”

La primera persona en asignar un significado matemadtico riguroso a estas dos frases

fue Agustin-Louis Cauchy. Su definicién ¢-8 de limite es la que se suele utilizar en la i (‘?O
actualidad. A
En la figura 3.12, sea ¢ (letra griega épsilon mintscula) la representacion de un ni- g ES€
mero positivo (pequefio). Entonces, la frase “f(x) se acerca arbitrariamente a L” significa . oA
L+et que f(x) pertenece al intervalo (L — &, L + €). Al usar la nocién de valor absoluto, esto :
i FeD se puede escribir como & Ger
|fx) = L] < . :
L-g+ A
Del mismo modo, la frase “x se aproxima a ¢” significa que existe un nimero positi- ¥ Tod
vo & tal que x pertenece al intervalo (¢ — §, ¢), o bien al intervalo (c, ¢ + 8). Esto puede g
expresarse de manera concisa mediante la doble desigualdad e,

L e 0<lx—c|l<é.
c

La primera desigualdad

c-68
O0<x—c La distancia entre x y ¢ es mayor que 0.
Definicién -8 del limite de f(x) | | 4
cuando x tiende a c. expresa que x # ¢. La segunda desigualdad
Figura 3.12 ) )
|x = C| <9 x estd a menos de 8 unidades de c.

Indica que x estd a una distancia 6 menor que c.

| Definicion de limite

. Sea f una funcién definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ (salvo posible-
. mente en ¢) y L un niimero real. La expresion

lim f(x) = L
X—C

v

Significa que para cada & < 0 existe un & > 0 tal que si
< O<lx—¢cl <8

entonces

|fx) = L| < e.

@ ® 0 ®© @ ® ¢ 6 & @8 © © 0 & O

+ ¢+ COMENTARIO Alolargo de todo el texto, la expresién
lim f(x) = L

X=c
lleva implicitas dos afirmaciones, el limite existe y es igual a L.
Algunas funciones carecen de limite cuando x se aproxima a ¢, pero aquellas que 10

poseen no pueden tener dos limites diferentes cuando x se aproxima a . Es decir, si €/
limite de una funcidn existe, entonces es tinico (vea el ejercicio 75).




arbi- s

dice

rque

iy . COMENTARIO Enel
ejemplo 6, observe que 0.005

. es el mayor valor de 6 que

1 ni- .

ifica garantiza que

“esto |(2x = 5) — 1| < 0.01
siempre que

0<|x—-3|<é.
osilti- Todo valor positivo de § menor
uede

también satisface esta condicion.

.I.O.‘.....‘..O.D
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Los tres ejemplos siguientes ayudan a entender mejor la definicién -8 de limite.

& Determinar una é para un £ dado

Dado el limite

lim (2x = 5) = 1

encuentre 6 tal que
|(2x = 5) — 1] < 0.01
siempre que
0<|x—-3<é

Solucion En este problema trabaje con un valor dado de €, & = 0.01. Para encontrar
una 0 apropiada, trate de establecer una conexidn entre el valor absoluto

[2x=35)—1] y |x=3]
Observe que
|(2x = 5) — 1| = |2x — 6| = 2|x — 3|.
Como Ia desigualdad |(2x - 5) - 1| < 0.01 es equivalente a 2|x — 3| < 0.01, puede elegir
= 1(0.01) = 0.005.
Esta opcién funciona porque
0 < |x — 3| <0.005
lo que implica que
|(2x = 5) — 1| = 2]x — 3] < 2(0.005) = 0.01.

Como se muestra en la figura 3.13, para x valores dentro de 0.005 a 3 (x # 3), los valores
de f{x) estdn dentro de 0.01 a 1.

(fo)=2c-5

El limite de f(x) cuando x se aproximaa3es 1.
Figura 3.13

i
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fﬂff} =3y-2

i f =
1 2 3 4

El limite de f(x) cuando x se aproxima
a2es4.

Figura 3.14

f =2
4+e+ E
@2+ 6)?

44+

2-98)?
4—¢e+

L{L2+5
15

El limite de f(x) cuando x se aproxima
ales4.

Figura 3.15

En el ejemplo 6 encontré un valor 6 para una & dada. Esto no prueba la existencia ‘

del limite. Para hacer eso, debe demostrar que se puede encontrar una  para cualquier s,
como se muestra en el siguiente ejemplo.

Usar la definicion -6 de limite
Utilice la definicién e-6 de limite para demostrar que

lim (3x — 2) = 4.

x—2

Solucion Demuestre que para todo & > 0, existe una 6 > 0 tal que
|(Bx—2)—4| <¢

siempre que
0<|x—2| <8

Puesto que la eleccion 8 depende de &, necesita establecer una relacién entre los valores

absolutos |(3x - 2) — 4| y [x-2|
(3x — 2) — 4] = [3x — 6] = 3x — 2|

Por tanto, para cada & > 0 dado, se puede tomar 8 > 0. Esta opcién funciona porque

0 < |x—2| <5=2
3

implica que

|Gx —2) — 4| = 3]x — 2| < 3(%) = e.

Como puede ver en la figura 3.14, para valores de x en & de 2(x # 2), los valores de f(x)

se encuentran en & de 4.

Usar la definicion £-6 de limite

Utilice la definicién &-6 de limite, para demostrar que

lim x2 = 4.
x—2

Soluciéon Demuestre que para cada & > 0 existe una & > 0, de tal forma que

|x2—4| < ¢

siempre que
0<|x—2| <5

Para encontrar una & adecuada, comience escribiendo |x?> — 4| = |x — 2||x + 2|. Para §
todo x del intervalo (1, 3), x + 2 <3, se sabe que|x + 2| < 5. De tal manera, haciendo §

que J sea el minimo entre &/5 y 1 resulta que, siempre que 0 < |x — 2| < §, se tiene

>(5) =g,

€

|x2—4|=|x—2]]x+2|<<5

Como se muestra en la figura 3.15, para valores de x en & de 2(x # 2), los valores de fx) :"
se encuentran en ¢ de 4.

A lo largo de esta unidad se utilizard la definicién -8 de limite, principalmente paré
demostrar teoremas relativos a los limites y para establecer la existencia o inexistencid
de tipos de limites especificos. Para calcular limites, se describiran técnicas més faciles de |
usar que la definicién e-6 de limite.

Calcul
pletel:
sente L
el fin d

1. lim
x—4

x—0

x—3

x=0

x=0



| existenciy
ualquier g

3.2 Ejercicios

numeracion impar.

, Calculo numérico de un limite En los ejercicios 1-6, com-
lete la tabla y utilice el resultado para estimar el limite. Repre-
ente la funcion utilizando una herramienta de graficacioén, con
¢l fin de confirmar su resultado.

: x—4
L 54

399 | 3999 | 4 | 4001 | 401 | 4.1

os valores §

299 | 2999 | 3 | 3001 | 3.01 | 3.1

i )
orque i
77‘3 Jx+1-1
:.x—aO X
, —001 | —0.001 | 0 | 0.001 | 001 | 0.1
B ?
es de fx) -
4 1m[l/(x+ D] - (1/4)
x—3 x—3
x| 29 299 | 2999 | 3| 3001 | 301 | 3.1
f(x) ?
5 sen x
: .x—)O X
i —0.1 | =001 | —0.001 | 0 | 0.001 | 001 | 0.1
&) ?
, cosx— 1
2|, Para 6. lim ———
haciendo
e tiene i —0.1 | =001 | —0.001 | 0 | 0.001 | 001 | 0.1

fx) ? J

s de i) ; Calculo numérico de un limite  En los ejercicios 7-14, elabore
| + "f'“ni_l tabla de valores para la funcion y utilice el resultado para
: estimar el valor del limite. Utilice una herramienta de grafica-

Cion para representar la funcién y confirmar el resultado.

:r.1te pa?a 7. l,im 2x — 2 8. 1fm x+4
(1stencia —>1x*+x—6 x—»—-4x2 + 9x + 20
dciles de Coxt— B o1

9. lim =~ . im 2ol

-3 x+3

consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

3.2 Limite de una funcion 73

o YOE=4 D/ D] - @/3)
x—>—6 x+6 x—>2 x—2

13, fim 2222 14, lim X
=0 X x—0 tan 2x

Encontrar limites graficamente En los ejercicios 15-22,
utilice la gréfica para encontrar el limite (si es que existe). Si el
limite no existe, explique por qué.

15. h’n% 4 -x 16. lim sec x

x—0
y y
\ | 1
! A2t
34 ; 1
1 1
2+ : :
1 i
p=s O 1 1
: : e
—— x =i &
12 o3 o 2 2
17. lim f(x)
x—2
4—x, x#F2 x#F1
flx) =
0, x=2 x =
y
N
3__
2__
1+ €
| & | ——— f———>x
N ERNAFAN
% —2
19. 11’mu 20. lim
x—=2 X — 2 x=5X — 5
y y
3+ 6+ |
2+ 4+ |
1< e 24 l
> x e e
| -3 45 ol '6 8 10
]
-2+ -4+ ;
-3+ -+ |
, 1 )
21. 1im cos — 22. lim tanx
x—0 X x—7/2
y y

1 / !
!
v 1+

|
|

s <O e =

| |

—F T

B T I S
Bl

N

S,
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Razonamiento grafico En los ejercicios 23 y 24, utilice la gra-
fica de la funcion f para determinar si existe el valor de la canti-
dad dada. De ser asi, ubiquela; si no existe, explique por qué.

23. (a) f(1) y
(b) lim £(x) Al
x->1 S5+

(c) f(4) \Lo

(d) lim f (x)

24. (a) f(—2) J
(b) lim f(x |
© £(0) 2 :
@ lim iz ————— T
=2-1 1 23435
© 0) \ _i

(f) lim f(x)

x—=2

g) f(4)
(h) 1133‘ fx)

Limites de una funcién por partes En los ejercicios 25 y
26, utilice la grafica de f con el fin de identificar los valores de ¢
para los que existe el limite lim f(x).

X—=C

X2, x <2
25. f(x) =98 —2x, 2<x<4
4, x=4
sen x, x<0
26. f(x) =41 —cosx, O0<x<m
COS X, x>

Dibujar una grafica En los ejercicios 27 y 28, construya una
grafica de una funcion f que satisfaga los valores indicados
(existen muchas respuestas correctas).

27. £(0) no est4 definida. 28. f(-2) =0
h’n?)f(x) =4 f@=0

f2)=6 lim f(x) = 0
lim f (x)=3 lim £ () no existe.

29. Encontrar una é para un £ dado En la figura se mues-

tra la grafica de flx) = x + 1. Encuentre una & tal que si
0 < |x — 2| < §,entonces|f(x) — 3] < 04.

30. Encontrar una é paraun e dado Enlafigurase muestraw
la gréfica de

f) = .

x=1

Encuentre una & tal que si 0 < |x — 2| < 8, entonces
[f(x) = 1] < 0.01.

20 4 101
1.00
15T 0.99
10+ &f 2 \@
101 99
0.5+
— > x
1 2 3 4

31. Encontrar una é paraun £ dado Enla figura se muestra
la gréfica de

) =2-1

X

Encuentre una & tal que si 0 < |x — 1] < 8, entonces

|70 — 1] < 0.1.

4_._

L T

w /T

—
|
T

[}

o0 W o

—
|
T
~
t
(5%}

i =
R 7 i

Figura para 31.

Figura para 32.

32. Encontrar una § para un ¢ dado En la figura se muestra
la gréfica de

f)=2-1.
Encuentre una & tal que si 0 < |x — 2| < §, entonces
|f(x) = 3] <02.

Encontrar una § para un ¢ dado. En los ejercicios 33-36,
encuentre el limite L. Después determine 6 > 0 tal que
[f(x) = L| < 0.01 siempre que 0 < |x — ¢| < &.

33. lim (3x + 2) 34. lim (6 = 5)
x—2 . x—6 3

35. lin% (x2-13) 36. lim (x? + 6)
X—2 x—4

Usar la definicién -8 de limite En los ejercicios 37-48, en-
cuentre el limite L. Luego utilice la definicién £-6 de limite para
demostrar que el limite es L.

37. 51_1)1.11 (x+2) 38. xgrzlz (4x + 5)
%. lim, (Lx—-1) 40. lim Gx+1)
41. lim 3 42. lim (- 1)

43. lim Yx 44. lim %

45. lim, |x = 5] 46. lim |x = 3]
47. lim (x?> + 1) 48. 1im (x? + 4x)

x—1 x——4

50. Ol

tie

i Redac

una he
(Cudl

ble err
que ge!
acerca
analiti

51. f(x

lin
X=y

53, fa

lin

x>

54. £

lin
b T

. N
ci
$
el
C

dc
(N
3
(a

(t



3.2 Limite de una funcion 75

igura se mueStrqt 49.7 thiener ,l,m limite ;Cuadl es el limite de f{x) = 4 cuando x DESARROLLO DE CONCEPTOS
tiende a !

57. Notacion descrita Escriba una breve descripcion de
lo que significa la notacién

lim f(x) = 25.
x—8

50, Obtener un limite ;Cudles el limite de g(x) = x cuando x
tiende a 77

< 8, entonces -
3 I Redaccion En los ejercicios 51-54, represente la funcién con

una herramienta de graficacion y estime el limite (si existe). 58. Utilizar la definicion de limite La definicién de li-
;Cudl es el dominio d.e la.i"uncwn? ;,I.’u‘ede. dete?tar un post- mite de la pdgina 36 requiere que f sea una funcién defi-
ple error en la detern}macxon del dOIIl'l}llo si analiza la g}-aﬁca nida sobre un intervalo abierto que contiene a c, excepto
| quegenera la herramienta de graficacién? Redacte un parrafo posiblemente en c. ;Por qué es necesaria esta condicién?
: acerca de la importancia de examinar una funcién de manera
3 analitica ademas de hacerlo graficamente. 59. Limites que no existen Identifique tres tipos de com-
: rtamiento relacionados con la inexistencia de un limite.
: iy . -3 portart’ ) :
x . & fx) = —)6—54—3 52. f(x) = szH Ejemplifique cada tipo con una grafica de una funcién.
. X — x* — 4x
- y 60. Comparar funciones y limites
ura se muestra h_Iﬂ f&) ll_rg f&) ; e : o
3 S x (a) Sifi2) = 4, ;se puede concluir algo acerca del limite
Sir . x=0 de fcuando x tiende a 2? Explique
.53 f(x) =
: : Vx-3 (b) Si el limite de f{x) cuando x tiende a 2 es 4, ;se puede
T concluir algo acerca de f(2)? Explique
g lim f (x)
- 8, entonces | e 3
iR X
& 54 flx) = x2 -9 61. Joyeria Un joyero ajusta un anillo de tal manera que su
1tm £ circunferencia interna es de 6 cm.
v
=T

(a) (Cudles el radio del anillo?

(b) Si la circunferencia interna del anillo puede variar entre

- ! 55. Modelar datos Por una llamada telefénica de larga distan- 5.5 4.5 centfmetsos, jeusmo pusdevasirsn rdio}

cia, un hotel hace un cargo de $9.99 para el primer minuto y de

$0.79 por cada minuto o fraccién adicional. Una férmula para (c) Utilice la definicién e-8 de limite para describir esta
X el costo estd dada por situacién. Identifique e y 6.
C(r) =9.99 = 0.79[—(t — 1)]
. . 0062_Depor‘tes-.ooono.ouooooo.ooo‘
donde 7 es el tiempo en minutos. . . 3 ) . .
) e (Nota: [x] = were ] o P . Un fabricante de articulos deportivos disefla una pelota o
‘a se muestra , ota: [x] = mayor entero tal que n < x. jemplo, e e gulf quetene un vol-
[B2]=3y[-16] = —-2) o men de 2.48 pulgadas
(a) Utilice una herramienta de graficacion para representar la : ctibicas.
5. entoruet , gréfica de la funcién de costo para 0 <t < 6. . (a) (Cudles el radio de la
: (b) Utilice la grafica para completar la siguiente tabla y obser- . pelota de golf?
icios 33-36. 1 ve el comportamiento de la funcién a medida que # tiende *  (b) Sielvolumen de la pe-
00: 1 . a3.5. Utilice la grafica y la tabla para encontrar lfm C (z). : lota puede variar entre
malk o ;,, ; % _ 33 . 2.45 y 2.51 pulgadas
t 1313313410351 36(37]|a . cubicas, ;cudnto puede .
. : & - : : . variar su radio? °
- c ? o (c) Utilice la definicién e-6 de limite para describir esta ,
— . . . situacion. Identifique £ y 8. ’
(c) Utilice la gréfica para completar la siguiente tabla y ob- o o
: serve el comportamiento de la funcién a medida que ¢ se 6848958980088 6 400000000000
37-48, en- aproxima a 3.
fmite para § 63. Calcular un limite Considere la funcién
1 t | 2]25[29|3|31|35|4
S = (1 + 0
& ’ Calcule
(Existe el limite de C(¢) cuando ¢ se aproxima a 3? Expli- lim (1 + x)\/
' que su respuesta. =0
36. : s .
% Repitacl ejercicio 55 considerando ahora mediante la evaluacién de fen valores de x cerca de 0. Dibuje
) =579 — 0.99[-(r — 1)]. la gréfica de f.

L simbolo § ndica un ejercicio en el que se pide utilizar una herramienta de graficacién
B‘Un Sistema simbélico de dlgebra computarizado. La solucién de los demds ejercicios tam-

) impli i , |
én puede mplificarse mediante el uso de la tecnologia apropiada.
Bowler/Shutterstock com
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64. Calcular un limite Considere la funcién

b1l e 1]
-

f)

Calcule

LRt
lim ———————

x—=0 X

mediante la evaluacién de f con valores de x cercanos a 0.
Construya la gréfica de f.

. Andlisis grafico La expresion

Significa que a cada £ > 0 le corresponde una & > 0 tal que si
0 < |x = 2| < 8, entonces

-4
x—2

—4| < &.

Sie = 0.001, entonces

X2 -

4
— 4| < 0.001.

x -

Utilice una herramienta de graficacién para representar ambos
lados de esta desigualdad. Usando la funcién zoom, encuentre
un intervalo (2 — §, 2 + 6) tal que la grafica del lado izquierdo
quede por debajo de la del lado derecho.

;COMO LO VE? Utilice la gréfica de  para identifi-
car los valores de ¢ para los que 1im f(x) = L. existe.

@ 7 (b) ?
6+
ot
T
N% e B
—piiE g
-2+

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 67-70, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que lo demuestre.

67. Sifno estd definida en x = ¢, no existe el limite de f{x) cuando
X se aproxima a c.

68. Si el limite de f(x) cuando x tiende a ¢ es 0, debe existir un
nimero £ tal que fik) < 0.001.

69. Siflc) = L, entonces lim flx) = L.
70. Silim f(x) = L, entonces f{c) = L.

X—=c

Determinar un limite En los ejercicios 71 y 72, considere la

funcién f(x) = J/x.

71. (Es _lilonvi\/; = 0.5 una afirmacién verdadera? Explique su
respii;t'tzj

72. (Es }1_1)1(1) V% = 0 una afirmacién verdadera? Explique su res-

puesta.

e 7,

Ao 74,

Evaluar un limite Utilice una herramienta de graficacigy
para evaluar el limite

. sennx
lim

x=0 X

para diferentes valores de n. ;Qué observa?

para evaluar
tan nx

lim
x=0 X

para diferentes valores de n. ;Qué observa?

75. Demostracion Demuestre que si existe el limite de fx)
cuando x tiende a ¢, ese limite debe ser tnico. [Sugerencia: Sea

limf(x) = L, y lim f(x) = L,y demuestre que L, = L, ]
X=5¢ X=C

76

<

Demostracién Considere la recta f{x) = mx + b, donde
m # 0. Aplique la definicién e-6 de limite, demuestre que
lim f(x) = mc + b.

X—=C
77. Demostracion Demuestre que
lim f(x) = L

X—=C

es equivalente a

Iim [ f(x) = L] = 0.
X—=C

78. Demostracion
(a) Dado que
HH(I) (3x + 1)(Bx — 1)x* + 0.01 = 0.01
x—
demuestre que existe un intervalo abierto (a, b) que con-

tiene al 0, tal que (3x + 1)(3x — 1)x* + 0.01 > 0 para toda
x#0en (a,b).

(b) Dado que lim g(x) = L, donde L > 0, demuestre que
=3

existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a c, tal
que g(x) > 0 para toda x # c en (a, b).

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

| 79. Inscriba en un circulo con radio 1 un rectangulo con base b
y altura i, y un tridngulo isésceles con base b, como se

drea el rectdngulo y el tridngulo?

- 80. Un cono recto tiene una base con radio 1 y una altura de 3.
Se inscribe un cubo dentro de €l, de tal manera que una g
de las caras del cubo queda contenida en la base del cono. §

(Cudl es la longitud lateral del cubo?

| Este problema fue preparado por el Committee on Prize Putnam Competition.

muestra en la figura. ;Para qué valor de / tienen la misma £

’ © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

| N—-— TS ——— - A—— = Rk
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Evaluar un limite Utilice una herramienta de graficaciép

C+ E~

flo)=c-

O
L oset
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e graficacigy

e graficacig

mite de f{x)
erencia: Seg

1= L]

+ b, donde .
muestre que -

b) que con- :
0 paratoda

uestre que

ne a c, tal

n base b
como se £
la misma

ira de 3.

el cono.

mpetition.

vados.
OS——

jue una £ £

y Jo=x
C+ €
: £=0
ORI G
B re=4
c—e+-
T T t X
c-6 c c+6

~ Figura 3.16

.

*+ COMENTARIO Cuando
se tengan nuevas notaciones
0 simbolos en mateméticas,
hay que cerciorarse de conocer
c6mo se leen. Por ejemplo, el
limite del ejemplo 1(c) se lee
“el limite de x? cuando x se
aproximaa 2 es 4”.

COMENTARIO Lade-
mostracion de la propiedad 1
se deja como ejercicio (vea el
ejercicio 109).

3.3 Propiedades de los limites y calculo analitico de limites

3.3 Propiedades de los limites y célculo analitico de limites 77

B Evaluar un limite mediante el uso de las propiedades de los limites.

H Desarrollar y usar una estrategia para el calculo de limites.

B Evaluar un limite mediante el uso de técnicas de cancelacion y de racionalizacion.
B Evaluar un limite mediante el uso del teorema del emparedado.

Propiedades de los limites

En la seccién 3.2 aprendi6 que el limite de f{x) cuando se aproxima a ¢ no depende del
valor de fen x = ¢. Sin embargo, puede darse el caso de que este limite sea f(c). En esta
situacién se puede evaluar el limite por sustitucién directa. Esto es:

lim f(x) = f(c). Sustituya ¢ por x.
X—C

Las funciones bien comportadas son continuas en ¢. En la seccién 3.4 se examinard con
mds detalle este concepto.

TEOREMA 3.1 Algunos limites basicos

Si by ¢ son nimeros reales y n un entero positivo:

1. imb =5 2. limx=c¢ 3. lim x* = ¢"
xX—cC X-2C X=>C

Demostracion Las demostraciones de las propiedades 1 y 3 del teorema 3.1 se
dejan como ejercicios (vea los ejercicios 107 y 108). Para demostrar la propiedad 2
del teorema 3.1, es necesario demostrar que para todo & > 0 existe una 6 > 0 tal que
|x — ¢| < e talque 0 < |x — ¢| < &. Para lograrlo elija 6 = ¢. Entonces, la segunda
desigualdad 1leva implicita a la primera, como se muestra en la figura 3.16.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. -

Evaluar limites basicos

a. lim3 =3 b. lim x= —4 c. imx2=22=4

x—2 x——4 x—2

TEOREMA 3.2 Propiedades de los limites

Si by ¢ son nimeros reales y n un entero positivo, fy g son funciones con los
limites siguientes:

limflx) =L y limg(x) =K.
Xx—c X=C

(51

. Muiltiplo escalar:  1im [b f(x)] = bL

2. Suma o diferencia: lim [ f(x) + gix)] =L+ K
X—cC

3. Producto: lim [ fx)gx)] = LK

. . fx) L

4. Cociente: lIim—%5=—-, K#0
x—=c g(X) K

5. Potencia: lim [ f(x)]" = L”
x=¥C

En el apéndice A se presenta una demostracion de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.
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EL SIMBOLO DE RAIZ CUADRADA

El primer uso de un simbolo para
denotar a la raiz cuadrada data
del siglo XVI. Al principio, los
matemdticos emplearon el

Este se eligio por su parecido con
una r mintscula, para representar la
palabra latina radix, que significa raiz.

simbolo +, que tiene solo dos trazos.

an v

EJEPL El limite de un polinomio

Determine el limite 1{im (4x2 + 3).

x—2
Solucion
lim (4x2 + 3) = lim 4x> + lim 3 Propiedad 2, teorema 3.2
x—2 x—2 x—2
=4 (h’m x2> + 1im 3 Propiedad 1, teorema 3.2
x—2 x—52
=422 + 3 Propiedades 1 y 3, teorema 3.1
=19 Simplifique. ]

En el ejemplo 2, observe que el limite (cuando x se aproxima a 2) de la funcidn
polinomial p(x) = 4x* + 3 es simplemente el valor dep en x = 2.

ll’rr% px) =pR2) =42 +3=19

Esta propiedad de sustitucion directa es vélida para todas las funciones polinomiales y
racionales cuyos denominadores no se anulen en el punto considerado.

TEOREMA 3.3 Limites de las funciones polinomiales y racionales
Si p es una funcién polinomial y ¢ un nimero real, entonces:

lim p(x) = p(c).

Si r es una funcidn racional dada por r(x) = p(x)/q(x) y ¢ un nimero real tal que
q(c) #0, entonces

) po)

lim r(x) = r(c) = —/=.

tim r(s) = rle) = 25

U I R U U B  C

Limite de una funcion racional

2
Encuentre el lfmite: jy X+ % T 2
x—1 X+ l

Solucion Puesto que el denominador no es 0 cuando x = 1, se puede aplicar el teo- §

rema 3.3 para obtener

¥»+x+2 1P+1+2 4

lim == . |

-l x+1 1+1 2

Las funciones polinomiales y racionales son dos de los tres tipos bdsicos de fun- |
ciones algebraicas. El siguiente teorema se refiere al limite del tercer tipo de funcion
algebraica: el que contiene un radical.

TEOREMA 3.4 Limite de una funcion radical

|
| Sines un entero positivo. El siguiente Ifmite es vilido para toda c si n es impar, ¥
| paratoda c >0 sines par:

‘ h'mﬁ/J_c = \/E

Xx—>c

| Enel apéndice A se presenta una demostracién de este teorema.
| Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.
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El siguiente teorema aumentard notablemente su capacidad para calcular limites, ya
que muestra como tratar el limite de una funcién compuesta.

¥

TEOREMA 3.5 Limite de una funcion compuesta i

Sify g son funciones tales que lim g(x) = L y lim f(x) = f(L), entonces:
x—>c x—>L

tim f(g(2) = {1m #00)) = ) |

En el apéndice A se presenta una demostracién de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Limite de una funcion compuesta

« «++D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Encuentre el limite.

a. h’r% Jx2+ 4 b. lirrg I2x2 - 10
Solucion

a. Puesto que
lim(x2+4)=02+4=4y hm\/)_c—\/zfzz

x—=0

puede concluir que

lim V2 +4=/4=2.

x—0

b. Puesto que
lim (26> - 10) = 2(3?) = 10 =8 y lin'éé/; =Yg =2

puede concluir que

lim 3/2x2 — 10 =¥/8 = 2.

x—3

58

Ha visto que los limites de muchas funciones algebraicas se pueden calcular por
medio de la sustitucién directa. Las seis funciones trigonométricas bédsicas también
cuentan con esta propiedad deseable, como se muestra en el siguiente teorema (presen-
tado sin demostracion).

r
I
|
|
i

TEOREMA 3.6 Limites de funciones trigonométricas

Sea ¢ un nimero real en el dominio de una funcién trigonométrica dada

|
|
|
|

1. imsenx =senc 2. limcosx = cos ¢ 3. limtanx = tan ¢
Xve X% X—*c
4. lim cot x = cot ¢ 5. lim sec x = sec ¢ 6. lim cscx = cscc

X—>C X—>C X—>C

SV Limites de funciones trigonométricas

a. lim tanx = tan(0) =

x—0

b. lim (x cos x) (hm x)(hm cos x) = qcos(m) = —

X X=1T X

¢. lim sen’x = hm (sen x)?
x—0 —0
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(\)—v +\+1

| ]
T T x

fy g coinciden, salvo en un punto.
Figura 3.17

..-QCQOOOUOOOQOCOOD;
|

«+« COMENTARIO Cuan-
do aplique esta estrategia al
célculo de limites, recuerde que
algunas funciones no tienen
limite (cuando x se aproxima
a c¢). Por ejemplo, el siguiente
limite no existe.

X+ 1
Iim
x—1 x—l

Limites por factorizacion

En las tres pdginas previas se han estudiado diversos tipos de funciones cuyos hmneg ;
pueden calcularse mediante sustitucién directa. Lo anterior, aunado al teorema 510u1en. 3
te, permite desarrollar una estrategia para calcular limites.

TEOREMA 3.7 Funciones que coinciden en todo, salvo en el punto

H
1
%

|
|
i
1
i
!
|
|
|

Sea ¢ un ndmero real y f{x) = g(x) para todo x # ¢ en un intervalo abierto que con-
tiene a c. Si existe el limite de g(x) cuando x se aproxima a ¢, entonces también
existe el limite de fix) y
) lfmf(x) = lim g(x) I ce e o
X—>C X—>C

_..con

cidn «
distin

En el apéndice A se presenta una demostracién de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

I de fa
~ teore!
Calcular el limite de una funcion cero «
enton
- polin
 sustit
~ racion
Solucién Sea f(x) = (x* = 1)/(x — 1). Al factorizar y cancelar factores, puede es- § :
cribir f como : i
2 ) <+ Pued
x—T)(x* + x + 1 o
o = Y o 1= ), a1 P oo
De tal modo, para todos los valores de x distintos de x = 1, las funciones f'y g coinciden, : -
como se muestra en la figura 3.17. Puesto que el Hrr} g(x) existe, puede aplicar el teore- S
X=> o 2 5
ma 3.7 y concluir que fy g tienen el mismo limite en x = 1. P i
5 e 2 -H
4 = | L =12+ x+1) -2
hm = lim Factorice. g
x31 % — 1 xs1 x!=1 :
l,m(x//l')(xz-l-x-l-l) S o :
= sele factores idénticos. '
e V—‘/[ ancele ractores identicos 5 :
= lim(x2+x+ 1) Aplique el teorema 3.7 i i
x—1 h
=124+1+1 Use sustitucion directa. . :
=3 Simplifique. 2F
R /10 ests
- Figura 3,

Estrategia para el calculo de limites

' 1. Aprenda a reconocer cuéles limites pueden evaluarse por medio de la sustitucién 21
i directa (estos limites se enumeran en los teoremas 3.1-3.6).

' 2. Si el limite de f{xx) cuando x se aproxima a ¢ no se puede evaluar por sustitucion
| directa, trate de encontrar una funcién g que coincida con f para todo x distinto

de x = c. [Seleccione una g tal que el limite de g(x) se pueda evaluar por medio de
la sustitucién directa.] Después aplique el teorema 3.7 para concluir de manera
analitica que

Iim f(x) = lim g(x) = glo).

3 Utlhce una graﬁca O una tabla para respaldar la conclusmn




| punto

D que con-
S también
R R )=
. COMENTARIO Enlasolu-
i6n del ejemplo 7, cerciérese de
tracion.

distinguir la utilidad del teorema
 de factorizacion del 4lgebra. Este
teorema establece que si ¢ es un

~ cero de una funcién polinomial,
entonces (x — ¢) es un factor del

- polinomio. Por tanto, si aplica
sustitucion directa a una funcién
. racional y obtiene

T

, puede es-

Puede concluir que (x — ¢) es un
_factor comiin de p(x) y de g(x).

ir el teore-

itucién

tucion
tinto

dio de
nera

3.3
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Técnicas de factorizacion y racionalizacién

Un procedimiento para encontrar un limite es la técnica de cancelacién. Esta técnica
consiste en dividir factores comunes, como se muestra en el ejemplo 7.

Técnicas de factorizacion y cancelacion

++ «+D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
P4+x—6
X3

Encuentre el limite |{m

X3

Soluciéon Aunque se trata del limite de una funcién racional, no se puede aplicar el
teorema 3.3 debido a que el limite del denominador es 0.

lim (x2+x—6)=0

/"’ x—-3
X2+ 5(\?,(6’// o
lim '—?é"‘\ La sustitucion directa falla.
x——3 X ~
‘\\\\%~
S lim(x+3)=0
x—=3

Puesto que el limite del numerador también es 0, numerador y denominador tienen un
factor comiin de (x + 3). Por tanto, para toda x # =3, se cancela este factor para obtener

f(x):x2+x—6=_(x/+/3’)(x—2)
x+3 x+3

=x—2=gx), x#* -3.

Empleando el teorema 3.7, obtiene que

. x24+x—-6 3 ]
Ifm ————= lim(x— 2) Aplique el teorema 3.7.
—=-3 x+3 x—-3
= —5. Use sustitucién directa.

Este resultado se muestra de forma gréfica en la figura 3.18. Observe que la gréfica de
la funcidn f coincide con la de la funcién g(x) = x — 2, solo que la grafica de f tiene un
hueco en el punto (-3, -5). |

En el ejemplo 7, la sustitucién directa produce la forma fraccionaria 0/0, que ca-
rece de significado. A una expresién como 0/0 se le denomina forma indeterminada,
porque no es posible (a partir solo de esa forma) determinar el limite. Si al intentar
evaluar un limite llega a esta forma, debe reescribir la fraccién de modo que el nuevo
denominador no tenga 0 como limite. Una manera de lograrlo consiste en cancelar los
factores idénticos o comunes, como se muestra en el ejemplo 7. Otra manera consiste en
racionalizar el numerador, como se muestra en la siguiente pgina.

> CONFUSION TECNOLOGICA  Una herramienta de graficacién puede

grdfica de f tiene un hueco en x = —3. Puede o

verificarlo con una herramienta de graficacion

mediante la funcién de trazado o con una tabla.

Gréfica incorrecta de f.
Figura 3.19

. dar informacidn incorrecta sobre la grafica de una funcién. Por ejemplo, trate de

« graficar la funcién del ejemplo 7

: Flo) = Xtx-6 3

. x +3 r [ 7

+ en una ventana de visualizacion estdndar (vea —f2 |t i L SV
* lafigura 3.19). En la mayoria de las gréficas f no estd definida i

« utilizadas, la grafica parece estar definida en o g —3'>’ :

* cada niimero real. Sin embargo, dado que fno /‘/

: estd definida cuando x = -3, se sabe que la v g

.
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....,......‘......‘.D
« +COMENTARIO Latécnica
de racionalizacion en el cdlculo de
limites se basa en multiplicar por
una forma conveniente de 1. En el
ejemplo 8, la forma apropiada es

o Vx+ 141

1= !
Jx+1+1

El limite de f(x) cuando x tiende a 0 es %
Figura 3.20

Limites y continuidad

Técnica de racionalizacion

Otra forma de encontrar un limite analiticamente es la técnica de racionalizacién, que 1
consiste en racionalizar el numerador de una expresion fraccionaria. Recuerde que ra-
cionalizar el numerador significa multiplicar el numerador y el denominador por el con- §
jugado del numerador. Por ejemplo, para racionalizar el numerador de 5

Vx+4

X

multiplique el numerador y el denominador por el conjugado de +/x + 4, lo que es

Jx -4

L

Técnica de racionalizacion

Teorem

L. xt1l-1 ~ TFigura
Encuentre el limite lim ———. :
x—0 X :

Solucion Al utilizar la sustitucidn directa, obtiene la forma indeterminada 0/0.

L lim(Vx+1-1)=0
d x—0

. Jx+1—-17 .
lim—— La sustitucién directa falla.
x—0 X

T~ limx =0
x—0

En este caso, puede reescribir la fraccién racionalizando el denominador:

\/x+1—1_<\/x+1—1>(\/x+1+1>
x x Vx+1+1

x+1) -1

x(\/x + 1+ 1)
X

ASx+1+1)
1

:\/x+1+1’

Ahora, cuando se emplea el teorema 3.7, se puede evaluar el limite como se muestraa &
continuacion: :

sfx F+1 =1 1

x#0

e — e
1 i :'VSe,ctor(
T 141 » o el teore
~ Figura

Una tabla o una grafica puede servir para fortalecer la conclusién de que el limite es % : ‘ -
(Vea la figura 3.20.)

X se aproxima a cero por la izquierda X se aproxima a cero por la derecha

X -025| —-01 | —0.01 | —0.001 | 0| 0.001 0.01 0.1 0.25

0.5359 | 0.5132 | 0.5013 | 0.5001 | ? | 0.4999 04721

0.4988 | 0.4881

b A T — S

f(x) se aproxima a 0.5 f(x) se aproxima a 0.5




h(x) $f(x) < g(x)
zacién, que y
rde que ra.

“por el cop. f se encuentra en

que es

corema del emparedado.
igura 3.21

1 0/0.
y
(cos 6, senf)
(1,tan 0)
(1,0)
nuestra a
ector circular utilizado para demostrar
1 teorema 3.9
Igura 3.22
nite es
2
]
ha |
w1
0.25
14721
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Teorema del emparedado (de intercalacion)

El siguiente teorema se refiere al limite de una funcién que estd “comprendida” entre

otras dos, cada una de las cuales tiene el mismo limite de un valor dado de x, como se
muestra en la figura 3.21.

TEOREMA 3.8 Teorema del emparedado (de intercalacion)

Si h(x) < flix) < g(x) para todas las x en un intervalo abierto que contiene a ¢ por la
posible excepcién de la propia c, y si

lim A(x) = L = lim g(x)
entonces 1im f(x) existe y es igual a L.

En el apéndice A se presenta una demostracién de este teorema.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

En la demostracién del teorema 3.9 se aprecia la utilidad del teorema del emparedado
(también se le llama teorema del sdindwich o de encaje).

TEOREMA 3.9 Dos limites trigonométricos especiales

. senx . 1 —cosx
1. im—=1 2. lim———=
x—=0 X x—0 X

0

Demostracion Con el fin de evitar la confusién entre dos usos distintos de x, se pre-
senta la demostracién utilizando la variable 6, donde 6 denota un dngulo agudo positivo

medido en radiantes. En la figura 3.22 se muestra un sector circular comprendido entre
dos tridngulos.

tan O

Vit /)

1 1

Area del tridngulo = Area del sector = Area del triangulo
tan 60 0 sen 6
- = = > =
2 ' 2 2

Al multiplicar cada expresién por 2/sen 6 resulta
1 0
>

cos @  senf

y tomando sus reciprocos e invirtiendo las desigualdades se obtiene:

sen 0
0

Puesto que cos 0 = cos(—0) y (sen 0)/6 = [(sen(—0)/(—0)], se puede concluir que esta des-
igualdad es valida para todo 6 distinto de cero dentro del intervalo abierto (—7/2, 7r/2). Por
tltimo, dado que }9111(1) cosf=1y girr(l) 1 = 1, se puede aplicar el teorema del emparedado

cos 0 < < 1.

para concluir que })in(l) (sen 0)/6 = 1.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. - |
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Unidad 3

+ COMENTARIO  Asegrese
de entender las convenciones
matematicas relativas al parénte-
sis y las funciones trigonométri-
cas. Por ejemplo, en el ejemplo
10, sen 4x significa sen(4x).

N3

i

El limite de g(x) cuando x tiende
ales4.

Figura 3.24

Limites y continuidad

Limite en el que interviene una funcion
trigonométrica

, . ., tanx
Encuentre el limite 1im —.

x—0

Solucién La sustitucién directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/0,

Para resolver este problema, puede escribir tan x como (sen x)/(cos x) y obtener

, tanx . [senx 1
lim — = lim ==l
x—0 X x—0 X COS x

Ahora, puesto que

senx

lim—— =1
x—=0 X
y Ji (x):[—qfl\.—x‘
lim =1 /
x—0 COS X
se puede obtener
lim 0% — (lim Senx)(lim 1 ) 2 E
x—=0 . X x=0 X x—>0 COS X
= (1)1} )

= 1.
(Vea la figura 3.23.)

El limite de f(x) cuando x tiende a O es 1.
Figura 3.23

Limite en el que interviene una funcion
trigonométrica
sen 4x

Encuentre el limite 1fm A
x—0 X

Solucion La sustitucién directa tiene como resultado la forma indeterminada 0/0.
Para resolver este problema, puede escribir el limite como

sen 4x sen 4x
= 4{ lim 5
X x—0 4x

lim

x—0

Multiplique y divida entre 4.

Ahora, haga y = 4x y observe que x tiende a 0 si y solo si y tiende a 0, se puede escribir

sen 4x . sendx

lim = 4{ i

x=0 X x—0  4x
= 4<1fm igl—y) Haga que y = 4x.

y=0 y
= 4(1) Aplique el teorema 3.9(1).
=4,
(Vea la figura 3.24.) 4

[> TECNOLOGIA  Utilice una herramienta de graficacién para confirmar los
limites de los ejemplos y del conjunto de ejercicios. Por ejemplo, las figuras 3.23 ¥
3.24 muestran las gréificas de:

sen 4x

f)=—=1y gk) = :

L]
°
L]
°
° X X
L]
°
°
°

tan x

Observe que la primera gréfica parece contener al punto (0, 1) y la segunda al punto
(0, 4), 1o cual respalda las conclusiones obtenidas en los ejemplos 9 y 10.

_lriEstima

'l :1'3. flx):

(b)

7 Iim
9 im
* 11, lim
3, i
‘;f 15, 1im

17 lim-

. 1im

~ de grafi
de mant

1. h(x)

(a) l{
(b) |

X

(a) 11:

x-

' :;;jEncont
5. lim

x—2
x—0
x—>—
x-—
x-3

-
x—2

x-1,

21, lim-

x—7

~ Enconty

-~ limites,

- ?3' f)

(a) 1

X, f(x)

(a) .

. ()
> (a) 1

% f(y)




3.3 Ejercicios

imar limites En los ejercicios 1-4, utilice una herramienta
graﬁcacmn para representar la funcién y estime los limites

minada ()" anera visual.

ene
' ) _12(x-3
() = —x* + 4x 2. glx) = -
(@) lim A(x) (@) lim g(x)
—4 x—4
) lim A(x) (b) lim g(x)
-1 x—9
= XCcosXx 4. f(t) = |t — 4|
(@) lim f(x) (a) lim f(2)
= o0 -4
() lim f(x) (b) lim f(z)
. x—/3 —>-1
/ ncontrar limites En los ejercicios 5-22, calcule el limite
lfm x* 6. lim3 x
P S (2x—1) 8. lfm (2x + 3)
2 5 - x50 x——4
__J Iim (x2 + 3x) 10. lim (—x* + 1)
g x—2
lirn3 (2x%2 +4x + 1) 12. lirr} (2x3 — 6x + 5)
dea0 —— x—
dealed lim V5 1 14, lim Y125 + 3
ll'm4 (x + 3)2 16. lirr(l) (3x —2)*
4 18. Ii
fx2x ‘ sx 43
: X 3x+5
—>1x2 + 4 20.)1(1_1;r%x+1
: 3x Jx+6
‘nada 0/0. A ——
44 S it 2 % w3

contrar limites En los ejercicios 23-26, encuentre los

B.fx)=5-1x g) =

@ lim f() () lim g
4. f(x) =x+ 7, glx) = x?

@ lim f(x) (b) lim g(x)
25 f()-4—x gh)=x+1
@ lim f(x)  (b) limg(x) (@) lim g(f(x))
-26 f) =22 = 3x + 1, gx) —3/;4-_6

@ lim f() (b) lim g(x) (o) lim g(f(x))

e escribir

(© Iim g(f()

(©) 1im_ g(£(2)

los

393 allar el limite de una funcion trigonométrica. Enlos ejer-
§3.20Y : Cl0s 27-36, encuentre el limite de la funcién trigonométrica.
27, lim senx 28. lim tan x
X=7/2 xX—=
. lim cos TX { =

2 cos 3 30. El_)n% sen
il punto . lim sec 2x 32. lim cos 3x

x=0

X—=mT

3.3 Propiedades de los limites y célculo analitico de limites 85

Consulte CalcChat.com para un tutarial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con humeracion impar.

33. lim senx 34. lim cosx
x—57/6 x—57/3
mX X
. lim tan| —
35 11_13 an( 4> 36. P_r)n sec( 6)

Evaluar limites Enlos ejercicios 37-40, utilice la informacién
dada para evaluar los limites.

37. limf(x) =3 38. lim f(x) = 2

X=3C xX—=C
lim g(x) = 2 lim g(x) = 7
X=>C X—>C

(a) ,I(I_IE [58(x)]
(b) 151} [f(x) + g(x)]
(¢) lim [f(x)gx)]

(@) lim [47(x)]
(b) lim [f(x) + gx)]
(©) lim [f(x)g)]
. f) fx)
(@) lim g(x) () firm g(x)
39. limf(x) = 4 40. 11_r)n flx) =27

(@) lim [£ ()] (@) lim Y70

(b) lim Vf(x) (b) lim f&)

x—c 18
() il_)rri (3f ()] (c) )1(1_?1 [f(x)]?
(d) lim [f(x)P/2 (d) lim [f(x)]*3
X—¢ x—=c¢
Encontrar un limite En los ejercicios 41-46, escriba una fun-
cién simple que coincida en todo con la funcién dada, excepto
en un punto. A continuacién, determine el limite de la funcién.

Utilice una herramienta de graficacion para confirmar el primer
resultado.

2 _
1. 42. hm <LK
x—=0 X -0 x
x2-1 3x2+ 5x— 2
e \1—1>m| x+1 e »1—>m2 x+2
. x3—8 x*+1
45, }L)r% X — 4. x]-l+m1 x+ 1

Encontrar un limite En los ejercicios 47-62, determine el
limite.

2x
&7 y—r»%x - X e 11—>0x2+4x
x—4 S5—x
B M = il
., xX*+x—6 x24+2x—8
2l xl_1>n_13 -9 o 11—% x2—x-2
JEFS - JrFi-2
8, Y233 54, lim YX———=
4 x—4 >3 x—3
. ~Sx+ —f ; \/2+x—\/_
55. lim 56. 110
x—-0 x—
+ 9] - 1/3 [/ +4)] - (1/4
57_@5&/,3_%1,@ . iy 16+ 00 119
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+ Ax) — 2 + Ax)? — x2
5o, | 2ETAD -2 o GHAY -

Av—0 Ax Ax—0 Ax

et AP -2+ Ax) 1 - (k2 -2+ 1)

61. lim

Ax—0 Ax

3_ .3

62. lim M_‘\_

Ar—0 Ax

Encontrar el limite de una funcién trigonométrica En
los ejercicios 63-74, determine el limite de la funcién trigono-
métrica.

' 3(1 — cos 2
63. lim MEL 64. lim (—gg_r)
x—0 Sx x—0 X
65. li SSRML—cosn) o cos ftand

x—0 = 530 0
2 2
67, m 68, M 22 %
£ ] x—0 X
p— h 2
69. 1im L) 0. i e 6
h—0 h oy
71‘ COS x 72. 1 — tan x

im lim ——————
x—m/2 COt X x—m/4 SENX — COS X

. sen 3t
73. }1—% % [Sugerencia: Encuentre
sen 2x 2 sen 2x 3x
. lim ——— lim|— g
M }1—% sen 3x \l-rf(l)< 2x )(3 sen 3x> ]

HUAnélisis grafico, numérico y analitico En los ejercicios
75-82, utilice una herramienta de graficacion para representar
la funcién y estimar el limite. Use una tabla para respaldar su
conclusién. Posteriormente, calcule el limite empleando méto-
dos analiticos.

. Jx+t2-2 . 44— Jx
75. lim ————— 76. lim ———
x—0 X x—>16 X — 16
+ 3] - (12 ¥ =32
77, 1 LLCA DI/ ge g £ 23
x—0 x x—=2 X —2
=1
79, 1 22! 80. lim =X
=0 1 x—0 2x
sen x2 sen x
s 2. lim —
ol 82 o

Encontrar un limite En los ejercicios 83-88, determine
o L6+ AY) = )

Ax—0 Ax

83. fx) =3x -2 84. f(x) = —6x+3
85. f(x) = x? — 4x 86. f(x) = Vx

$7. fx) = — 88. f) = —

x+3

=

Usar el teorema del emparedado En los ejercicios 89 y 90,
utilice el teorema del emparedado para calcular lim f(x).

89. ¢c=0
4—x2<f(x) <4+ 22
9. c=a
b—|x—a|l <fx) b+ |x—d

A’ Usar el teorema del emparedado En los ejercicios 91-94,

utilice una herramienta de graficacion para representar la fun.
cion dada y las ecuaciones y = |x| y y = — |x|en una mismga
ventana. Usando las graficas para visualizar el teorema del em-
paredado, calcule ll_l)l’[l' f(x).

91. f(x) = |x| senx 92. f(x) = |x| cosx

93. f(x) = x sen% 94. h(x) = x cos%

DESARROLLO DE CONCEPTOS

95. Funciones que coinciden en todo, salvo en un
punto i

(a) En el contexto de cdlculo de limites, analice qué quie-
re decir mediante funciones que coinciden en todo,
salvo en un punto.

(b) Elabore un ejemplo de funciones que coincidan en
todo, salvo en un punto.

96. Forma indeterminada ;Qué se quiere decir con inde- |
terminacion o forma indeterminada?

emparedado.

cién o la técnica de racionalizacién para encontrar el
limite de la funcién? Explique su razonamiento.

2
b Gt e A xt4 =2
() simis— (b) im————
Ry ey i), x—0 x :
y y
1.00 +
0.75+ :
Q—:
———+ > x
—4-3-2-1 | 1

P“" 99. Redaccion Utilice una herramienta de graficacién para ha-

cer la representacion de
f(x) = x, g(x) =senx y h(x) = %

en la misma ventana. Compare las magnitudes de f(x) y g(*)
cuando x se acerca a 0. Utilice la comparacién para escribir un
breve parrafo en el que se explique por qué

lim h(x) = 1.
x—=0

Pld 100. Redaccion Utilice una herramienta de graficacién pard

representar

_sen’x

h(x)

en la misma ventana. Compare las magnitudes de f{x) y g(rf)

f) =x, gx) =sen’x y p

cuando x se acerca a 0. Utilice la comparaci6n para escriblf

un breve parrafo en el que se explique por qué

lim A(x) = 0.
=0

97. Teorema del emparedado Explique el teorema del | |

;COMO LO VE? ;Utilizaria la técnica de cancela- |

-
o~

1i
o
101.

102.

Objeto

~ funcién

- metros)
- 200 m. 1

0

toa 4

103. D
104,

105. Ei

- 106. D

D
3.
109, p
D

-107. D
108.

110.

1. p

2. D
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. Encontrar funciones
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Objetoencaidaﬁbre © o 60 0 9 0 0 0600 0 0 0
En los ejercicios 101 y 102, utilice la funcién de po-
sicién s(f) = —16£2 + 500, que da la altura (en pies)
de un objeto que lleva cayendo ¢ segundos desde una
altura de 500 pies. La velocidad en el instante t = a
segundos estd dada por

. s(a) — s
lim———

t»a a—1

® @ # © & © © © & o © © © o

altura de 500 pies, ¢a qué velocidad estard cayendo en
2 segundos?

le cae una herra-
mienta desde una
altura de 500 pies,
(cudnto tiempo tar-
dard esta en llegar
al suelo? (A qué
velocidad se produ- » il
cird el impacto? b ‘ o

b]eto en caida libre En los ejercicios 103 y 104, utilice la
uncién de posicién s(f) = —4.9/2 + 200, que da la altura (en
metros) de un objeto que cae desde ¢ segundos una altura de
00 m. La velocidad en el instante # = a segundos est4 dada por

s(a) - s(0)

a—t

03. Determine la velocidad del objeto cuando ¢ = 3.

. (A qué velocidad golpeard el suelo?

Encuentre dos funciones fy g ta-
les que lim f(x) y lim g(x) no existan, pero
x=0 x—0

lim [ £(2) + g(9]

si existe.

. Demostracién Demuestre que si lim f(x) existe y

X=5C

lim [ f(x) + g(x)] noexiste, entonces lim g(x) tampoco existe.
X=c¢ X=C

. Demostracion Demuestre la propiedad 1 del teorema 3.1.

. Demostracién Demuestre la propiedad 3 del teorema

3.1. (Se puede utilizar la propiedad 3 del teorema 3.2.)

- Demostracién Demuestre la propiedad 1 del teorema 3.2.

. Demostracién Demuestre que si hmf( x) = 0, entonces

llmlfx)|—0

- Demostracion Demuestre que si lim f(x) = 0 y |g(x)]

< M para un nimero fijo M y todas las x # ¢, entonces

lim f(x)gle) = 0.

Demostracién

(a) Demuestre que si lim | f(x)] = 0, entonces lim f(x) = 0.
X=c

(Nota: Este ejercicio es inverso al ejercicio 110.)

(b) Demuestre que si 1im f(x) = L, entonces lim | f()| =L}

[Sugerencia:

| /) -1]]

HV 123.

Utilice la desigualdad || f @) = Ll =

113. Piénselo Encuentre una funcién f que muestre que el reci-
proco del ejercicio 112(b) no es verdadero. [Sugerencia: Bus-
queuna funcién f tal que lim | /(x)| = |L| pero donde 1im f(x)
no exista.] e

114. Piénselo Cuando utiliza una herramienta de graficacion
para generar una tabla con el fin de estimar
. senx
lim
x—=0 X
un estudiante concluye el limite, era 0.01745 y no 1. Determine
la probable causa del error.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 115-120, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
y proporcione un ejemplo que lo demuestre.

15, 1m B = 116. 1im =2 = |
x=0 X -7 X
117. Sifix) = g(x) para todos los nimeros reales distintos a x = 0,
y lim f(x) = L, entonces lim g(x) =
x—0 x=0
118. Silim f(x) = L, entonces f(c) =
: _ _13 x=2
119. ll_rgf(x) = 3, donde f(x) = {0’ 2

120. Si f(x) < g(x) para todas las x # a, entonces

lim £(x) < lim g(x).
x—a X—a
121. Demostracion Demuestre la segunda parte del teorema

1.9 probando que
Ifm 1 —cosx _ 0
x—=0 X

122. Funciones por partes Sean

) 0, sixesracional
x) = . ..
1, sixesirracional

y
= 0, six esracional
§ x, sixesirracional
Calcule (si es posible) 1im f(x) y 1im g(x).
x—0 x—=0
. 5ig ; secx — 1
Razonamiento grafico Considere f(x) = —a

(a) Determine el dominio de f.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para hacer la re-
presentacion de f. ;Resulta evidente el dominio de fa par-
tir de la gréfica? Si no es asi, explique por qué.

(c) Utilice la gréfica f para calcular hr% f).

pe

(d) Confirme su respuesta del inciso (c) utilizando el método
analitico.

124. Aproximacion
1 —cosx

x2

(a) Encuentre 1im

x—0

(b) Utilice el resultado del inciso anterior para obtener la
aproximacién cos x = 1 — %xz para x cercanas a 0.

(c) Aplique el resultado del inciso (b) para estimar cos(0.1).

(d) Utilice una herramienta de graficacion para estimar
cos(0.1) con cuatro cifras decimales. Compare el resul-
tado con el del apartado (c).

Kevin Fleming/Corbis
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Limites y continuidad

3.4 Continuidad y limites laterales

Exploracion

{ De modo informal, se podria
decir que una funcién es
continua en un intervalo abierto
si su gréfica se puede dibujar
sin levantar el 14piz del papel.
Utilice una herramienta de

| graficacién para representar

las siguientes funciones en

el intervalo indicado. De las

| gréficas, ;qué funciones se

| dice que son continuas en

i dicho intervalo? ;Puede confiar
en los resultados obtenidos
graficamente? Explique su

razonamiento.
Funcion Intervalo
a. y=x2+1 (—3,3)
i 1
|'b.y= =3,3
by ey (=355
C.y= el (—m, m
X
x2—4
Y= (—3,3)

. PARA INFORMACION ADICIONAL
Para obtener mds informacion sobre el
concepto de continuidad, vea el articulo
“Leibniz an the Spell of the
Continuous”, de Hardy Grant, en The
College Mathematic Journal. Para
consultar este articulo, visite MathAr-
ticles.com.

B Determinar la continuidad en un punto y en un intervalo abierto.

B Determinar limites laterales o unilaterales y continuidad en un intervalo cerrado,
B Usar las propiedades de continuidad.

B Comprender y aplicar el teorema del valor medio.

Continuidad en un punto y en un intervalo abierto

En matemadticas, el término continuo tiene el mismo significado que en su uso cotidiano,
Decir, de manera informal, que una funci6n f es continua en x = ¢, significa que no hay -
interrupcion de la gréifica de fen c. Es decir, la grafica no tiene saltos o huecosen c¢. Enla
figura 3.25 se identifican tres valores de x en los que la gréfica de f no es continua. Enlos
demds puntos del intervalo (a, b), la gréfica de f no sufre interrupciones y es continua, §

y y y
1 1 1 ] ] 1
i : 1 : ; t
] 1 1 ] 1 I
. flnoestd L lim () : : :
P, SelniEg : | noexiste ! ' lmfe) £ fc) |
![ | u 1’ i x=C :
e - S
s o
a c b a ol b a c b

Existen tres condiciones para las que la grafica de f no es continua en x = c.
Figura 3.25

En la figura 3.25, parece que la continuidad en x = ¢ puede destruirse mediante
cualquiera de las siguientes condiciones.
1. La funcién no estd definida en x = c.
2. No existe el limite de fix) en x = c.

3. El limite de f(x) existe en x = ¢, pero no es igual a f(c).

Si no se da ninguna de las tres condiciones anteriores, se dice que la funcién fes conti- -

nua en ¢, como lo indica la importante definicién que sigue.

| Definicién de continuidad
| Continuidad en un punto

' Una funcién fes continua en c si se satisfacen las tres condiciones siguientes:
' 1. f(c) estd definida.
2. lim f(x) existe.
; X—C
[ 3. limf(x) = f(c)
| x—=c
Continuidad en un intervalo abierto
| Una funcién es continua en un intervalo abierto (a, b) si es continua en cada punto
del intervalo. Una funcién continua en la recta completa de los ndmeros reales (—00
| 00) es continua en todas partes.
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1
1
1
1
1
1
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1
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COMENTARIO  Algunas
Vveces se 1lama a la funcién del
ejemplo 1(a) “discontinua”, pero
se ha encontrado que esta
terminologia es confusa. Es pre-
ferible decir que la funcién tiene
una discontinuidad en x = 0.

---.............D

3.4 Continuidad y limites laterales 89

Considere un intervalo abierto / que contiene un nimero real c. Si la funcién f estd
definida en I (excepto, posiblemente, en ¢) y no es continua en c, se dice que f tiene una
discontinuidad en c. Las discontinuidades se clasifican en dos categorias: removibles o no
removibles. Se dice que una discontinuidad en c es evitable o removible si f se puede hacer
continua definiendo (o redefiniendo) apropiadamente f{c). Por ejemplo, las funciones en las
figuras 3.26(a) y (c) presentan discontinuidades evitables o removibles en ¢, mientras que la
de la figura 3.26(b) presenta una discontinuidad inevitable o no removible en c.

s i e i o

Continuidad de una funcion

Analice la continuidad de cada funcién

1 x2-1 x+1, x<0
a. f(x)=; b. glx) = c. h(x)={x2+1 B

a— d. y =senx

Solucion

a. El dominio de f lo constituyen todos los nimeros reales distintos de cero. A partir del
teorema 3.3, puede concluir que fes continua en todos los valores de x de su dominio.
En x = 0, ftiene una discontinuidad inevitable, como se muestra en la figura 3.27(a).
En otras palabras, no hay modo de definir f{0) para hacer que la nueva funcién sea
continua en x = 0.

b. El dominio de g lo constituyen todos los niimeros reales, excepto x = 1. Aplicando el
teorema 3.3, puede concluir que g es continua en todos los valores de x de su domi-
nio. En x = 1, la funcién presenta una discontinuidad evitable, como se muestra en
la figura 3.27(b). Si g(1) se define como 2, la “nueva” funcién es continua para todos
los ntimeros reales.

c¢. El dominio de h estd formado por todos los nimeros reales. La funcién 4 es continua
sobre (—o0, 0) y en (0, 00), y puesto que
lim A(x) = 1
x—0
h es continua en toda la recta real, como ilustra la figura 3.27(c).

d. El dominio de y estd formado por todos los nimeros reales. Del teorema 3.6, puede
concluir que la funcién es continua en todo su dominio (-co, 00), COmo se muestra
en la figura 3.27(d).

-1

N\ iy

(a) Discontinuidad no removible en x = 0. (b) Discontinuidad removible en x = 1.

ST
w
2

(¢) Continua en toda la recta real. (d) Continua en toda la recta real.

Figura 3.27 a
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c<X

(a) Limite cuando x tiende a ¢ por la
derecha.

c>X

(b) Limite cuando x se acerca a ¢ desde
la izquierda.

Figura 3.28

f)=va-st

El limite de f(x) cuando x se
aproxima a —2 por la derecha es 0.
Figura 3.29

Limites laterales y continuidad en un intervalo cerrado

Para comprender el concepto de continuidad sobre un intervalo cerrado, €s necesariy
estudiar antes un tipo diferente de limite, llamado limite lateral. Por ejemplo, el limjt

por la derecha significa que x se aproxima a c¢ por valores superiores a ¢ [vea la figyr.
3.28(a)]. Este limite se denota como

lim f(x) =1L. Limite por la derecha

x—c*t

Del mismo modo, el limite por la izquierda significa que x se aproxima a ¢ por valore
inferiores a c [vea la figura 3.28(b)]. Este limite se denota como

lim f(x) = L. Limite por la izquierda

xX—=c”

Los limites laterales son ttiles al calcular limites de funciones que contienen radicales
Por ejemplo, si n es un entero dado, entonces

lim %x = 0.

x—0*

Un limite lateral

Encuentre el lfmite de f(x) = ~/4 — x? cuando x tiende a -2 por la derecha.

Solucién  Como se muestra en la figura 3.29, el limite cuando x se aproxima a 2 por -
la derecha es '

lim V4 —2=0. 't

x—=2%

Los limites laterales pueden usarse para investigar el comportamiento de las fun- |
ciones escalén. Un tipo comiin de funcién escaldn es la funcion parte entera o mayor
entero [x]], que se define como ’

[x] = mayor entero n tal que n < x. Funci6n entero mayor

Por ejemplo, [2.5] = 2y [-2.5] = —3.

Funcion parte entera o entero mayor

Calcule el 1imite de la funcién parte entera o

=

. ) =[]
entero mayor f(x) = [x] cuando x tiende a 0 por ke H
la izquierda y por la derecha. 2T «——=0
Solucién Como se muestra en la figura 3.30, T T
el limite cuando x tiende a 0 por la izquierda esta
dado por ! ; & —t
] -2 -1 1 2 3
lim [x] = —1
x—=0"
y el limite cuando x se aproxima a 0 por la dere-
. ——0 -2+
cha esté dado por
lim [x] = 0. Funcién parte entera o entero mayor-

x—0*

Figura 3.30
La funcién parte entera o entero mayor no es con-

tinua en 0 debido a que los limites por la izquierda .
y por la derecha en ese punto son diferentes. Mediante un razonamiento similar, $°
puede concluir que la funcién parte entera o mayor entero tiene una discontinuidad ¢
cualquier entero n.
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5 Funcién continua en un intervalo
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5 funcién continua sobre [— 1, 1].
ra 3.32
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Cuando el limite por la izquierda no es igual al limite por la derecha, el limite
(bilateral) no existe. El siguiente teorema lo explica mejor. Su demostracién se obtiene
directamente de la definicién de limite lateral.

TEOREMA 3.10 Existencia de un limite 1

Si fes una funcién, y ¢ y L son nimeros reales, el limite de f(x) cuando x se apro-
xima a c es L si'y solo si

lim f(x) =L y lim f(x) = L.
x—c” x—ct

(I [y e s e R . B B s i i o e T b o g

El concepto de limite lateral permite extender la definicién de continuidad a los
intervalos cerrados. Bésicamente, se dice que una funcién es continua sobre un inter-
valo cerrado si es continua en el interior del intervalo y posee continuidad lateral en los
extremos. Esto se enuncia de manera formal como sigue.

Definicion de continuidad sobre un intervalo cerrado

Una funcién f es continua sobre un intervalo cerrado [a, b] si es continua sobre el
intervalo abierto (a, b) y

lim f(x) = f(a)

Jim f(3) = £(8)

La funcién fes continua por la derecha en a y continua por la izquierda en b (vea
la figura 3.31).

e B o B e s g i e e

Se pueden establecer definiciones anlogas para incluir la continuidad en intervalos
con la forma (a, b] y [a, b), que no son abiertos ni cerrados o infinitos. Por ejemplo, la
funcién

flx) = Vx
es continua sobre el intervalo infinito [0, c0), y la funcién
gh) =v2—x

es continua sobre el intervalo infinito (—oo, 2].

i o

JEMPLO 4 Continuidad sobre un intervalo cerrado

Analice la continuidad de
flx) = V1 — 2

Solucion El dominio de f es el intervalo cerrado [—1, 1]. En todos los puntos del
intervalo abierto (-1, 1), la continuidad de f obedece a los teoremas 3.4 y 3.5. Ademds,
dado que

lim V1 —-x2=0=f(-1) Continua por la derecha

x>-1*

y
lim V1 —x2=0=f(1) Continua por la izquierda
x=1"

puede concluir que f es continua en el intervalo cerrado [-1, 1], como se ilustra en 1q
figura 3.32. @
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« « COMENTARIO Laleyde
Charles para los gases (supo-
niendo una presion constante)
puede enunciarse como

V=RT

donde V es el volumen, R es una
constante y T es la temperatura.

En 2003, investigadores del Mas-
sachusetts Institute of Technology
utilizaron laser y evaporacion
para producir un gas superfrio
en el que los 4&tomos se super-
ponen. Este gas se denomina
condensado de Bose-Einstein.
Midieron una temperatura de al-
rededor de 450 pK (picokelvins) o
-273.14999999955°C aproximada-
mente. (Fuente: Science Magazi-
ne, 12 de septiembre de 2003.)

Limites y continuidad

El siguiente ejemplo muestra c6mo se puede aplicar un limite lateral con el fin d 1

determinar el cero absoluto en la escala Kelvin.

Ley de Charles y cero absoluto

En la escala Kelvin, el cero absoluto es la temperatura 0 K. A pesar de que se han ob. :
tenido temperaturas muy cercanas a 0 K en laboratorio, nunca se ha alcanzado el cery

absoluto. De hecho, existen évidencias que sugieren la imposibilidad de alcanzar ]

cero absoluto. ;Cémo determinaron los cientificos que 0 K es el “limite inferior” de ]y §

temperatura de la materia? ;Cudl es el cero absoluto en la escala Celsius?

Solucion La determinacién del cero absoluto proviene del trabajo del fisico francés

Jacques Charles (1746-1823), quien descubrié que el volumen de un gas a presién cons-
tante crece de manera lineal con respecto a la temperatura. En la tabla siguiente se ilustra
la relaci6n entre volumen y temperatura. Para crear los valores que aparecen en la tabla,

un mol de hidr6geno se mantiene a una presion constante de una atmésfera. El volumen V.

es aproximado y se mide en litros y la temperatura T se mide en grados Celsius.

T —40 =20 0 20 40 60 80
V| 19.1482 | 20.7908 | 22.4334 | 24,0760 | 25.7186 | 27.3612 | 29.0038
En la figura 3.33 se muestran los puntos 4

representados en la tabla. Empleando dichos
puntos, se puede determinar que 7'y V se
relacionan a través de la ecuacién lineal

V = 0.08213T + 22.4334.

Resolviendo para 7, obtiene una ecuacién
para la temperatura del gas

V= 224334
0.08213
—>1
Mediante el razonamiento de que el volumen 100

del gas puede tender a 0 (pero nunca ser
igual o menor que cero), puede concluir que
la “temperatura minima posible” se obtiene
por medio de

El volumen del hidrégeno gaseoso
depende de su temperatura.
Figura 3.33

lim 7' = lim =
5ot vsor 0.08213
_ w Use s‘ustitucién directa.
0.08213
= =073.15.

De tal manera, el cero en la escala Kelvin (0 K) es aproximadamente —273.15° en 12
escala Celsius. :

La tabla siguiente muestra la temperatura del ejemplo 5, en la escala Fahrenheit

Repita la solucién del ejemplo 5 utilizando estas temperaturas y volimenes. Utilice el

resultado para determinar el valor del cero absoluto en la escala Fahrenheit.

T —40 —4 32 68 104 140 176
V| 19.1482 | 20.7908 | 22.4334 | 24.0760 | 25.7186

27.3612 | 29.0038

Massachusetts Institute of Thecnology(MIT)
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AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY
(1789-1857)

El concepto de funcién continua
fue presentado por primera vez
por Augustin-Louis Cauchy en
1821. La definicién expuesta en su
texto Cours d’Analyse, establecia
que las pequefias modificaciones
definidas en y eran resultado de
pequefias modificaciones indefinidas
en x: “... f(x) serd una funcién
continua si... los valores numéricos
de la diferencia fix + o) — f(x)
disminuyen de forma indefinida con
los de a....".

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mds de esta biografia.

R I

* COMENTARIO Una
consecuencia del teorema

3.12 es que si fy g satisfacen
las condiciones sefialadas, es
posible determinar que el limite
de f(g(x)) cuando x se aproxima
aces

lim f(g(x)) = f(g(c)).

X—=cC

3.4 Continuidad y limites laterales 93

Propiedades de la continuidad

En la seccién 3.3 estudié las propiedades de los limites. Cada una de esas propieda-
des genera una propiedad correspondiente relativa a la continuidad de una funcién. Por
ejemplo, el teorema 3.11 es consecuencia directa del teorema 3.2.

‘ TEOREMA 3.11 Propiedades de la continuidad

Si b es un nimero real, y 'y g son continuas en x = ¢, entonces las siguientes fun-
ciones también son continuas en c.

1. Muiltiplo escalar: bf. 2. Suma y diferencia: f+ g.

f

3. Producto: fg. 4. Cociente: =,
8

gle) # 0.

En el apéndice A se presenta una demostracion del teorema 3.11.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

R e . rven: o oy e e s iy e p— -

Es importante que usted sea capaz de reconocer las funciones que son continuas en
cada punto de sus dominios. La lista siguiente resume las funciones que ha estudiado
hasta ahora, que son continuas en cada punto de sus dominios.

1. Funciones polinomiales: p(x) = ax" + a,_x" '+ -+ ax + q,
2. Funciones racionales: r(x) = 1&,' glx) #0

q(x)
3. Funciones radicales: fx) = ¥/x

4. Funciones trigonométricas: sen x, cos x, Cot x, tan x, Sec x, CSC X.

Combinando el teorema 3.11 con esta sintesis, puede concluir que una gran variedad de
funciones elementales son continuas en sus dominios.

Aplicar las propiedades de la continuidad

* +« «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Por el teorema 3.11, cada una de las siguientes funciones es continua en todos los puntos
de su dominio.
it

COS X

f(x) = x + senx, f(x) =3tanx, f(x)=

El siguiente teorema, consecuencia del teorema 3.5, permite determinar la continui-
dad de funciones compuestas, como

fx) =sen3x, flx) =vx2+1, y fx) = tan %

TEOREMA 3.12 Continuidad de una funciéon compuesta

i

Si g es continua en ¢ y f es continua en g(c), entonces la funcién compuesta dada
| por (feg)x) = f(g(x)) es continua en c.

Demostracion Por la definicién de continuidad 1im g(x) = g(c) y h’rr(l) flx)=
x—=c x—g(c

f(glc)). Al aplicar el teorema 3.5 con L = g(c) se obtiene lim f(g(x))=
X—=C

f(%l_r)l’cl g(x)) = f(g(c)). De esta manera (f - g)(x) = f(g(x)) es continua en c.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. b |
© Bettmann/CORBIS
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Probar la continuidad

Describa el intervalo o intervalos donde cada funcién es continua.

- 1
sen—, X # 0 - # 0
a. f(x) =tanx b glx) = x T
0’ x=0 0’ X = 0

Solucion

a. La funcién tangente f{x) = tan x no estd definida en

T
X ==+ nm,
2

En todos los demds puntos es continua. De tal modo, f(x) = tan x es continua en todos §
los intervalos abiertos

D598
v 2° 2/ 220\ 2 )

como muestra la figura 3.34(a).

=

Puesto que y = 1/x es continua, excepto en x = 0, y la funcién seno es continua para -
todos los valores reales de x, resulta que :

= sen—
Y X
es continua en todos los valores reales salvo en x = 0. En x = 0, no existe el limite

de g(x) (vea el ejemplo 5 de la seccién 3.2). Por tanto, g es continua en los intervalos
(=00, 0) y (0, 00), como se muestra en la figura 3.34(b). :

c. Esta funcién es parecida a la del apartado (b), con excepcién de que las oscilaciones §
estdn amortiguadas por el factor x. Aplicando el teorema del emparedado, se obtiene f

= || = xsen% <lx|, x#0

y se puede concluir que
lim A(x) = 0.
x—0

De tal manera, & es continua en toda la recta real, como se muestra en la figura

3.34(c). o
" 3 i

1 1 - i /7

sl 1)
| | 4
1 i )
1 1 3+
i . 2T
1 1
: T
y y

X Sy X
U fe
I 1 -
1 ]
1 1
i A T
] 1
[ -3+
I ; LA
1 1 j TSRS
| | -4+ 1 |
l i xsen-\,,x;tO'}
| f)=tanx]| 0, x=0
(a) fes continua en cada intervalo abierto (b) g es continua en (—o0,0) y (0, c0). (c) h es continua en toda la recta real.

de su dominio.

Figura 3.34
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inua para

el limite
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Teorema del valor medio

El teorema 3.13 es un importante teorema relativo al comportamiento de las funciones
continuas en un intervalo cerrado.

TEOREMA 3.13 Teorema del valor medio

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], fla) # f(b) y k es cualquier nimero
entre fla) y f(b), entonces existe al menos un nimero c en [a, b] tal que

flo) =k

+++« COMENTARIO EI teorema del valor medio asegura que existe al menos un ni-

mero ¢, pero no proporciona un método para encontrarlo. Tales teoremas se denominan
teoremas de existencia. Al consultar un libro de célculo avanzado, se observard que la
demostracién de este teorema se basa en una propiedad de los niimeros reales llamados
completitud. El teorema del valor medio establece que para que una funcién sea conti-
nua en f, si x recorre todos los valores desde a hasta b, entonces f(x) debe asumir todos
los valores entre fla) y fib).

Como ejemplo sencillo del teorema del valor medio, considere la estatura de las
personas. Suponga que una nifia media 1.52 m (5 pies) al cumplir 13 afios, y 1.70 m al
cumplir 14 afios, entonces, para cualquier altura A entre 1.52 'y 1.70 m, debe existir algtin
momento ¢ en el que su estatura fue exactamente /. Esto parece razonable, debido a que
el crecimiento humano es continuo y la estatura de una persona no cambia de un valor
a otro en forma abrupta.

El teorema del valor medio garantiza la existencia de al menos un nimero c en el
intervalo cerrado [a, b]. Puede, claro estd, haber més de uno, tal que

floy=k

como se muestra en la figura 3.35. Una funcion discontinua no necesariamente manifies-
ta la propiedad del valor medio. Por ejemplo, la gréfica de la funcién discontinua de la
figura 3.36 salta sobre la recta horizontal dada por

y=k
sin que exista valor alguno para c en [a, b], tal que f(c) = k.

Y y

fla) =

b)) b~ xiy/

b ot
a b
fes continua en [a, b]. fno es continua en [a, b].
[Existen tres nimeros c tales [No existen nimeros c tales
que f(c) = k.] que f(c) = k.]
Figura 3.35 Figura 3.36

El teorema del valor medio suele emplearse para localizar los ceros de una funcién
que es continua en un intervalo cerrado. De manera mds especifica, si f'es continua en
la, b] y fla) y f(b) tienen signo distinto, entonces el teorema garantiza la existencia de al
menos un cero de fen el intervalo cerrado [a, b].
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Aplicar el teorema del valor medio

Utilice el teorema del valor medio para demostrar que la funcion polinomial
flx)=x>+2x = 1

tiene un cero en el intervalo [0, 1].

Solucion Observe que fes continua en el intervalo cerrado [0, 1]. Dado que
fO=03+20-1=-1y f()=13+21)-1=2

resulta que f{0) < 0 y (1) > 0. Por tanto, puede aplicar el teorema del valor medio y
concluir que debe existir algin c en [0, 1] tal que

fle)=0 f tiene un cero en el intervalo cerrado [0, 1].

como se muestra en la figura 3.37.

y %lf(x) = xj + 2x —‘1 ‘

| I ]
R

“/(0,—1)

fescontinuaen [0,1] con f(0) < 0y f(1) > 0.
Figura 3.37 i

El método de biseccidn para aproximar los ceros reales de una funcién continua es

parecido al método empleado en el ejemplo 8. Si se sabe que existe un cero en el intervalo
cerrado [a, b], dicho cero debe pertenecer al intervalo [a, (@ + b)/2] o [(a + b)/2,b] |
A partir del signo de f([a + b]/2), se puede determinar cudl intervalo contiene al cero.  §

Mediante bisecciones sucesivas del intervalo, se puede “atrapar” al cero de la funcién.

> TECNOLOGIA También puede usar el zoom de una herramienta de grafica- §

cién para estimar los ceros reales de una funcién continua. Al hacer acercamien-

x> + 2x - 1 es alrededor de 0.453, como se muestra en la figura 3.38.
2

w

S —a

Zero

X=.453397L5 LY=0
-2

Cerode f(x) = x> + 2x — 1.

Figura 3.38

® ¢ e @ ® © ® @ © © © & ® & © & © © 6 O &

tos de forma repetida a la zona donde la gréfica corta al eje x y ajustar la escala
de dicho eje, puede estimar el cero de la funcién con la precisién deseada. El cerode  §

Limite
rramie
continu

(a) lim
x—C

1.




al

que

lor medig y

|

dntinua es
lintervalo
b)/2,b].
le al cero.
funcién.

> grafica-
rcamien-
la escala
1 cero de

- (a) lim+f (x)

3.4 Ejercicios

. Limites Y continuidad En los ejercicios 1-6, utilice una he-
 rramienta de graficacién para determinar el limite y analizar la
continuidad de la funcién.

(b) lim f(x) (¢) lim f(x)

. 2. y
5+ 2
: A
2 } 4
-2
3 B
X
e | 1
=11 (-2,-2)
¥ 4. y
3 j c=-3 ,
4+ -3.4), il
-3,3 e
S B (=3,3) 3
L ] 2+
t t } x <+
2 \4 6 l 1 ! | { X
+ G0 7 5_4-3-2-1
c=3 i3
5 y 6. Y
(2,3)
4__
24 c=-1
1+ c=2 31
—————1>x 2+
14+ 123456 -1,2) L —
T 2,-3) | ! / ! X
=3 4 Oveeee——— T T ? I
-3 (-1,0) 1

Calcular el limite En los ejercicios 7-26, calcule el limite (si

- existe); si no existe, explique por qué.

1
7. lim 3 Jm
. x—=8* x + 8 AR
2 x—5 g2
9. lim — 0. i e
soe 22 — 25 =T
L o 12, tim 222
. ey 2= x—=4- x— 4
D . im B2
: x=0" X eils %= 10
11
- 15 lim Mu
Ax—0- Ax
lim (x+Ax2+x+Ax— (2 +x)
Ax—Q+* Ax
P ;’ 2, x < 3
i =
lim f(x), donde f(x) 12 — 2%
—3-—, p, > 3
2 —4x+6, x<3

. ll;rréf(x), donde f(x) = {

—x2+4x -2, x=3
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trahajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

19. lim f(x), donde f(x) = { '

5t x =<1

2. xl—l»I?* fix), donds flx) = {1 -x x>1

21. lim cot x 22. _lfm/2 sec x
23. liril_(Sﬂx]] -7 24. lir?+(2x — [xD

p P X
25. 11_r)r% 2 -0-x 26. 113»1}(1 [[ ZID

Continuidad de una funcion En los ejercicios 27-30, analice
la continuidad de cada funcién.

1 x2_1
2. ) = 53— 8. ) = =
y y
3_._
2__
: 14
f — x —+—1 ——>x
-3 N\ 3 -3-2-1 /i 23
_3__
X, x <1
29. f(x) = 3l + x 30. f(x) =12, x=
2x—1, x>1
y y
31 3
2“/ 2 °

—3—2—%_ I 2 3
ra

Continuidad de una funcién en intervalo cerrado En los
ejercicios 31-34, analice la continuidad de la funcion en el inter-
valo cerrado.

Funcion Intervalo
31, g(x) = V49 — x2 [-7,7]
R.f[H=3-/9-¢ [-3,3]

3=x, x=0
33. fx) = -1,4
1) {3 + %x, x>0 [ ]
1
34. gx) = o [-1,2]

Discontinuidades removibles y no removibles Enlos ejer-
cicios 35-60, encuentre los valores de x (si existe alguno) en los
que no es continua. ;Cudles discontinuidades son evitables o
removibles?

35, 1) = 2 it

X

37. fx) =x*—9

38. flx) =x*—4x + 4
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39. f() = — 40. /) = -
’ 4 — 52 SR
41. f(x) = 3x — cos x 42. f(x) = cos?
x b
8BS0 = 5 M) = 5y
X x—5
45. f(x) = e 46. f(x) = Y-
X4 2 x+2
V=550 Bl = %
x4+ 7] ]
9, flg = 50. /) = =2
% x=1
51. f(x) = Lz’ T
-2%+3, x<1
52. f(x) = {xz T
1
skt 1, x5 2
53. f(0) =1’
76 l3 —%; ¥>2
—2%, x<2
8. el = {xz —dx+1, x>2
tan 7Y, x| < 1
55. f(x) = 4
X, |x| > 1
ese X v —3] 22
56. f(x) = 6
2, lz—3] =2
57. f(x) = csc2x 58. f(x) = tan T;—x

59. f(x) =[x — 8] 60. f(x) =5 — [x]

Desarrollar una funcidén continua En los ejercicios 61-66,
encuentre la constante a, o las constantes a y b, tales que la fun-
cidn sea continua en toda la recta real.

3x2, x=1 \ o |3, x <1
61'f(x)_{ax—4, x<1 62'f(x)—{ax+5, x> 1
4 senx
3 ¢ <2 T
63.f(x):{xj2 *‘2 T e A
T B2 a—2x, x=20
2, x < —1
65. f(x) =qax+bh, -1 <x<3
—2, x=3
x% — g2
66. gx) =y x—a’ x#a
g, X=a

Continuidad de una composicion compuesta En los
ejercicios 67-72, analice la continuidad de la funcién compues-

ta h(x) = f(g(x)).

67. f(x) = x? 68. f(x) =5x+ 1
g)=x-1 glx) = x?
_ 1 1
69. fx) = — 70. f(x) = -
g) =x*+5 g)=x-1

71. f(x) = tanx 72. f(x) = senx

g(x) glx) = x2

&5
2

fe Determinar discontinuidades En los ejercicios 73-76, utilice §
una herramienta de graficacion para representar la funcién, §

93. (i

4. h

Use la grafica para determinar todo valor de x en donde |3 |

funcién no sea continua.

1

73. fx) =[] — x 74. h(x)

TR+ u—15
B3 x4
7. g(x)_{zx—i r 24
cosx — 1
7% =14 x **<0°
Sx; x=20

Prueba de continuidad En los ejercicios 77-84, describa el o
los intervalos en los que la funcién es continua. -

_ X _x+1
2= 78. f(x) = 7
79. f(x) =3 — Jx 80. f(x) = xv/x + 3
81. f(x) = sec ? 82. f(x) = cos—i—
¥ —1 B
8./ =1x-1" 71 s f(x)={2x e B
2 x=1 L, =

pﬁ" Redaccion En los ejercicios 85 y 86, utilice una herramienta 4
de graficacién para representar la funcién en el intervalo [4, 4].
(Parece continua en este intervalo la grifica de la funcién? (Es

continua la funcién en [-4, 4]? Escriba unas lineas sobre laim- §
portancia de examinar una funcién analiticamente, ademas de  §

hacerlo de manera grafica.

s€n x

_x*—8

%= 2

85. f(x) 86. f(x)

Redaccion En los ejercicios 87-90, explique por qué la fun-

cion tiene un cero en el intervalo dado.

Funcion Intervalo
87. f(x) = 5x* — x> + 4 [1,2]
88. fx) =x*+5x—3 [0,1]
89. f(x) =x2—2 — cosx [0, 7]
5) X
90. f(x) = 3 + tan<-16> [1,4]

H"’ Uso del teorema del valor medio  En los ejercicios 91-94, uti-
lice el teorema del valor medio y una herramienta de graficacién
para calcular el cero de la funcién en el intervalo [0, 1]. Realicé
acercamientos de forma repetida en la gréfica de la funcién cof
el fin de determinar el cero con una precisién de dos cifras deci-
males. Use la funcién cero o raiz de su herramienta de graﬁcaci(’)n
para estimar el cero con una precisién de cuatro cifras decimales:

9. f) =x*+x—1
92, flx) =x*—x2+3x—1

Uso d
verifiq
indica

95. f(:
96. f(:
97. f(:

98. f(:

e

DES
99.

100.

101.

102,
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jué la fun-
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73-76, utilic

93 g(t) = 2cost — 3t
04, h(6) = tan 6 + 36 — 4

J"‘Uso del teorema del valor medio En los ejercicios 95-98,
~ verifique que el teorema de valor medio es aplicable al intervalo

indicado y encuentre el valor de ¢ garantizado por el teorema.
95. f(x) =x*+x -1, [0,5], flc)=11

96. f(x) =x*—6x +8, [0,3], flc)=0

97. fx) =X —x* +x — 2, [0,3], flc) =4

.10 = =% |24], 0 =6

TESARROLLO DE CONCEPTOS

99, Usar la definicion de continuidad En cada una de
las graficas siguientes, especifique como se destruye la
continuidad en x = c:

@ (b)

o
L

© 2 d

X

[ RN ——

100. Trazar una grafica Trace la grafica de cualquier fun-
cién f tal que:

11'1131+ f=11y ]fr£1_ fx) = 0.

_ ¢Esta funcién es continua en x = 3? Explique su respuesta.
101. Continuidad de combinaciéon de funciones Si
~ las funciones f'y g son continuas para todos los x reales,
f + g siempre es continua para todos los x reales? ;f/g
siempre es continua para todos los x reales? Si alguna
no es continua, elabore un ejemplo para comprobar su
conclusion.

102. Discontinuidades removibles y permanen-
: tes Describa la diferencia entre una discontinuidad
removible y una no removible. En su explicacion, dé
ejemplos de las siguientes descripciones.

(2) Una funcién con una discontinuidad no evitable en
x =4,

(b) Una funcién con una discontinuidad evitable en x = —4.

(¢) Una funcién que cuenta con las dos caracterfsticas
descritas en los incisos (a) y (b).

b
B DelberyShutterstock com
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¢Verdadero o falso? En los ejercicios 103-106, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
o proporcione un ejemplo que lo demuestre.

103. Silimf(x) = L y f(c) = L,y fic) = L, entonces f es conti-
nuaen c.

104. Sifix) = g(x) para x = ¢ y flc) # g(c), entonces f 0 g no es
continua en c.

105. En una funcién racional puede haber infinitos valores de x en
los que no es continua.

106. La funcién

oy = =11

x—1
es continua en (-0, 00).

107. Piénselo Describa en qué difieren las funciones

f@ =3+ y g&) =3 —[-x]

' 4COMO LO VE? Todos los dfas se disuelven 28

/ onzas de cloro en el agua de una piscina. En la grafica
se muestra la cantidad de cloro f{f) en esa agua luego
de ¢ dfas. Calcule e interprete r1_1’5‘{1_ f@y Eﬂ“« f().

140 +
112 <
84 + -

g s v

109. Tarifas telefénicas Una llamada de larga distancia entre
dos ciudades cuesta $0.40 los primeros 10 minutos y $0.05
por cada minuto o fraccién adicional. Utilice la funcién parte
entera o entero mayor para expresar el costo C de una llama-
da en términos del tiempo 7 (en minutos). Dibuje la gréfica de
esta funcién y analice su continuidad.

e 110. Gestiondeinventarios o e e ¢ e s o o o o

L]
. . . oy °
El nimero de unidades en inventario en una pequefia .
empresa estd dado por .
L]
L]

N(y) = 25(2[[£;—2]] - t) o 5

donde ¢ representa
el tiempo en meses.
Dibuje la gréfica de
esta funcién y ana-
lice su continuidad.
(Con qué frecuencia
la empresa debe
reponer existencias?
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Déja vu Un sdbado a las 8:00 de la mafiana, un hombre
comienza a correr por la ladera de una montafia hacia su
campamento de fin de semana (vea la figura). El domingo
a las 8:00 de la mafiana baja corriendo la montafia. Tarda 20
minutos en subir, solo 10 minutos en bajar. En cierto punto del
camino de bajada el hombre se da cuenta que pasé por el mis-
mo lugar a la misma hora del sdbado. Demuestre que el hombre
estd en lo cierto. [Sugerencia: Considere que s(t) y r(f) son
las funciones de subida y bajada, y aplique el teorema del
valor medio para la funcién f(¢) = s(£) — r(z).]

No estd dibujado a escala
Domingo 8:00 de la mafiana

Sabado 8:00 de la mafiana

Volumen Utilice el teorema del valor medio para demostrar
que entre todas las esferas cuyos radios pertenecen al intervalo
[5, 8] hay una con un volumen de 1500 centimetros ctibicos.

Demostracion Demuestre que si f es continua y carece
de ceros en [a, b], entonces
Sfx) > 0 para todo x en [a, b] 0 fix) < 0 para todo x en [a, b].

Funcion de Dirichlet Demuestre que la funcién de
Dirichlet

0, six esracional
flx) = . o
1, six esirracional
no es continua para ningin nimero real.
Funcién continua Demuestre que la funcién
0, sixesracional
fl) =

kx, six esirracional

es continua solo en x = 0. (Suponga que k es cualquier niime-
ro real distinto de cero.)

Funcion signo La funcién signo se define como

-1, x<0
sgn(x) =40, x=0
1, x>0

Dibuje la grafica de sgn(x) y calcule los siguientes limites (si
es posible).

(a) _lir(r)l_ sgn(x)  (b) lirgl+ sgn(x)  (c) 1}’:13 sgn(x)

Modelado de datos La tabla recoge valores de la velo-
cidad S (en pies/s) de un objeto tras caer ¢ segundos.

tal O 5 10 15 20 25 30

S| 0 |482 | 535|552 | 559 | 562|563

(a) Trace la curva con los datos.

(b) ¢ Parece existir una velocidad limite para el objeto? En
caso afirmativo, identifique una posible causa.

118.

119.

120.

121.

122,

123.

124.

Elaborar modelos Un nadador cruza una piscina de uﬁ
anchura b nadando en linea recta desde (0, 0) hasta (25, }
(vea la figura).

(a) Sea funa funcién definida como la coordenada y del pun
to sobre el lado mds largo de la piscina que se encuen
tra mds cerca del nadador en cualquier momento dad
durante su trayecto a través de la piscina. Encuentre |
funcién fy dibuje su gréfica. ;Se trata de una funcig
continua? Explique la respuesta.

(b) Sea g la distancia minima entre el nadador y el lado m4s
largo de la piscina. Encuentre la funcién g y dibuje I
gréfica. ;Se trata de una funcién continua? Expliqu
la respuesta.

Hacer una funcion continua Encuentre todos los valo
res de c tales que f sea continua en (—oo, 00)

1—x%, x<c¢
X, XS ¢

fl) =

Demostracion Demuestre que para todo nimero real
existe un x en (— /2, 7/2), tal que tan x = y.
Hacer una funcion continua Sea
Jx+ct—-c¢
fi =2t s

(Coémo se puede definir fen x = 0 con el fin de que sea con
tinua en ese punto?

Demostracion Demuestre que si
i + Ax) =
Jim e + A9 = £

entonces fes continua en c.

Funcion continua Analice la continuidad de la funcién

h(x) = x[x].

Demostracion

(a) Sean f(x) y f,(x) funciones continuas en el intervalo ;
[a, b]. Sif(a) < fy(@) y fi(b) > f,(b), demuestre que entre
ay bexiste ¢, tal que fi(c) = f,(c).

(b) Demuestre que existe ¢ en [0, ’57] tal que cos x = x. Utilice -
una herramienta de graficacién para estimar ¢ con te
cifras decimales.

i DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM
i 125.

| Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Competitio™:
| © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

123.

Afirmar o desmentir: si x y y son ntimeros reales con y 20;
yy(y +1) < (x + 1) entonces y(y — 1) < x%
Encuentre todas las polinomiales P(x) tales que

P(x*+ 1) = (P(x))* + 1y P(0) = 0.
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B Determinar limites infinitos por la izquierda y por la derecha.
B Encontrar y dibujar las asintotas verticales de la grafica de una funcién.

Limites infinitos

Sea f1a funcién dada por f(x) = 3/(x — 2). A partir de la figura 3.39 y de la siguiente ta-
bla, se puede observar que f(x) decrece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2 por
laizquierda y que fix) crece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2 por la derecha.

‘ ;\\“ ///I
X se aproxima a 2 por la izquierda \> 4 x se aproxima a 2 por la derecha
v AN
2 1.5 19 1.99 1999 | 2 | 2001 | 201 ]21]|25
f(x) | =6 | =30 | —300 | —3000 | ? | 3000 | 300 | 30 6
f(x) decrece sin cota o sin limite \\/‘) </ f(x) crece sin cota o sin limite
v AN

. 3 . o .
Iim = —o00 f(x) decrece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2
x27 X = 2 oo
por la izquierda.
y
lim = 0. f(x) crece sin cota o sin limite cuando x se aproxima a 2
PACES

por la derecha.

Los simbolos 0o y —oo se refieren a infinito positivo e infinito negativo, respectivamente.
Estos simbolos no representan nimeros reales. Son simbolos convenientes utilizados
para describir las condiciones ilimitadas de forma mds concisa. Un limite en el que f(x)
aumenta o disminuye sin limite a medida que x se aproxima a c recibe el nombre de
limite infinito.

Definicion de limites infinitos
| Sea funa funci6n definida en todo niimero real de un intervalo abierto que contiene
| a c (salvo, posiblemente, en el propio c). La expresion

lim f(x) = oo
significa que para toda M > 0 existe una & > 0 tal que f{x) > M, siempre que
0 < |x — ¢| < &(veala figura 3.40). Del mismo modo, la expresi6n

C lim f() = —oo

X—=C

significa que para todo N < 0 existe una § > 0 tal que f(x) < N, siempre que

0<|x—c| <8

Para definir el limite infinito por la izquierda, sustituir 0 < |x — ¢| < & por f
L c—=8<x<c Y para definir el limite infinito por la derecha, remplazar |
0< |x—c|<dporc<x<ctd.

Observe que el signo de igualdad en la expresién lim f(x) = oo no significa que el

limite exista. Por el contrario, indica la razén de su no existencia al denotar el compor-
tamiento no acotado o no limitado de f{x) cuando x se aproxima a c.
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Exploracion

Represente las siguientes

| funciones con una herramienta

| de graficacion. En cada una de
ellas, determine analiticamente

* el tinico nimero real ¢ que

| no pertenece al dominio.

A continuacién, encuentre de
manera grafica el limite de f{x)
si existe, cuando x tiende a ¢ por
| laizquierda y por la derecha.

| a.f(x)=xf4
b. ) = 57—
Sy
d fl) = ——

Determine el limite de cada funcién que se muestra en la figura 3.41 cuando x tiende a |

por la izquierda y por la derecha.

-2 -1 271 3
& I e -2
() = ——
PN A L -3+
(a) (b)
Las dos gréficas tienen una asintota vertical enx = 1.
Figura 3.41

Solucion

a. Cuando x se aproxima a 1 por la izquierda o por la derecha, (x — 1)? es un nimero po-
sitivo pequefio. Asf, el cociente 1/(x — 1)? es un nimero grande y f{x) tiende a infinito
por ambos lados de x = 1. De modo que puede concluir

1

lim T o oo El limite por cada lado es infinito.
x—=1 (X — ].)

La figura 3.41(a) confirma este analisis.

b. Cuando x se aproxima a 1 por la derecha, x — 1 es un nimero negativo pequefio.
Asf, el cociente —1/(x — 1) es un nimero positivo grande y f{(x) tiende a infinito por la
izquierda de x = 1. De modo que puede concluir

Jim —
,\'LIP' X = 1

= oo. El limite por la izquierda es infinito

Cuando x se aproxima a 1 por la derecha, x — 1 es un nimero positivo pequefio. Asf,
el cociente —1/(x — 1) es un niimero negativo grande y f{x) tiende a menos infinito por
la derecha de x = 1. De modo que puede concluir

;=1
lim = —oco. El limite por la derecha es infinito negativo.
-1t x — 1
La figura 3.41(b) confirma este andlisis. 4

-CNOLOGIA  Recuerde que puede utilizar un método numérico para analizar
un limite. Por ejemplo, puede usar una herramienta de graficacién para crear una tabla
de valores para analizar el limite en el ejemplo 1(a), como se muestra en la figura 3.42.

Introduzca los valores x usando el modo de solicitar.
N\

(23X Ya
9 100 - Como x se aproxima a | por la izquierda,
*?;;9 13%00// f(x) aumenta sin lfmite.
ERROR
1001 166 —_|
101 10000
11 100 \‘ Como x se aproxima a | desde la derecha,
X=1 J(x) aumenta sin limite.
Figura 3.42

Use una herramienta de graficacién para hacer una tabla de valores para analizar el
limite en el ejemplo 1(b).

P

.- CO

graf
una
entc

)



ca

al

po-
1ito

110.
r la

Asi,
por

zar
bla
12.

el

. « COMENTARIO sila
grafica de una funcion ftiene
una asintota vertical en x = ¢,
entonces f no es continua en c.

=

| f(x) =cot x |

unciones de asintotas verticales.
Figura 3.43
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Asintotas verticales

Si fuera posible extender las gréficas de la figura 3.41 hacia el infinito positivo o nega-
tivo, veria que ambas se acercan arbitrariamente a la recta vertical x = 1. Esta recta es

una asintota vertical de la gréfica de f (En las secciones 5.5 y 5.6 se estudiardn otros
tipos de asintotas.)

Definicion de asintota vertical

| Sif(x) tiende a infinito (0 menos infinito) cuando x tiende a ¢ por la derecha o por la
| izquierda, se dice que la recta x = c es una asintota vertical de la grafica de f.

En el ejemplo 1, observe que todas las funciones son cocientes y la asintota ver-
tical aparece en el nimero en el cual el denominador es 0 (y el numerador no es 0).
El siguiente teorema generaliza esta observacion.

TEOREMA 3.14 Asintotas verticales

Sean fy g funciones continuas sobre un intervalo abierto que contiene a c. Sif{c) 0,
| g(c) = 0y existe un intervalo abierto que contiene a c tal que g(x) # 0 para todo
x # ¢ en el intervalo, entonces la gréifica de la funcion estd dada por

=LY
gx)
tiene una asintota vertical en x = c. {

Una demostracion de este teorema se da en el apéndice A.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Calcular asintotas verticales

* +» D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

a. Cuando x = —1, el denominador de

1
f(X)=m

es igual a 0 y el numerador no lo es. Por tanto, mediante el teorema 3.14, puede con-
cluir que x = —1 es una asintota vertical, como se muestra en la figura 3.43(a).
b. Al factorizar el denominador como
x2+1 X2+ 1
==
x2=-1 (-1Dx+1

Puede ver que el denominador se anulaen x = —1y enx = 1. Ademas, dado que el
numerador no es 0, ninguno de estos puntos puede aplicar el teorema 3.14 y con-

cluir que la gréfica de ftiene dos asintotas verticales, como se muestra en la figura
3.43(b).

c. Al escribir la funcién cotangente de la forma

COS x

f(x) = cotx =

sen x
puede aplicar el teorema 3.14 para concluir que las asintotas verticales tienen lugar
en todos los valores de x, tales que sen x = 0 y cos x # 0, como se muestra en la
figura 3.43(c). Por consiguiente, la gréfica de esta funcién tiene infinitas asintotas
verticales. Estas asintotas aparecen cuando x = nr, donde n es un nimero entero.
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202l
. X°+2x -8
i (.\ = =
_f ,),_ x4
oy
Asintota | \ 47 Indefinido
vertical | cuando x =2
ey~ : 2 \OL
~.u E - X
=4 . 2
-2+

f (x) crece y decrece sin cota o sin limite
cuando x tiende a —2.

Figura 3.44
3}\') * _}_TI‘
g U O x—1 |
[ ] R
d I( N
)
:/ /’/
_ale . TIN5 6
/j /
s i
/ - /
L
-6

ftiene una asintota vertical en x = 1.

Figura 3.45

Limites y continuidad

El teorema 3.14 exige que el valor del numerador en x = ¢ no sea 0. Si tanto e] py.
merador como el denominador son 0 en x = ¢, se obtiene la forma indeterminada 0(), y
no es posible establecer el comportamiento limite en x = ¢ sin realizar una investigacigy
complementaria, como se ilustra en el ejemplo 3.

Funcion racional con factores comunes

Determine todas las asintotas verticales de la grafica de

_ ghA4 2 —8

f(X)— X2”4

Solucion Comience por simplificar la expresién como sigue

*+2—8
o) ="

_ G+ 962
(x + 2)(x—2)

_x+4

T 2
x+2 o

En todos los valores de x distintos de x = 2, la grafica de f coincide con la de g(x) =
(x + 4)/(x + 2). De manera que puede aplicar a g el teorema 3.14 y concluir que existe
una asintota vertical en x = —2, como se muestra en la figura 3.44. A partir de la gréfica,
observe que :
P*+20—8
2 —4

Hm x4+ 2x— 8
1 e —————
-2t x2—4

Iim

= =00 ¥
x—>—2"

w.
Note que x = 2 no es una asintota vertical.

Calcular limites infinitos

Determine los siguientes limites:

.oxr—3x oox%2 =13
lim lim ———
x—1" X — 1 x—1" X — 1

Solucion Puesto que el denominador es 0 cuando x = 1 (y el numerador no se anula),
se sabe que la grifica de

x> = 3x

foy === |
tiene una asintota vertical en x = 1. Esto significa que cada uno de los limites dadosson  §
o0 0 —00. Puede determinar el resultado al analizar fen los valores de x cercanos a 1,0 §
al utilizar una herramienta de graficacién. En la gréfica de f que se muestra en la figurd
3.45, observe que la gréfica tiende a oo por la izquierda de x = 1y a —oo por la derecha
de x = 1. De tal modo, puede concluir que

. %% —3x . o e
lim —— = El limite por la izquierda es infinito.
x=1- x — 1
y ;
. B —3% N o g + CO|
lim = —oo. El limite por la derecha es menos infinito. :
1t x—1 Que

utilj;
> CONFUSION TECNOLOGICA  Cuando utilice una herramienta de grafic® ]tgor(
cién, debe tener cuidado al interpretar correctamente la grafica de una funcion o \x)'

* una asintota vertical, ya que las herramientas de graficacién suelen tener dificultades s
. para representar este tipo de graficas.



tanto el ny. -
inada 0/0,
vestigacig

de g(x) =
“que existe
> la gréfica,

se anula),

lados son
10sal,o
.la figura
1 derecha

COMENTARIO Observe
que la solucién del ejemplo 5(d)
utiliza la propiedad 1 del

grafica- teorema 3.15 para el limite de
;i6n con fx) conforme x se acerca a c es
cultades —00

3.5
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TEOREMA 3.15 Propiedades de los limites infinitos
Sean ¢ y L niimeros reales, y f'y g funciones tales que
lim f(x) = oo y limg(x) = L.
X—=e X—=C
1. Suma o diferencia: lim [ f(x) + g(x)] = oo
lim [f(x)g(x)] = 00, L >0
X
lim [ f(x)g(x)] = =00, L <0
x—=c

8w _
flx)

Propiedades andlogas son vélidas para limites laterales y para funciones cuyo limi-
te de f{x) cuando x tiende a ¢ es —oo [vea el ejemplo 5(d)].

2. Producto:

3. Cociente: Iim 0

X=

Demostracion Esta es una demostracién de la propiedad de la suma. [Las de-
mostraciones de las demds propiedades se dejan como ejercicio (vea el ejercicio 70).]
Para demostrar que el limite de f{x) + g(x) es infinito, elija un M > 0. Se necesita en-
tonces encontrar una & > 0 tal que [f(x) + g(x)] > M siempre que 0 < |x — ¢| < 8.

- Para simplificar, suponga que L es positivo. Sea M, = M + 1. Puesto que el limite de f{(x)

es infinito, existe una 8, tal que f{ix) > M, siempre que 0 < |x — ¢| < §,.Como ademés el
limite de g(x) es L existe una §, tal que|g(x) — L| < 1 siempre que 0 < |x — ¢| < §,.
Haciendo que § sea el menor de 8, y 8,, puede concluir que 0 < |x — ¢| < & implica
que f(x) > M + 1 y|glx) — L| < 1. La segunda de estas desigualdades implica que
g(x) > L — 1y, sumando esto a la primera desigualdad, se obtiene

fR+g)>M+1)+(L-1)=M+L>M
Por lo tanto, puede concluir que
lim [f(x) + g(x)] = oo

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. =
- S5 E6EE T Calcular limites
) 1 .
a. Puesto que lim 1 = 1y lim — = oo, se puede escribir
x=0 x=0 X
; 1
lim|1 + | = oo Propiedad 1, teorema 3.15
x—0 X
b. Puesto que lim (x* + 1) = 2 y lim (cot 7mx) = — oo, se deduce que
x=1- x—-1-
. ox2+ 1
lim =0. Propiedad 3, teorema 3.15
x—1- cot TXx
c. Puestoque lim 3 =3 y lim cotx = oo, se deduce que
x—=07* x—0*
lim 3 cotx = co. Propiedad 2, teorema 3.15
x—=07*
- . 1
d. Puesto que lim x> = 0 y lim — = —oo, se deduce que
x=0" =07 X
e fg
lim |x*+—) = —oo0. Propiedad 1, teorema 3.15
x—0~ X &
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3.5 Ejercicios

Calcular limites infinitos de una grafica En los ejercicios
1-4, determine si f(x) tiende a co 0 —co cuando x tiende a 4 por
la izquierda y por la derecha.

X 1
1. f(x) = 2| 2. flx) =
9 =25 109 =
y b
6 o3
4+ 1 T
N1 ) e T
AT | i=1 11
[ I fI . X !
T T T T1T>/ " 1
] 2 4 2
=2 P =3+
X X
3. f(x) = tan— 4. f(x) = sec—
4 4
y y
31 j AT '
2 ! : ; T/ v
\ LT l Y ‘
+ f t X +—+—t ———>x
-6/ -2/ 2 ()/ —6m2 " 2[\6

Calcular limites infinitos  En los ejercicios 5-8, determine si
f(x) tiende a co 0 —co cuando x tiende a -2 por la izquierda y
por la derecha.

5. 9 = — 610 = —1
1 =]
7. flx) = G- a7 8. flx) = Goap

Analisis numérico y grafico En los ejercicios 9-12, comple-
te la tabla para determinar si f(x) tiende a co 0 —co cuando x
tiende a -3 por la izquierda y por la derecha, respectivamente.
Utilice una herramienta de graficacion para representar la fun-
cién y confirmar su respuesta.

x -35 | —-3.1 | =301 | —-3001 [ -3
f) 2
X -2999 | =299 | =29 | —25
f&)
1 X
9. flx) = a9 10. f(x) = P>
%2
11. f(x) = 2.9

12. f(x) = cot ==

Encontrar una asintota vertical En los ejercicios 13.28 |
encuentre las asintotas verticales (si las hay) de la grafica de |y

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

funcion.

13, 109 = 14400 = 55
15. f(x) = xzxj 7 16. f(x) = ;2-3{_'5

17, gl = 2= 18, k(o) = 252
19. f(x) = Fﬁ 20. g(x) = 13_—28

2. = —4;;—4‘9; L

22 W= ;jc?—— x=3

23. f(X) B x3xi _;sz‘*’—x lf 5

24. h()) = ;4 - 122

25. f(x) = csc mx 26. f(x) = tan mx

27, s(f) = ;ﬁt 28. g(0) = %

Asintota vertical o discontinuidad removible En los ejer-
cicios 29-32, determine si la funcién tiene una asintota verti-

cal o una discontinuidad removible en x = —1. Represente la
funcién con una herramienta de graficacion para confirmar su

respuesta.
x2 =1
29. =—0F
f&) x <k 1
x2+ 1
31 fx) = e

Encontrar un limite lateral

tre el limite unilateral (si los hay).

33. lim
—-1tx+1
35' .\Egl‘ x— 2
+
37, lim =

xo=3= X2+ x =6

39. lim (1 + l)
x—0" X

2
41. lim (x3 + —'—)
x——4- x+ 4

2
43, lim —
0% Senx

45. lim

_x:-2x—8
30 M6 =3

_sen(x + 1)
32. flx) = el

En los ejercicios 33-48, encuen-

3. 1
_\‘l)n]]_ X ™ ])2

”

36.

o
., 6x2+x—1
28, .\-—>(h—rp/2)+ 4x2 — 4x — 3
40. 1im (6 — %)
x—0" X

X

42. 1i
Iim <3

x—3*

X
+ cot 7)

44. 1im
x=(m/2)* COS X

X2
46. lim
x—=0" cot x

" lin
, 47. x-(1/
| Bimite
. ta de gr¢

Jimite lat

4. flx)

lim
x—-17
| osLfe)

lim
x—=>57

 p—

| DESA
E s L

54, As

55. Es

asi

(ve
el
la

e ER B!l 1



cicios 13-28,
grifica de g

En los ejer-
ntota verti-
'presente la
nfirmar su

[

'8, encuen-

lim xsec mx 48. lim x%tan mx
f x-(1/2)7 x—(1/2)*

Li’mite lateral En los ejercicios 49-52, utilice una herramien-
ta de graficacién para representar la funcién y determinar el

2 3
‘f(x—xx—l_i-;l so'f(x)=x’x+xj-l
lim_ f(x) lim_ f(x)
&) == . 5 52. f(x) = sec
lim f(x) im_f(x)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

53, Limite infinito Con sus propias palabras, describa el
significado de un limite infinito. ;Es co un nimero real?

:54. Asintota Con sus propias palabras, describa el signifi-
cado de la asintota vertical de una gréfica.

55. Escribir una funcion racional Escriba una funcién
- racional con asintotas verticalesenx =6y enx = -2y un
cero en x = 3.

-56. Funcion racional ;Tiene toda funcién racional una
asintota vertical? Explique su respuesta.

57. Trazar una grafica Utilice la gréfica de la funcién f
(vea la figura) para trazar la gréfica de g(x) = 1/f(x) sobre
el intervalo [-2, 3]. Para imprimir una copia ampliada de
la gréfica, visite MathGraphs.com.

58. Relatividad De acuerdo con la teorfa de la relatividad, la
~masam de una particula depende de su velocidad v, es decir:
—

V1=07/)

donde m, es la masa cuando la particula estd en reposo y ¢ es

la velocidad de la luz. Calcule el limite de la masa cuando v
tiende a ¢ desde la izquierda.

9. Anélisis numérico y grafico Utilice una herramienta de
graficacién a fin de completar la tabla para cada funcién y re-
presentar graficamente cada una de ellas con objeto de calcu-
lar el lfmite. ;Cuél es el valor del limite cuando la potencia
de x en el denominador es mayor que 3?

11050201001 | 0001 | 0.0001

'(a) lim X — senx
- x0* X

, X — senx
(b) lim ———
x—0* X

) . X — senx
hm e
=0+ x3

X — senx

@ Jig =3

X

endellandCarolyn/iStockphoto.com
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. ¢COMO LO VE? Para una cantidad de gas a una
temperatura constante, la presion es inversamente
proporcional al volumen V. ;Cudl es el limite de P
conforme V se aproxima a 0 desde la derecha? Expli-
que lo que esto significa en el contexto del problema.

P

Presién

Volumen

61. Rapidez de cambio Una escalera de 25 pies de largo estd
apoyada en una casa (vea la figura). Si por alguna razén la base
de la escalera se aleja del muro a un ritmo de 2 pies por segun-
do, la parte superior descenderd con una razén dada por

r 2 ies/s
625 — x? #

donde x es la distancia que hay entre la base de la escalera y el
muro y la casa, y r es la rapidez en pies por segundo.

(a) Calcule la rapidez r cuando x es 7 pies.
(b) Calcule la rapidez r cuando x es 15 pies.

(c) Encuentre el limite de r cuando x se aproxima a 25 por la
izquierda.

62. Rapidezmediae e ¢ o o 6 6 06 6 060600000

En un viaje de d millas hacia otra ciudad, la rapidez media
de un camién fue de x millas por hora. En el viaje de regre-
so, su rapidez media fue de y millas por hora. La velocidad
media del viaje de ida y vuelta fue de 50 millas por hora.

(a) Verifique que

_ 25x
YT x-25
(Cudl es el dominio?

(b) Complete la tabla.

x [ 3040|5060

y

(Los valores de y difieren de los esperados? Explique
su respuesta.

(c) Calcule el limite de y cuando x se aproxima a 25 por la
derecha e interprete el resultado.

© 0 6 0 0 0 0 0 06 60 06 0 © 0 0 00 06 6 0 0 0 0 0 0 0
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'dV 63. Analisis numérico y grafico Considere la regién som-
breada que queda fuera del sector del circulo con radio de 10 m
y dentro del tridngulo rectdngulo de la figura.

10 m

(a) Exprese el drea A = f{6) de la regi6n en funcién de 6.
Determine el dominio de esta funcién.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para completar la
tabla y representar la funcién sobre el dominio apropiado.

g | 03| 06|09 | 12| LS5
£(6)

(c) Calcule el limite de A conforme 6 tiende a 7/2 por la iz-
quierda.

HV 64. Analisis numérico y grafico Una banda cruzada conecta
la polea de 20 cm (10 cm de radio) de un motor eléctrico con
otra polea de 40 cm (20 cm de radio) de una sierra circular. El
motor eléctrico gira a 1700 revoluciones por minuto.

(a) Determine el nimero de revoluciones por minuto de la
sierra.

(b) {Cémo afecta el cruce de la banda a la sierra en relacién
con el motor?

(c) Sea L la longitud total de la correa. Exprese L en funcién
de ¢, donde ¢ se mide en radianes. ;Cudl es el dominio de la
funcién? (Sugerencia: Sume las longitudes de los tramos
rectos de la banda y las longitudes de la banda alrededor
de cada polea.)

Recuerde, del teorema 3.9, que el limite de f(x) = (senx)/x cuan-
do xtiende aOes 1:

(a) Utilice una herramienta de graficacién para representar la fun-
cién fen el intervalo -7 < x < 77, y explique como ayuda esta
gréifica a confirmar dicho teorema.

(b) Explique como podria usar una tabla de valores para confirmar
numéricamente el valor de este limite.

(c) Dibuje a mano la grifica de la funcién g(x) = sen x. Trace
una recta tangente en el punto (0, 0) y estime visualmente su
pendiente.

(]
.O.........‘..‘......'.......'l...Q.C...........II..O...

Graficas y limites de funciones trigonométricas

(d) Utilice una herramienta de graficacién para completar [y :
tabla.

¢ | 03 | 06 | 09 1.2 1.5

L

(e) Utilice una herramienta de graficacion para representar Ja
funcién de un dominio apropiado.

(f) Calculeel 1lim L. Utilice alglin argumento geométrico

¢ (7/2)"
como base de otro procedimiento para encontrar este limite,
(g) Calcule lim L.
$—0*

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 65-68, determine sj ¢
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
proporcione un ejemplo que demuestre que lo es.

65. La gréfica de una funcién racional tiene al menos una asintota
vertical.

66. Las funciones polinomiales carecen de asintotas verticales.

67. Las graficas de funciones trigonométricas carecen de asintotas
verticales.

68. Si ftiene una asintota vertical en x = 0, entonces no esta defi-
nida en x = 0.

69. Encontrar funciones Encuentre a continuacion las fun-
ciones fy g tales que 1im f(x) = ooy lim g(x) = oo, pero
X=c X—¢C J
lim [f(x) — g(x)] # 0.
70. Demostracién Demuestre las propiedades restantes del
teorema 1.15.

71. Demostracién Demuestre que si lim f(x) = oo, entonces

1 X==¥¢
lim = =0.
x-c f(x)
72. Demostracion Demuestre que si o
1 ,i" L B
lim <=0 e
rie F2) i e Cl
entonces 1fim f(x) no existe. a8 ex
x—=c
Limites infinitos En los ejercicios 73 y 74, use la definicion
£-6 del limite para demostrar el enunciado.

73. lim = o0 74. lim ! = -0
x—3* X — x5 X —

(d) Sea (x, sen x) un punto en la grifica de g cercano a (0, 0)
Escriba una férmula para la pendiente de la recta secal
te que une a (x, sen x) con (0, 0). Evalde esta férmula pard
x = 0.1yx = 0.01. A continuacién, encuentre la pendient®
exacta de la recta tangente a g en el punto (0, 0).

(e) Dibuje la gréfica de la funcién coseno, A(x) = cos x. [,CUiﬂ.es
la pendiente de la recta tangente en el punto (0, 1)? Utilice
limites para calcular analiticamente dicha pendiente.

(f) Calcule la pendiente de la recta tangente a k(x) = tan x en®

|
punto (0, 0). !

e i £ el - i SLESTUECITE— DD S T——
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xlim f(x) = L significa que

el limite existe y el limite es
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1 limite de f{x) cuando x tiende a —co

’DIOOOOOOOOOIOCUOD
COMENTARIO La

expresién lim f(x) = Lo
X—>—o0

€
€

X
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3.6 Limites al infinito y asintotas horizontales

B Determinar limites (finitos) al infinito.
B Determinar las asintotas horizontales, si las hay, de la grafica de una funcion.
B Determinar limites infinitos en el infinito.

Limites al infinito

Esta seccién analiza el “comportamiento final” de una funcién en un intervalo infinito.
Considere la gréifica de

3x?

X)) =———
f&) x2+1

como se ilustra en la figura 3.46. Graficamente, puede ver que los valores de f{x) parecen

aproximarse a 3 cuando x crece o decrece sin limite. Puede llegar numéricamente a las

mismas conclusiones, como se indica en la tabla.

x decrece sin limite. X crece sin limite.

-1(0 1
1510 |15

10
2.9703

100
29997

—100 — 00

2.9997

—10
2.9703

3¢ —3

<

La tabla sugiere que el valor de f(x) se aproxima a 3 cuando x crece sin limite (x — c0).
De manera similar, f{x) tiende a 3 cuando x decrece sin limite (x — —00). Estos limites
en el infinito se denotan mediante

lim flx) =3

f&)

f(x) se aproxima a 3. f(x) se aproxima a 3.

Limite en infinito negativo.

lim f(x) =3, Limite en infinito positivo.
XxX—00

Decir que una expresion es cierta cuando x crece sin limite significa que para algtin
nimero real (grande) M, la expresién es verdadera para fodo x en el intervalo {x: x > M}.
La siguiente definicién usa a este concepto.

Definicion de limites al infinito

Sea L un nimero real.

1. La expresion xlirg, f(x) = L significa que para cada e > 0 existe un M > 0 tal
que|f(x) — L| < esiempre que x > M.

2. Laexpresién lim f (x) = L significa que para cada e > 0 existe un N < 0 tal

| que|f(x) — L| < esiempre que x<N.

La definicién de un limite en el infinito se muestra en la figura 3.47. En esta figura,
se advierte que para un niimero positivo dado ¢, existe un niimero positivo M tal que,
para x > M, la grifica de f estard entre las rectas horizontales dadas por

y=L+e y y=L-—e
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Asintotas horizontales

En la figura 3.47, la gréfica de f se aproxima a la recta y = L cuando x crece sin limie,
Larectay = L recibe el nombre de asintota horizontal de la grifica de f.

Exploracion

Utilice una herramienta de
graficacion para representar

£ = 2x2+4x— 6 Definicion de una asintota horizontal
24+ 2x— 16
ok ¥ el Larecta y = L es una asintota horizontal de la grafica de f'si

Describa todas las

caracteristicas importantes de .rl}r—noo f@=L o )}1—{20 f&) = L.

la gréfica. ;Puede encontrar una g TR
sola ventana de observacién
que muestre con claridad todas
estas caracteristicas? Explique
su razonamiento.

(Cudles son las asintotas
horizontales de la gréfica, de i , 3
manera que esta se encuentre ‘ xll,l{.lo [£(x) + ()] = xlfflolof () + xll)ngo gx)
dentro de 0.001 unidades de su
asintota horizontal? Explique
su razonamiento. XIE& [f(Wg)] = [xlilgof (x)][xlgg 8 (X)]-

Observe que a partir de esta definicién, se deduce que la grafica de una funcion de x
puede tener a lo mucho dos asintotas horizontales (una a la derecha y otra a la izquierda),
Los limites al infinito, tienen muchas de las propiedades de los limites que estudig
en la seccién 3.3. Por ejemplo, si existen tanto lim f&) y lim g(x) entonces

Se cumplen propiedades similares para limites en —co.
Cuando se evaldan limites al infinito, resulta de utilidad el siguiente teorema.

TEOREMA 3.16 Limites al infinito

Si r es un nimero racional positivo y ¢ es cualquier nimero real, entonces

Ademads, si x” se define cuando x < 0, entonces

; c
lim —=0.
x—-o00 x"

En el apéndice A se da una demostracion de este teorema.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Determinar el limite al infinito

. . 2
Y Encuentre el limite: lim (5 - —2>.
xX—00 X

T Solucién Utilizando el teorema 3.16, puede escribir

. 2 . .
lim (5 iy lim 5 — lim ") Propiedad de limites
xX—00 X X—00 x—c0 X
=5-0
=35.
Asfi, larecta y = 5 es una asintota horizontal a la derecha. Al encontrar el limite
X
. 2 A
lim {5 — ) Limite como x — —oo.
x> —00 X
y = 5 es una asintota horizontal. puede ver que y = 5 también es una asintota horizontal a la izquierda. La grafica deﬁ
Figura 3.48 funcién se muestra en la figura 3.48.

" o0 Sl Ul o "on a - 1] Sriym o
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3.6 Limites al infinito y asintotas horizontales m

_ Determinar un limite al infinito
e sin limite_

. L. 2x = 1
Determine el limite 1im al ;
x>0 X + 1

Soluciéon Observe que tanto el numerador como el denominador tienden a infinito
cuando x tiende al infinito.

lim 2x—1) » o
X—00

incionde y lim

i R x—o0 x + 1

1zquierda) - \ lfm (x + 1)

Jue estudi S0 T
s

ees s c e 0000000 -D Esto produce una forma indeterminada 2. Para resolver este problema, puede dividir
COMENTARIO Cuando tanto el numerador como el denominador entre x. Después de eso, el limite puede eva-

se encuentre con una forma luarse como se muestra.

indeterminada tal como la del

ejemplo 2, debe dividir el nu-

merador y el denominador entre lim = lim

1 Divida el numerador y el denominador entre x.

>ma.

= lim
X—00

Simplifique.

1+=
X

p . 1
lim 2 — lim —
x—00 x—e X . X
= —1 Tome limites del numerador y el denominador.
lim 1 + lim —
X—00 x>0 X

2-0

140
=2

Aplique el teorema 3.16.

icion.

De tal modo, la recta y = 2 es una asintota horizontal a la derecha. Al tomar el limite
B 2 s unn astinota hiizonral. cuf.mdo X — —o0, puede ver quey = 2 también es una asintota horizontal hacia la iz-
quierda. La gréfica de la funcién se ilustra en la figura 3.49. &

> TECNOLOGIA  Puede verificar que el limite del ejemplo 2 es razonable eva-
luando f{x) para unos pocos valores positivos grandes de x. Por ejemplo

£(100) = 1.9703, £(1000) = 1.997,
y £(10,000) =~ 1.9997. 3

Otra forma de verificar que el limite obte-

nido es razonable consiste en representar la
gréfica con una herramienta de graficacion.
Por ejemplo, en la figura 3.50, la gréfica de

e © © © 0 6 ® © © © © &6 e © 6 ¢ 0 0 O ¢

%=1
x) = — g
fO) =77 ol 0
se muestra con la recta horizontal y = 2. Cuando x aumenta, la gréfica de fse
1de la Observe que cuando x crece, la grifica de fse Mueve mdsy mds cercaalarecta y = 2.
' mueve mas cerca de su asintota horizontal. ~ Figura 3.50
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MARIA GAETANA AGNESI
(1718-1799)

Agnesi fue una de las pocas mujeres
en recibir crédito por aportaciones
importantes a las matematicas antes
del siglo XX. Casi al cumplir 20 afios,
escribié el primer texto que incluyd
tanto cdlculo diferencial como
integral. Alrededor de los 30, fue
miembro honorario de la facultad en
la Universidad de Bolofa.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.
Para mayor informacion sobre las
contribuciones de las mujeres a las
matematicas, ver el articulo “Why
Women Succeed in Mathematics”
de Mona Fabricant, Sylvia Svitak

y Patricia Clark Kenschaft en
Mathematics Teacher. Para ver este
articulo, visite MathArticles.com.

1
T
=9 -1 1

2 2
lim f(x) =0 lim f(x) =0

X == X0

[ tiene una asintota horizontal en y = 0.

Figura 3.51

Comparar tres funciones racionales

¢+ + 2> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo,

Determine cada limite
b. lim &_5. c. lim 2x3_+5
T x—o0 3x2 + 1 f oo 3x2 + 1

Soluciéon En cada caso, el intento de evaluar el limite produce la forma indeterm;-
nada co/co.

a. Divida tanto el numerador como el denominador entre x2.
B+§ _ o (2/x) +(5/x) 0+0 0

i 3+ (1/x9) 370

X—00 3x2 + 1 xX—00

T340 3
b. Divida tanto el numerador como el denominador entre x2.
2 +3 2+(5/%%) 2+0 2

Mmoo - imsy (1/x) 3+0 3

¢. Divida tanto el numerador como el denominador entre x2.

. 23+ 5 . 2x + (5/x?) _®
xso03x2 4+ 1 x5 34 (1/x2) 3

Se puede concluir que el limite no existe porque el numerador aumenta sin limite
mientras el denominador se aproxima a 3. H

El ejemplo 3 sugiere las siguientes pautas para la bisqueda de limites en el infinito
de funciones racionales. Utilice las siguientes instrucciones para comprobar los resulta-
dos en el ejemplo 3.

ESTRATEGIA PARA DETERMINAR LIMITES EN +x
DE FUNCIONES RACIONALES

1. Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador, entonces el
limite de la funcién racional es 0.

2. Si el grado del numerador es igual al grado del denominador, entonces el 1imite
de la funcién racional es el cociente de los coeficientes principales.

3. Siel grado del numerador es mayor que el grado del denominador, entonces el
limite de la funcién racional no existe.

Estos limites parecen razonables cuando se considera que para valores grandes
de x, el término de la potencia més alta de la funcién racional es el que mds “influye” en
la determinacién del limite. Por ejemplo,

lin !
\—19010 2+ 1

es 0 porque domina el denominador como el numerador aumenta o disminuye sin limite,
como se muestra en la figura 3.51.

La funcién que se muestra en la figura 3.51 es un caso especial de un tipo de curva
estudiada por la matemadtica italiana Marfa Gaetana Agnesi. La forma general de est?
funcidn es

oy 8a’
fl) = x2 + 4a?

y a través de la traduccién errénea de la palabra italiana vertéré, la curva ha llegadO a
conocerse como la Bruja de Agnesi. El trabajo de Agnesi con esta curva apareci6 POt
primera vez en un libro de cédlculo que se publicé en 1748.

Bruja de Agnesi

The Granger Collection, New York
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i6 por = 1, pero en realidad es la recta

9.0 Limites at 1inntrito 'y asintotas noriZontaies o

En la figura 3.51 puede observar que la funcién
1
X)=—Z—7
fx) 2 +1
tiende a la misma asintota horizontal hacia la derecha que hacia la izquierda. Esto es
siempre cierto para las funciones racionales. Las funciones que no son racionales, sin

embargo, pueden tender a diferentes asintotas horizontales hacia la derecha y hacia la
izquierda. Esto se demuestra en el ejemplo 4.

o sy

_EJEMPLO 4

Una funcion con dos asintotas horizontales

Determine cada limite

a h’m _zjf_'_'_.z__ b 1’ __ix____—__%_
x>0 /2x2 + 1 T xo-oe /2x2 4+ 1
Solucion

a. Para x > 0, puede escribir x = +/x2 De tal modo, al dividir tanto el numerador
como el denominador entre x obtiene
% —2 2 2

=2 _ x _ 3_; _ 3_;

V2IH1 2P+ i1 1
V2 — 2 2+ 3

y puede tomar el limite de la manera siguiente.

52
. -2 x _3-0 _i
X—>°°\/—2xz—+7_x1&10\/ 1—\/2+0—\/§
2
b. Para x < 0, puede escribir x = — /x2. De manera que al dividir tanto el denomina-
dor como el numerador entre x, obtiene
3x—2 3 Z _ Z
=2 x
JoEt1 il /2x2+1 /
_ \/P 2 + F

y puede tomar el limite de la manera siguiente

2
1m 3x~ lim_ T 3-0 5
o /21 xo- \/ =J2+0 J2
La grificade f(x) = (3x — 2)/~/2x? + 1 se presenta en la figura 3.52. k-

[> CONFUSION TECNOLOGICA S utiliza una herramienta de graficacién
para auxiliarse en la estimacién de un limite, cercidrese de confirmar también

la estimacién en forma analitica (las imdgenes que muestra una herramienta de
graficacion pueden ser erréneas). Por ejemplo, la figura 3.53 muestra una vista de
la gréfica de

2x3 4+ 1000x2 + x
x3 + 1000x% + x + 1000°

y:

De acuerdo con esta imagen, serfa convincente pensar que la gréfica tiene ay = 1
como una asintota horizontal. Un enfoque analitico indica que la asintota horizontal
es en realidad y = 2. Confirme lo anterior agrandando la ventana de la observacion
de la herramienta de graficacién.

® © ¢ 2 © @ & ©6 &6 @ & ¢ © @ & @
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14
j(Y) sent
X
k lim 0%
x—00 X

Cuando x aumenta sin limite, f{x)
tiende a cero.

Figura 3.54

_1_.

Nivel de oxigeno

o+
~
N
oo
S

Semanas

El nivel de oxigeno en el estanque
se aproxima a nivel normal de 1
cuando ¢ tiende a co.

Figura 3.55

En la seccién 3.3 (ejemplo 9), vio cémo el teorema del emparedado se puede util;.
zar para evaluar los limites que incluyen funciones trigonométricas. Este teorema tap.
bién es vélido para los limites al infinito.

Limites que implican funciones trigonométricas

Encuentre cada limite

) sen x .COI
a. lim senx b, lim —
X—00 x—0 X term
tiene
Solucion infin
a. Cuando x tiende al infinito, la funcién seno oscila entre 1 y —1. En consecuencia, I:Of’
este limite no existe. &r
enla
b. Como —1 < sen x < 1, se concluye que para x > 0, curvi
1 senx 1
—— S _—< =
x X X
donde
1 1
lim (-——) =0 y lim-=0.
X—00 X x—0o0 X
Entonces, por el teorema del emparedado, es posible obtener
sen
lim ~—= = 0
x—=e X
como se muestra en la figura 3.54.
Nivel de oxigeno en un estanque -
; s
Suponga que f(f) mide el nivel de oxigeno en un estanque, donde f(f) = 1 es el nivel -2
normal (no contaminado) y el tiempo ¢ se mide en semanas. Cuando ¢ = 0, se descarga
desperdicio orgénico en el estanque, y como el material de desperdicio se oxida, el nivel
de oxigeno en el estanque es
-+ 1
=" -
Figura 3.
¢ Qué porcentaje del nivel de oxigeno existe en el estanque después de una semana?
;Después de dos semanas? ;Después de 10 semanas? ;Cudl es el limite cuando ¢ tiende
a infinito?
Solucion Cuando ¢t = 1,2y 10, los niveles de oxigeno son como se muestra.
FP=141 1
f(l) = _‘17_1—_‘1_ = 5 = 50% 1 semana x):&
2-2+1_3 =
fQ2) 721 3 = 60% 2 semanas ;
57 —(
192 =10+ 1 1
f(10) = ———()‘2—+—1— 1901 90.1% 10 semanas
Para encontrar el limite cuando ¢ tiende a infinito, divida el numerador y el denominadof
entre # con el fin de obtener
2—-t+1 1-({1/0+1/) 1-0+4+0
im —— = I{ — — = %.
L - (1/1%) 1+0 S ,
Vea la figura 3.55. 4 a3
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Limites infinitos al infinito

Muchas funciones no tienden a un limite finito cuando x crece (o decrece) sin limite. Por
ejemplo, ninguna funcién polinomial tiene un limite finito en el infinito. La siguiente

definicién se usa para describir el comportamiento de las funciones polinomiales y otras
funciones al infinito.

' Definicion de limites al infinito

Sea funa funcién definida en el intervalo (a, o).

1. La expresién xli)rgo f(x) = ocosignifica que para cada niimero positivo M, existe
un nuimero correspondiente N > 0 tal que fix) > M siempre que x > N.

2. La expresion }i‘& f(x) = —ocosignifica que para cada nimero negativo M, exis-
te un nimero correspondiente N > 0 tal que f(x) < M siempre que x > N.

Se pueden dar definiciones similares para los enunciados

lim f(x) =oco y lim_ f(x) = —oo.

Determinar limites infinitos al infinito

Determinar cada limite.

a. lim x3 b. lim x3
X—0C0 X=—>=—0C0
Solucion

a. Cuando x crece sin limite, x* también crece sin limite. De tal modo que se puede
escribir

lim x3 = co.
X—00

b. Cuando x decrece sin limite, x> también decrece sin limite. En consecuencia, se
puede escribir

lim x? = —o0.
x——00

La grafica de fix) = x* en la figura 3.56 ilustra estos dos resultados, los cuales concuer-
dan con el criterio del coeficiente dominante para las funciones polinomiales que se
describen en la unidad 2.

Determinar limites infinitos al infinito

Encuentre cada limite

L 2x?—4x . 2x% — 4x
a, lim ——— b, lim ——
xs00 X+ 1 x—»-0o x+ 1
Solucion Una manera de evaluar cada uno de estos limites consiste en utilizar una
divisién larga para escribir la funcién racional impropia como la suma de un polinomio
y de una funcién racional.

Las expresiones anteriores pueden interpretarse diciendo que cuando x tiende a + oo la
funcién f(x) = (2x> — 4x)/(x + 1) se comporta como la funcién g(x) = 2x — 6. En
la unidad 4 esto se describe en forma grafica afirmando que la recta y = 2x — 6 es una
asintota oblicua de la gréfica de f; como se muestra en la figura 3.57 :



| V | f il i L AR | ”l oW TR AR W ] i

116 Unidad 3 Limites y continuidad
H Asintoti
3 6 . "l Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con herrami
. ElerCICIOS numeracion impar.

tificar ct

Relacionar En los ejercicios 1-6, relacione la funcién con una Encontrar limites infinitos En los ejercicios 13 y 14, deter.
de las graficas [(a), (b), (c), (d), (e) o (f)] utilizando como ayuda mine lim k(x), si es posible.
X—00
a las asintotas horizontales.
@ . ®) . 13. f(x) = 53 —-(3;72 + 10x 14, f(x) = —4x? (—I—) 2x—5
X, X
3+ 3 (a) h(x) = ];—2 (a) h(x) = ir——
N ? ) x)
(b) Aley == (6} hlx) = —
i S 3 P
-3\~ 1 2 3
et o x (x) ()
B © hlx) =3 © hx) = =5
T =g ‘
) Encontrar limites infinitos  En los ejercicios 15-18, encuentre - s (:9 !
© ) (@) " cada limite, si es posible. nomix
3+ L 249 - amien
X - 2
------- mmmm s 2+ (@) I 4 gy e :
g 15. @ lim S5 16. @ Jim S5 i
2 z.
e S e b) Ifm Lt 2 ) Iim o2 Jim
3=2=1/]. 1 2 3 14+ 123 ()xl&xz— ()xggﬁx— %
_______ Tt =27 x2 +2 3 —2x? nalisis
) If 1
-3+ =37 (C) Ai)rgo X == (C) rl)nolo 3x - 1 9-52’ u
5 —2x3/2 5x3/2 tabla
y y fm ———— fm ——— e
© @ 17. (@) e 3 B @ lm ey e
gl 4+ uncis
5 — 2x3/2 5x3/2 e
34 fi = S fm —————— alitice
_/6;_ ------ e R (b) \ILIEO 3,‘(3/2 -4 (b) \ll)r& 4x3/3 +1
4+ - ) )
\ 1+ 5 — 2x3/2 5x3/2
_______ A\ lim —=—— o DR
2 N L © M 1
- —t>x -3-2-1 | 1 2 3
-6 -4 -2 2 4 - R +
u -2 Encontrar un limite En los ejercicios 19-38, encuentreel §
limite.
2x? 2x
1 f) = 2. )= , ( é) , (_5_ _ z)
x=+2 VxE+2 19. Xli)noxc 4+ P 20. x_léu:nm T3
x %2 5
3. fx) =5 4. flx) =2 + — 2x — 1 L 42+ 5
x+2 xt At 2. Xango 3x + 2 2 x—laH~nco x2+3
4 senx 2x2—3x+5 3
5. flx) = 6. fx) = ———— ” , 563 +1
xt+l =¥l e 24. lim Tow —32 + 7
¥ Analisis numérico y grafico En los ejercicios 7-12, utili- 25. lim 5x? 26. lim xi —4
ce una herramienta de graficacion para completar la tabla y x>0 X + 3 i>-cox* + 1
calcular el limite cuando x tiende a infinito. Utilice después una T X 98 I X
herramienta de graficacién para representar la funcién y calcu- et Ja e i
lar graficamente el limite. . 2+ 1 I 52 42
! ” o ) < 5 ' x—o-o /x2 — x * X—00 /xl +3
X 10° | 10" | 10% | 10 | 10* | 10° | 10
3, fm Y21 B, i ot
f(\f) ’ xsoe 2x — 1 ’ xX—>—00 x3 =
x+1 2x
4x + 3 2x2 33. lim —5———= 34. lim ————
— — yooo (x2 + 1)1/3 = _w'b_ll/)
7. f(%) o 8. fl) = = - (x | ) - (rl )
—6x 35. Jim —— 36. i =
9. flx) = —76—\ 10. f(x) = —ITO——- . Al?go 2x + senx o X
V4x2 + 5 af 2% = 1
. sen2x ., X — COSX
1 3 37. lim 38, lim ————
11. f(\) = 3 — 12. f(\) =4+ x—o0 X ey 60 X

x2+ 1



otés horizontales En los ejercicios 39-42, utilice una
rramienta de graficacién para representar la funcién e iden-
cualquier asintota horizontal.

x+2|

: X

)=x+1 40f(x) ¥ —0
3x V=2

x)___ﬁ 42.f(x)———2x_l_1

x—5

ontrar un limite En los ejercicios 43 y 44, determine el
te. (Sugerencia: Sea x = 1/t y encuentre el limite cuando

44. lim )ctanl
x—oco X

: m (x+Vx2+3) 46 lim (x - Va2 +x)
dim (3 + V9P —x) 48, lim (4x — V16x7 ~ x)

alisis numérico, grafico y analitico En los ejercicios
52, utilice una herramienta de graficacién para completar
abla y calcular el limite cuando x tiende a infinito. A conti-
wacion, use una herramienta de graficacion para representar
funcion y calcular el limite. Por iltimo, encuentre el limite
naliticamente y compare sus resultados con las estimaciones.

10° | 10' | 10% | 10® | 10* | 10° | 10°
1entre el
=x— Vxlx — 1) . fx) = x2 — x/x(x = 1)
1 x4+ 1
 flx) = x sen- 52. f(x) = N

ESARROLLO DE CONCEPTOS

Redaccion  En los ejercicios 53 y 54, describa en sus pro-
pias palabras el significado de las siguientes expresiones.

53, lim £(x) = 4 54. lim f(x) =2

55 Dibujar una grafica Dibuje la grfica de una funcién
derivable que satisfaga las siguientes condiciones y que
tenga x = 2 como su tinico punto critico.

f'(x) < 0 parax < 2
f(x) > 0 parax > 2
Jm fx) =6

S £ =

Puntos de inflexion Es posible dibujar la gréfica de
una funcién que satisface las condiciones del ejercicio 55
¥ que no tiene puntos de inflexion? Explique.

3.6 Limites al infinito y asintotas horizontales 17

DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion)

57. Usar la simetria para encontrar limites Sifes una
funcién continua tal que lim f(x) = 5, determine, si es
xX—00

posible, hm  f (x) para cada condicién especificada.

(a) La graﬁca de fes simétrica con respecto al eje y.

(b) La gréfica de fes simétrica con respecto al origen.

58. Una funcién y su derivada A continuacién se muestra la
grafica de una funcién f. Para imprimir una copia ampliada de
la gréfica, vaya a MathGraphs.com.

(a) Dibuje f".
(b) Utilice la grafica para estimar lim f(x) y lim f(x).
X—c0 X—oo
(c) Explique las respuestas que obtuvo en el inciso (b).
Dibujar una gréafica En los ejercicios 59-74, dibuje la grafi-
ca de la funcién utilizando extremos, intersecciones, simetria

y asintotas. Después, use una herramienta de graficacién para
verificar su resultado.

x—4
59.y—1_ 60.y—x_3
b | 2x
61.)1—)62_4 62.y—9_x2
x? 2x?
B y=Zvie My=r—
65. xy?2 =9 66. x2y =
3x 3x
67. pl— 68.y—1_x2
) 1
69. y =2 2 70.y~1-—;
71.y=3+% 72.y=52-+1
73 X 74
RN YT A4

£ Analizar una grafica con el uso de tecnologia En los ejer-
cicios 75-82, utilice un sistema algebraico por computadora para
analizar la grafica de la funcion. Marque cualquier extremo y/o
asintotas que existan.

—g_ 2 IS S
75. f(x) =9 e 76. f(x)_xz—x—Z
%= 2 x+1

77. flx) = 8.0 =577+ 1

x2—4x+3
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3% 2x
79. f(x) = W 80. g(x) = \/?-2;_{_—1—

81. g(x) =sen< ) ¥>3 82 f(x) = 2 sen 2x

X
x%—= 2
o Comparar funciones En los ejercicios 83 y 84, (a) use una

herramienta de graficacién para representar f y g en la misma
ventana de observacion, (b) verifique algebraicamente quefy g
representan la misma funcién, y (c) con el zoom, haga un acer-
camiento de tal forma que la grafica aparezca como una recta.
¢ Qué ecuacion parece tener esta recta? (Observe que todos los
puntos en los cuales la funcién no es continua no se ven con
facilidad cuando se realiza el acercamiento.)

B2 —-3x2+2
83. flx) = o —3)
del=Ft e g
B =224+ 2
84. f(x) = —T\L
1 1

gh)=—Jx+1-73

o 85. Eficienciadeun motore o s o o o o o o s o o

La eficiencia de un motor de combustion interna es :
1 °

Eficiencia (%) = 100 [1 - —C] .
vi/v) .

donde v\/v, es la

razén entre el gas no
comprimido y el gas
comprimido y ¢ es una
constante positiva que
depende del disefo del
motor. Encuentre el limi-
te de la eficiencia cuando
la razén de compresion
se acerca al infinito.

e ® 9 & & © © © & & 0 O O 9 O O 0 9 @ © & © O 6 O O 9 o

e © © © @ © © © ® © © © 6 ©® e 6 © © ©

86. Costo promedio Un negocio tiene un costo de C = 0.5x +
500 para producir x unidades. El costo promedio por unidad es
e
C=-

X
Encuentre el limite de C cuando x tiende a infinito.

87. Fisica La primera ley del movimiento de Newton y la teorfa
especial de la relatividad de Einstein difieren respecto al com-
portamiento de las particulas cuando su velocidad se acerca a
la velocidad de la luz, c. Las funciones N y E representan la
velocidad v, con respecto al tiempo ¢, de una particula acele-
rada por una fuerza constante como la predijeron Newton y
Einstein. Desarrolle una condicién limite que describa cada
una de estas dos teorfas.

v

l‘_ o 9.

WOWT R

o

¢COMO LO VE? La gréfica muestra la temperatura T
en grados Fahrenheit, del vidrio fundido ¢ segundos
después de que se retira de un horno.

T

(0,1700)

72

(a) Encuentre [1_i>r(§1+ T. ; Qué representa este limite?
(b) Encuentre lim T. ;Qué representa este limite?
—co

(c) ¢(La temperatura del vidrio puede alcanzar la tempera;i
tura ambiente? ;Por qué?

Y 89. Modelar datos La tabla muestra la velocidad S (en pala-
bras por minuto) a la que un estudiante de mecanografia teclea
t semanas después de iniciar su aprendizaje.

t | 5 |10 15]20|25] 30

S| 2856|799 |93 | 9%

2

00z=
65 + 1%
(a) Use una herramienta de graficacion para dibujar los datos
y representar el modelo.

Un modelo para los datos es § = t> 0.

(b) (Parece haber alguna velocidad limite para mecanogra-
fiar? Explique.

Modelar datos Una sonda de calor se une a un intercam-
biador de calor de un sistema calefactor. La temperatura T
grados Celsius) se registra ¢ segundos después que el hormo
empieza su operacién. Los resultados para los primeros dos
minutos se registran en la tabla.

t 0 15 30 45 60
T | 252° | 369° | 455° | 514° | 56.0°
t 75 90 105 120

T | 596° | 620° | 64.0° | 652°

(a) Utilice los programas para el célculo de regresién de un?
herramienta de graficacién para encontrar un modelo de la
forma T, = ar* + bt + ¢ para los datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacion para representar T
(c¢) Un modelo racional para los datos es
1451 + 86¢
58+t
Use una herramienta de graficacién para graficar 7,
(d) Determine T',(0) y 7,(0).
(e) Encuentre lim T7,.

Ty =

(b)

o0 3

(f) Interprete el resultado del inciso (e) en el contexto d?l. pro_,
blema. ;Es posible efectuar este tipo de andlisis utilizal

do T,? Explique. :

Straight 8 Photography/Shutterstock.com



sar la definicion de limites indefinidos Se muestra

a tempera - d
do ¢ segu g2 2:2
i (x) - 2+2

N T

1

- f

> limite?

=
5]
(O I

limite? No estd dibujado a escala.
zar la tem

) Determine L = li')m fx).
) : (b) Determine x; y x,en términos de €.
tdad § (en palg ) Determine M, donde M > 0, tal que | f(x) — L| < & para
anografia tec = M. ’ ’

) Determine N, donde N<0, tal que|f(x) — L| < eparax<N.
; Usar la definicion de limites indefinidos Se muestra
4 la gréfica de

= 6x

0. N2+ 2

3 primeros dos

No estd dibujado a escala.

60

56.0°

(a) Encuentre L = lim f&) y K= lim f(x).

(b) Determine x, y x,en términos de &.

) Determine M, donde M > 0, tal que | f(x) — L| < & para
x>M.

d) Determine N, donde N < 0, tal que | f(x) — K| < e para
X<N.

‘Usar la definicion de limites indefinidos  Considere
" 3x

im —2%

X0 /x2 3'

(a) Utilice la definicién de limites al infinito para encontrar
los valores de M que corresponde a ¢ = 0.5.

(b) Utilice 1a definicién de limites al infinito para encontrar
los valores de M que corresponde a € = 0.1.

3.6 Limites al infinito y asintotas horizontales 119

94. Usar la definicion de limites indefinidos Considere

r 3x
x—gl;nec JZ+ 3

(a) Utilice la definicién de limites al infinito para encontrar
los valores de M que corresponde a € = 0.5.

(b) Utilice la definicién de limites al infinito para encontrar
los valores de N que corresponde a ¢ = 0.1.

Demostracion En los ejercicios 95-98, use la definicion de
limites al infinito para comprobar el limite.

o L o 2
95. Xlg{.lo i 0 96. Xh_jgo J)_c_ 0
97. lim l=0 98. i . =0

.x—}—oox:’ .x—ir-poox—z

99. Distancia Una recta con una pendiente m pasa por el punto
0, 4).

(a) Escriba la distancia d entre la recta y el punto (3, 1) como
una funcién de m.

U (b) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
ecuacién del inciso (a).

(c) Determine lim d(m) y lim d(m). Interprete geomé-

tricamente los resultados.

100. Distancia Una recta con pendiente m pasa por el punto
0,-2).

(a) Escriba la distancia d entre la recta y el punto (4, 2) como
una funcién de m.
& (b) Utilice una herramienta de graficacion para representar la
ecuacién del inciso (a).
(c) Determine lim d(m) y 1im d(m). Interprete geo-
m—co m——coc

métricamente los resultados.

101. Demostracion Demuestre que si

px) =ax"+- - - +ax+a
y
g = b £+ b b,

donde a, # Oy b,, # 0, entonces

0, n<m
. plx) _ )9
m Z2 =42, n=m.
oegl) b "
tco, n>m

102. Demostracion Utilice la definicién de limites infinitos al

infinito para demostrar que lim x* = co.
X—00

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 103 y 104, determine si

el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué

o dé un ejemplo que demuestre que es falso.

103. Si f'(x) > 0 para todo nimero real x, entonces f es creciente
sin limite.

104. Sif"(x) <0 para todo nimero real x, entonces f es decreciente
sin Iimite.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabaladas
de los ejercicios con numeracion impar.

Ejercicios de repaso

Precélculo o célculo En los ejercicios 1y 2, determine si el 13. lim /7 + 2 14. lim 3x -3
problema se puede resolver usando conocimientos previos al '74 , “'j’*s \
calculo, o si se requiere el cdlculo. Si el problema parece reque- 15. }13},) (x— 2 16. 11_r)1} (x—4)
rir de célculo, explique por qué. Encuentre la solucién usando 4
un método grafico o numérico. 17. lim g 18. lim 241
1. Calcule la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) a lo largo
_ 2 t+2 . t2—16
delacurvay = x°. 19. 1lim 20. lim
=212 — 4 4 t—4 47, lim
2. Calcule la distancia entre los puntos (1, 1) y (3, 9) alo largo de — o 2 e 2
larectay = 4x-3. 21. lim x—34—1 22. lim sk lol
;. o o x—4 X e 5
Estimar un limite numérico En los ejercicios 3 y 4, com- - 0 * '5_002:
plete la tabla y use el resultado para calcular el limite. Utilice 23. lim I/Ge+n]-1 24. 1im (1/ vits ) — 1 facos ™
una herramienta de graficacién para representar la funcién y x=0 x o §-0 g <0
confirmar el resultado. 1= x ; 9. flx
25, lim ——>% 26. lim i /)
7 x>0 senx x—>w/4 tan x L 10
S A Sl
S 3‘3% 2="Tx+ 12 . sen[(m/6) + Ax] — (1/2)
27. lim
Ax—0 Ax > ®
2 83 flx
% 20 &g | BP9 | 3 | G001 | SOk | 3 [Sugerencia: sen( + ¢) = senf cos ¢ + cos 6 sen ) .
x ? + Ax) +
) 28, Jim ST AD £ 1 . Ha
Ax—0 Ax o
4. lim L= +4-—2 [Sugerencia: cos(6 + ¢) = cos 0 cos ¢ — sen B sen ] 105
x—0 X -3
- Evaluar un limite En los ejercicios 29-32, calcule el limite - flx
x | =01 | =001 | —0001 | 0 |0.001|001] 0.1 dados lim f(x) = —6 y lim g(x) = 3.
9 3 , f(x) 0. Ha
f(x) ? 29, lvl_,n} [fx)gx)] 30. lim o) e
7 -\ 12 T0S
Encontrar un limite gréfico Enlos ejercicios 5y 6, utilice la 3l h_rg [£(x) + 25()] 3 1133 @] '
afi 1 limite (si existe). Si iste el limit: ine e 5is s
gralica para enc?ntrar el Mfouite Tl etabe)s f na secspie Mot 'dF’ Analisis grafico, numérico y analitico En los ejercicios 33-36 &
explique por qué. o . o Y
utilice una herramienta de graficacién para trazar la funcion y p
A= s = calcular el limite. Use una tabla para reforzar su conclusion. A rueba
5. hx) = —— 6. glx) = . . . . . e
X xX=3 continuacién, determine el limite por métodos analiticos.
y Y % +9—3 x+4)] - (1/4
Y- x—0 X =0 X
T 3 4+ e
J 38, i 4 8, i 2222
3 x-»=5 x+35 x50
—t—>x
fﬁ_ 36 Objeto en caida libre En los ejercicios 37 y 38, utilice 12
N funcién de posicion s(f) = —4.9¢% + 250, que da la altura (en
-1+ 123 ﬂ\ metros) de un objeto que cae libremente durante ¢ segundos 6L, f(x
desde una altura de 250 metros. Su velocidad en el instantef = ¢
(@) lim A(x)  (b) lim h(x) (a) lim g(x)  (b) lim g(x) segundos estd dada por ;
x—0 x—-1 x—3 x—0 62_ f(x]
POl U]
m— :
Usar la definicién de un limite  En los ejercicios 7-10, encuen- toa a—t 63. Ue
7. . X z O M s ez - d . 2 ~
tre el llflllFe Después, utilice la definicién e-6 para demostrar 7. Calanle 13 velosidaTouinde s =4 e
que el limite es L. ) :
38. ;A qué velocidad golpeard el suelo? ot
7. 1im (x + 4) 8. lim /x T :
x>l 29 Encontrar un limite En los ejercicios 39-48, encuentre ¢ . Cc
9. lim (1 — x%) 10. 1im 9 limite (si existe). Si no existe, explique por qué. 8]
1 x—6 lib
o 39. lim —— 40. lim = fur
Calcular un limite  En los ejercicios 11-28, encuentre el limite. =3 x+3 6 x> = 36 3
11. lim x* 12. 1im (5x = 3) 41. 1im =i Sl a2, 1 2231 Ut
x—=>—6 x—0 =4~ x— 4 o3 X — :

Ci¢



Jim f(x), donde f(x) = {(x 22 xs2
52 Mg
JT—x x=s1

B2+1, <l

Ww+1), 121
—§2—4s—2, §<~2

s2+4s5+6, s> -2
48. lim [x — 1]

. 1im h(t), donde h(t) = {
t—1

S}in_’lz £(s), donde f(s) = {
xl_igl_ @x] + 1)

!scontinuidades removibles y no removibles Enlos ejer-
49-54, encuentre los valores de x (si los hay) en los que f
es continua. ;Cuales de las discontinuidades son removibles?

f) =x2— 4 50. fi) = 2 — x + 20

1) = - - : 52. () = L :
+3
.f(x)_xS X 54'f(x)=x2—x3x—18

Hacer una funcién continua Determine el valor de ¢
- para que la funcién sea continua en toda la recta de los nime-
~ ros reales.

limite

. Hacer una funcion continua Determine los valores by ¢
que hacen a la funcién continua en toda la recta de los nime-
~ 10s reales.

f(x)=x+1’ l<x<3
33-36, »+bete -2 =1
iony . :
6n. AN ba de continuidad En los ejercicios 57-62, determine los

ervalos sobre los que la funcién es continua.
£f(x) = —3x2 + 7

£ 2 —

Syt x—2

x+ 2
fo) = Vx—4
ice la 60, f(x) =[x + 3]
a (en 3=
ll’ldOS\ 61. f(x)=[3x7_%g’ x#+1
t=a . 0, x=1

B - 0

Usar el teorema del valor medio Utilice el teorema de
valor medio para demostrar que f(x) = 2x> — 3 tiene un cero
sobre el intervalo [1, 2].

e ' - )
e Costo de mensajeria El envio de un paquete por men-

sajerfa de Nueva York a Atlanta cuesta $12.80 por la primera
- libra y $2.50 por cada libra o fraccién adicional. Utilice la
funcién parte entera para elaborar un modelo que describa el
Costo C de envio por mensajeria para un paquete de x libras.
Utilice una herramienta de graficacion para representar la fun-
¢ién y analice su continuidad.

Ejercicios de repaso 121

65. Encontrar limites Sea
x2—4

==

Encuentre los siguientes limites (si existen).
(a) ll’rgl f&) () h'r:l,_l f&)  (© ll’n; fx)
x—2" x—2* x—

66. Encontrar limites Sea f(x) = V/x(x — 1).
(a) Encuentre el dominio de f.

(b) Calcule lfl'(l;l_ f(x).
(c) Calcule lir{l+ F(x).
Encontrar asintotas verticales En los ejercicios 67-72, en-

cuentre las asintotas verticales (si existen) de la grafica de la
funcion.

. ) =2 68. 1) = (55
3

69. f(x) = xzx_ ; 70. hx) = 5 66fo

71. g(x) = x22x—+614 72. f(x) = csc mx

Encontrar un limite lateral En los ejercicios 73-82, encuen-
tre el limite lateral (si existe).

X2+ 2+ 1 X
73. lim ——— 74. ) e
S T 1
x+ 1 , x+1
L M- 3o e o
1
77. lim (x = —3> 78. lim
x—0* X x—=2- 3x2 —4
4
79. 1m =2 80. lim >
x—=0* Sx x—=0+t X
2x 2
81. lim —= 82. lim ==
x—0% X x—0~ X

83. Medio ambiente Una central térmica quema carbén para
generar energia eléctrica. El costo C, en ddlares, de eliminar
p% de las sustancias contaminantes del aire en sus emisiones
de humo es
80,000p
=—— 0 < p < 100.
100 — p P
(a) Calcule cuédnto cuesta eliminar 15% de los contaminantes.
(b) Calcule cuanto cuesta eliminar 50% de los contaminantes.
(¢) Calcule cudnto cuesta eliminar 90% de los contaminantes.

(d) Encuentre el limite de C cuando p tiende a 100 por la iz-
quierda e interprete su significado.

84. Limites y continuidad La funcién festd definida como

flx) = tar;Qx’ x#0

tan 2x

(a) Encuentre lim (si existe).
x—0

(b) ¢Puede definirse la funcién fen x = 0 de manera que sea
continua en ese punto?
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1. Perimetro Sea P(x, y) un punto de la pardbolay = x> en el
primer cuadrante. Considere el tridfngulo A PAO formado por P,
A(0, 1) yelorigen O(0,0), y el tridgngulo APBO formado por P,
B(1,0) y el origen.

<

L« B b
0

(a) Determine el perimetro de cada tridngulo en términos de x.
(b) Sea r(x) larazén entre los perimetros de ambos tridngulos,

() = Perimetro APAO
") Perimetro APBO’

Complete la tabla. Calcule lfr(r)l+ r(x).

X 4121]1]01]| 001

Perimetro APAO

Perimetro APBO
r(x)

2. Area Sea P(x, y) un punto de la pardbola y = x? en el primer
cuadrante. Considere el tridngulo APAO formado por P, A(0, 1)
yelorigen O(0, 0), y el tridngulo A PBO formado por P, B(1,0) y
el origen.

L* B X
0

(a) Determine el drea de cada tridngulo en términos de x.
(b) Sea a(x) el cociente de las dreas de ambos tridngulos,
Area APBO
alx) = ———.
Area APAO

Complete la tabla. Calcule 1im a(x).

x—0*

X 41211101 001

Area APAO

Area APBO
(x)

L ¢

3.

5. Recta tangente Sea P(5, ~12) un punto del circulo ©

WO R

I'nl\llﬂ

Enct

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones -

trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.
lim -
Area de un circulo

(a) Calcule el 4rea de un hexdgono regular inscrito en un cfrey. Enct
lo de radio 1. ;Cudnto se acerca su drea a la del circulo?

Hac

(b) Encuentre el drea A, de un poligono regular con n lados iad

inscrito en un circulo de radio 1. Elabore su respuesta
como una funcién de n. s
(c) Complete la tabla. ;Qué nimero es cada vez mayor cuan-
do A, tiende a n?

n | 6|12 |24 |48 | 96

Elec
" 828

Recta tangente Sea P(3, 4) un punto del circulo x* +
2
y* = 25.

(a) ;Cudl es la pendiente de la recta que une a P con 0(0, 0)? -

A

(b) Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la circunfe-
renciaen P. .

(c) Sea QO(x, y) otro punto que se encuentra en el primer cua- -
drante y forma parte de la misma circunferencia. Calcule la
pendiente m, de la recta que une a P con Q en términos dex.

(d) Calcule h’né m.. ;Cémo se relaciona este nimero conla .
x— ) s

Figura para 4

respuesta en el inciso (b)? 3
y y 2
P@3,4) s
Q
—HH— x :
2 6

P(5,-12)

Figura para 5

v? = 169.
9
(a) ¢Cudl es la pendiente de la recta que une a P con 0(0,0)

s rcunfe
(b) Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la circunf
rencia en P,

a
(c) Sea Q(x, y) otro punto que se encuentra en el cunftolct'J
drante y forma parte de la misma circunferencia. Cale
la pendiente m, de la recta P con Q en términos dex. 1
. 2 . . " n
(d) Calcule lm% m,. ;Cémo se relaciona este nimero €@
=¥ .

respuesta al inciso (b)?



Encontrar valores Encuentre los valores de las constantes
ay b tales que

\/a+l;x—\/§=\/-.

lim 3
x—0

Encontrar valores Considere la funcién

In circy-
culo? /3 + X173 —2
fl) = x=—1 ’

(a) Encuentre el dominio de f.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién.

(c) Calcule lim  f(x).
x—=27*%
(d) Calcule lin} Fx).

Hacer una funcidon continua Determine todos los valo-
res de la constante a tales que la siguiente funcién sea continua
en todos los niimeros reales

n lados
spuesta

I cuan- ax el
ey >

at—-2, x<0
Elegir graficas Considere las graficas de la funciones g,
82 83Y 84

0 x2 +

y b
(0, 0)? T T *
cunfe- 2+ fl 2 -/-o-{
1+ 1+
eI cua-
cule la } } b X 4 } } X
s de x. 1 2 3 1 2 3
con la y y
3 +——e A ——
84
2+ 2+ °
83
14+ O 1+
f—f—rt—x e
1 2 3 1 2 3

X

para cada una de las condiciones dadas de la funcién f, ;cudl
gréfica podria ser una grafica de f?

(a) }cl_)n% flx)=3
(b) fes continua en 2.

(©) rll'gl_ fx)=3

10. Limites y continuidad Dibuje la gréfica de la funcién

F) = [H]

(@) Evalde £(;),£(3) y £(1).
(b) Evalde los limites lim f(x), lim f(x), lim f(x) y
lim f(x) x—1 x—1 x—0

x=0*

(¢) Analice la continuidad de la funcion.

Solucién de problemas 123

11. Limites y continuidad Dibuje la grifica de la funcién
f&) = [ + [=x.
(a) Evalte £(1),£(0).£(3) y f(~2.7).
(b) Evalde los h’mitesxl_f)nll_ f(x),xl_llr?+ fx) yxl_l')lil}z f(x).

(c) Analice la continuidad de la funcion.

12. Velocidad de escape Para que un cohete escape del cam-
po de gravedad de la Tierra, se debe lanzar con una velocidad
inicial denominada velocidad de escape. Un cohete lanzado
desde la superficie de la Tierra tiene una velocidad v (en millas
por segundo) dada por:

. \/2GM 4 g 20M _ \/192,000 b i — 48
r R r

donde v, es la velocidad inicial, r es la distancia entre el cohete
y el centro de la Tierra, G es la constante de gravedad, M es
la masa de la Tierra y R es el radio de la tierra (4000 millas,
aproximadamente).

(a) Encuentre el valor de v, para el que se obtiene un limite
infinito para r cuando v tiende a cero. Este valor de v, es la
velocidad de escape para la Tierra.

(b) Un cohete lanzado desde la superficie de la Luna se des-
plaza con una velocidad v (millas por segundo) dada por

v=,/g+voz—2.l7.

Encuentre la velocidad de escape para la Luna.

(c) Un cohete lanzado desde la superficie de un planeta se des-
plaza con una velocidad v (en millas por segundo) dada por

A -

Encuentre la velocidad de escape de este planeta. ;La
masa de este planeta es mayor o menor que la de la Tierra?
(Suponga que la densidad media de este planeta es igual a
la de la Tierra.)

13. Funcién pulso Para los nimeros positivos a < b, la fun-

cién pulso se define como
0, x<a
P(x) =Hx—a)—Hx—-0) =41, asx<b
0, x=b

>
L F2h es la funcién de Heaviside.

donde H(x) = {0 <0

(a) Trace la gréfica de la funcién pulso.
(b) Encuentre los siguientes limites:
(i) lim P,,(x) (i) lim P,,(x)

(iii) ‘Il)rlr,l 2.4 (iv) xlgi-l- P,,(x)

(c) Analice la continuidad de la funcién pulso.

1
(d) (Por qué Ulx) = —-_—;Pa_b(x) recibe el nombre de funcién

b
de pulso unitario?
14. Demostracion Sea a una constante diferente de cero. De-
muestre que si lim f(x) = L, entonces lim f(ax) = L. Demues-
x—0 x—0

tre por medio de un ejemplo que a debe ser distinta de cero.
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La derivada

4.1 Laderivaday su interpretacion geométrica
roiiit 4.2 Reglas basicas de derivacion y razones de cambio
....-+ 4.3 Reglas del producto, del cociente y derivadas trigonométricas
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4.5 Derivacion implicita
...+ 4.6 Razones de cambio relacionadas
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: logaritmo en base a
4.10 Derivada de las funciones trigonométricas inversas
4.11 Derivada de las funciones hiperbdlicas e hiperbdlicas inversas
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Velocidad de un objeto que cae

Distancia de frenado

acter .
i;::”? (Tischenko Irina/Shutterstock.com); Razén de cambio (Russ Bishop/Alamy); Velocidad de un objeto que cae (Richard Megna/Funamental Photographs);
~ancia de frenado (Tumar/Shutterstock.com); Aceleracion de la gravedad (NASA). 125
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B Hallar la pendiente de la recta tangente de una curva en un punto.
B Usar la definicion de limite para calcular la derivada de una funcion.

B Entender la relacion entre derivabilidad y continuidad.

: Plc.f(

El problema de la recta tangente ¥ ///

El célculo se desarroll6 a la sombra de cuatro grandes problemas en los que estabap E
trabajando los matematicos europeos en el siglo X VII. .

- Recta se

1. El problema de la recta tangente (seccién 3.1 y en esta seccidn) B ctAx

2. El problema de velocidad y aceleracion (secciones 4.2 y 4.3) Figura 4

3. El problema de mdximos y minimos (seccién 3.1)

4. El problema del 4rea (seccién 3.1)

Cada uno de ellos involucra el concepto de un limite y podria servir como introduccién
al célculo. '
En la seccién 3.1 se hizo una breve introduccién al problema de la recta tangente,
Aunque Pierre de Fermat (1601-1665), René Descartes (1596-1650), Christian Huy-
gens (1629-1695) e Isaac Barrow (1630-1677) habian propuesto soluciones parciales, -

ISAAC NEWTON

(1e42=LI2T) la primera solucién generada se suele atribuir a Isaac Newton (1642-1727) y a Gottfried -
Adems de sus trabajos relativos al Leibniz (1646-1716). El trabajo de Newton res-
célculo, Newton aportd a la fisica bl dia d ; 7 =
contribuciones tan revolucionarias JrEoli i bt roDiCTiS [IACUIA, (e SY ANC1os O y
como la Ley de la Gravitacién la refraccién de la luz y la 6ptica.

Universal y sus tres leyes del . Qué quiere decir que una recta es tangente

movimiento. a una curva en un punto? En una circunferen-

Consulte LarsonCalculus.com cia, la recta tangente en un punto P es la recta

BAFE ISETImEs TR TR g StS. perpendicular al radio que pasa por P, como se
muestra en la figura 4.1.

Sin embargo, en una curva general el
problema se complica. Por ejemplo, ;cémo se
podrian definir las rectas tangentes que se ob- \
servan en la figura 4.2? Afirmando que una recta \_/

es tangente a una curva en un punto P si toca

En 163
Descar
respect
tangent

«
ala curva en P sin atravesarla. Tal definicién . _ agr:]z:
serfa correcta para la primera curva de la figura ~ Recta tangente a una circunferencia N e
4.2, pero no para la segunda. También se podria Figurad. general
decir que una recta es tangente a una curva si la que siel

toca o hace interseccion en ella exactamente en e

el punto P, definicién que servirfa para una circunferencia, pero no para curvas més
Exploracion generales, como sugiere la tercera curva de la figura 4.2.

Utilice una herramienta

de graficaci6n para

representar la funcién

f(x) = 23 — 4x2 + 3x — 5.
En la misma pantalla, dibuje la
grificay=x—-5,y=2x—5
yy = 3x — 5. ;Cudl de estas
rectas, si es que hay alguna, ‘ .
| parece ser tangente a la grdfica / \

- de feen el punto (0, -5)? |
' Explique su razonamiento.

bovmenesEmes e et e

Recta tangente a una curva en un punto.
Figura 4.2

Mary Evans Picture Library/Alamy
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En esencia, el problema de encontrar la recta tangente en un punto P se reduce al de
calcular su pendiente en ese punto. Se puede aproximar la pendiente de la recta tangente
usando la recta secante* que pasa por Py por otro punto cercano de la curva, como se
muestra en la figura 4.3. Si (¢, f(c)) es el punto de tangencia y

(c + Ax,f(c + Ax))

(c + Ax, f(c + Ax))

E Ae+AD=fO=8Y i e segundo punto de la gréfica de f, la pendiente de la recta secante que pasa por am-

P(c.f0)/ J bos puntos se encuentra sustituyendo en la férmula de la pendiente
— )

Ax _ YN
X m=——
estaban X 7 X%

ta secante que pasa por (c,f(c)) y Wi . fle + Ax) = f(c) Cambio en y

+ Ax, fc + Ax)). Sk (c+Ax) — ¢ Cambio en x

ra4.3
ifle vy fle) .
Mo = W 5 Pendiente de la recta secante

El miembro de la derecha en esta ecuacion es un cociente de diferencias. El denomina-

ucci6 dor Ax es el cambio (o incremento) en x y el numerador
ngente Ay = f(C + dx) = f(C)

1 Huy es el cambio en y.

rciales

La belleza de este procedimiento radica en que se pueden obtener més aproximacio-
nes y mds precisas de la pendiente de la recta tangente tomando puntos de la gréfica cada
vez mds préximos al punto P de tangencia, como se muestra en la figura 4.4.

Ax—0

EL PROBLEMA DE LA
RECTA TANGENTE

En 1637 el matemdtico René
Descartes afirmé lo siguiente
respecto al problema de la recta
tangente:

(¢, f(e))

“Y no tengo inconveniente en
afirmar que este no es solo el
Pproblema de geometria mas util y
~general que conozco, sino incluso el :
que siempre desearfa conocer.” Figura 4.4

Recta tangente Recta tangente

Aproximaciones a la recta tangente.

N

as
Definicion de la recta tangente con pendiente m

Si festd definida en un intervalo abierto que contiene a ¢ y ademds existe el limite,

) tm Y = g fETAD D _
Ax—0 Ax  Ax—0 Ax

entonces la recta que pasa por (c, fic)) con pendiente m es la recta tangente a la
grafica de fen el punto (c, f(c)).

La pendiente de la recta tangente a la gréfica de fen el punto (c, f(c)) se llama tam-
bién pendiente de la grafica de fenx = c.

*El uso de la palabra secante procede del latin secare, que significa cortar, y no es una referencia
a la funcién trigonométrica del mismo nombre.
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y f(r)-7\—3‘

La pendiente de fen (2,1) es m = 2.
Figura 4.5

,,\

Recta
tangente /

en (-1,2) /en(O,B—

o+

|
T
-2 -1 \ 1

La pendiente de f en un punto
cualquiera (c, f(c)) esm = 2c.
Figura 4.6

y Recta
tangente
vertical

|
i

|
(¢, f(©))

|
|
c

La grdfica de f tiene una recta
tangente vertical en (c, f(c)).

Figura 4.7

o LA IO VLRI 10 (A0 0 0

Pendiente de la grafica de una funcidn lineal

Encuentre la pendiente de la grafica de f(x) = 2x — 3 cuando ¢ = 2, se puede aplicar]y
definicién de la pendiente de una recta tangente, como se muestra.

fe+A) —f0) _ | [202+ 89 - 3] - [20) - 3]

Aligo Ax Ax—0 Ax
. 4+20x-3-4+3

= lim

Ax—0 Ax
- 1/ % e 0 0 0
= A0 Ax C'Ol\
- m 2 c1ong

Ax—0 de x
=2

La pendiente de fen (c, f(c)) = (2, 1) esm = 2, como se observa en la figura 4.5. |

La gréfica de una funcién lineal tiene la misma pendiente en todos sus puntos.
Esto no sucede en las funciones no lineales, como se puede observar en el siguiente
ejemplo.

Rectas tangentes a la grafica de una funcién
no lineal

Calcule las pendientes de las rectas tangentes a la grafica de f(x) = x> + 1 en los pun-
tos (0, 1) y (=1, 2), que se ilustran en la figura 4.6.

Solucion Sea (c, f(c)) que representan un punto arbitrario en la grafica de f. Cuando
la pendiente de la recta tangente en (c, f (¢)) se puede encontrar como se muestra a con-
tinuacién. [Observe en el proceso de limite que ¢ se mantiene constante (cuando Ax se
aproxima a 0).]

fle + Ax) — f(c) _ [c+Ax)2+1]-(c2+ 1)

AI\IE?O Ax Ax—0 Ax
o2+ 2c(Ax) +(Ax)2+1—c2 -1
= lim
Ax—0 Ax
; 2
= lim 2¢(Ax) + (Ax)
Ax—0 Ax
= lim (2c + Ax)
Ax—0
= 2c

De tal manera, la pendiente en cualquier punto (c, f(c)) de la grafica de fes m = 2c. En el
punto (0, 1) la pendiente es m = 2(0) = Oy en (-1, 2) la pendiente es m = 2(-1) =~ 2.

La definicién de la recta tangente a una curva no incluye la posibilidad de una rectd
tangente vertical. Para éstas, se usa la siguiente definicion. Si fes continua en ¢ Y

lfm fle + Ax) = f(¢) moo o i fle+ Ax) — fle)

Ax—0 Ax Ax—0 Ax a

la recta vertical, x = ¢, que pasa por (c, f(c)) es una recta tangente vertical a la graﬁca
de f. Por ejemplo, la funcién que se muestra en la figura 4.7 tiene tangente vertical €1 =
(c,f (c)). Si el dominio de fes el intervalo cerrado [a, b] se puede ampliar la deﬁmclOﬂ :
recta tangente vertical de manera que incluya los extremos, considerando la continuid®
y los limites por la derecha (para x = a) y por la izquierda (para x = b).
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es”, consulte el articulo “Mathemati-
cal Firsts—Who Done It?”, de Richard
1 los pun Williams y Roy D. Mazzagatti, en
~ Mathematics Teacher. Para ver este
culo, visite MathArticles.com.
ic. Enel
-2. 4
*‘COMENTARIO Cuando
— use la definicién para encontrar
7 1 la derivada de una funcién, la
clave consiste en volver a
expresar el cociente de
diferencias, de manera que Ax
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Derivada de una funcion

Se ha llegado a un punto crucial en el estudio del célculo. El limite utilizado para definir
la pendiente de una recta tangente también se utiliza para definir una de las dos opera-
ciones fundamentales del célculo: la derivacion.

Definicion de la derivada de una funcion

La derivada de fen x estd dada por

0) = . L8 80 = £

Ax—0 Ax

siempre que exista ese limite. Para todos los x para los que exista este limite, /' es
una funcién de x.

Observe que la derivada de una funcién de x también es una funcién de x. Esta “nue-
va” funcién proporciona la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto
(x, f(x)), siempre que la grifica tenga una recta tangente en dicho punto. La derivada
también puede ser utilizada para determinar la razén de cambio instantanea (o simple-
mente la razén de cambio) de una variable con respecto a otra.

El proceso de calcular la derivada de una funcién se llama derivacién. Una funcién
es derivable en x si su derivada en x existe, y es derivable sobre un intervalo abierto
(a, b) cuando es derivable en todos y cada uno de los puntos de ese intervalo.

Ademis de f'(x), se usan otras notaciones para la derivada de y = f(x). Las mds
comunes son:

d d
i ’(x), d—z, Y, E;[ Vi (x)], Dx[y]. Notacién de las derivadas

La notacién dy/dx se lee “derivada de y con respecto a x”” o simplemente “dy, dx”. Usan-
do notaciones de limites, se puede escribir

dy sy Sl 4 An) fle) o

dx Ax—>0 Ax  Ax—>0 Ax F'@.

Calcular la derivada mediante el proceso de limite

+ « » <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Calcule la derivada de f(x) = x* + 2x, utilice la definicién de la derivada como se
muestra.

flx + Ax) — f(x)

f’(x) = A1‘1'1_1'1)0 Ax Definicién de derivada
oo+ Ax)P+2(x+ Ax) — (3 + 2%)
= lim
Av—0 Ax
- i x4 3x%Ax + 3x(Ax)? + (Ax)? + 2x + 2Ax — X3 — 2x
ek Ax
. 3x%Ax + 3x{Ax)? + (Ax)? + 2Ax
= lim
Ar—0 Ax
. Ax[3x% + 3xAx + (Ax)? + 2]
= lim -
Ax—0 Ax

= lim [3x2 + 3xAx + (Ax)2 + 2]
Ax—0

=3x2+2 @
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R R EJEMPLO Usar la derivada para calcular la pendiente

«« «COMENTARIO Recuerde
que la derivada de una funcién f
es en s{ misma una funcién, que
se puede utilizar para encontrar
la pendiente de la recta tangen-
te en el punto (x, f(x)) en la
grafica de f.

y

3__
/%)
2 -
(1,1
/’/ m=1
T 1 [fw=va]
Wi Mo e
A 2
+ } t |- x
0,0) | 2 3 4
La pendiente de fen (x, f(x)),x > 0, es
m = 1/(2/x).
Figura 4.8

ceeassecoscsoaases o> [

+« +COMENTARIO En
muchas aplicaciones, resulta
conveniente usar una variable
independiente distinta de x,
como se manifiesta en el ejem-

o ———— T fr— r' N F l O ‘W" “1' Tl' | A "W“'}""W" |

en un punto

Encuentre f/(x) para f(x) = +/x. A continuacién, calcule la pendiente de la grafica de f
en los puntos (1, 1) y (4, 2). Analice el comportamiento de fen (0, 0).

Solucion Racionalice el numerador, como se explic en la seccién 3.3. ;: 0
f /(x) = lim f(x €2 Ax) — f(x) Definicidn de derivada apél
Ax—0 Ax dem
= lim _—M de 1';
Ax—0 Ax deri
~ lim (x/x + Ax — \/J_c><\/x + Ax + ﬁ) ggrr;‘
Ar—0 Ax Jx+ Ax + Jx Edw
— lim (x + Ax) — x
Ax—0 Ax(\/x + Ax + \/)_c)
Ax

ot Ax(Vx + Ax + V)

1
= lim ——=
a0 /x + Ax + Jx

1
= —F, >0
W X

En el punto (1, 1) la pendiente es f/(1) = % En el punto (4, 2) la pendiente f/(4) = %
Vea la figura 4.8. En el punto (0, 0) 1a pendiente no estd definida. Ademds, la gréfica def
tiene tangente vertical en (0, 0)

Calcular la derivada de una funcion

« « « <> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre la derivada de la funcién y = 2/z respecto a t.

Solucion Considerando y = f(¢), obtiene

dy _ o S+ A = f(0)

plO 3. 3 o5 i Definicion de derivada
=
2 _2
- t+ At ot (+ A = —2 2
~ a5 At Fo+ =gy s =1
2t —2(t + A)
) 1t + A1) o .
= glmo _At—— Combine las fracciones del numerador.
[—>
E V= g “ ¥ - 2At
4 Ut = Alll’n0 m Cancele el factor comin de Az.
= N 1—
\ lim . Simplifi
. = lim == fique.
\\\ A0 t(t + Af) S
\(1,2) 5 ;
\\ = —ﬁ. Evalde el limite cuando Ar—0. I 5
2 \\\~"—‘~~~-ﬁ. e  § PN i m o . - e] =
o WEEE) A —— [>TECNOLOGIA  Puede utilizar una herramienta de graficacién para comprobar @
0 |y=-2r+4] * resultado del ejemplo 5. Por ejemplo, usando la férmula dy/dt = —2/¢2, usted sabe 4%
* lapendiente de la grificade y = 2/t en el punto (1, 2) es m = 2. Esto implica que, us3" .
En el punto (1,2), Ta recta . do la forma punto-pendiente, una ecuacion de la recta tangente a la grafica en (1, 2) ¢ gac
y = —2t + 4 es tangente a la grifica » Vable
de y =21, : y—2==20t-1) o y=-2t+4 Ontin
Figura 4.9 » Como se muestra en la figura 4.9. Bura 4
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COMENTARIO Enel
apéndice A se presenta una
demostracién de la equivalencia
de la forma alternativa de la
derivada.
Consulte LarsonCalculus.com
para ver el video de Bruce
Edwards de esta demostracion.
,(4) g
ficadef
emplo.
y
2+ *—o0
1+ e—0o
— x
3
obar €
ibe que — 1
, usan-
2)es funcién parte entera no es

Vable en x = 0 ya que no
> COntinua en ese punto.
rad.11
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Derivabilidad y continuidad

La forma alternativa del limite de la derivada es Ttil al investigar la relacién que existe
entre derivabilidad y continuidad. La derivada de fen c es

fleo) = (x) £ = fle) Alternativa de la derivada
x—)c I Bty o

siempre que dicho limite exista (vea la figura 4.10)

(. f(x))

D

(e, f(c))

{

Jx) = f(0)

f
t
t
1
'
i
t
1
1
'
'
i
i
'
i
'
!

X

O b e i B i 8 W W6

Cuando x tiende a c, la recta secante se
aproxima a la recta tangente.

Figura 4.10

Observe que la existencia del limite en esta forma alternativa requiere que los limites
unilaterales

lim L8 =S
x—)c‘ X == \C
y
o {8 = £
x—=ct X =€

existan y sean iguales. Estos limites laterales se denominan derivada por la izquierda
y por la derecha, respectivamente. Se dice que f es derivable sobre un intervalo ce-
rrado [a, b] si es derivable en (g, b) y cuando existe tanto la derivada por la derecha en a
como la derivada por la izquierda en b.

Cuando una funcién no es continua en x = ¢, no puede ser derivable en x = c.
Por ejemplo, la funcién entera o mayor entero

[ =

no es continua en x = 0, y en consecuencia no es derivable en x = 0 (veala figura 4.11).
Usted puede verificar esto con solo observar que

o £ Q) _ B0

oo Derivad la izquierd
e — i e erivada por la izquierda
y
. X) — x| —0
lim ———f( ) = /0) = lim k-0 =0. Derivada por la derecha
x—0"* x=0 x—0* X

Aunque es cierto que derivable implica continua (como se muestra en el teorema 4.1 de
la pagina siguiente), el reciproco no es cierto. En otras palabras, puede ocurrir que una
funcién sea continua en x = ¢ y no sea derivable en x = ¢. Los ejemplos 6 y 7 ilustran
tal posibilidad.
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f noesderivable en x = 2 porque
las derivadas laterales no son iguales.

Figura 4.12

fno es derivable en x = 0 porque
tiene tangente vertical en ese punto.
Figura 4.13

> TECNOLOGIA  Algunas
herramientas de graficacién
utilizan los programas de
calculo Maple, Mathematica

y Tl-nspire, para realizar una
derivacion simbdlica. Otras la
hacen numérica, calculando
valores de la derivada mediante
la férmula

F0) ~ flx + Ax) — f(x — Ax)

2Ax

donde Ax es un nimero pequefio
como 0.0001. ;Observa algin
problema con esta definicion?
Por ejemplo, usindola, ;cudl
serfa la derivada de f(x) = |x]|
cuando x = (?

© ® 8 5 © @ © 5 & © 6 ® © 6 © 9 6 & © 0 6 O & O & B

- ¥ It ] v rp ! l L Kl i ' (EX] "Q\ R I i ¥ AR AR AL L) N

Una grafica con un punto angular
* * **D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo,

La funcién f(x) = |x — 2|, que se muestra en la figura 4.12 es continua en x = 2
Sin embargo, los limites unilaterales

= F(2 x—2|-0
lim M = lim |——l—— = -1 Derivada por la izquierda
x=2-  x—2 2= x— 2
y
— 2 x=2|—0
lim f( ) f( ) = lim u“— =1 Derivada por la derecha
x—2" x—2 x—2* x—=2
no son iguales. Por consiguiente, f no es derivable en x = 2y la grafica de f no tiene una
recta tangente en el punto (2, 0).

Una grafica con una recta tangente vertical

La funcién f(x) = x'/° es continua en x = 0, como se muestra en la figura 4.13. Sin

embargo, como el limite

X =0 1
= lim = lim =5 =
x—0 X x—0 X~

(o.e]

i L0110

x—0 X —

es infinito, puede concluir que la recta tangente en x = 0 es vertical. Por tanto, fno es
derivable enx = 0.

En los ejemplos 6 y 7 puede observar que una funcién no es derivable en un punto
donde su gréfica cuenta con un punto angular o una tangente vertical.

Si fes derivable en x = ¢, entonces f'es continua en x = c.

5 TEOREMA 4.1 Derivabilidad implica continuidad
|

Demostracion  Para comprobar que f es continua en x = ¢ bastard con demostrar
que f(x) tiende a f(c) cuando x — c. Para tal fin, use la derivabilidad de fen x = ¢ con-
siderando el siguiente limite.

lim [£(x) = f(c)] = lim [(x & C)(M>]

L x—=c X = ¢
- [1im - 0 i L=
= (0)[f"(c)] '
=0

Puesto que la diferencia f(x) — f(c) tiende a cero cuando x— ¢, se puede concluir qi°
lim f(x) = f(c). De tal manera, fes continua en x = c.
x—C

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Los siguientes enunciados expresan en forma resumida la relacién que existe entr®
continuidad y derivabilidad:

1. Siuna funcidn es derivable en x = ¢, entonces es continua en x = ¢. Por tanto, derl-
vabilidad implica continuidad.

2. Es posible que una funcién sea continua en x = ¢ sin ser derivable. En otras pala-
bras, continuidad no implica derivabilidad (vea el ejemplo 6).
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Jf;é;'ner pendiente En los ejercicios 1y 2, calcule la pen-
‘eﬁte de la curva en los puntos (x;, y;) y (x5, y,).

2. y
Li./ AL
1./ 4
/ -
A (X Yg)
] (X Y1) 2°2
.(xzyz) . 171" \\\\x

ehi'dientes de rectas secantes En los ejercicios 3 y 4, uti-
ce la grfica que se muestra en la figura. Para imprimir una
ia ampllada de la grafica, visite MathGraphs.com.

y

6T @5 L
5 -t

4 -t
3 -
2 -
1 -t

1 1 I}
T T

>
,123456

. Identifique o trace en la figura cada una de las cantidades si-
~ guientes.

@ f(1)y f4)
L 0= L0210

(b) f@) —£(1)

- 1) + 1)

f} Escriba un simbolo de desigualdad (< o >) entre las cantidades
dadas.

(a) (4) l() f(‘:):é@)

~:n_F(:on’crar la pendiente de una recta tangente En los
Elercicios 5-10, encuentre la pendiente de la recta tangente a la
afica de la funcién en el punto dado.

6. glx) = %x +1, (-2,-2)
8. fx) =5—x2, (3,—4)
10. A(r) = 2 + 4, (1,5)

.;;;f(x) =3-5r, (-1,8)
xX2—9, (2,-5)
f(r) =3t -2, (0,0)

: !)contrar la derivada por el proceso de limite En los

l?'fml‘cicios 11-24, encuentre la derivada mediante el proceso de
ite,
RT._,

1. =7
~ 13, f(x) = —10x

12. glx) = —

14. f(x) = 7x = 3
15, h(s) = 3 + s 16. f(x) =5 — %
7 17. f) =2+ x -3 18. f(x) = x> =5
L 19, f(x) =23 — 12x 20. f(x) = x® + x2

i s
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2. () = —— 2. f(d) =~
3. fx) = Jx T4 2. f(x) = %

'™ Encontrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer-

cicios 25-32, (a) encuentre la ecuacion de la recta tangente a la
grifica de f en el punto indicado, (b) utilice una herramienta
de graficacién para dibujar la gréfica, la funcién y su recta tan-
gente en dicho punto y (c) aplique la funcién derivada de una he-
rramienta de graficacién con el fin de comprobar sus resultados.

25. fx) =x2+3, (—1,4) =2+ 2x—-1, (1,2)

27. f(x)—x (2,8) 28. f(x) x+1, (-1,0
f) =vx 1,1 S =Vx-1, (5,2

31.f(x)=x+%, (=4.-5) 3z.f(x)=x%2, 0.3)

Encontrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer-
cicios 33-38, encuentre la ecuacion de la recta tangente a la
grafica de f'y paralela a la recta dada.

Funcién Recta
33. f(x) = x? 2Z—y+1=0
34. fx) = 222 4 +y+3=0
35. f(x) = x3 3x—y+1=0
36. f(x) =x3+2 Ix—y—-4=0
37.f(x)=—1— x+2y—-6=0
x
1
38. flx) = x+2y+7=0

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Trazar una derivada En los ejercicios 39-44, construya la
grifica de f' y explique como se obtuvo la respuesta.

9. v 40. y
14 T
4 2 1 2 4
14 e
fft At 1
32 /1123 f
-2+ g
=g -6
4.
7__
6__
T f
4_.-.
3—.—.
2__
l__
A x
-1+1234567
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DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion) ¢COMO LO VE? En la figura se muestra la gréﬁcé’

deg'.

43 y 4. y
61 4+ y
i # sl
4 i '
s f Y g
2+ 1+ i P
2 ol
1||1_1|1|T é;i ré:‘;x —\t HH—>x
EARRNRNR o s-4a\L/ ¢
s -2+ =4l
s gu . . ., _6 F
45. Trazar una grafica Dibuje la gréifica de una funcién
cuya derivada siempre sea negativa. Explique su razona- (@) g0) = () g3) =
miento. (¢) (Qué puede concluir de la grafica de g sabiendo q 4T
46. Trazar una grafica Dibuje la gréfica de una funcién gh=-% 4
cuya derivada siempre sea positiva. Explique su razona- (d) ¢Qué puede concluir de la grifica de g sabiendo g +
miento. g'(4) = %? : : t:
(e) g(6) — g(4) ;es positiva o negativa? Explique su re G
47. Usar unarecta tangente Larectatangente a la grifica de puesta. 1
y = g(x) en el punto (4, 5) pasa por el punto (7, 0). Encuentre (f) ¢ Es posible encontrar g(2) a partir de la grafica? Exp AT
gA)yg'@. que su respuesta. : ;
48. Usar una recta tangente = Larecta tangente a la gréfica de 7. f(x)
Z =lh(X)h?n "il punto (=1, 4) pasa por el punto (3, 6). Encuentre PP' 59. Analisis grafico Considere la funcién f(x) = 5x%. '
Chy & ED. (a) Utilice una herramienta de graficacién para representar I
Trabajando hacia atras En los ejercicios 49-52, el limite re- funcion y estime los valores de f7(0), f’é), )y fQ).
})r esenta a f'(c) para una funcién f y un nimero c. Encuentre (b) Utilice los resultados del inciso (a) para determinar los va
Y lores de f/(—1),f(=1) y f(=2). DN
B, I Bt LA 22 o g, (RS 85 T ¢ 'thlf ifi ydf(, )
- Jim e » Jm, Ax (c? rz?c'e una p051. c?gra ca .e 1. . _+jg
2 +36 Ca/i—6 (d) Utilice la definicién de derivada para determinar f'(x).
51. lim ———> 52, lim 22 A R ,
=6 x—6 =9 x=9 60. Anélisis grafico Considere la funcién f(x) = 3x°.
Escribir una funcién utilizando derivadas En los ejerci- (a) Utilice una herramienta de graficacién pAEL SEpIECalz) I 9. f(x)
cios 53 y 54, identifique una funcién f que tenga las caracteris- funcién y estimar los valores de £(0), £'(3), f/(1).f2)y :
ticas sefialadas. Represéntela graficamente. f3). e
53. £(0) = 2;f'(x) = —3 para —co < x < o0 (b) Utilice los resultados del inciso (a) para determinar los va L
/) 1 (. . 7
54. £(0) = 4, £/(0) = 0; f'(x) < Oparax < 0;f/(x) > 0 lores def(—g)’f( 1), f(-2) v f(-3) I
parax > 0 (c) Trace una posible grafica de f'. |

Encontrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer- (d) Utilice la definicién de derivada para determinar f'(x).

cicios 55 y 56, encuentre las ecuaciones de dos rectas tangentes
ala gréfica de f que pasen por el punto que se indica.

PF Razonamiento grafico En los ejercicios 61 y 62, represent
en una misma ventana de la herramienta de graficacién de 123

55. f(x) = 4x — x? 56. f(x) = x2 grificas f y g la relacion entre ellas.
y y x + 0.01) — f(x
| st = L&+ 00D = 1)
5+ )&(2. 5) \ 10+ .
4 \ 2: Clasifique las graficas y describa la relacion entre ellas.
j" \' / 61. f(x) = 2x — 2 62. f(x) = 3%
i \ 7/
Lol 1. [ N 3
y L \ o 642 _x/é T Aproximar una derivada En los ejercicios 63 y 64, evall
L B RV & 4 __Nl i=3) f(2) y f2.1), y utilice los resultados para estimar f'(2).
— _ =13
HU' 57. Razonamiento grafico Utilice una herramienta de grafi- 63, fla) = s =) 6. fla) =g
cacién para representar una de las siguientes funciones y sus Usar forma alternativa de la derivada En los ejercici®
rectas tangentes en x = —1, x = 0y x = 1. Con base en los 65-74 utilice la forma alternativa para calcular la derivada ®
resultados, determine si las pendientes de las rectas tangentes x = ¢ (si existe).

a la grifica de una funcién para distintos valores de x siempre , , -1
son distintas. 65. f(x) =x2 =5, c=3 66. gx) =x2—x, ¢~

(@) flx) =x>  (b) glv) =3 67. f) =x*+ 22+ 1, ¢c= -2



x =x3+6x, c=2
(x)=~/|—_|v c=0
‘x):(x—6)2/3, c=6
x):(_x+3)]/3, C=—3

)=[x+7, c=-7 T4 fD=|x-6], c=6

70. f(x) =3/x, c=4

resentar

)y £12).

[ ().
3-
resentar |
W.fQ@y
1ar los va-
or (x)
:presente
6n de las
‘azonamiento grafico En los ejercicios 81-84, utilice una
herramienta de graficacion para trazar la funcién y encontrar
 Valores en los cuales es derivable.
4x
) = |x - 5] 82. f(x) = ——
) = x2/5
\, evaltie

eterminar derivabilidad  En los ejercicios 85-88, encuentre
] derivadas desde la izquierda y desde la derecha enx = 1 (si
qQue existen). ;La funcién es derivable en x = 1?

86. f(x) = V1 —x2

X =

ercicios
vada en

RN YO

’
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Determinar derivabilidad En los ejercicios 89 y 90, determi-
ne si la funcién es derivable en x = 2.

2+1, x<2

1
x+1, x<2
89.f(x)={4x_3 x >3 ’

90.f(x)={m’ ms

91. Razonamiento grafico Una recta de pendiente m pasa por
el punto (0, 4) y tiene la ecuacién y = mx + 4.

(a) Escriba la distancia d que hay entre la recta y el punto (3, 1)
como funcién de m.

" (b) Utilice una herramienta de graficacién para representar
la funcién d del inciso (a). Baséndose en la grifica, ;es esa
funcién derivable para todo valor de m? Sino es asi especifi-
que en dénde no lo es.

92. Conjetura Considere las funciones f(x) = x* y g(x) = £
(a) Dibuje la gréfica fy f' sobre el mismo conjunto de ejes.
(b) Dibuje la grifica g y g’ sobre el mismo conjunto de ejes.

(c) Identifique un patrén entre f'y g y sus respectivas derivadas.
Utilicelo para hacer conjeturas respecto a h'(x) si h(x) = x™
donde 7 es un niimero entero y n = 2.

(d) Encuentre f(x) si f(x) = x*. Compare el resultado con
la conjetura del inciso (¢). ;Esto comprueba la conjetura?
Explique su respuesta.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 93-96, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Para los que sean falsos, expli-
que por qué o proporcione un ejemplo que lo demuestre.

93. La pendiente de la recta tangente a una funcién derivable fen
el punto (2, f(2)) es

f2+ Ax) — f(2)
Ax '
94. Si una funcién es continua en un punto, entonces es derivable
en él.

95. Si una funcién tiene derivadas laterales por la derecha y por la
izquierda en un punto, entonces es derivable en €1

96. Si una funcién es derivable en un punto, entonces es continua
en €l.

97. Derivabilidad y continuidad Sean

1
‘ xsen=-» x#0
f(x)=[ X
0, x=0

y
xzsenl, x#0
glx) = x :
0, x=0

Demuestre que f es continua, pero no derivable, en x = 0. De-
muestre que g es derivable en 0 y calcule g'(0).

98. Redaccion Utilice una herramienta de graficacién para re-

presentar las funciones f(x) =x2+ lyg(x)=|x| + 1 en la
misma ventana. Utilice las funciones zoom y trace para anali-
zarlas cerca del punto (0, 1). ;Qué observa? ;Cudl funcién es
derivable en ese punto? Escriba un pequeiio parrafo describien-
do el significado geométrico de la derivabilidad en un punto.
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42 Reglas basicas de derivacion y razones de cambio

y

La pendiente de
una recta horizontal
es 0.

Jx)=c
La derivada de una o
funcidn constante
es 0.

Observe que la regla de la constante
equivale a decir que la pendiente de una
recta horizontal es 0. Esto demuestra

la relacién que existe entre derivada y
pendiente.

Figura 4.14

y ! v ' | "n R 1w '”T

B Encontrar la derivada de una funcion por la regla de la constante.

H Encontrar la derivada de una funcién por la regla de la potencia.

B Encontrar la derivada de una funcion por la regla del miltiplo constante.
H Encontrar la derivada de las funciones seno y coseno.

B Usar derivadas para calcular razones de cambio.

La regla de la constante

En la seccién 4.1 utiliz6 la definicién limite para encontrar derivadas. En esta y en lag
siguientes dos secciones se presentardn varias “reglas de derivacién” que le permiten
encontrar derivadas sin el uso directo de la definicién de limite.

TEOREMA 4.2 Laregla de la constante

La derivada de una funcién constante es 0. Es decir, si ¢ es un nimero real, entonces

—I[e] = 0. (Vea la figura 4.14.)

Demostracion Sea f(x) = c. Entonces, por la definicién de limite de la derivada,

+ CC
dra_ . ejer
Lol =1 e

_ i JEAY ~ B) e
Bis0 Ax =
c—c en>
= lim x U
Av—0  Ax inte
= lim 0
Ax—0
= 0.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. l

Aplicar la regla de la constante

Funcion Derivada

a.y=7 dy/dx =0

b. f(x) =0 fx)=0

c. s(t) = -3 s()=0

d. y = km?, kes constante y' =0 4
Exploracion

Escriba una conjetura Utilice la definicién de derivada de la seccién 4.1 paf?
encontrar la derivada de las siguientes funciones. ;Qué patrones observa? Utilice 10?
resultados para elaborar una conjetura acerca de la derivada de flx) = x".

a. f(x) = xt b. f(x) = x2 c. flx) =x3
d. f(x) =x* e. f(x) = x1/2 f. flx) = x71

Il

I
>




COMENTARIO Del

jemplo 7 de la seccién 4.1,
e encontré que la funcién

o f (x) = x'/ est4 definida en
- x = 0 pero no es derivable
nx = 0. Esto se debe a que

ada,

on. '

tigura 4.15

pendiente de la rectay = x es 1.

g

x73 no esté definida sobre un
intervalo que contiene al cero.
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La regla de la potencia
Antes de demostrar la préxima regla, es importante que revise el proceso de desarrollo
de un binomio.
(x + Ax)2 = x2 + 2xAx + (Ax)?
(¥ + Ax)® = 23 + 3x?Ax + 3x(Ax)? + (Ax)?
(x + Ax)* = x* + 4x3Ax + 6x%(Ax)? + 4x(Ax)® + (Ax)*
(x + Ax)> = x> + 5x*Ax + 10x3(Ax)? + 10x*(Ax)? + 5x(Ax)* + (Ax)
El desarrollo general del binomio para un entero positivo n cualquiera es

(X + Ax)n = xn 4 nxn—l(Ax) + M(M)Z N (Ax)"

C J

{Ax)? es un factor comiin en estos términos.

Este desarrollo del binomio se utilizard para demostrar un caso especial de la regla de
la potencia.

TEOREMA 4.3 Laregla de la potencia

Si n es un nimero racional, entonces la funcién f(x) = x" es derivable y

_c_i_[xn] = pxn 1,

dx

Para que f sea derivable en x = 0, n debe ser un nimero tal que x"~! se encuentre
definido en un intervalo que contenga al 0.

Demostracion Si n es un entero positivo mayor que 1, entonces del desarrollo del
binomio resulta

doa_ o x+Ax)—xn
dx [ = Alégo Ax
n(n — 1)x=2

Ii g
A,:EO Ax

M(M) + ot (Ax)n—l]

X+ e (Ax) + (AQ2 + - - - + (Ag) — x7

lim [nx"‘l +
Ax—0

=mx" 140440

= px"~1,
Esto demuestra el caso en el que n es un entero positivo mayor que 1. Se le deja al lector
la demostracién del caso n = 1. En el ejemplo 7 de la seccién 4.3 se demuestra el caso
para el que n es un entero negativo. En el ejercicio 71 de la seccién 4.5 se le pide demos-
trar el caso en el cual n es racional (en la seccién 4.5 la regla de la potencia se extenderd
hasta abarcar los valores irracionales de n).

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. s |

Al utilizar la regla de la potencia, resulta conveniente separar el caso para el que
n = 1 como otra regla distinta de derivacién, a saber

d :
E[x] =1. Regla de las potencias paran = 1

Esta regla es congruente con el hecho de que la pendiente de la recta y = x es 1, como
se muestra en la figura 4.15.
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0,0 1

Observe que la pendiente es negativa
enel punto (—1,1), ceroen (0,0)y
positivaen (1, 1).

Figura 4.16
y
foy=x*
2,4 4+ ™
3 -t
\
\
1 -
% -
1 2
La recta tangente y = —4x — 4

es tangente a la grafica de f(x) = x?
en el punto (—2, 4).
Figura 4.17

n“ T

Usar la regla de la potencia

Funcion Derivada
flo) =2° fix) = 32
yx _ @ 1l &
b. gx) =¥x g'lx) = [¥7] =227 =17
1 dy_dro o= 2
c. y - x2 dx d’C[ ] ( ) x3 '

Observe que en el ejemplo 2c, antes de derivar se ha reescrito 1/x? como x2, Ey
muchos problemas de derivacidn, el primer paso consiste en reescribir la funcién.

Dada: Reescriba: Derive: Simplifique:
nol ) D _ (o) y__2
g i dx G dx x?

Pendiente de una grafica
«++«D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Calcule la pendiente de la gréafica de
flx) = x*

para cada valor de x.

ax=-1 b x=0 cx=1
Solucion La pendiente de una gréfica en un punto es igual a la derivada en dicho
punto. La derivada de fes f'(x) = 4x3

a. Parax = —1, lapendiente es f(—1) = 4(— )3 = —4, La pendiente es negativa.
b. Para x = 0, la pendiente es f/(0) = 4(0)> = La pendiente es 0.
c. Parax = 1, lapendiente es /(1) = 4(1)® = La pendiente es positiva.

Vea la figura 4.16

Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = x? cuando x = -2

Solucién  Para encontrar el punto sobre la grifica de f, evalie la funcién en x = =2 :
(=22l = (—2.4)

Para calcular la pendiente de la grifica en x = =2 , evaltie la derivada, flx) = 2x, ot
x= -2 ~

m=f(-2) =

Ahora, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacién de una recta, escriba

Punto de la grdfica

—4

Pendiente de la grificaen (—2,4)

y =y, =mx — x) Forma punto-pendiente
y — 4 = —4[x — (-—2)] Sustituya para y,, m y x,.
y = —4x — 4, Simplifique.

Vea la figura 4.17
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La regla del multiplo constante

TEOREMA 4.4 Laregla del multiplo constante

Si fes una funcién derivable y ¢ un niimero real, entonces ¢f también es derivable

Y £ [00] = (0

|
) X2 F Demostracion
n. + —
% [Cf (x)] = Alflno cf(x AAJC))C Cf(x) Definicién de derivada
x—>
o [ S+ AY) —f(x)]
a AlchI—I}o c[ Ax
+ —
=c l:Alir—l;lo fle szz f(x)] Aplique el teorema 3.2.
= of'(x)
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. &
emplo,
De manera informal, esta regla establece que las constantes se pueden sacar de la
derivada, incluso cuando aparecen en un denominador.
d d -~ .
Sl = e T[] = o'W
| dicho d[f®]_4d[/(1 1\d .~ 1
4129 2 [(3) 9] = (2) L g7 0 = (29
de| ¢ dx | \c ¢/ dx ¢
egativa.
y :EJEMP.LO 5 Aplicar la regla del multiplo constante
ositiva.
Funcién Derivada
- @ _ 3] = 3 = -
a.y =52 I dx[ 3] = 5— [x] 5(3)x% = 1522
2 dy 2
plo. — 17 = -1 -2 - _=
2 by=2 dxdx[]z[xl(nx -
- 412 4 ;
= — g = —| — = —_-— 2 = — = —
e 0= s0-4lte| 241 -t
-2.
00.0-.00.........>d.y=2\/} Z)x) ‘;dx[le/z]—-z(;_1/2):x—1/2:_1_
* COMENTARIO  Antes 1 PR T N
X, en de diferenciar funciones que e.y= 5 . [ X 2/3] <__) x5/3 = — r
implican radicales, reescriba 2Jx dr  dr|2 2\ 3 3
la funcién con exponentes _ 3 y_ 4 [_§ ] _ 3. 3
racionales. t.y= 2 Y T T2t T 2(1) 2 i

La regla del multiplo constante y la de la potencia se pueden combinar en una sola.
La regla resultante es

%[cx"] = cnx™ 1,
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Usar el paréntesis al derivar

Funcion original Reescriba Derive Simplifique
ny= 5 S N Gk B
by = o y=209) Y =3aY y=-g%
& y=5 y=1  y=leg oy
d.y= (3);/)_2 y = 63(x?) y’ = 63(2x) y’ = 126x

Las reglas de suma y resta

TEOREMA 4.5 Las reglas de suma y resta

La derivada de la suma (o de la resta) de dos funciones derivables 'y g es derivable
en sf misma. Ademds, la derivada de f + g (0 f- g ) es igual a la suma (o diferencia)
de las derivadas de fy g.

%[f(x) + g(x)] = fl(x) =g g’(x) Reglav de la suma

%[f(x) - g(x)] = f,(x) - g’(x) Regla de la resta

Demostracion Una demostracién de la regla de la suma se deduce del teorema 3.2.
(La de la resta se demuestra de manera andloga).

o L+ A9 + g + A9] = [/(2) + (9]

L[4 + g1 =

Ax—0 Ax
= LE A F et AY — fl) — g()
= lim
Ax—0 Ax
o [ S+ M) = f() gl + Ax) — g(x)
h 1&1-130 [ Ax * Ax
_ e S M =fa) | o gl Ary—=gl)
B Aligo Ax 4 Al&r_n)o Ax
= fx) + g
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. '

Las reglas de suma y resta pueden ampliarse en cualquier niimero finito de funciones: -

« COMENTARIO Por ejemplo, si F(x) = f(x) + g(x) — h(x), entonces F'(x) = f'(x) + g'(x) — h'(x).

En el ejemplo 7(c), observe que
antes de Ia derivacion,

Aplicar las reglas de suma y resta

® 8 @ © © ¢ 8 © O ® ® © 6 © & &

2 e
xox+1 Funcion Derivada
X
a. fx) =x>—4x+5 Fflx)=13x2—4
fue reescrita como o
b. glx) = ==+ 3x> — 2x glx)=—-2x3+ %2 -2
1 2
3x— 1+ —. 32 1 i { 32— 1
X X =X gL 3 —
.......o...-.....DC-y—*—_3x_1+‘; y—3 xz_ x2



# PARA INFORMACION ADICIONAL
El esbozo de una demostracion geomé-
trica de las derivadas de las funciones
seno y coseno puede consultarse en
articulo “The Spider’s Spacewalk
Derivation of sin” and cos™, de Tim
Hesterberg, en The College Mathe-
matics Journal. Para ver este articulo,
visite MathArticles.com.

[y =cosx

a derivada de la funcién seno es la

X

|y=senx ]
L et
N\
yV = 1 \\
t
i 2
i 1
v i
i i
y = 0 i
y decrece y crece
y' negativa y' positiva
1 ] ] 1
1 i 1 1
] i H i
i i ] 1
I i 4 1
I 1 1 1
3 1 ] 1
] i 1 1
f —x
T \ 2
N
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Derivadas de las funciones seno y coseno

En la seccién 3.3 se vieron los limites siguientes:

senAx= l—cosAx:
Ax Ax

lim

Ax—0

lim

—0

1y 0.
Estos dos limites pueden utilizarse para demostrar las reglas de derivacién de las fun-

ciones seno y coseno (las derivadas de las demds funciones trigonométricas se analizan
en la seccién 4.3).

TEOREMA 4.6 Derivadas de las funciones seno y coseno

4
dx

[senx] = cos x %[cos x] = —senx

Demostracion A continuacién se presenta una demostracién de la primera regla.
(La demostracion de la segunda regla se le deja al lector como un ejercicio [vea el ejer-
cicio 118].)

d . sen(x + Ax) — senx o
= [sen x] = lim Definicion de derivada
dx Ax—0 Ax
. senxcos Ax + cos x sen Ax — senx
= lim
Ax=>0 Ax
. cosxsenAx — (senx)(1 — cos Ax)
= lim
Ax—0 Ax

AI)I:IE}O [(cos x)(seXxAx> — (senx) (1———3&)]

( i senAx) ( . 1-—cos Ax)
= cos x| lim —senx| lim ————
Ax—0 Ax—0 Ax

= (cos x)(1) — (senx)(0)

CoS x

Esta regla de derivacin se ilustra en la figura 4.18. Observe que para cada x, la pendien-
te de la curva seno es igual al valor del coseno.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracién.

Derivadas que contienen senos y cosenos

¢+« Consulte LarsonCalculus.com para una versién interactiva de este tipo de ejemplo.

Funcién Derivada
a.y=2senx y'=12cosx
b.y=s—eﬂ=lsenx y’=lcosx=cosx
2 2 2 2
c.y=x+cosx y'=1-—senx
d.y=cosx—7—rsenx y’=—senx—ﬂcosx &
3 3

[> TECNOLOGIA  Una herramienta de graficacién permite visualizar la interpreta-

cién de una derivada. Por ejemplo, en la figura 4.19 se muestran las graficas de
y = asenx

Para a = %, 1,% y 2. Calcule la pendiente de cada grafica en el punto (0, 0). Después
verifique los célculos de manera analitica mediante el célculo de la derivada de cada
funcién cuando x = 0.
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Exposicién fotogréfica de larga
duracion de una bola de billar en
caida libre.

Raz6n de cambio

Ya ha visto que la derivada se utiliza para calcular pendientes. Pero también sirve pary
determinar la razén del cambio de una variable respecto a otra, lo que le confiere utilidag
en una amplia variedad de situaciones. Algunos ejemplos son las razones de crecimient
de poblaciones, las razones de produccion, las razones de flujo de un liquido, la veloc;-.
dad y la aceleracidn.

Un uso frecuente de la razén de cambio consiste en describir el movimiento de

©

i -

un objeto que va en linea recta. En tales problemas, la recta del movimiento se suele Re
representar en posicién horizontal o vertical, con un origen marcado en ella. Sobre tales
rectas, el movimiento hacia la derecha (o hacia arriba) se considera de direccién positiva
y el movimiento hacia la izquierda (o hacia abajo) de direccién negativa. #—j:
La funcién s que representa la posicién (respecto al origen) de un objeto como fun-
cién del tiempo ¢ se denomina funcién de posicion. Si durante cierto lapso de tiempo At - Laveloc
el objeto cambia de su posicién en una cantidad  igualal
~ Laveloc
As = s(t + A1) — s(r) ~ alapen
entonces, empleando la consabida férmula. . Figura

, distancia
Razon = ——
tiempo

la velocidad promedio es

Cambio en distancia _ As
Cambio en tiempo At

Velocidad promedio

Velocidad promedio de un objeto en su caida

Si se deja caer una bola de billar desde una altura de 100 pies, su altura s en el instante ¢
se representa mediante la funcién de posicién.

s = —16¢t> + 100 Funcién de posicién

donde s se mide en pies y ¢ en segundos. Encuentre su velocidad promedio para cada
uno de estos intervalos

a. [1,2] b.[1,15] e [1,1.1]
Solucion

a. En el intervalo [1, 2], el objeto cae desde una altura de s(1) = —16(1)? + 100 = 84
pies hasta una altura de s(2) = —16(2)? + 100 = 36 pies. La velocidad promedioes
As 36— 84  —48

N-o a1 -1 - —48 pies por segundo.

b. En el intervalo [1, 1.5] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de
5(1.5) = —16(1.5)? + 100 = 64 pies. La velocidad promedio es

§=u—j—q=—40 ies por segundo
At 15-1 05 pies por segtindo.

c. Enelintervalo [1, 1.1] el objeto cae desde una altura de 84 pies hasta una altura de
s(1.1) = —16(1.1)*> 4+ 100 = 80.64 pies. La velocidad promedio es

As  80.64 — 84 —3.36 _
A 11-1 ~ 01 336 piesporsegundo.

Observe que las velocidades promedio son negativas, lo que refleja el hecho de qu€ ; -
objeto se mueve hacia abajo.

Richard Megna/Fundamental Photographs
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Suponga que en el ejemplo 9 quiere encontrar la velocidad instantdnea (o simple-
mente de la velocidad) del objeto cuando ¢ = 1. Al igual que puede aproximar la pen-
diente de la recta tangente utilizando las pendientes de rectas secantes, también puede
aproximar la velocidad en t+ = 1 por medio de las velocidades promedio durante un
pequefio intervalo [1,1 + At] (vea la figura 4.20). Puede obtener dicha velocidad calcu-
lando el limite cuando At tiende a cero, obtiene la velocidad cuando # = 1. Al intentar
hacerlo puede comprobar que la velocidad cuando ¢t = 1 es de —32 pies por segundo.

En general, si s = s(¢) es la funcion posicion de un objeto en movimiento rectilineo,
su velocidad en el instante ¢ es

Funcién de velocidad

En otras palabras, la funcién de velocidad es la derivada de la funcién de posicién.
La velocidad puede ser positiva, cero o negativa. La rapidez de un objeto se define
como el valor absoluto de su velocidad, y nunca es negativa.

La posicién de un objeto en caida libre (despreciando la resistencia del aire) bajo la
influencia de la gravedad se obtiene mediante la ecuacion

1
s(t) = Egtz + vt + 5 Funcién de posicién

donde s, es la altura inicial del objeto, v, la velocidad inicial y g la aceleracién de la
gravedad. En la tierra, el valor de g es de aproximadamente —32 pies por segundo al
cuadrado o —9.8 metros por segundo al cuadrado.

| EJEMPLO 10

Aplicar la derivada para calcular la velocidad

En el instante ¢ = 0, un clavadista se lanza desde un trampolin que estd a 32 pies sobre
el nivel del agua de la piscina (vea la figura 4.21). Puesto que la velocidad inicial del
clavadista es de 16 pies por segundo, la posicién del clavadista estd dada por

s(t) = =168 + 16t + 32 Funcién de posicién
donde s se mide en pies y f en segundos.
a. ;Cudnto tarda el clavadista en llegar al agua?

b. ;Cual es su velocidad al momento del impacto?

Solucidn

a. Para determinar el momento en que toca el agua haga s = 0 y despeje t.
—16:2+ 16t +32=0

—-16(t+ 1)t —2)=0
t=-102

Iguale a cero la funcién posicién.
Factorice.

Despeje 1.

Como t > 0, seleccione el valor positivo, asi que el clavadista llega en t = 2 se-
gundos.

b. Su velocidad en el instante  estd dada por la derivada
s’() = —32t + 16. Funcién de velocidad

Por tanto, su velocidad en t = 2 es

s’(2) = —32(2) + 16 = —48 pies por segundo.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

4- 2 Eiel‘CiCiOS con numeracion impar.

Calcular la pendiente En los ejercicios 1 y 2, utilice la Funcién original Reescriba  Derive Simplifique
grafica para calcular la pendiente de la recta tangente ay = x” -
en el punto (1, 1). Verifique su respuesta de manera analitica. 8. y= W
Para imprimir una copia ampliada de la grifica, visite Math-
Graphs.com. 29, y= ﬁ
1. (a) y = x'/2 ®) y=x3
y y 30. y=—

Encontrar la pendiente de una grafica En los ejercicios

B 31-38, encuentre la pendiente de la grafica de la funcién en ¢
. punto indicado. Utilice la funcién derivative de una herramien
L7 L0 ta de graficacion para verificar los resultados
i e Funcién Punto
8
) = 3 31 flx) = 2 (2,2
) 4
2./ =2~ - 4,1)
B W)= -1+ (0. -3)
M. y=2x*-3 1, -1
35. y = (4x + 1)? 0, 1)
X p.d
36. f(x) = 2(x — 4)? (2,8)
Calcular la derivada En los ejercicios 3-24, use las reglas de 37. f(6) = 4sen6 - 6 (0,0)
derivabilidad para calcular la derivada de la funcién. 38. g(f) = —2cost+5 (m,7)
3.y=12 4. f(x) = -9 Encontrar la derivada En los ejercicios 39-52, encuentre |
. 5 derivada de cada funci6n.
S5.y=x 6. y=x'-
1 ; 39. flx) =x2+5—3x72 40. f(x) = x3 — 2x + 3x73
7.y=—= 8. y=—= 4
X i 41. g(n =12 - 3 42, f(x) = 8x + 17
. )
9. f(x) = Ix 10. g(x) = ¥x
4x3 + 352 2t —x
1L f(x) = x + 11 12. g(x) = 6x + 3 B fo)=—— M fl) ==3
l3.f(f)=—2t2+3t—6 14.y=12*3[+1 45f(x):x3_3x’_’+4 o /()_4x3+2x+5
15. g(x) = x2 + 4x3 16. y = 4x — 3x° ’ x> = %
17. s() =13 +52 -3t +8 18. y =2x> + 6x* — 1 47. y = x(x* + 1) 48. y = x*(2x% — 3x)
] = — 6.3 ] =23 _ A3 4+ 4
19. y = gsen 6 —cos @ 20. g(t) = mcost 9. f&) = Vx-6¥x 50, )= ?
_ -2
2, st — Lo 2.y =7+ senx 51. f(x) = 6/x + 5Scosx 52.f(x)~\3/;+3cosx
23y = 1 3 ) 4, 5 2 5 . ’0'7 Encontrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer
A" e K= (2x)? e cicios 53-56: (a) encuentre la ecuacién de la recta tangente al

grafica de f en el punto indicado, (b) utilice una herramient
de graficacién para representar la funcién y su recta talngef‘,t
en el punto, y (c) verifique los resultados empleando la funci®
derivative de su herramienta de graficacion.

Reescribir una funcién antes de la derivacion En los
ejercicios 25-30, complete la tabla para encontrar la derivada
de la funcién.

Funcién original Reescriba  Derive Simplifique Funcién Panto
25, )7225\'3 53, y=a*—=3x2+2 (1,0)
’ 54, v=x3—-3x (2,2)
26. y = 3 2
T 55, f(x) = = 1,2
6 f&) 7 (1,2)

27.y= 5)? 56. y = (x — 2)(x> + 3x) (1, —4)
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necta tangente horizontal En los ejercicios 57-62, determi-
1e los puntos (si los hay) donde la grafica de la funcién tiene
una recta tangente horizontal.

57, y=x'—22*+3 88. y=x3+x

plifique :
|

A

60. y=x>+9

‘.y=x+senx, 0<x<2m

. y=~/3x+2cosx, 0<x<2mw

contrar un valor En los ejercicios 63-68, encuentre una k
que la recta sea tangente a la gréfica de la funcién.

?;;c;;i(: ; Funcién Recta
‘ramien- L f(x) =k — x? y=—6x+1
: , f(x) = ka? y=—2x+3
S =% y=—3x+3
‘f(x)=kx/; y=x+4
L ) = ki y=x+1
flx) = ket y=4x—1

que f' = 0 para todas las x y la razén de cambio de la funcién
sea decreciente.

:COMO LO VE? Utilice la gréfica para responder
a las siguientes preguntas. Para imprimir una copia

entre la ampliada de la grafica, visite MathGraphs.com.

y

a) ;Entre qué par de puntos consecutivos es mayor la ra-
z6n de cambio promedio de la funcién?

- (b) (Larazén de cambio promedio entre A y B es mayor o
~menor que la razén de cambio instantdneo en B?

- (c) Trace una recta tangente a la grafica entre los puntos
Cy D cuya pendiente sea igual a la razén de cambio
promedio de la funcién entre C'y D.

5 ejer-
leala
iienta
gente
ncién

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Explorar la relacién En los ejercicios 71-74 se muestra
la relacién que existe entre f'y g. Explique la relacion entre
ye.

1 g(x) = flx)+6
3. g() = =5f(x)

72. glx) = 2f(x)
74. g(x) = 3f(x) — 1

Reglas basicas de derivacion y razones de cambio 145

DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion)

Una funcion y su derivada En los ejercicios 75 y 76 se
muestran las graficas de la funcién f'y su derivada f” en el
mismo plano cartesiano. Clasifique las graficas como f o [
y explique en un breve parrafo los criterios empleados para
hacer tal seleccién. Para imprimir una copia ampliada de la
grafica, visite MathGraphs.com.

75, y 76. y

77. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes
Dibuje las gréficas de las ecuaciones y = x>y y = —x? +
6x — 5, asi como las dos rectas que son tangentes a ambas
gréficas. Encuentre las ecuaciones de dichas rectas.

78. Recta tangente Demuestre que las gréficas de

1
=Xx = —
y yy =
tienen rectas tangentes perpendiculares entre si en su punto de
interseccion.
79. Rectas tangentes Demuestre que la gréfica de la funcién
flx) =3x + senx + 2
no tiene ninguna recta tangente horizontal.
80. Recta tangente Demuestre que la gréfica de la funcién
fx) = x5+ 3x° + 5x
no tiene una recta tangente con pendiente de 3.
Encontrar la ecuacion de la recta tangente En los ejer-
cicios 81 y 82, encuentre la ecuacién de la recta tangente a la
grifica de la funcion f que pasa por el punto (x,, y,), que no

pertenece a la grafica. Para determinar el punto de tangencia
(x, ) en la grafica de f, resuelva la ecuacion.

oy _ Yo=Y
fx) = x—z _—
81, 10 = Jx 82. f(x) = N

(x07 )’o) = (_47 0) (XO, yo) = (5’ 0)

Aproximacion lineal En una ventana de la herramienta de
graficacién, aplique el zoom para aproximar la grdfica de

pP’ 83.

fx) =4 — jx2

a fin de estimar f'(1). Calcule f'(1) por derivacién.

F¥ 84,

Aproximacion lineal En una ventana cuadrada de la he-
rramienta de graficacion, aplique el zoom para aproximar la
gréifica de

flx)=4Vx+1

a fin de estimar f’(4). Calcule f'(4) por derivacién.
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ldp 85. Aproximacion lineal Tomando en cuenta la funcién
f(x) = x¥? con el punto de solucién (4, 8):

(a) Utilice una herramienta de graficacién para representar f.
Use el zoom para ampliar el entorno del punto (4, 8). Tras
varias ampliaciones, la gréfica aparecera casi lineal. Utili-
ce la funcidn frace para determinar las coordenadas de un
punto de la gréfica préximo al (4, 8). Encuentre la ecua-
ci6n de la secante S(x) que une esos dos puntos.

(b) Encuentre la ecuacion de la recta
T(x) = f'@)x —4) + f(4)

tangente a la grafica de f que pasa por el punto dado. ;Por
qué las funciones lineales Sy T son casi iguales?

(c) Represente fy Ten la misma ventana de la herramienta de
graficacion. Observe que T es una buena aproximacion
de fcuando x es cercano a 4. ;Qué ocurre con la precisién de
esta aproximacion a medida que el punto de tangencia se
aleja?

(d) Demuestre la conclusién obtenida en el inciso (c) comple-
tando la tabla.

Ax -3 -2}|-1]-05| -01|0

fl4 + Ax)
T4 + Ax)

Ax 01 05| 11]2]3

fd + Ax)

7(4 + Ax)

Hd 86. Aproximacion lineal Repita el ejercicio 85 empleando
ahora la funcién f{x) = x3, donde T(x) es la recta tangente en el
punto (1, 1). Explique por qué la precisién de la aproximacién
lineal disminuye mds rdpido que en el ejercicio anterior.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 87-92, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
proporcione un ejemplo que demuestre que lo es.

87. Si f(x)
88. Si f(x)

g'(x), entonces f(x) = g(x).

= g(x) + ¢, entonces f(x) = g'(x).
89. Siy = 72, entonces dy/dx = 2.
90. Siy = x/, entonces dy/dx = 1/m.

91. Sig(x) = 3f(x), entonces g’(x) = 3f'(x).

92. Sif(x) = = entonces f/(x) = L

xn’ nxn—l'

Encontrar razones de cambio En los ejercicios 93-96,
calcule la razén de cambio promedio de la funcién en el inter-
valo dado. Compadrelo con las razones de cambio instantaneas
en los extremos del intervalo.

93. f(r) =4t + 5, [1,2]

95. f(x) = —‘\—‘ [1,2]

9. f(n=r2-17, [3,31]

96. f(x) = senx, [0, g]
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Movimiento vertical Enlos ejercicios 97 y 98, utilice la funcig,

de posicion s(f) = —16¢* + v, t + s, para objetos en caida libre, 10°
97. Se deja caer una moneda desde lo alto de un edificio que La
tiene una altura de 1362 pies. une

(a) Determine las funciones que describen la posicién vl (I:;
velocidad de la moneda. \C/ez

(b) Calcule su velocidad promedio en el intervalo [1, 2]. los

(c) Encuentre las velocidades instantdneas cuando = 1y t=9.

(d) Calcule el tiempo que tarda en llegar al suelo.

(e) Determine su velocidad al caer en el suelo.
98. Desde una altura de 220 pies, se lanza hacia abajo una bola

con una velocidad inicial de —22 pies/s. (Cudl es su veloci-
dad tras 3 segundos? ;Y luego de descender 108 pies?

Movimiento vertical En los ejercicios 99 y 100, utilice la

funcién posicion s(f) = —4.9¢% + v,t + s, para objetos en caj- o
da libre. Ve
99. Se lanza un proyectil hacia arriba desde la superficie terrestre -1;
con una velocidad inicial de 120 m/s. ;Cudl es su velocidad e

a los 5 segundos? ;Y alos 10? : EI_C'

100. Con el fin de estimar la altura de un edificio, se deja caer una Di
piedra desde su parte més alta en el agua de una piscina que se tie

encuentra al nivel del suelo. ;Cudl es la altura del edificio, si el
chapoteo se observa 5.6 segundos después de soltar la piedra?

Piénselo En los ejercicios 101 y 102 se muestra la gréfica de
una funcién de posicion, que representa la distancia recorr
da en millas por una persona que conduce durante 10 minut
para llegar a su trabajo. Elabore un dibujo de la funcién vel
cidad correspondiente.

101. 102.

Distancia (en millas)

Distancia (en millas)

0,002 4 6 810
Tiempo (en minutos)

0,0)2 4 6 810
Tiempo (en minutos)

Piénselo En los ejercicios 103 y 104 se muestra la grafica de_‘ (€) Ca
una funcién velocidad, que representa la velocidad, en millas
por hora, de una persona que conduce durante 10 minutos pard
llegar a su trabajo. Elabore un dibujo de la funcién posici()ﬂ,
correspondiente.

<

103. ¥ 104.

260+ - Ted — e
- < 50+ \ - < 50+ | ! Ilas
S 8 40— | | S 840+ b cos
= o =0
8 w30“— R G| 8 WBO—— 1 : el
5= 20T PE cl-E A ;
> E 10+ >F 0+ b 3

(=] ! =

D, 246810 S 246810

Tiempo (en minutos) Tiempo (en minutos)

105. Volumen El volumen de un cubo con lado s es V .
Calcule la razén de cambio del volumen respecto a s U™
s = 6 centimetros.

106. Area El 4rea de un cuadrado con lados s es A = p
Encuentre la razén de cambio del drea respecto @ § cual
s = 6 metros



valo [1,2],
lor= ly;:‘A

elo.

bajo una bol
I es su veloej
08 pies?

00, utilice
bjetos en caf

rficie terrestre
 su velocidad

deja caer una

10, 6)
L)
(8,5)
“+—t>t
8 10
1 minutos)

L ﬁempo de frenado, B

(c) Encuentre el polinomio que expresa la distancia total 7

f) A partir de los resultados de este ejercicio, elabore sus

4.2

107. Modelado de datos o o o ¢ s o o o o o o

La distancia de frenado de un automévil que viaja a

~ una velocidad v (kilémetros por hora), es la distancia R

‘ (metros) que recorre durante el tiempo de reaccién del

~ conductor més la distancia B (metros) que recorre una

- vez aplicados los frenos (vea la figura). La tabla muestra
Jos resultados de un experimento al respecto.

Tiempo de Distancia
reaccién | de frenado
A 1 A

1

1

1

Y
2

o R

3 y
R & B 4
El conductor Aplica
observa el el freno
obstéculo

El automdévil
se detiene

| Velocidad, v 20 | 40 | 60 | 8 | 100

istancia durante el

empo de reaccién, R 83 | 167 | 250 | 333 | 417

fnciaduranteel |, 0 o0 | 505 | 355 | 559

) Utilice las funciones
- de regresién de

una herramienta

de graficacién para
obtener un modelo
lineal para el tiempo
- dereaccién R.

) Utilice las funcio-
nes de regresion de
una herramienta de
graficacién para obtener un modelo cuadrético para la
distancia aplicando los frenos B.

recorrida hasta que el vehiculo se detiene por completo.
) Utilice una herramienta de graficacion para representar
las funciones R, B y T en una misma ventana.

) Calcule la derivada de T'y la razén de cambio de la dis-
tancia total de frenado parav = 40, v = 80 y v = 100.

conclusiones acerca del comportamiento de la distancia
total de frenado a medida que se aumenta la velocidad.

08. Costo del combustible Un automdvil viaja 15,000 mi-

llas al afio y recorre x millas por galén. Suponiendo que el
costo promedio del combustible es $3.48 por galdn, calcule
el costo anual C del combustible consumido como funcién
de x y utilice esta funcién para completar la tabla.

X 10 | 1520 | 25|30 | 35| 40
(8

dC/dx

- {Quién se beneficiarfa mds con el aumento de 1 milla por
galon en la eficiencia del vehiculo: un conductor que obtiene
15 millas por galén o uno que obtiene 35 millas por galén?
~ Explique su respuesta.

Shutterstock com
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109. Velocidad Verifique que la velocidad promedio en el in-
tervalo [t, — At, t, + At] es la misma que la velocidad ins-
tantdnea en ¢ = #, para la funcién.

s() = —%at2 +c.

110. Gestion de inventario El costo anual de inventario C de
un fabricante es

1,008,000

0

donde Q es el tamafio del pedido cuando se reponen existen-
cias. Calcule el cambio del costo anual cuando Q crece de
350 a 351 y compdrelo con la razén de cambio instantdneo
para Q = 350.

111. Encontrar la ecuacién de la pardbola Encuentre la
ecuacion de la pardbola y = ax? + bx + ¢ que pasa por el
punto (0, 1) y es tangente alarectay = x — lenel punto (1, 0).

C= + 6.30

112. Demostracién Sea (a, b) un punto cualquiera de la gré-
ficade y = 1/x, x = 0. Demuestre que el 4rea del tridngulo
formado por la recta tangente que pasa por (a, b) y los ejes
coordenados es 2.

113. Encontrar la(s) ecuacion(es) de la(s) recta(s)
tangente(s) Encuentre la(s) ecuacién(es) de la(s) recta(s)
tangente(s) a la curva y = x* = 9x que pasa por punto (1, -9)
y que no estd sobre la grafica.

114. Encontrar la(s) ecuacién(es) de la(s) recta(s) tan-
gente(s) Encuentre la(s) ecuacién(es) de la(s) recta(s)
tangente(s) a la pardbola y = x* que pasa por el punto dado,
que no estd en la gréfica.

(@ (0,a) (b) (a,0).

(Existe alguna restriccién para la constante a?

Hacer una funcién derivable En los ejercicios 115 y 116,
encuentre a y b tales que f sea derivable en todos los puntos.

B ax3, x <2

115. floy = {x2 +b x>2
116, () = {cos X, x<0
ax +b, x=0

117. Determinantes derivables ;Dénde son derivables las
funciones f,(x) = |senx| y f,(x) = sen|x[?

118. Demostracion Demuestre que % [cos x] = —senx.

" PARA INFORMACION ADICIONAL En el articulo “Si-
nes and Cosines of the Times”, de Victor J. Katz, publicado en
Math Horizons, encontrard una interpretacién geométrica de
las derivadas de las funciones trigonométricas. Para consultar este
articulo, visite MathArticles.com.

DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM

119. Encontrar las funciones diferenciables f : R—R de tal
forma que

|
TR C |

para todos los niimeros reales x y los nimeros enteros |
positivos n. i

Este problema fue compuesto por el Committee on the Putnam Prize Competition. |
© The Mathematical Association of America. Reservados todos los derechos
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4.3 Reglas del producto, del coclente ' derlvadas
trigonomeétricas

® 9 9 2 9 ¢ O » @ & B 9 B O O & .D
« « COMENTARIO Algunas

personas prefieren la siguiente
version de la regla del producto

1 g ()] = £00)

dx

La ventaja de esta forma radica
en que se puede generalizar con
facilidad a multiplicaciones
con tres o mds factores.

g(x) + f(x)g (x).

W

"l‘ bW

Cuand
origina
reglad
por la

H Encontrar la derivada de una funcién por la regla del producto.

B Encontrar la derivada de una funcién por la regla del cociente. delac
los des
diferen
tuvo CC

tradici
(Fuente
por Da

B Encontrar las derivadas de las funciones trigonométricas.
B Encontrar las derivadas de orden superior de una funcion.

La regla del producto

En la secci6n 4.2 aprendi6 que la derivada de la suma de dos funciones es simplemente ]
suma de sus derivadas. La regla para derivar el producto de dos funciones no es tan simple, -

TEOREMA 4.7 Laregla del producto

El producto de dos funciones derivables 'y g también es derivable. Ademds,
la derivada de fg es igual a la primera funcién por la derivada de la segunda mas la
derivada de la primera por la segunda.

—[f )] = f(x)g(x) + gx)f ()

Demostracion Algunas demostraciones matematicas, como en el caso de la regla d
la suma, son directas. Otras requieren pasos inteligentes cuyo motivo puede resultar
imperceptible para el lector. Esta demostracién presenta uno de esos pasos, sumar
restar una misma cantidad, la cual se muestra en distinto color.

L pgg0] = i L0+ A0l + A0 — el
— lim Flo + Ax)glx + Ax) — flx + Ax)glx) + flx + Ax)g(x) — flx)glx)
Av—0 A)C
= Al\lglo [f(x i Ax)g(x + AAx))C = g(X) n g(x)f(x + AA\Z —f(x)}
= lgr_)no |:f(x + Ax)g(x + Asz — g(x)] 4 Alfgo |:g(x\f(x + AAx3 f( ):|
Ax) — glx x+ A :
- Jim, s+ 89 iy BRI o« i L0

...,.......,......[>

- COMENTARIO La
demostracién de la regla del
producto para productos de mds
de dos factores se deja como

ejercicio (vea el ejercicio 137).

= f(x)g'(x) + g(f (x)

Observe que Iim f(x + Ax)
continua,  **7°

f(x) porque se considera que fes derivable y, por tant0 -

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

La regla del producto es extensiva a multiplicaciones con mds de dos factores. Po
ejemplo, sif, g y & son funciones derivables de x, entonces
S AgR0] = F gt + F0I (WAL + FIRh (o).
Por ejemplo, la derivada de y = x?sen x cos x es
dy

i 2x sen x cos x + x%cos x cos x + x2sen x(—sen x)
X

= 2xsenx cos x + x*(cos>x — sen?x).



LA REGLA DEL PRODUCTO

“Cuando Leibniz elaboré
originalmente una formula para la
regla del producto, lo hizo motivado
por la expresion

(x + dx)(y + dy) — xy

de la cual resté dx dy (considerando-
los despreciables) y calculd la forma
diferencial x dy + y dx. Esta derivacion
tuvo como resultado la forma
tradicional de la regla del producto.
(Fuente: La historia de las matemdticas,
por David M. Burton)

* COMENTARIO Observe

- qQue en el ejemplo 3 se usa la re-
~ gladel producto cuando ambos
 factores son variables, y la del

- miltiplo constante cuando uno
de ellos es constante.

‘OnoconoooouucooD
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La derivada del producto de dos funciones no estd dada por el producto de sus deri-
vadas. Para observarlo basta con comparar el producto de las derivadas de

flx) = 3x — 22

glx) =5+ 4x

con la derivada obtenida en el ejemplo 1.

Aplicar la regla del producto

Encuentre la derivada de 2(x) = (3x — 2x2)(5 + 4x).

Solucion

Derivada de
la segunda

Derivada de

Primera Segunda la primera

7 Nl N

h(x) = 3x — 2x?) %[5 +4x]+ (5 + 4x)%[3x — 22] Aplique la regla

del producto.

=(Bx —2x3)(4) + (5 + 4x)(3 — 4x)
(12x — 8x%) + (15 — 8x — 16x?)
—24x% + 4x + 15

En el ejemplo 1 se encuentra con la opcién de calcular la derivada con o sin la regla
del producto. Para encontrar la derivada sin usar la regla del producto, se puede escribir

D [(3x — 2x?)(5 + 4x)] = D,[—8x3 + 2x2 + 15x]
= —24x2 + 4x + 15.

En el siguiente ejemplo debe utilizar la regla del producto.

Aplicar la regla del producto
Encuentre la derivada de y = 3x? sen x.

Solucion

dras —3ed dras
dx[3x senx] = 3x dx[senx] + senx dx[3x ]

Aplique la regla del producto.

= 3x2cos x + (senx)(6x)
= 3x%cos x + 6xsenx

= 3x(x cos x + 2 senx)

Aplicar la regla del producto
Encuentre la derivada de y = 2x cos x — 2 sen x.

Solucion
Regla del miltiplo

Regla del producto constante

r 5 ~ N

(ZX)(%[COS x]) + (cos x)(dix[2x]) - 2%[senx]

(2x)(—senx) + (cos x)(2) — 2(cos x)
—2xsenx

@
d

Il
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A IR )
«+ COMENTARIO Dela

regla del cociente, puede ver

que la derivada de un cociente

no es (en general) el cociente

de las derivadas.

D> TECNOLOGIA  Conuna
herramienta de graficacién se
pueden comparar las graficas de
una funcién y de su derivada.
Por ejemplo, en la figura 4.22,
la gréfica de la funcién del
ejemplo 4 parece incluir dos
puntos con rectas tangentes
horizontales. ;Cudles son los
valores de y' en dichos puntos?

s_=5x?+dr+5

(x2+1)?

6

Comparacién gréfica de una funcién
y su derivada.
Figura 4.22

®
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La regla del cociente

TEOREMA 4.8 La regla del cociente

El cociente f/g de dos funciones derivables f'y g también es derivable para todog
los valores de x para los que g(x) # 0. Ademds, la derivada de f/g se obtiene me-
diante el denominador por la derivada del numerador menos el numerador por la
derivada del denominador, todo dividido entre el cuadrado del denominador.

i[ix_)] _ 8Wf () — f(x)g'x)
dx| g(x) [g(x)]?

. g #0

Demostracion Al igual que en la demostracién del teorema 4.7, la clave radica e
sumar y restar una misma cantidad

48] - jim,

flx + Ax)
glx + Ax)
Ax

g)flx + Ax) — f(x)g(x + Ax)

f&)

g(x)

Definicion de derivada

- Al.gglo Axg(x)g(x + Ax)
i S AD) — 0500 + F) ~ et + A)
Ax—>0 Axg(x)g(x + Ax)

oy B+ A0 = /) | fElgle+ AD) - g(2)]

_ Ax—0 Ax Ax—0 Ax
B lim [g(g(x + An)]
Ax—0 -
s i, 5] - ) i P

Jim [g(x)g(x + Ax)]

B R U

_ g0 — fX)e')
[g(x)]?

Observe que lim g(x + Ax) = g(x), porque se considera que g es derivable y por tant
es continua. =
|

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Eclwards de esta demostracion.
Aplicar la regla del cociente

S =2
X2+ 1

Encuentre la derivadade y =
Solucion

d d
2 Rl — — — — a2
i [Sx 3 2] ) (2 + 1)dx[5x 2] — (5x 2)dx[x + 1]
dy|x*+ 1

Aplique la reght

) gl o
_ 2+ 1(5) = (5x — 2)(2)
{x% - 1)%
_ (5x%2 + 5) — (10x2 — 4x)
(2 + 1)2

—5x2 4+ 4x + 5
(x2 4+ 1)2



B V|

ctay = 1 es tangente a la grafica
(x) en el punto (— 1, 1).
Ira 4.23

on.
COMENTARIO Para
. Uistinguir la ventaja de la regla
1 miltiplo constante en cier-
Ja regla 108 cocientes, trate de calcular
iente. :

las derivadas del ejemplo 6
ediante la regla del cociente.
€gard al mismo resultado,

Pero con un esfuerzo mucho
ayor.
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Observe el uso de los paréntesis en el ejemplo 4. Es recomendable utilizar parénte-
sis en fodos los problemas de derivacién. Por ejemplo, cuando se usa la regla del cocien-
te, es conveniente encerrar todo factor y derivadas en un paréntesis y prestar especial
atencion a la resta exigida en el numerador.

Al presentar las reglas de derivacion en la seccién precedente, se hizo hincapié
en la necesidad de reescribir antes de derivar. El ejemplo siguiente ilustra este aspecto en
relacién con la regla del cociente.

Reescribir antes de derivar

- p 3 = (l/x
Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de f(x) = ——-£5Ll en(—1,1).
x
Solucion Comience por reescribir la funcién.
3 —=i(l/x
flx) = i _*(_ g ) Funcién original.
1
x<3 = —)
x
= )C()C—+5—)— Multiplique por x al numerador y denominador.
o 3x -1 I
xz + Sx eescriba.

Abhora, aplique la regla del cociente

2 — (3 —
£ = (x2 + Sx)(’j‘zx2 4(_3;()2 1)(2x +5)
_ (3¢ + 15%) - (6x% + 13x — 5)
(x2 + 5x)?
_ =3x? +2x¥ 5
(x2 + 5x)2

Regla del cociente

Simplifique.

Con objeto de encontrar la pendiente en (-1, 1), evalde f'(-1).
f(-1)=0 Pendiente de la graficaen (—1, 1)

Luego, utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacién de una recta, puede determi-
nar que la ecuacion de la recta tangente en (-1, 1) es y = 1. Vea la figura 4.23. g

vl

No todo cociente requiere ser derivado mediante la regla del cociente. Por ejemplo,
cada uno de los cocientes del ejemplo siguiente se puede considerar como el producto
de una constante por una funcién de x, de modo que es mas sencillo aplicar la regla del
multiplo constante.

Aplicar la regla del multiplo constante

Funcion original Reescriba Derive Simplifique
a.y=}—cz—-g—£ y=%(x2-lz3x) y’=é(2x+3) y’=2x;3
b-y=§;—4 y=%x4 y’=%(4x3) y'=%x3

e N - IR
d.y= g?; = %(X‘Z) y' = %(—ZX‘3) ¥ —glfg

e
23

0
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..--o--coo.onocoooD Demostracién

+ « COMENTARIO Enla
demostracion del teorema 4.9,
tenga en cuenta el uso de las
identidades trigonométricas

sen’x + cos’x = 1

1
secx = —.
cos x

Estas identidades trigonométri-
cas y otros se enumeran en el
apéndice C y en las tarjetas de
las férmulas para este texto.

b B " W

Bopp g e -

L R

'M LRI W
1

En la seccién 4.2 se demostro la regla de la potencia solo para exponentes n epg,
ros mayores que 1. En el ejemplo que sigue se amplia esa demostracion a exponente
enteros negativos.

Regla de la potencia: exponentes enteros
negativos

Si n es un entero negativo, existe un entero positivo k tal que n = —k. Por tanto, usandy

la regla del cociente se puede escribir.

drjq_d|1l
dx[x 1= dx[x"]

_ xH0) — ((kx*"1)

Regla del cociente y regla

(xk)2 de la potencia
0 — kxt!
2k
= —fkx k1
= px" L, n=—k

Por lo que la regla de la potencia

d
E[x”] = px"1 Regla de la potencia

es valida para todo entero. En el ejercicio 71 de la seccién 4.5 se le pide demostrar el

caso en el que n es cualquier nimero racional.

Derivadas de las funciones trigonométricas

Conocidas las derivadas de las funciones seno y coseno, la regla del cociente permite

establecer las de las cuatro funciones trigonométricas restantes.

. l!ll’“ U "«, .\'i’ W w "

3 .¢-‘;T
e H"

TEDREMA 4.9 Derivadas de las funciones trigonométricas

—csc2x

Il

sec2x

Il

d d
T [tan x] = [cot x]

i[sec x] = sec x tan x —d—[csc x] = —csc x cot x
dx dx

obtiene

i[tanx] _ _d_[senx]
dx dx| cos x

(cos x)(cos x) — (senx)(—senx)

cos?x
_cos®x + sen’x
B cos? x
1
© cos?x
= sec?x.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion:

La demostracién de las otras tres partes del teorema se le deja al lector como ejerc!

(vea el ejercicio 87).

Considerando tan = (sen x/cos x) y aplicando la regla del cocienté,

Aplique la regla del cociente:

C
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COMENTARIO Debido
a las identidades trigonométri-
cas, la derivada de una funcién
trigonométrica puede adoptar
diversas formas. Esto complica
la comparacién de las solucio-
nes obtenidas por usted con las
propuestas al final del libro.
r el
|
ite
nte
icio
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"EJEMPLOS

Derivar funciones trigonométricas

* « * *D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Funcién Derivada
d
a. y=x—tanx Ey=1—seczx
b. y = xsecx y’ = x(sec x tan x) + (sec x)(1)

= (sec x)(1 + xtanx)

Diferentes formas de una derivada

Derive ambas formas de

1 — cosx
y=————"=c¢scx — Cotx.
senx
Solucién
. 1 — cosx
Primera forma: y = ————
senx

, _ (senx)(senx) — (1 — cos x)(cos x)
y sen”x

sen®x — cos x + cos? x

sen? x

1 — cosx R

_———E‘—" SCH‘X+COSZX=1
sen” x

Segunda forma: y = cscx — cotx

y’ = —cscxcotx + csc?x

Para demostrar que ambas derivadas son idénticas, escriba

Il —cosx 1 Cos x
sen? x sen®x  sen%x

1 _( 1 )(cosx)
sen?x \senx/\senx

= csc?x — cscx cot x. F

El siguiente resumen muestra que gran parte del trabajo necesario para obtener la
forma simplificada de una derivada se debe hacer después de derivar. Observe que dos
caracteristicas de una forma simplificada son la ausencia de exponentes negativos y el
agrupamiento de términos semejantes.

Funcion Derivada
d
a.y=x—tanx Ey=1—se02x

b. y = xsecx y’ = x(sec x tan x) + (sec x)(1)

= (sec x)(1 + x tan x)
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« « COM AR La segun-
da derivada de la funcién es
la derivada de la primera

derivada de la funcion.

La masa de la Luna es de 7.349 X
102 kg y la de laTierra 5.976 X
10%¢kg. El radio de la Luna es
1737 kmy el de laTierra 6348 km.
Puesto que la fuerza de gravedad
de un planeta es directamente
proporcional a su masa e inversa-
mente proporcional al cuadrado
de su radio, el cociente entre las
fuerzas de gravedad en laTierray
enla Luna es

(5.976 x 1024)/63782 _
(7.349 x 1022)/17372

6.0.

ooooo-n’unsaaaa'oob
« g mem e

TR AT

f T' r LR e n|

Derivadas de orden superior

Asi como al derivar una funcion posici6n usted obtiene una funcion velocidad, al deriyy
esta dltima obtiene una funcién de aceleracién. En otras palabras, la funcién de acelers.
cidn es la segunda derivada de la funcién de posicién.

S([) Funcién posicién
v(t) = s(t)

Funcién velocidad

Funcién aceleracion

La funcién a(t) es 1a segunda derivada de s(f) y se denota como s"(¢).
La segunda derivada es un ejemplo de una derivada de orden superior. Se pueden
definir derivadas de cualquier orden entero positivo. Por ejemplo, la tercera derivada
es la derivada de la segunda derivada. Las derivadas de orden superior se denotan comg
se muestra a continuacion. :

Primera derivada: y’, (), % %[ Fx)], D [y]
, . " d?y d’ 2

Segunda derivada: y”, (%), e dxz[ f)], D2[y]

3 ”n 11/, d3y d3

Tercera derivada: v, (), P 3;[ f)], D[y]
; @ @ dly d* 4

Cuarta derivada: y¥,  f¥(x) e W[ f@],  Diy]

n-ésima derivada: y™,  f®)(x), gx% —d—[ f®),  Dy]

dx”

Determinar la aceleracion de la gravedad

Puesto que la Luna carece de atmdsfera, un obje- o
to que cae en ella no encuentra resistencia del aire.
En 1971, el astronauta David Scott verificé que una 37T
pluma de ave y un martillo caen con la misma velo-

cidad. La funcién de posicién para cada uno de esos 2
objetos es

s(t) = —0.812 + 2 14

s()=-081r2+2

donde s(#) es la altura en metros y ¢ el tiempo en

segundos. ; Cudl es la relacién entre 1a fuerza de gra- } I
vedad de la Tierra respecto a la Luna? ! 2 3
Solucion Para calcular la aceleraci6n, derive dos veces la funcién de posicion.
s(t) = —0.812+ 2 Funcién de posicién
Ly ’(l‘) = —1.62¢ Funcién de velocidad
S”(l) = —1.62 Funcién de aceleracion

2
De esta forma resulta que la aceleracién de la gravedad en la Luna es de —1.62 m/SI-
Puesto que la aceleracién de la gravedad de la Tierra es de 9.8 m/s?, el cociente de 2
fuerza de gravedad de la Tierra respecto a la de la Luna es

Fuerza de gravedad en la Tierra ~ —9.8

—1.62
=~ 60.

Fuerza de gravedad en la Luna

NASA
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4.3 Ejercicios

izar la regla del producto  En los ejercicios 1-6, utilice la
del producto para derivar la funcién.

2.y=03Bx—-4)E*+5)
4. g(s) = V/s(s*> + 8)
6. g(x) = Vxsenx

() = (2 + 3 — 4)
W) = Vil — P

) =x>cosx

I|zar la regla del cociente En los ejercicios 7-12, utilice
la del cociente para derivar la funcion.

x 32 -1
¥ +1 8. 80) = 55
Ix 22
= 10.
X) x3 g f( ) 2\/— £ 1
sen x cos t
x) = —)CZ— ‘ 12. f(t) = —;3—
Determinar y evaluar una derivada En los ejercicios 13-18
ntre f'(x) y f'(c)
uncion Valor de ¢
(3 +40)(Bx2+2x—95) c=0
y=(x2—-3x+2)x>+1) c=2
x2—4
= = 1
x—=3 ¢
x—4
x+ 4 =3
f(x) = xcos x c==Z
4
sen x =
X 6

arla regla del multiplo constante Enlos ejercicios 19-24,
mplete la tabla sin usar la regla del cociente.

_ Funcién original Reescriba Derive  Simplifique

x% + 3x

2 mish A
edela

Reglas del producto, del cociente y derivadas trigonométricas
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consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Encontrar una derivada En los ejercicios 25-38, encuentre
la derivada de la funcién algebraica

3y — 52
259 =1 EEE g6 gy =T EEES
4 2

27, flx) = x(l — T3> 28. f(x) = x4<1 = m)
29, f(x) = 3x\/_;1 30. f(x) = Yx(Vx +3)
31. h(s) = (s* — 2)? 32. h(x) = (x2 + 3)?

1

x
33. flx) = T3
2 1

34, glx) = xz(; g 1>
35. f(x) = 2 + 5x)(x — 3)(x + 2)
36. f(x) = (3 — )2+ 2)x2+x—-1)
37. fix) = xz—i%, C €s una constante
38. flx) = o ii, c es una constante

Encontrar una derivada de una funcion trigonométrica
En los ejercicios 39-54, encuentre la derivada de la funcién tri-

gonométrica.

39. f(t) = t>sent 40. () = (6 + 1) cos 0
a1 () = 2 42. flx) = 2%

43, f(x) = —x + tanx 44. y =x + cotx

45. g(1) = ¥t + 6csct 46. h(x) = i — 12secx
47. y = —3(12;):?") 48. y = %

49. y = —cscx — senx 50. y = xsenx + cos x

51. f(x) = x?tanx

53. y = 2xsenx + x%cos x

52. f(x)
54. h(6) = 50sec § + Otan 6

= S€nx CoS x

HU' Encontrar una derivada usando tecnologia En los ejer-
cicios 55-58, use un programa de célculo para derivar las

funciones.
x+1
55. glx) = ( m 2>(Zx - 5)
56. f(x) = (":;i : 3)(x2 Fxt)
B [’}
57. 5(6) 1 —sené
58, f(g) = —2.
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Evaluar una derivada En los ejercicios 59-62, evaliie la deri-
vada de la funcién en el punto que se indica. Utilice una herra-
mienta de graficacion para verificar su resultado.

Funcion Punto
1+ cscx T
S = 1 —cscx (6’ 3)
60. f(x) = tan x cot x (1,1)
61, hig =224 (m —i>
{4 1y

62. f(x) = senx(senx + cos x) (727, 1)

" Encontrar una ecuacion de la recta tangente En los ejer-
cicios 63-68: (a) encuentre la ecuaciéon de la recta tangente a
la grafica de f en el punto que se indica, (b) utilice una herra-
mienta de graficacion para representar la funcion y su recta
tangente en ese punto, y (c) utilice la funcién derivative para
confirmar los resultados.

63. f(x) = (B3 + 4x — )(x — 2), (1,-4)
64. f(0) = (x — (2 + 4), (1, —5)
65. f(x)=x_T_4, (=5,5)  66. f(x) = g:_z 47

67. f(x) = tanx, (’ZT 1) 68. f(x) = secx, <7§T 2)

Curvas famosas En los ejercicios 69-72, encuentre la ecua-
cion de la recta tangente a la grafica en el punto dado (las cur-
vas de los ejercicios 69 y 70 se conocen como brujas de Agnesi.
Las curvas de los ejercicios 71 y 72 se denominan serpentinas).

69. Y 70. Y

| PR T [ ———>x — ; I -
-4 2 + 2 4 -4 -3 4 2 4
_2__ —2__
71. y - T2 y
3 16x 41
81 f(x) !
B e 7xT sl
~ 2L (54
e 27 (25)
R AR mam RS
(~2.-9)+ = et
Yy f(\)— i
-8+ . é 1

Recta tangente horizontal En los ejercicios 73-76, deter-
mine el (los) punto(s) donde la gréfica tiene tangente hori-
zontal.

2x — 1 b g
73. f(x) = = 74. f(x) = 11
P _x—4
7. () = 6. () = 5=

URRIER AR A

"" B

Den
vaci

77. Rectas tangentes Encuentre las ecuaciones de lag Tectag
tangentes a la gréfica de f(x) = (x + 1)/(x — 1) paralelsg .
la recta 2y + x = 6. A continuacion, dibuje la grifica ge |, y
funcién y las rectas tangentes. (@ d

78. Rectas tangentes Encuentre las ecuaciones de las recty
tangentes a la grafica de f(x) = x/(x — 1) que pasan por ¢
punto (=1, 5). A continuacién, dibuje la gréfica de la funcigy
las rectas tangentes.

ok

Explorar una relacién En los ejercicios 79 y 80, venﬁqu

que f'(x) = g'(x), y explique la relacién que existe entre fy g, el int
yde

3x Sx + 4
79. f(x) = poura glx) = i o
senx — 3x senx + 2x tos
80. fl) = =g =—— ‘enE

X

Evaluar derivadas En los ejercicios 81 y 82, utilice las grifi
cas defy g, siendo p(x) = flx)g(x) y g(x) = f(x)/g(x).

81. (a) Encuentre p'(1).
(b) Encuentre q'(4).

82. (a) Encuentre p’(4).
(b) Encuentre (7).

¥ y
o "y, e
s i/ 8
~ x T
-2 21467 8110 -2 2 4 67 8110

83. Area Lalongitud de un rectangulo estd dada por 6f + 5
su altura es +/7, donde  es el tiempo en segundos y las dimen
siones estdn en centimetros. Encuentre la razén de cambio d
drea respecto al tiempo.

84. Volumen El radio de un cilindro recto circular estd dad
or +/t + 2 y su altura por %\/Z, donde ¢ es el tiempo en ¢
gundos y las dimensiones se encuentran en pulgadas. Encuet

tre la razén de cambio del volumen respecto al tiempo.

85. Reposicion del inventario El costo C de pedido y trans
porte de los elementos utilizados para la fabricacién de un pr
ceso es

200 X
= 100(—+ m 30>, x=>1

donde C se mide en miles de d6lares y x es el tamaio del ped
do, en cientos. Encuentre la razén de cambio de C respecto?
cuando (a) x = 10, (b) x = 15y (c) x = 20. ;Qué 1mphcan et
razones de cambio cuando el tamafio del pedido aumenta?

86. Crecimiento demografico Una poblacién de 500 bac;&
rias se introduce en un cultivo y aumenta de nimero de acl
do con la ecuacién

t
P =
(0 500(1 et zZ)

. y 0al QU
donde ¢ se mide en horas. Calcule la razén de cambi0 al q.
estd creciendo la poblacién cuando t = 2.



Demostracién Demuestre las siguientes reglas de deri-

e -

yacion.

d

“[secx] = secx tanx
2) 7 [sec x]
b d _
®) —[cscx] = —cscx cotx

(0 Lfootx] = —osctx

Razon de cambio  Determine si existe algiin valor de x en
el intervalo [0, 277] tal que las razones de cambio de f{x) = sec x
de g(x) = csc x sean iguales.

odelado de datos La siguiente tabla muestra los gas-
s h (en miles de millones de délares) en cuidado de la salud
 Estados Unidos y la poblacién p (en millones) durante los
0s 2004 a 2009. La ¢ representa el afio, y t = 4 corresponde
2004. (Fuente: U.S. Centers for Medicare & Medicaid Ser-
ces and U.S. Census Bureau.)

1773 v1890 2017 | 2135 | 2234 | 2330

293 | 296 | 299 | 302 | 305 | 307

(a) Utilice una herramienta de graficacién para encontrar los
modelos ciibicos para los gastos en cuidado de la salud
h() y la poblacién p(#).

) Represente graficamente cada uno de los modelos desa-
rrollados al responder el inciso (a).

e
—
(=]

) Encuentre A = h(f)/p(1), para obtener la grafica A. ;Qué
representa esta funcion?

6t +5 (d) Interprete A’(f) en el contexto de estos datos.

Satélites Cuando los satélites exploran la Tierra, solo tie-
nen alcance para una parte de su superficie. Algunos de ellos
cuentan con sensores que pueden medir el dngulo 6 que se
‘muestra en la figura. Si & representa la distancia que hay entre el
- satélite y la superficie de la Tierra y r el radio de esta tltima:

a) Demuestre que 2 = r(csc § — 1).
secto a b) Encuentre la velocidad a la que cambia / con respecto a 6
san estd cuando 6 = 30°. (Suponga que r = 3960 millas.)

T Contrar la segunda derivada En los ejercicios 91-98,
ntre la segunda derivada de la funcion.

F0) = x* + 23 — 32 — x
f(x) = 4x3/2

92, f(x) = 4x° — 2x3 + 5x?
94, f(x) = x* + 3x73

5 al qu Tx-1 96. fx) = x—4
; X) = xsenx 98. f(x) = secx
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Encontrar la derivada de orden superior En los ejercicios
99-102, encuentre la segunda derivada de la funcién

99. f(x) = x2, f"(x)
100. f() = 2 — % 7709

101. f(x) = 2/x, f@(x)
102. fD(x) = 2x + 1, fO(x)

Utilizar relaciones En los ejercicios 103-106, utilice la infor-
macion dada para encontrar f'(2).

g2)=3yg@=-2
h2)=-17y k() =4
103. f(x) = 2g(x) + h(x)
104. f(x) = 4 — h(x)

_ sk
105. f(x) = e

106. f(x) = g(x)h(x)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

107. Trazar una grafica Trace la grafica de una funcién
derivable ftal que f(2) = 0, f’ < 0 para—oo < y < 2
y f'> O para 2 < x < co. Explique su razonamiento.

108. Trazar una grafica Trace la gréfica de una funcién

derivable ftal que f> 0y f* < 0 para todos los nimeros
reales x. Explique su razonamiento.

Identificar graficas En los ejercicios 109-110 se mues-
tran las graficas de f, f' y f” sobre el mismo plano cartesia-
no. Identifique la grafica. Explique su razonamiento. Para
imprimir una copia ampliada de la grafica, visite Mazh-
Graphs.com.

109. y 110. y

Trazar graficas En los ejercicios 111-114, se muestra la gra-
fica de f. Dibuje las graficas de f'y f". Para imprimir una copia
ampliada de la grafica, visite MathGraphs.com.

111. Y 112.
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113. > 114. 7
4 f 41
2 ~
: / 2_\/\
t + X L=
I\ ¥ ————>x
2 2 1+ Z = 3n 2n
- 2 2
-4 =2

115. Aceleracion La velocidad, en m/s, de un objeto es
v(f) =36 — t2

para 0 <1< 6. Calcule su velocidad y su aceleracién cuando ¢
= 3. {Qué puede decir acerca de la rapidez del objeto cuando
la velocidad y aceleracién tienen signos opuestos?

116. Aceleracion La velocidad de un automdvil que parte del
1eposo es

»() 100¢

BESE

donde v se mide en pies porv segundo. Calcule su aceleracién
en (a) 5 segundos, (b) 10 segundos y (c) 20 segundos.

117. Distancia de frenado Al momento de aplicar los frenos,
un vehiculo viaja a 66 pies/s (45 millas por hora). La funcién
de posicién del vehiculo es s(t) = —8.25¢t% + 66¢, donde s
se mide en pies y f en segundos. Utilice esta funcién para
completar la tabla y encontrar la velocidad media durante
cada intervalo.

t 01234
s(r)
v(t)
a(t)

%' (COMO LO VE? En la figura se muestran las gréfi-

cas de las funciones posicién, velocidad y aceleracién
de una particula.

—_—
4 00 o N

-1 4567

(a) Copie las graficas de las funciones. Identifique cada una
de ellas. Explique su razonamiento. Para imprimir

una copia ampliada de la gréfica, visite MathGraphs.
com.

(b) En la ilustracién, identifique cuédndo aumenta y dismi-

nuye la velocidad de la particula. Explique su razona-
miento.

O TER R U
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Determinar un patrén En los ejercicios 119 y 120, desary,.
lle una férmula general para f*)(x), dada f(x).

1

119. f(x) = x" 120. f(x) = <

121. Determinar un patron Considere la funcién f(x) =
g(h(x).
(a) Utilice la regla del producto para elaborar una regla gepe.
ral para encontrar f”(x), f”(x) y f®(x).
(b) Empleando los resultados del inciso (a), redacte una regla
general para f)(x).
122. Determinar un patron Desarrolle una formula genery
para [xf(x)]*, donde f es una funcién derivable de x.

Determinar un patron En los ejercicios 123 y 124, encuentre
las derivadas de la funcion f para n = 1, 2, 3 y 4. Utilice los resul-
tados para elaborar una regla general para f'(x) en términos den,

_ CosX

123. f(x) = x"senx -

124. f(x)

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 125-128, verifi-
que que la funcion satisface la ecuacion diferencial.

Funcién Ecuacion diferencial

125.y=i,x>0 By + 22y =0

126. y = 23 — 6x + 10
127. y =2senx + 3

_y/// — xy” — 2y/ = —24X2
Y+y=3

128. y = 3 cosx + senx y'+y=0
¢Verdadero o falso? En los ejercicios 129-134, determine i
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué
es falso o proporcione un ejemplo que demuestre que lo es.

129. Siy = f(x)g(x), entonces % = f'(x)g’'(x).

a3
130. Siy = (x + 1)(x + 2)(x + 3)(x + 4), entonces Z\CXS =0.

131. Sif(c)y g’(c) son cero y h(x) = f(x)g(x), entonces h'(c) =0

132. Si fix) es un polinomio de n-ésimo grado, entonces
f(n+1)(x) = (.

133. La segunda derivada representa la razén de cambio de 12 pri
mera derivada. '

134. Sila velocidad de un objeto es constante, entonces su acele-
racién es cero.

135. Valor absoluto Calcule la derivada de £(x) = x|} (EXE
te f(0)? (Sugerencia: Vuelva a escribir la funcién como und
funcidn por partes y luego derive cada parte.)

136. Piénselo Sean fy g funciones cuyas respectivas Pﬂmi’:;
y segunda derivadas existen sobre el intervalo . (Cudl de
siguientes formulas es verdadera?

@ fg"—fg= ('~ 1) (O fg"+fg=8)"

o - €S

137. Demostracién Utilice la regla del producto dos Vj: £
para demostrar que sif, g y h son funciones derivables
entonces

d

L1098 = W) + g () + R



, desarrg.
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h'(c) =

entonces

4.4

j¢ 1: y revoluciones por minuto
je 2: u revoluciones por minuto
je 3: x revoluciones por minuto
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La regla de la cadena

“ Encontrar la derivada de una funciéon compuesta por la regla de la cadena.

“ Encontrar la derivada de una funcién por la regla general de la potencia.
Simplificar la derivada de una funcién por técnicas algebraicas.

% Aplicar la regla de la cadena a funciones trigonométricas.

La regla de la cadena

Ahora es tiempo de analizar una de las reglas de derivacién mds potentes, la regla de la
cadena. Esta se aplica a las funciones compuestas y afiade versatilidad a las reglas ana-
lizadas en las dos secciones precedentes. Por ejemplo, al comparar las funciones que se
muestran a continuacién: las de la izquierda se pueden derivar sin la regla de la cadena,
mientras que las de la derecha se derivan mejor con dicha regla.

Sin la regla de la cadena Con la regla de la cadena
y=x*+1 y = J2H+1

y = senx y = sen 6bx

y=3x+2 y=(3x+2)p
y=x+tanx y = x + tan x?

En esencia, la regla de la cadena establece que si y cambia dy/du veces més rapido que u,
mientras que u cambia du/dx veces més rdpido que x, entonces y cambia (dy/du)(du/dx)
veces mds rapido que x.

Derivar una funcion compuesta

Un juego de engranes estd construido, como se muestra en la figura 4.24, de forma que el
segundo y el tercer engranes giran sobre un eje comtn. Cuando gira el primer engrane,
impulsa al segundo y este a su vez al tercero. Sean y, u y x los niimeros de revoluciones
por minuto del primero, segundo y tercer ejes, respectivamente. Encuentre dy/du, du/dx
y dy/dx, y demuestre que

dy _ dy du
dx  du dx

Solucion Puesto que la circunferencia del segundo engranaje es tres veces mayor que
la del primero, el primer eje debe dar tres vueltas para que el segundo complete una: del
mismo modo, el segundo eje debe dar dos vueltas para que el tercero complete una y,
por tanto, se puede escribir
d du
& _ 3 au

= =2
du y dx

Combinando ambos resultados, se sabe que el primer eje debe dar seis vueltas para ha-
cer girar una vez al tercer eje. Por lo que

dy _ Razén de cambio del primer Razén de cambio del segundo
E ~  eje con respecto al segundo " eje con respecto al tercero
_dy du
du dx
=3-2
=6

Razén de cambio del primer
eje con respecto al tercero

En otras palabras, la razén de cambio de y respecto a x es igual al producto de la raz6n
de cambio de y con respecto a 1 multiplicado por el de u con respecto a x.
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Exploracion

Aplicacion de la regla de la
cadena Cada una de las
siguientes funciones se pueden

derivacion estudiadas en las
secciones 4.2 y 4.3. Calcular

la derivada de cada funcién
utilizando dichas reglas. luego
encontrar la derivada utilizando
laregla de la cadena. Comparar
los resultados. ;Cudl de los dos
métodos es mds sencillo?

a. .
3kl

b. (x + 2)°

. sen 2x

derivar utilizando las reglas de |

i

R R )=

+ « COMENTARIO Laforma
alternativa del limite de la
derivada se da al final de
la seccién 4.1.

"'l‘.ﬁwu ¥

LA T LRI R

L

El ejemplo 1 ilustra un caso simple de la regla de la cadena. Su enunciado geﬂera
es el siguiente teorema.

TEOREMA 4.10 Laregla de la cadena

Siy = f(u) es una funcién derivable de u y ademds u = g(x) es una funcién deriva-
ble de x, entonces y = f(g(x)) es una funcién derivable de x y

c_iX dy du
dx  du dx

0, su equivalente

L1 1(a)] = (g ).

Demostracion Sea h(x) = f(g(x)). Usando la forma alternativa de la derivada, nec
sita demostrar que, para x = c,

h'(c) = f(glc))g ().

Un aspecto importante en esta demostracion es el comportamiento de g cuando x tiend
a c. Se presentan dificultades cuando existen valores de x, distintos de c, tales que '

g(x) = g(c).

En el apéndice A se explica como utilizar la derivabilidad de fy g para superar est
problema. Por ahora, suponga que g(x) # g(c) para valores de x distintos de c. En las d
mostraciones de las reglas del producto y del cociente sumé y rest6 una misma cantlda,‘
Ahora recurrird a un truco similar, multiplicar y dividir por una misma cantidad (distin!
de cero). Observe que, como g es derivable, también es continua, por lo que g(x) tiend
a g(¢) cuando x tiende a c.

fglx) — flg(c))

h(c) = E—)Iri P Forma alterna de la derivada
[ 0], 4.
_ o[ flel) = flele)) | glx) — glc)
- | A S
{ fle) — f (8(0))][ gla) — 8(0)]
. glx) — glo) . x—¢

= f(g(c))g (c)
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Al aplicar la regla de la cadena, es dtil considerar que la funcién compuestaf °§
constituida por dos partes: una interior y otra exterior.

Funcién exterior

/N

= gtx) = f@)
\/

Funcién interior

La derivada de y = flu) es la derivada de la funcidn exterior (en la funcién interior !
multiplicada por la derivada de la funcidn interior.

y = fu) - u’



do x tiend
s que

Fogestd

srior U)

dx

R IR )
COMENTARIO Elejem-

~ plo 3 tambi€n se puede resolver

~ sin hacer uso de la regla de la
cadena, si se observa que

y=x543x*+3x2+1

y = 6x5 + 12x3 + 6.

Compruebe que esta derivada
es la misma que la del ejemplo 3.
(Qué método utilizaria para

d (x% + 1)%0?
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EJEMPLO2 Descomponer una funcion compuesta
y =f(gx)) u = g(x) y =flu)

_ 1 _ _1
ay=_"7 u=x+1 Y=,
b. y = sen 2x u=2x y = senu
cy=VIxx-x+1 u=3x2-x+1 y=Ju
d. y = tan’x u = tanx y = u?
 EJEMPLO 3 Aplicar la regla de la cadena
Encuentre dy/dx

y = (x*+ 1)%.

Solucion Para esta funcién, considere que la funcién interior es u = x> + 1 y la
funcién exterior es y = u3. Por medio de la regla de la cadena obtiene

D _ 342 + 1421) = 6xx? + 1)2

dx —
& d ,
du dx ﬂ

La regla general de la potencia

La funcién del ejemplo 3 es uno de los tipos mds comunes de funciones compuestas,
y = [u(x)]". Laregla para derivar estas funciones se llama regla general de la potencia,
y 1o es sino un caso particular de la regla de la cadena.

TEOREMA 4.11 La regla general de la potencia

Siy = [u(x)]", donde u es una funci6n derivable de x y n es un nimero racional,
entonces

D o A 2

0 su equivalente

%[u”] = pu""ly’,

Demostracion Puesto que y = [u(x)]* = u”, aplique la regla de la cadena para ob-
tener

& _ (41)(@)
dx du)\dx
d  odu
= Vi
Por medio de la regla (simple) de la potencia estudiada en la seccién 4.2, tiene

D,[u"] = nu"~ ', y puede deducir que

dy _du

= = pu"

dx dx’

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. |
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La derivadade fesOen x = 0 y no
estd definidaen x = =1.

Figura 4.25

e o o @ @ % © 0 2 8 & O G & O O & O

« « COMENTARIO Intente
derivar la funcién del ejemplo 6
usando la regla del cociente.

El resultado serd el mismo, pero
el método es menos eficien-

te que la regla general de la
potencia.

‘;-\hlhx».lw..‘ll“ | ot

L] Fimh R -

Aplicar la regla general de la potencia

Encuentre la derivada de f(x) = (3x — 2x2)3.
Solucion Seau = 3x — 2x2. Entonces

fix) = (B3x — 223 =43
y, mediante la regla general de la potencia, la derivada es

n w! u

£16) = 3(3x = 26 £ [3x - 247

Aplique la regla general de la potencia.

Derive 3x — 2x2,

=3(3x — 2x%)%(3 — 4x).

Derivar funciones radicales

Encuentre los puntos de la gréifica de

79 = Y@ =17
en los que f'(x) = 0y aquellos en los que f'(x) no existe.
Solucién Reescriba la funcién como

£6) = (62 = 12

Aplique ahora la regla general de las potencias (con u = x> - 1), para obtener

’

r!z u=t u
————
2
J ’(x) = '?;(JC2 - 1)“1/ 3 (2x) Aplique la regla general de las potencias.
i E fi dical
=5 xprese en forma radical.
3Yx7=1

De manera que f'(x) = 0 cuando x = 0 y f'(x) no existe en x = =1, como se muestra
en la figura 4.25.

[> Derive la funcién

=7
gl = PTIESER

Soluciéon Para empezar, reescriba la funcién como
glt) = —7(2t — 3)2

Después, con la regla general de la potencia (con u = 2¢ — 3) se tiene

n T u
=™

g'() = (=7)(-2)(2r - 3)7(2)

——
Regla del
miltiplo constante

= 28(2t — 3)73
28
(2t — 3)%°

Aplique la regla general de la potencia.

Simplifique.

Exprese con exponente positivo.

Derivar cocientes con numeradores constantes

r T. r r-m s nTw-a“q mv L L) nuwuw 7'0" Pp—




ias.

muestra

tes

TECNOLOGIA Las

dados en estos ejemplos.

erramientas de graficacién

on derivacién simbdlica son
apaces de derivar funciones
muy complicadas. No obstante,
uelen presentar el resultado

n forma no simplificada. Si
uenta con una herramienta de
se tipo, dsela para calcular las
derivadas de las funciones de
os ejemplos 7, 8 y 9. Luego
compare los resultados con los
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Simplificacion de derivadas

Los siguientes tres ejemplos ponen de manifiesto algunas técnicas para simplificar las
derivadas de funciones que involucran productos, cocientes y composiciones.

, EJEMPLO 7 Simplificar por factorizacion de la potencia

minima

Calcule la derivada de f(x) = x></1 — x%

Solucion
f (x) = xzm Escriba la funcién original.
= x2(1 — x?)1/2 Reescriba.
f’(x) = x? 'gx‘[(l - x2)1/2] + (1 - x2)1/2 dgx— [xz] Regla del producto

Regla general de la potencia

xZB(l — x2)'1/2(—2x)] + (1 = x)12(2%)

= —x3(1 — x3)~V2 + 2(1 — x?)1/2 Simplifique.
= x(1 = x2)~ Y -x2(1) + 2(1 — x?3)] Factorice.
_x2=3Y -
= —‘——m—z implifique.
v -+ | Simplificar la derivada de un cociente
X .. o
L (x) = m Funcién original
—_— x .
= m Reescriba.
2 1/3 i 2 + -2/3
f ’(x) = (x + 4) (1) (x 2x5_1/43))2(/)3c 4) (2x) Regla del cociente
3(x2 + 4) — (2291
= %()c2 + 4)—2/3[ (x W 1_ 4)(2/3 i )] Factorice.
2+ 12 o
= W Simplifique.

e

Simplificar la derivada de una potencia
Cees D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
_ <3x ~ 1)2
Y x2+3
n ! u
e

,=2(3x—1>i[3x—1]
Y x2+3)de|x*+3

_ [2(3x - 1)][(x2 +3)(3) — (3x - 1)(2x)]

Funcién original

Regla general de la potencia -

Regla del cociente

13 G2+ 37

203x — D(3x* + 9 — 622 + 2) ol
_ (xz n 3)3 Multiplique.
_ 2(3X - 1)(_37‘2 t 2+ 9) Simplifique.

(x2 + 3)?
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Funciones trigonométricas y la regla de la cadena

A continuacion se muestran las “versiones de la regla de la cadena” correspondienteg ,
las derivadas de las funciones trigonométricas:

d%[sen u] = (cos u)u’ d%[cos u] = —(senu)u’
-d—[tan u] = (sec2u)u’ i[cot u] = —(csc? u)u’

dx dx

d , d ,
E[sec u] = (sec u tan u)u a[csc u] = —(csc u cot u)u

Aplicar la regla de la cadena a funciones
trigonométricas

’

u CoS u u
= 0y =y
d
a. y = sen2x y’ = cos ZxE [2x] = (cos 2x)(2) = 2 cos 2x
u —(senu) u’
= N
d

b. y = cos(x — 1) y’ = —sen(x — l)a[x — 1] = —sen(x — 1)

u (sec?u)  u’

N P
c. y = tan 3x y’ = sec? 3x5;[3x] = (sec? 3x)(3) = 3 sec?(3x)

Asegtirese de entender los convenios matemdticos que afectan a los paréntesis y
las funciones trigonométricas. Asi, en el ejemplo 10(a), se escribe sen 2x, que significa
sen (2x).

Paréntesis y funciones trigonométricas

a. y = cos 3x2 = cos(3x?) y’ = (—sen 3x2)(6x) = —6x sen 3x?2

b. y = (cos 3)x? y’ = (cos 3)(2x) = 2xcos 3

c. y = cos(3x)? = cos(9x?) y’ = (—sen 9%x2)(18x) = — 18x sen 9%x?

d. y = cos?x = (cos x)2 y’ = 2(cos x)(—senx) = —2 cos x senx

e. y = ~/cos x = (cos x)'/2 - - 4

I —= = _1/2— = -
y 2(cosx) (—senx) Wy

Para calcular la derivada de una funcién con la forma k(x) = f(g(h(x))), es nece
rio que aplique la regla de la cadena dos veces, como se ilustra en el ejemplo 12.

Aplicacion reiterada de la regla de la cadena

f(t) = sen® 4t Funcién original
= (sen 41)° Reescriba.
d
f/(t) = 3(sen 4t)2 :1; [sen 41‘] Aplique la regla de la cadena por primera vez.
2 d ;
= 3(sen 41)%(cos 4¢) a [41] Aplique la regla de la cadena por segunda vez:
= 3(sen 41)%(cos 4¢)(4)

= 12 sen? 41 cos 4t Simplifique.
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EJEMPLO 13

Recta tangente a una funcion trigonométrica

Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f(x) = 2 senx + cos 2x en
el punto (, 1), como se muestra en la figura 4.26. A continuacién, determine todos los
valores de x sobre el intervalo (0, 277) en los que la gréfica de f tiene una tangente hori-
zontal.
Solucion Comience por encontrar f'(x).
f(x) = 2senx + cos 2x
f/x) = 2cos x + (—sen 2x)(2)

= 2cosx — 2sen2x

Escriba la funcién original.
Aplique la regla de la cadena a cos 2x.

Simplifique.

Para encontrar la ecuacion de la recta tangente en (7, 1), evalie f'(7r).

f'(m)

2 cos m — 2sen 27 Sustituya.

= -2 Pendiente de la grafica en (r, 1)

Ahora utilizando la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta, escriba
y =y =mlx—x)
y—1==2x-m)

y=1-2x+2m.

Forma punto-pendiente
Sustituya y,,m y x;.

Ecuacién de la recta tangente en (77, 1)

Eg y —27—7 De tal modo, f tiene una
mom ST 37 8
626 ' 2 i

Puede determinar que f’(x) = 0 cuando x = %T, g,

tangente horizontal en x =

Esta seccién concluye con un resumen de las reglas de derivacién estudiadas hasta
este momento. Para adquirir mayor practica en derivacion, debe aprender cada regla
con palabras, no con simbolos. Como ayuda para la memorizacién, considere que las
cofunciones (coseno, cotangente y cosecante) tienen un signo menos como parte de sus
derivadas.

' RESUMEN DE REGLAS DE DERIVACION

eglas generales de derivacion

Sean f, g y u funciones derivables de x.

Regla de miiltiplo constante ~ Regla de la suma o de la resta:

el = o Ljeg=frg
Regla del producto: ‘Regla del cociente:

F P : al\f|_sf-fg

LLel=re' +sf diJ e

Regla de la constante: Regla simple de la potencia:

d s d_ n| — -1 i —

dx[c]—O dx[x] nx"~1, dx[x]_ 1

d _ 4 — ec? 4 -

I [senx] = cos x T [tan x] = sec?x pn [sec x] = sec x tan x

d S~ d = i d =

I [cos x] = —senx o [cotx] = —csc?x I [esc x] = —cscxcotx

Regla de la cadena
d ()
L) = f ) u

Regla general de la potencia:

d
a[u"] =nu" " u’
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4.4  Ejercicios

Descomponer una funcion compuesta En los ejercicios
1-6, complete la tabla.

y =f(gk) u =g y = flu)
1. y=(5x— 8)*
2.y = !
i+l
Joy=Jx¥*-17
4, y = 3 tan(mx?)
5.y =csc3x
6. y= sen%

Encontrar la derivada En los ejercicios 7-34, encuentre la
derivada de la funcién.

7.y = (4x — 1) 8. y=>502-x3
9. g(x) = 3(4 — 9x)* 10. f() = (9t + 2)*3
11. f() = /5 — ¢ 12, g(x) = /4 — 3x?
13. y = J6x? + 1 14, f(x) = Vx? —4x + 2
15. y =249 — x2 16. f(x) = J12x -5
1 1
17.y—x_2 18.5(!)—4_5t__t2
1 \2 3
19. 7(t) = (z — 3> 20. y = _(l‘ oy
B, ot By gl — s
T s IR/
23. f(x) = x*(x — 2)* 24. f(x) = x(2x = 5)
25. y =xJ/1 -2 26. y = 3x2/16 — 22
x x
W,y 28, y=———
YT ATl YT x4
x+ 5V 2\
29. gx) = <x2 T 2) 30. A(r) = (t3 " 2)
1 —2v\3 3x2 — 233
31.f(v)—(1+v> 32.g(x)—(2+3>

33, f(x) = (& + 3)° + x)? 34, g(x) = 2+ (2 + 1)

H"' Encontrar una derivada usando fecnologia En los ejer-
cicios 35-40, utilice un sistema algebraico por computadora
para encontrar la derivada de la funcién. Utilice el mismo
mecanismo para representar graficamente la funcién y su
derivada en el mismo plano cartesiano. Describa el compor-
tamiento de la funcién que corresponde a cualquier cero de la
grafica de la derivada.

- Jx+1 2x
33'y_xz+l il 3 x+1
x+1
37.y:,/‘\_ 38, gt) = Jr—1+/x+1
Sels O
39, y=ﬂﬂ-‘\— 40. yzxztan%

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

" P v 1 I "p oW RR AR AT e

Pendiente de una recta tangente En los ejercicios 41y 4y
calcule la pendiente de la recta tangente a la funcion seno en ¢
origen. Compare este valor con el niimero de ciclos completgs
en el intervalo [0, 277]. ;Cudl es su conclusion respecto a la pen-
diente de una funcion sen ax en el origen?

41. (a) 7 (b)) Y
2 Vy =senx 2+ 1y
14+ /A~ 7 147
I —p—>x - %
z ’1\/2'” [l N T 2
/+ 2 ‘_’:‘__ D)
-2+ 24
2.@ 7 ® -
2+ y=sen3x a1 y=sen= ‘
1 4 i
1 x 7 f f } T x
/ n 2n x m 3m 2n
T -1+ 2 2
-2 gk

Encontrar la derivada En los ejercicios 43-64, encuentre la
derivada de la funcion.

43. y = cos 4x 44. y = senmx

45. g(x) = 5tan3x 46. h(x) = sec x?

47. y = sen(mx)? 48. y = cos(1 — 2x)?

49. h(x) = sen 2x cos 2x 50. g(6) = sec(26) tan(36)
areSE e

53. y = 4sec’x 54. g(t) = 5 cos? mt

55. f() = tan? 56 56. g(6) = cos? 86

57. f(6) = $sen226 58. h(t) = 2 cot®(mt + 2)

59. f(z) = 3 secX(mt — 1) 60. y = 3x — 5 cos(mx)?

61. y = /x + § sen(2x)? 62. y = sen ¥/x + Jsenx
63. y = sen(tan 2x) 64. y = cos~/sen(tan 7x)

Evaluar una derivada En los ejercicios 65-72, encuentr¢ ¥
evaliie la derivada de la funcién en el punto indicado. Utilic®
una herramienta de graficacién para verificar los resultados:

65. y= V8, (1,3) 66.y=3+4x 22
5 1 :
67. 1) = >, (—2, —5)

68. f(x) = p%{g)‘ (4’ T16>

3t+ 2
69. f) = ——"

(0.-2)

71. y =26 —sec34x, (0,25) 72.y:1+ﬁ6?x, (5»;}
X



Encontrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer-
cios 73-80: (a) encuentre la ecuacion de la recta tangente a la
4fica de f en el punto que se indica, (b) utilice una herramien-
ta de graficacion para representar la funcion y la recta tangente
ese punto y (c) verifique los resultados empleando la funcién

4
| Zn :i rivative de su herramienta de graficacién.
letos 7B f0) = VZE— 7, (4,5) T4 f() = /TS, (2,2)
 pen- :

<y=idr + 3P (-L.1) 76. f(x) = (9 — x?)?3, (1,4)

78. y = cos 3x, (E ﬁ)

. f(x) = sen 2x, (m,0) e~

. fx) = tan®x, (%T 1) 80. y = 2 tan’x, (% 2)

Curvas famosas En los ejercicios 81 y 82, encuentre la ecua-
6n de la recta tangente a la grafica del punto dado. Después

ilice una herramienta de graficacién para dibujar la funcion
su recta tangente en la misma ventana.

81. Mitad superior del circulo ~ 82. Curva nariz de bala

f)= L] =
y

Y =x

8 4+
64/ ¥k

G4 gl
2+ By ()
! I R ! X

. Recta tangente horizontal Determine el (los) punto(s)
en el intervalo (0, 277) en los que la gréfica de

re la

f(x) = 2 cosx + sen 2x

tiene una tangente horizontal.

. Recta tangente horizontal Determine el (los) punto(s) en
los que la grifica de

—
2x—1

~ tiene una tangente horizontal

eterminar una segunda derivada En los ejercicios 85-90,
cuentre la segunda derivada de la funcién.
S, flx) = 5(2 — 7x)* 86. f(x) = 6(x> + 4)°

1 8
88. f(x) = (x——2—)3

90. f(x) = sec?mx

Valuar una segunda derivada En los ejercicios 91-94,
aliie la segunda derivada de la funcién en el punto dado.

tilice una herramienta de graficacién para verificar los re-
Itados

L k) = Se+ 1%, (1) 92 10 = 5= (0.3

94. g(r) = tan 2t, <7€T, \/§>

3. f(x) = cos % (0, 1)
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DESARROLLO DE CONCEPTOS

Identificar graficas En los ejercicios 95-98, se muestran
las graficas de una funcién f'y su derivada f'. Clasifique las
graficas segin correspondan a f o f’ y escriba en un bre-
ve parrafo los criterios que utilizé para hacer la seleccién.
Para imprimir una copia ampliada de la grafica, visite
MathGraphs.com.

9s. Y 96. Y

I
w
f
J 5 b i
A L [
{ e A |

97. Y 98. Y

-2
=3
-4

()
=
U
N~
~
] |
llll]:llf
.
=

Describir la relacion En los ejercicios 99 y 100 se da la
relacién que existe entre f y g. Explique la relacion entre
fyg.

99. g(x) = f(3x) 100. g(x) = f(x?)

101. Piénselo La tabla muestra algunos valores de la derivada
de una funcién desconocida f. Complete la tabla encontrando,
si es posible, la derivada de cada una de las siguientes trans-
formaciones de f.

(a) glx) = f(x) — 2
(b) h(x) =2 f(x)
(©) rlx) = f(=3x)
(@) sx) = flx +2)

x -2|(=-1|0 | 1|23
f'& | 4
g’ ()
h'(x)
r'(x)
s'(x)

W
|
Wi
|
—
|
38}
|
N

102. Usar relaciones Dado que g(5)=—3,g’(5)=6, h(5) =3
y h'(5) = —2, encuentre f'(5) si es posible para cada una
de las siguientes funciones. Si no es posible, establezca la
informacién adicional que se requiere.

(@) f(x) = g(x)h(x) (b) f(x) = g(h(x))

© £() = % @ £ = [0
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Calcular derivadas En los ejercicios 103 y 104, se muestran
las graficas de f y g. Sea h(x) = f(g(x)) y s(x) = g( f(x)).
Calcule las derivadas, si es que existen. Si las derivadas no exis-
ten, explique por qué.
103. (a) Encuentre 1 (1).
(b) Encuentre s'(5).

104. (a) Encuentre A'(3).
(b) Encuentre s’(9).

y y

410 e 10 i
T 2 " 1
ik :

; < E 4 i ¢

. g i

X b1
i b e 810 9 i At G 8510

105. Efecto Doppler La frecuencia F de la sirena de un carro
de bomberos oida por un observador en reposo estd dada por

_ 132,400

331l = v

donde *v representa la velocidad del carro de bomberos (ob-
serve la figura). Calcule la razén de cambio de F respecto de v
cuando

(a) el carro se acerca a una velocidad de 30 m/s (use — v).
(b) el carro se aleja a una velocidad de 30 m/s (use + v).

o 132400 o 132400

T 3314y = 33T =y
X

K
SO\

106. Movimiento armoénico El desplazamiento de su posi-
cién de equilibrio para un objeto en movimiento arménico
situado al extremo de un resorte es

1 1
y = 308 12¢ = 2 Sen 12¢

donde y se mide en pies y ¢ en segundos. Determine la posi-
cién y la velocidad del objeto cuando ¢ = /8

107. Péndulo Un péndulo de 15 cm se mueve segin la ecua-
ciéon 6 = 0.2 cos 8¢, donde 6 es el desplazamiento angular de
la vertical en radiantes y ¢ es el tiempo en segundos. Calcule
el maximo desplazamiento angular y la razén de cambio de 0
cuando ¢ = 3 segundos.

108. Movimiento ondulatorio Una boya oscila con movi-
miento arménico simple dado por y = A cos wt, mientras las
olas pasan por ella. La boya se mueve verticalmente, desde
el punto mds bajo hasta el mds alto, un total de 3.5 pies. Cada
10 segundos regresa a su punto de maxima altura.

(a) Escriba una ecuacion que explique el movimiento de esa
boya si estd en su madxima altura cuando ¢ = 0.

(b) Calcule la velocidad de la boya en funcién de +.

™ 109. Modelar datos En la siguiente tabla se muestra Ja fem.

o

x | "ll LR R R B LR AR AL R

11
peratura mdxima promedio (en grados Fahrenheit) correg. El
pondiente a la ciudad de Chicago, Illinois. (Fuente: Nationg) se!
Oceanic and Atmospheric Administration)

N:

Mes Ene | Feb | Mar | Abr
En
Temperatura | 29.6 | 34.7 | 46.1 | 58.0 raz
de.
cuz
Mes May | Jun Jul | Ago )
Temperatura | 69.9 | 792 | 83.5 | 812 E?))
cor
Mes Sep | Oct | Nov | Dic
Temperatura | 739 | 62.1 | 47.1 | 344

(a) Utilice una herramienta de graficacion para representar De
los datos y encontrar un modelo para esos datos con la’ pué
forma cua
T() = a + bsen(ct — d) @

donde T es la temperatura y ¢ el tiempo en meses, con ¢ = |
correspondiente al mes de enero.

(b) Represente el modelo en la herramienta de graficacién,
(Ajusta bien a los datos?

(c) Encuentre T" y utilice la herramienta de graficacion para
representar la derivada.

(d) Con base en la grifica de la derivada, ;cudndo cambia
la temperatura de manera més rdpida? ;Y mds lenta’
(Coinciden las respuestas con las observaciones experi-
mentales? Explique su respuesta.

; :COMO LO VE? El costo C (en délares) de
’ produccién de x unidades de un articulo es C =
60x + 1350. Durante una semana, la gerencia
observd que el nimero de x unidades producidas a
lo largo de t horas puede ser modelado por la gréfic
porx = —1.63 + 192 — 0.5t — 1. En la grifica s
muestra el costo C en términos del tiempo £.

Costo de produccién del producto
C

25,000

20,000

15,000

10,000 -+ - /
5000 :

Costo (en dblares)

Tiempo (en horas)

() Utilice la grifica, ;cudl es mayor, la velocidad qe cart
bio del costo después de 1 hora, o la velocidad
cambio de costo después de 4 horas?

(b) Explique por qué la funcién de costo no se increme
con una razén constante durante el turno de 8 hord
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Encuentre las
razones de cambio
- de N con respecto a ¢
cuando (a) t = 0,
- t=10)t=2,
- dt=3yle)t=4
-~ (f) (Qué puede
~ concluir?

representar
atos con Ja - pués de su adquisicion es inversamente proporcional a la raiz
: cuadrada ¢ + 1. El valor inicial de la mdquina es de $10,000.
(a) Escriba V como una funcion de t.

(b) Encuentre la razén de la depreciacién cuando t = 1.

c) Encuentre la razén de la depreciacién cuando 1 = 3.

Basqueda de un patrén  Sea f(x) = sen Bx, donde B es
. una constante.

~ (a) Calcule las cuatro primeras derivadas de la funcién.
(b Verifique que la funcién y su segunda derivada satisfacen
la ecuacién f”(x) + B2f(x) = 0.

- (¢) Utilice los resultados del inciso (a) para desarrollar
~ férmulas generales para las derivadas de orden par e im-
par f@¥(x) y f@*=1(x). [Sugerencia: (-1)* es positivo
s k es par y negativo si k es impar.]

4. Conjetura Sea funa funcién derivable de periodo p.

(a) ;La funcién f” es periédica? Verifique su respuesta.

(b) Considere la funcién g(x) = f(2x), ¢la funcién g’(x) es
periédica? Verifique su respuesta.

1S. Piénselo Sean r(x) = f(g(x) y s(x) = g(f(x)), donde f
y & se muestran en la figura adjunta. Calcule (a) r'(1) y
(b) s'(4).

y
sl 27,
4 S
3L 24 /6,5
SRRy
] \ l/l ......
—— >
11234567

(a) Encuentre la derivada de g(x) = sen?x + cos? x de dos
maneras distintas.

(b) Para f(x) = sec?x y g(x) = tan®x, demuestre que

') =g’ (x).
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117. Funciones par e impar
(a) Demuestre que la derivada de una funcién impar es par.
Esto es, si f(—x) = —f(x), entonces f(—x) = f/(x).
(b) Demuestre que la derivada de una funcién par es impar.
Es decir, si f(—x) = f(x), entonces f(—x) = —f/(x).
118. Demostracion Sea u una funcién derivable de x. Consi-
dere que |u| = /u para demostrar que
d

EUHH = u'm,

Usar el valor absoluto En los ejercicios 119-122, utilice el
resultado del ejercicio 118 para encontrar la derivada de la
funcién.

119. g(x) = [3x — 5|
121. A(x) = |x| cos x

u#0.

120. £(x) = |x2 — 9|
122. f(x) = |senx]

"M Aproximaciones lineal y cuadratica Las aproximaciones

lineal y cuadratica de una funciéon f en x = a son
Py(x) = f@)(x - a) + f(a) y
Pyx) = 3 f(@)x = a)* + f(a@)(x — a) + f(a).

En los ejercicios 123 y 124: (a) calcule las aproximaciones lineal y
cuadrética de f que se especifican, (b) utilice una herramienta de
graficacion para representar f'y sus aproximaciones, (c) determi-
ne cuél de las dos, P; o P,, es mej or aproximacion y (d) establezca
c6émo varia la precision a medida que se aleja de x = a.

123. f(x) = tanx; a = jf 124. f(x) = secx; a =

SNE

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 125-128, determine si
el enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
proporcione un ejemplo que demuestre que lo es.

125. Sl p= (l — x)l/z’ entonces y’ = %(1 =, x)—l/Z.
126. Si f(x) = sen?(2x), entonces f/(x) = 2(sen 2x)(cos 2x).

127. Siy es una funcién derivable de u, y u es una funcién deriva-
ble de x, entonces y es una funcion derivable de x.

128. Siyes una funcién derivable de u, u es una funcién derivable
de vy v es una funcién derivable de x, entonces:
dy _dydudy
dx  dudvdx’

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

129. Sea f(x)=a, senx+a,sen2x+- - -+a, sen nx,donde |
a, a,, . . ., a, son nimeros reales y n es un nimero en-
tero positivo. Dado que | f(x)| < |sen x], para todo x real,
demuestre que |a; + 2a, + - - - + na,| < 1.

130. Sea k un nimero entero positivo fijo. La n-ésima derivada

P
pr 1_ 1 tiene la forma ()c—"f(_)lc;T*—‘ donde P,(x) es un

polinomio. Encuentre P,(1).

de

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Compe-
tition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

Tischenko Irina/Shutterstock.com
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4.5 Derivacion implicita

| Distinguir entre funciones explicitas e implicitas.
“t Hallar la derivada de una funcién por derivaciéon implicita.

Funciones explicitas e implicitas

Hasta este punto, la mayoria de las funciones estudiadas en el texto se enunciaron de
forma explicita. Por ejemplo, en la ecuacién y = 3x* — 5, la variable y estd escrity
explicitamente como funcién de x. Sin embargo, algunas funciones solo se enuncian de
manera implicita en una ecuacién. Por ejemplo, la funcién y = 1/x estd definida impli.
citamente por la ecuacién

xy = 1. Forma implicita

Para hallar dy/dx para esta ecuacion, puede escribir y como funcién explicita de x y
luego derivar.

Forma implicita Forma explicita  Derivada

_ L @ _
Al Y=y~ dx x2

NIOE S
Esta estrategia funciona siempre que pueda resolver para la funcién de forma explicita.
Sin embargo, no puede utilizar este procedimiento cuando no puede resolver para yen
funcién de x. Por ejemplo, ;c6mo encuentra dy/dx para la ecuacién

2 =23+ 4y =27

resulta muy dificil despejar y como funcién explicita de x. Para hallar dy/dx debe usar
la llamada derivacién implicita.

Para comprender cémo hallar dy/dx implicitamente, es preciso que tenga en cuenta
que la derivacién se efecttia con respecto a x. Esto quiere decir que cuando tenga qué
derivar términos que solo contienen a x, la derivacién serd la habitual. Sin embargo,
cuando haya que derivar un término donde aparezca y, serd necesario aplicar la regla.
de la cadena, ya que estd suponiendo que y estd definida implicitamente como funcién
derivable de x.

Derivar respecto de x

d
dx

['\.3] = 32 Las variables‘coinciden: use la regla simple
\ de las potencias.

Las variables coinciden
i "t
e N

b i[\g] = 3y2 @ Las variables no coinciden: use la regla
S dx ™ Y dx de la cadena.
N

Las variables no coinciden

4 - dy it o
c. i [x+3y]=1+ 3(1'.1' Regla de la cadena: (T\[?\] =3y
d d d
d. a[xyz] =X dx[yz] + yz-(-{;[x] Regla del producto
d
= x<2y—y> + y2(1) Regla de la cadena
dx
d
= nyl + y? Simplifique.

dx
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Derivacion implicita

ESTRATEGIAS PARA LA DERIVACION IMPLICITA

1. Derive ambos lados de la ecuacidn respecto de x.

2. Agrupe todos los términos en que aparezca dy/dx en el lado izquierdo de la
ecuacion y pase todos los demds a la derecha.

3. Factorice dy/dx del lado izquierdo de la ecuacién.
4. Despeje dy/dx.

Observe que en el ejemplo 2 la derivacién implicita puede producir una expresion
para dy/dx en la que aparezcan ala vez x y y.

FSEEGE  Derivacion implicita

Encuentre y3 + y2 — 5y — x2 = —4,
Solucion

1. Derive los dos miembros de la ecuacién respecto de x.
_d._ 3 2 — — i -
Pty =Sy -2 = 4]

21+ S50 - L15] - S o) = £1-4]

3ij+2d L

Yar g ZT0

2. Agrupe los términos con dy/dx en la parte izquierda y pase todos los demds al lado
derecho.

dy dy dy
2 2=
Bydx+2dx de 2x

3. Factorice dy/dx en la parte izquierda.

ay@yz +2y -5 =2
4. Despeje dy/dx dividiendo entre (3y* + 2y - 5).
dy 2x

dx  3y*+2y-5

e

Para ver cdmo usar la derivacién implicita, considere la grafica de la figura 4.27.
En ella puede observar que y no es una funcién de x. A pesar de ello, la derivada deter-
minada en el ejemplo 2 proporciona una férmula para la pendiente de la recta tangente
en un punto de esta gréifica. Debajo de la grafica se muestran las pendientes en varios
puntos de la gréfica.

D TECNOLOGIA Con la mayoria de las herramientas de graficacién es fécil

e @ ¢ 8 ® @ & 0 @ o

representar una ecuacién que exprese de manera explicita a y en funcién de x. Por el
contrario, representar las graficas asociadas a otras ecuaciones requiere cierto ingenio.
Por ejemplo, tratar de representar la grafica de la ecuacién empleada en el ejemplo 2
configurando la herramienta de graficacién en modo parameétrico, a fin de elabo-

rar la grafica de las representaciones paramétricas x = /1> + 1> — 5t + 4,y = 1,y
x=—=J+1*=5t+4,y=t para—5 <t < 5. ;Cémo se compara el resultado
con la grafica que se muestra en la figura 4.277
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|22+ y2=0
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(a)
y — - E——
l\ =1 —xzj

(b)

‘y=—\/1—x.

(0)

Algunos segmentos de curva pueden
representarse por medio de funciones
derivables.

Figura 4.28

Figura 4.29

< o>

+++* COMENTARIO Para observar las ventajas de la derivacién implicita, intente

s i
| AR

- Vi Vi 3 “»rd Y- -'u r A A

.T“'.."‘ .“Y' | BRIRO J ""H"'!"W!" L ]

En una ecuacién que no tiene puntos solucién, por ejemplo x> + y2 = —4 ng tiené
sentido despejar dy/dx. Sin embargo, si una porcién de una gréfica puede representarse
mediante una funcién derivable dy/dx tendrd sentido como pendiente en cada pupg,
de esa porcién. Recuerde que una funci6n no es derivable en () los puntos con tangepge
vertical y (b) los puntos en los que la funcién no es continua.

Graficas y funciones derivables

Si es posible, represente y como una funcién derivable de x.

a. x> +y2=0 b. x2+y2=1 c.x+y?=1

Solucion

a. La gréfica de esta ecuacién se compone de solo un punto. Por tanto, no define y
como funcién derivable de x. Vea la figura 4.28(a).

b. La gréfica de esta ecuacidn es la circunferencia unitaria, centrada en (0, 0). La
semicircunferencia superior estd dada por la funcién derivable

y=1—x —-1<x<1

y la semicircunferencia inferior por la funcién derivable
y=—Jl—x?, —l<x<l.
En los vpuntos (-1,0) y (1, 0), la pendiente no estd definida. Vea la figura 4.28(b). :

c. La mitad superior de esta pardbola estd dada por la funcién derivable.

y=+V1l—-x x<1
y la inferior por la funcién derivable
y=—J1—2x x<1,

En el punto (1, 0) la pendiente no estd definida. Vea la figura 4.28(c).

Calcular la pendiente de una grafica implicita

« +++> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Calcule la pendiente de la recta tangente a la grifica de x> + 4y? = 4 en el punt0
(v2, —1/4/2). Vea la figura 4.29. ’

Solucién
X2+ 4y = Ecuaci6n original
dy ‘
2x+8—==0 Derive respecto de x.
dx
dy —2x D Sy sl dy
= = espeje términos con —~.
dx 8y = dx
—X
= Simplifique.
4y

Evaltie (ﬁ, - l/ﬁ), cuando
dy _ -2 1

dy 1
S S Evalie — cuando x = JZ )= e
v —4/J/2 2 dr T

rehacer el ejemplo 4 manejando la funcién explicita y = -—%\/ 4 = x=,
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 EJEMPLO

Calcular la pendiente de una grafica implicita
Calcule la pendiente de la grafica de

3(x2 + y%)? = 100xy
en el punto (3, 1).

Solucion

2 (302 + 7] = <[100]

32)(2 + yz)(Zx . Zy%) s 100[;% . y(l)]

dy dy
2 2 — — — — 2 + 2
12y(x2 + y?) 100x 100y — 12x(x% + y?)

[12y(x2 + y?) — IOOX]% = 100y — 12x(x2 + y?)

dy 100y — 12¢(x + y?)
dx  —100x + 12y(x? + y?)
_ 25y — 3x(x® + 3%

T =25x + 3y(x2 + y?)

En el punto (3, 1), la pendiente de la gréfica es

dy _ 25(1) —3(3)@+1) _ 25-90 _-65_13
dr —253) +3()3 +12) -75+30 —45 9

como muestra la figura 4.30. Esta gréfica se denomina lemniscata.

Determinar una funcion derivable

173

Encuentre dy/dx implicitamente para la ecuacién sen y = x. A continuacion, determine
el mayor intervalo de la forma -a < y < a en el que y es una funcién derivable de x (vea

la figura 4.31).
Solucion

2 fseny] = 1]

cosy%=l
y_ 1
dx cosy

El intervalo mds grande cercano al origen en el que y es derivable respecto de x es
—m/2 <y < /2. Para verlo, observe que cos y es positivo en ese intervalo y 0 en sus
extremos. Si se restringe a ese intervalo — /2 < y < /2, es posible escribir dy/dx

explicitamente como funcién de x. Para ello, puede utilizar

cosy = /1 —sen?y

= V1 -2, —7—2-T<y<g
y concluir que
dy_ 1
dx  J1-—x¥

Mas adelante estudiard este ejemplo cuando se definan las funciones trigonométricas

inversas en la seccién 4.6.

o]
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ISAAC BARROW

(1630-1677)

La grafica de la figura 4.32 se
conoce como la curva kappa
debido a su semejanza con la letra
griega kappa, k. La solucién general
para la recta tangente a esta curva
fue descubierta por el matematico
inglés Isaac Barrow. Newton

fue su alumno y con frecuencia
intercambiaron correspondencia
relacionada con su trabajo en el
entonces incipiente desarrollo del
célculo.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mds de esta biografia.

(

14 {2+ yY) =y?
i - W

v/
A

'
1
'
1
|
1
1
1
1
|
T
'
[
|
|
1
|
!
1
1

La curva kappa.
Figura 4.32
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Al usar la derivacién implicita, con frecuencia es posible simplificar la forma de ,
derivada (como en el ejemplo 6) utilizando de manera apropiada la ecuacion original, §s
puede emplear una técnica semejante para encontrar y simplificar las derivadas de ordey
superior obtenidas de forma implicita.

Calcular la segunda derivada implicita

2

Dada x? + y? = 25, encuentre d—é]

Solucion Derivando ambos términos respecto de x obtiene

d
2x + 2yd—i= 0
2y%= =2%
dyz—-_2£
dx 2y
=
=5

Derivando por segunda vez respecto de x obtiene
dy _ 1) - Wdy/dv)
2

Regla del cociente

dx? y
= —y—_‘(‘x‘)(—ﬂ Sustitu a*i ara &
y2 Yy ¥ para = .

y:+ -

T Simplifique.

B

25 ) ; L

= -3 Sustituya 25 para x* + y*.
b

Recta tangente a una grafica

Encuentre la recta tangente a la gréfica dada por x*(x? + y?) = y? en el punto
(\/5/2, \/5/2), como se muestra en la figura 4.32.

Solucion Reescribiendo y derivando implicitamente, resulta
x4+x2y2_y2=0

4x3 + x2(2y%> + 2xy% — 2y @ 0

dx
2 dy _ 2 42
2y(x% — 1)5 = —2x(2x% + y?)
dy _ x(2 +y?)
dx  y(1 - x?)

En el punto (ﬁ/ 2,2/ 2), la pendiente es

dy _ (V2/2)20/2) + (/2] _3/2 _
de  (V2/2)1 - (1/2)] 1/2

y la ecuacidn de la recta tangente en ese punto es

2y, 4
y— Y5 =3l -5

2 2
y=3x—\/§.

The Granger Collection, New YORK
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.
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contrar la derivada En los ejercicios 1-16, encuentre
Jdx por medio de la derivacién implicita.

2.x2—-y*=25

4, 2x3 + 3y3 = 64

6. x%y + yx = =2

8. Vxy=xy+1
10. 4 cos xseny = 1
12. (sen 7x + cos my)? = 2

éenx =x(1 + tany) 14. coty=x—1y

16. x = se:cl
b

ontrar derivadas implicitas y explicitas En los ejer-
s 17-20: (a) encuentre dos funciones explicitas despejando y
érminos de x, (b) construya la gréfica de la ecuacién y cla-
ue las partes dadas por las respectivas funciones explicitas,
;grive las funciones explicitas y (d) encuentre implicitamente
y demuestre que el resultado es equivalente al del inciso (c).
18. 25x% + 36y2 = 300

16y — x2 =16

+y2—4x+6y+9=0

cular y evaluar una derivada En los ejercicios 21-28, en-
e dy/dx por medio de la derivacién implicita y calcule la
ada en el punto indicado.
x=6 (-6-1)
_¥-49
X2+ 49’
G+yP=x+y, (-1,1)
ty=6y-1, (2,3)

2.9 -x2=4, (2,2

(7,0) 24, x?3 +y?3 =35, (8,1)

an(x +y) =x, (0,0) 28. xcosy =1, (2;—7)

s famosas En los ejercicios 29-32, calcule la pendiente
4 recta tangente a la grafica en el punto propuesto.

Tuja de Agnesi: 30. Cisoide:
4 -xpy?=x
Punto: (2, 1) Punto: (2,2)
‘ y y
3 j— b 2
1= :
e
2 03 !
_] - :
- l;
!— 1

31. Bifolio:

32. Folio de Descartes:
(x2 + y2)2 = 4x2y X+y —6xy=0
48
Punto: (1, 1) Punto: (5,3)
y y
!
2

1_...

Curvas famosas En los ejercicios 33-40, encuentre la ecua-
cion de la recta tangente a la gréfica en el punto dado.

33. Parabola 34. Circunferencia

(y=3P=4(x-5)| (424 (y-3P=37
P A gl 1

35. Hipérbola rotada 36. Elipse rotada

x> = 6+/3xy +13y> - 16 =0\‘

37. Cruciforme 38. Astroide
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39. Lemniscata 40. Curva kappa

(a) Utilice la derivacién implicita para er:contrar la ecuacién Hd Trayectorias ortogonales En los ejercicios 59-62, util

Y2 +yY) =27
i} 5
6+ 3+
T @ 2Ta,
ZT -+
ot ) e
-6 ik 6 -3-2 /N2 3
44+ -2
-6+ -3+
41. Elipse
-
de la recta tangente a la ehpsez + T len(1,2).
(b) Demuestre que la ecuacién de la recta tangente a la elipse
2
X Y _ XoX | oY _
—(1_2+ﬁ_ len(xo,yo)eS?'Fﬁ— .

42. Hipérbola

(a) Utilice la derivacién implicita para encontrar la ecuacién

B 2
de larecta tangente ala hipérbola% — 28— =len(3,-2).
(b) Demuestre que la ecuacién de la recta tangente a la hipér-
bola
2y XX Yoy
ETg s len(xo,yo)es%—ﬁ= L.

Determinar una funcion diferenciable En los ejercicios
43 y 44, calcule dy/dx de manera implicita y encuentre el ma-
yor intervalo con la forma—a <y <ao 0 <y <atalquey
sea una funcion derivable de x. Exprese dy/dx en funcién de x.
43. tany = x 44. cosy = x

Encontrar la segunda derivada En los ejercicios 45-50,
encuentre d*y/dx* en términos de x y y.

45. x2+y* =4 46. x*y —4x =5
47. x* —y* =36 48. xy — 1 =2x + y?
49. y2 = x3 50. y3 = 4x

H’ Encontrar una ecuacién de una recta tangente En los
ejercicios 51 y 52, use una herramienta de graficacién para re-
presentar la ecuacion. Encuentre la ecuacién de la recta tan-
gente en la grafica obtenida en el punto y la grifica en la recta

tangente.
2o X1, 5
52. y : < s

51. Jx+ Sy =35, (9,4)

HV Rectas tangentes y rectas normales En los ejercicios 53
y 54, encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal
a la circunferencia en el punto indicado (la recta normal en un
punto es perpendicular a la tangente en ese punto). Utilice una
herramienta de graficacion para representar la ecuacion, la
recta tangente y la normal.

53. x2+y2=25
(4,3),(=3,4)

54. x2 + y2 = 36

(6.0), (5, V/11)

Pl?' Trayectorias ortogonales En los ejercicios 63 y 64, verifique

55. Rectas normales Demuestre que la recta normal 5 cual.
quier punto de la circunferencia x* + y* = r* pasa por ¢] oy
gen. ,

56. Circulos Dos circunferencias de radio 4 son tangentes
grafica de y? = 4x en el punto (1, 2). Encuentre las ecuaciopy
de esas dos circunferencias.

Recta tangente horizontal y vertical En los ejercicios 57 ¥
58, localice los puntos en los que la grafica de la ecuacién tiepe
recta tangente horizontal o vertical. :

57. 25x% + 16y% + 200x — 160y + 400 = 0
58. 4x2+y2—8x+4y+4=0

herramienta de graficacion para representar las ecuaciones
demostrar que en sus intersecciones son ortogonales. (Dos gr
ficas son orfogonales en un punto de interseccion si sus rec|
tangentes en ese punto son perpendiculares entre si.) 5

59. 2x2+y2=6 60. y2 = x*
y?=4x 22+ 3y2=5

6l.x+y=0 62. x> =3(y—1)
x =seny x(3y —29)=3

que las dos familias de curvas son ortogonales, siendo C y K
niimeros reales. Utilice una herramienta de graficacién para
representar ambas familias con dos valores de C y dos valo
de K.

63. xy=C, x?—y>=K 64.x>+y2=C? y=Kx 3

DESARROLLO DE CONCEPTOS

65. Funciones explicitas e implicitas Describa la dife-
rencia que existe entre la forma explicita de una ecuacion
y una ecuacién implicita. Elabore un ejemplo de cada un

66. Derivacion implicita Con sus propias palabras, este- |
blezca las estrategias a seguir en la derivacién implicita.

67. Trayectorias ortogonales En la siguiente figura se mu
tra un mapa topografico realizado por un grupo de excursio
nistas. Ellos se encuentran en el drea boscosa qué estd C“a
parte superior de la colina que se muestra en el mapay deciden
seguir la ruta de descenso menos empinada (trayectorias ort0-
gonales a los contornos del mapa). Dibuje la ruta que debet
seguir si parten desde el punto A y si lo hacen desde el punto
Si su objetivo es llegar a la carretera que pasa por la parte Supe;
rior del mapa, cuél de esos puntos de partida deben utilizar




normal a

L 4 ? .y Z
yasa por ¢l g ¢COMO LO VE? Utilice la gréfica para contestar las

preguntas.

tangentes a
las ecuaciop

9y2 427y + 5= 47_}
e

ejercicios 57
cuacion tiene

(a) (Qué es mayor, la pendiente de la recta tangente en
x V 3 oenlapendiente de la recta tangente enx V 17

~ (b) Calcule el (los) punto(s) donde la grafica tiene una tan-
~ gente vertical.

) Estime el (los) punto(s) donde la gréfica tiene una tan-
- gente horizontal.

'Encontrar ecuaciones de rectas tangentes Considere
la ecuacién x* = 4(4x> — y?).
() Utilice una herramienta de graficacién para representarla.

) Encuentre y represente graficamente las cuatro rectas tan-
gentes alacurvaeny = 3.

c) Calcule las coordenadas exactas del punto de interseccién
de las dos rectas tangentes en el primer cuadrante.

Rectas tangentes e intersecciones Sea L una recta tan-

Demuestre que la suma de las intersecciones de L en los ejes x

€S cC.
iba Ia difestl Y s ¢

a ecuacion

3cadauna.‘ o @ 0 0 8 0 0

bras, esta-
nplicita.

!ca por intersecciones de rectas con una familia de curvas. En

dy/dx para los valores de x y y.

Circunferencias: x2 + y2 = C2  (b) Hipérbolas: xy = C
X=3,y=4,C=5 x=1,y=4,C=4

y y
parte supe
n utilizar?

todos los casos, las rectas parecen ser curvas. Encuentre el valor

Ny
S

45
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71. Demostracion Demuestre (teorema 4.3) que

%[X"] = nxn—l

para el caso donde 7 es un niimero racional. (Sugerencia: Es-
criba y = x”/4 en la forma y¢ = x? y derive de forma implici-
ta. Suponga que p y ¢ son enteros, con g = 0.)

72. Pendiente Encuentre todos los puntos de %a circunferencia

x* 4+ y2 = 100, donde la pendiente es igual a 7.

73. Rectas tangentes Encuentre las ecuaciones de las dos rec-

2 2
tas tangentes a la elipsexz + % = 1 que pasa por el punto (4, 0).

74. Normales a una parabola La gréfica muestra las rectas
normales desde el punto (2, 0) a la gréfica de la pardbola

x = y. Encuentre cudntas rectas normales existen

desde el Punto (g, OP a la gréfica de la pardbola si

(@) xop = 3, (b) Xy = 3 y (¢) x5 = 17 ;Para qué valor de x,
existen dos rectas normales perpendiculares entre si?

Y

Rectas normales (a) Encuentre la ecuacién de la recta

X :
normal a la elipse ) + yg = 1 en el punto (4, 2). (b) Utilice
una herramienta de graficacion para representar la elipse y la
recta normal. (c) (En qué otros puntos interseca esta recta nor-

mal a la elipse?

® o 06 ® 0 ® & O @ 6 & © © & © O O 6 & O © &6 © O 6 @ 06 @ O o

(c) Rectas: ax = by (d) Curvas coseno: y = C cos x

x=3y=3 _mo_1._2
a=3,b=1 x—3,y—3,C—3
y y
\\/%
X X

7/

' PARA INFORMACION ADICIONAL  Para obtener ms infor-
macién sobre las matemdticas de las ilusiones dpticas, vea el articulo
“Descriptive Models for Perception of Optical illusions”, de David A.
Smith, en The UMAP Journal.

...................'..................."'........l....
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El volumen esta relacionado con el radio

y con la altura.
Figura 4.33

PARA INFORMACION ADICIONAL
Para aprender mds sobre la historia de
los problemas de razones de cambio
relacionadas, vea el articulo “The
Lengthening Shadow: The Story of
Related Rated”, de Bill Austin, Don
Barry y David Berman, en Mathematics
Magazine. Para ver este articulo, visite
MathArticles.com.

MWy mp Ll

Hallar una razén de cambio relacionada.
. Resolver problemas de la vida real con razones de cambio relacionadas.

Calculo de razones de cambio relacionadas

Ya sabe c6mo usar la regla de la cadena para encontrar dy/dx de manera implicita. Otra
aplicacion relevante de la regla de la cadena consiste en encontrar razones de cambio de
dos 0 mds variables relacionadas que estdn cambiando respecto al tiempo.

Por ejemplo, cuando sale agua de un depésito cénico (figura 4.33), el volumen V, ¢]
radio r y la altura & del nivel del agua son funciones de . Sabiendo que estas magnitudes
variables se relacionan mediante la ecuacion.

m
V= g r2h Ecuacién original

puede derivar implicitamente con respecto a ¢ a fin de obtener la ecuaci6n de la razén
relacionada.

Derive con respecto a f.

dv _m| ,dh dr
a3 [r a " h<2r dt)]
K
3

dh dr
_ 96t @l
(r 7 + 2rh dt)'

De esta ecuacion puede ver que la raz6n de cambio de V esté relacionada con la razon
de cambiode hy r.

Exploracion

Cdlculo de una razén de cambio relacionada Suponga que en el tanque cGnico
que se muestra en la figura 4.33, la altura estd cambiando a un ritmo de -0.2 pie
por minuto y el radio lo est4 haciendo a un ritmo de 0.1 pies por minuto. ;Cudl
es la razén de cambio de volumen cuando el radio es r = 1 pie y la altura es h ;
2 pies? ;Larazén de cambio del volumen depende de los valores de ry h? Expliqu
su respuesta.

Dos razones de cambio relacionadas

Sean x y y dos funciones derivables de ¢, y relacionadas por la ecuacién y = 243
Calcule dy/dt para x = 1, sabiendo que dy/dx = 2 parax = 1.

Solucién Derive ambos lados con respecto a t, utilizando la regla de la cadena.

y=x*+3

Ecuacién original

d d
g y] = E[xz + 3] Derive con respecto a 7.
dy _  dx

=2X— Regla de la cadena
dt dt ; }

Cuando x = 1y dx/dt = 2, usted tiene

dy _

i 2(1)(2) = 4.
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Soluciéon de problemas con razones de cambio
relacionadas

En el ejemplo 1 se le dio la ecuacién que relaciona las variables x y y, y se le pedia hallar
la razén de cambio de y parax = 1.

Ecuacion: y=x2+3

Razon dada: % =2 cuando x =1
d

Hallar: z}; cuando x =1

En los ejemplos restantes de esta seccion, debe crear un modelo matematico a partir de
una descripcién verbal.

Ondas en un lago

En un lago en calma se deja caer una piedra, lo que provoca ondas circulares, como
se muestra en la figura 4.34. El radio r del circulo exterior estd creciendo a una razén
constante de 1 pie/s. Cuando el radio es 4 pies, ;a qué razén estd cambiando el drea A
de la regién circular perturbada?

Solucién Las variables r y A estén relacionadas por A = 772 La razén de cambio
del radio res dr/dt = 1.

Ecuacion: A= 7r?

Ritmo dado: o =1
dt
Hallar: % cuando r =4

Con esta informacién, proceda como en el ejemplo 1.

%[A] = (%[777’2] Derive con respecto a 7.
L = 2mr dr Regla de la cadena
dt dt N
= 27(4)(1) Sustituya 4 por r y 1 por %

= 81 pies cuadrados por segundo  Simplifique.

Cuando el radio es de 4 pies, el drea cambia a razén de 87 pies cuadrados por segundo.

* COMENTARIO Al utilizar

esta estrategia, cercidrese de

B el poso 4 w0 <o roaliza ESTRATEGIA PARA LA SOLUCION DE PROBLEMAS
hasta que el paso 3 esté ter- DE RAZONES DE CAMBIO RELACIONADAS

Minado. Sustituya los valores
conocidos de las variables antes
de derivarlas tendrfa como
resultado final una derivada
hapropiada.

F

1a.

1. Identifique todas las cantidades dadas y por determinar. Haga un dibujo y mar-
que las cantidades.

2. Escriba una ecuacién que incluya las variables cuyas razones de cambio se
encuentran en la informacién dada o deben calcularse.

3. Utilizando la regla de la cadena, derive de manera implicita ambos lados de la

A R R b ecuacion con respecto al tiempo t.

4. Después de terminar el paso 3, sustituya en la ecuacién resultante todos los

valores conocidos de las variables y sus razones de cambio. Luego despeje la
razén de cambio requerida.
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Inflando un globo.
Figura 4.35

La derivada
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La tabla siguiente contiene varios ejemplos de modelos mateméticos que incluyey
razones de cambio. Por ejemplo, la razén de cambio del primer ejemplo es la velocidy
de un automavil.

Enunciado verbal Modelo matematico

La velocidad de un automovil tras una hora x = distancia recorrida
de viaje es de 50 millas por hora.

% = 50 mi/h cuando t = |

Se introduce agua en una piscina a razén V = volumen de agua en la piscina
de 10 metros ctibicos por hora. gdx?/ — 10m/h

Una rueda gira a 25 revoluciones por minuto | 6 = dngulo de giro

(1 revolucién = 27r radianes). %? — 25(2m) rad /min

Una poblacién de bacterias estd aumentando | x = cantidad de poblacién
a una razén de 2000 por hora.

g 2000 bacterias por hora

Inflado de un globo

Se bombea aire en el interior de un globo esférico (vea la figura 4.35) a razén de 4.5 pies ci
bicos por minuto. Calcule la raz6n de cambio del radio del globo cuando el radio es de 2 pies

Soluciéon Sea Vel volumen del globo y r su radio. Puesto que el volumen esté cre
ciendo a razén de 4.5 pies cubicos por minuto, usted sabe que en el instante ¢ la razo
de cambio del volumen es dV/dt = %. De tal modo que el problema se puede formular d
la siguiente manera:

Razon dada: v = 2 (razdn constante)
dr 2
Calcular: % cuando r =2

Para encontrar la razén de cambio del radio, encuentre una ecuacién que relacione el
radio r con el volumen V.

.. 4
Ecuacion: V= 3 a3 Volumen de una esfera

Derive ambos lados de la ecuacién con respecto a f, para obtener:

L = 47r? g Derive con respecto a ¢.
dt dt

g’: = J (ﬂ> Despej -

At dmri\dr) P

Por tltimo, cuando » = 2 la razén de cambio del radio resulta ser

dr ! (-3—) = (.09 pies por minuto.

dr 4m(2)?

Observe que en el ejemplo 3 el volumen estd creciendo a razén constante, per
el radio cambia a razén variable. El hecho de que dos razones estén relacioﬂadasj.}
implica que sean proporcionales. En este caso en particular, el radio crece mds Y T
lentamente con el paso del tiempo. ;Por qué?
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Velocidad de un avion detectado por radar

 EJEMPLO4
o« « o[> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Un avién recorre una ruta de vuelo que lo llevard directamente sobre una estacién de
radar, como se muestra en la figura 4.36. Si s estd decreciendo a razén de 400 millas por
hora cuando s = 10 millas. ;Cual es la velocidad del avién?

Soluciéon Sea x la distancia horizontal al radar, como se ilustra en la figura 4.36.
Observe que cuando s = 10,x = /10 — 36 = 8.

Razén dada: ds/dt = —400 cuando s = 10

Encuentre:  dx/dt cuando s =10 y x =8

Encuentre la velocidad del avion de la siguiente manera:

Ecuacion: x* + 6% = s? Teorema de Pitdgoras
dx ds
X— =25 — Derive con respecto a f.
dt dt d
dx s(ds) Besoeic &
—==|— speje —.
dr x\dr P r
10 ds
=—(—4 i Xy —
3 ( OO) Sustituya s,x y -
= —500 millas por hora Simplifique.

« « o[> Puesto que la velocidad es de ~500 millas por hora, la rapidez es 500 millas/h. |

oo oo« COMENTARIO Observe en el ejemplo 4 que la velocidad es negativa porque x

representa una distancia que disminuye.

Angulo de elevacion variable

Calcule la razén de cambio del dngulo de elevacion de la cdmara que se muestra en la
figura 4.37, diez segundos después del despegue.

Solucion Sea 6 el dngulo de elevacién, como se muestra en la figura 4.37. Cuando
t = 10, la altura s del cohete es s = 50¢> = 50(10)% = 5000 pies.

Razon dada: ds/dt = 100t = velocidad del cohete

Encontrar: df/dt cuando ¢t = 10 y s = 5000

Utilizando la figura 4.37, relacione s y ¢ mediante la ecuacién tan g = s/2000.

‘. N
Ecuacion: tan O = 3000 Vea la figura 2.37.
d d
(SE:C2 9) :ig = ﬁ(i) Derive con respecto a t.
do 1007 d
E = cos? 0 2000 Sustituya 100z por Fi
_ ( 2000 )2 100z g 2000
s+ 20002/ 2000 T U 20007

Cuando 7 = 10y s = 5000, se tiene

de  2000(100)(10) 2
2~ 30002 3 20002~ 29 radianes por segundo.

De tal modo, cuando ¢t = 10, § cambia a razén de 22—9 radianes por segundo. i



182 Unidad 4 Laderivada

Ley de cosenos:
b? = a® + ¢* — 2ac cos 6.
Figura 4.39

sesee[>

°

TCUCCCOMIENTARIO  Observe que la velocidad en el ejemplo 6 es negativa porque

e . Py A o " Tp “ r I ,luun 1 \’Al\ ,"'Iu!'l L ARUEE lm"l‘limw 1 ]

Velocidad de un piston

Barra conectora

Figura 4.38

revolucién completa equivale a 27 radianes, se deduce que d6/dt = 200(2m) = 400

radianes por minuto. 4
4 d p
Razon dada: " = 4007 (razon constante)

Encuentre: @ cuando 6 = Ll
dt 3

Use la ley de los cosenos (figura 4.39) para encontrar una ecuacion que relacione axya

Ecuacion: 72 =32+ x2 — 2(3)(x) cos 0

dx do dx
0_2xdt 6<—xsen0dt + cos 02;>

dx do
(6 cos 6 — 2x) o 6x sen 6 o

dx __ 6xsend (@)
dt 6c¢cos 6 — 2x\dt

De esta manera, cuando 6 = 77/3, la velocidad del pistén es

72 = 32 + x2 — 2(3)(x) cos =

3
1
49 =9 + x2 — 6x| =
2
0=x%-3x—40
= (x — 8)(x + 5)
x=28 Elegir la solucién positiva.

De esta manera, cuando x = 8 y 6 = /3, la velocidad del pistén es
i —g—ﬁl@ooﬁ)
dr 6(1/2) -

960073
-13

—4018 pulgadas por minuto.

U

representa una distancia que estd decreciendo.

B
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| 4.6 Ejercicios

 maneci]]q
indo :la-s e valores relacionados En los ejercicios 1-4, suponga
7r/3 yy son funciones derivables de ¢ y encuentre los valores
ados de dy/dt y dx/dt.
Ecuacion Encontrar Dado
: dy - dx _
o~ e () 7 cuando x = 4 T 3
dx _ ay _
(b) p cuando x = 25 R 2
dy dx
2 — — = _—=
3x S5x (a) i cuando x = 3 7 2
, dx _ dy _
uesto que uﬁa (b) ar cuando x = 2 i 4
(2m) = 4005 > .
=4 (a) Ecuandox=8 E= 10
dx = @b _
(b) i cuando x = 1 o 6
dy dx
2 2 — == = = —_—=
+ y2 =125 (a) dr cuando x = 3,y = 4 o 8
. : dx —4v=3 P__
loneaxya ; (b) ot cuando x =4,y =3 I 2

=22+ 1, % = 2 centimetros por segundo

@x=-1 (b)x=0" ©x=1
1 dx
1% x2 dr 6 pulgadas por segundo
(@ x = - (b) x=0 © x=2
= tan x; % = 3 pies por segundo
@r=-F ®x=-7 ©x=0

e dx .
Y = cos x; U = 4 centimetros por segundo

@x=§

ESARROLLO DE CONCEPTOS
9 Razones relacionadas Considere la funcién lineal

Y=ax+b.

{Si x cambia a razén constante, ;y también lo hace a razén
constante? De ser asf, ;lo hace con la misma razén que x?
Explique su respuesta.

. Razones relacionadas Con las propias palabras,
mencione la estrategia para resolver problemas de razones
de cambio relacionadas.

rque X

11.

12.

13.

14.

16.

17.

18.

19.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

Area El radio r de una circunferencia se incrementa a una
razén de 4 centimetros por minuto. Determine las razones de
cambio del drea cuando (a) r = 8 centimetros y (b) r = 32
centimetros.

Area El dngulo entre los dos lados iguales, con longitud s,
de un tridngulo isésceles es 6.

(a) Demuestre que el drea del tridngulo se obtiene mediante
A = 3s2sen 6.

(b) El dngulo 6 esté creciendo a razén de é radidn por minuto,
encuentre la razén de cambio del drea cuando § = 7/6 y
0 = /3.

(c) Explique por qué la razén de cambio del 4rea del tridngulo
no es constante, a pesar de que df/dr es constante.

Volumen El radio r de una esfera estd creciendo a razén de
3 pulgadas por minuto.

(a) Calcule la razén de cambio del volumen cuando r = 9y
r = 36 pulgadas.

(b) Explique por qué la razén del cambio del volumen de la
esfera no es constante, a pesar de que dr/dt es constante.

Volumen Se infla un globo esférico con gas a razén de 800
centimetros ctibicos por minuto. ;A qué razén estd aumentan-
do su radio en el momento en el que éste estd a (a) 30 centime-
tros y (b) 60 centimetros?

Volumen Todas las aristas de un cubo estén creciendo a ra-
z6n de 6 centimetros por segundo. ;Qué tan répido estd aumen-
tando el volumen cuando cada arista mide (a) 2cm y (b) 10 cm?

Area de una superficie Bajo las condiciones del proble-
ma anterior, determine la razén a la que cambia el drea de la
superficie cuando cada arista mide (a) 2 cm y (b) 10 cm.

Volumen En una planta de arena y grava, la arena cae de
una cinta transportadora creando un monticulo de forma cé-
nica a razén de 10 pies cibicos por minuto. El didmetro de la
base del monticulo es de aproximadamente tres veces la altura.
(A qué razén cambia la altura del montén cuando su altura es
15 pies? (Sugerencia: La férmula para el volumen de un cono
es V = jmrh)

Profundidad Un depésito conico (con el vértice abajo)
mide 10 pies de ancho en su parte més alta y tiene 12 pies
de profundidad. Si se le vierte agua a razén de 10 pies® por
minuto, calcule la razén de cambio de la profundidad del agua
cuando ésta es de 8§ pies.

Profundidad Una piscina tiene 12 metros de largo, 6 de
ancho y una profundidad que oscila desde 1 hasta 3 m (vea la
figura). Se bombea agua en ella a razén de % de metro ctibico
por minuto y ya hay 1 m de agua en el extremo mds profundo.

3m 1 :
Te—— 12 m—>

(a) ¢{Qué porcentaje de la piscina estd lleno?
(b) ¢A qué razén se eleva el nivel de agua?
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20. Profundidad Unaartesa tiene 12 pies de largo y 3 de ancho
en su parte superior (vea la figura), sus extremos tienen forma
de tridngulo is6sceles con una altura de 3 pies.

(a) Si se vierte agua en ella a razén de 2 pies ciibicos por
minuto, ¢a qué razén sube el nivel del agua cuando la pro-
fundidad % de agua es de 1 pie?

. P 3 :

(b) Si el agua sube a una razén de g de pulgada por minuto
cuando h = 2, determine la razén a la que se estd vertien-
do agua en la artesa.

21. Escalera deslizante Una escalera de 25 pies de longitud
estd apoyada sobre una pared (vea la figura). Su base se desliza
por la pared a razén de 2 pies por segundo.

(a) (A qué razén estd bajando su extremo superior por la pa-
red cuando la base estd a 7, 15 y 24 pies de la pared?

(b) Determine la razén a la que cambia el drea del tridngulo
formado por la escalera, el suelo y la pared, cuando la base
de la primera estd a 7 pies de la pared.

(c) Calcule la razén de cambio del dngulo formado por la
escalera y la pared cuando la base estd a 7 pies de
la pared.

Figura para 21

Figura para 22

PARA INFORMACION ADICIONAL Para obtener mds infor-
macién sobre las matematicas relativas a las escaleras deslizantes,
vea el articulo “The Falling Ladder Paradox”, de Paul Scholten y
Andrew Simoson, en The College Mathematics Journal.

22. Construccién Un obrero levanta, con ayuda de una soga,
un tablén de cinco metros hasta lo alto de un edificio en cons-
truccién (vea la figura). Suponga que el otro extremo del ta-
blén sigue una trayectoria perpendicular a la pared y que el
obrero mueve el tablén a razén de 0.15 m/s. ;Qué tan rdpido
se desliza por el suelo el extremo cuando estd a 2.5 m de la
pared?

1.‘ n“ R TR TR AR AL ] 1

| IR U 10

23. Construccion Un cabrestante situado en lo alto de un eg;.
ficio de 12 metros levanta un tubo de la misma longitud hagty
colocarlo en posicidn vertical, como se muestra en la figury
El cabrestante recoge la cuerda a razén de 0.2 m/s. Caleyle
las razones de cambio vertical y horizontal del extremg del
tubo cuando y = 6.

No estd dibujado a escal

Figura para 23

Figura para 24

24. Navegacién Un velero es arrastrado hacia el muelle por
medio de un cabrestante situado a una altura de 12 pies
por encima de la cubierta del barco (vea la figura).

Lor
(a) Sila cuerda se recoge a razén de 4 pies por segundo, de- cam
termine la velocidad del velero cuando quedan 13 pies de estd

cuerda sin recoger. ;Qué ocurre con la velocidad del vele-
ro a medida que el barco se acerca més al muelle? :

(b

=

Suponiendo que el bote se mueve a una razén constante de
4 pies por segundo, determine la velocidad a la que el ca-
brestante recoge la cuerda cuando quedan 13 pies de ella
por recoger. ;Qué ocurre con la velocidad del cabrestante
a medida que el barco se acerca mds al muelle?

25. Control de trafico aéreo  Un controlador detecta que dos.
aviones que vuelan a la misma altura tienen trayectorias per-
pendiculares y convergen en un punto (vea la figura). Uno de
ellos estd a 225 millas de dicho punto y vuela a 450 millas por.
hora. El otro estd a 300 millas y se desplaza a 600 millas/h.

(a) ;Con qué rapidez se reduce la distancia entre ellos?

(b) (De cudnto tiempo dispone el controlador para modificar
la ruta de alguno de ellos? :

Distancia (en millas)
3]
(=]
<D

No estd dibuja
100 200 400
Distancia (en millas)

Figura para 25 Figura para 26
26. Control de trafico aéreo Un avién vuela a 5 millas de
altura y pasa exactamente por encima de una antena ¢ radat
(veala figura). Cuando el avién estd a 10 millas (s = 10), 6,1 2
dar detecta que la distancia s estd cambiando a una Velomq
de 240 millas/h. ;Cudl es la velocidad del avién?



e un edj- 7. Deportes Un campo de béisbol tiene forma de un cuadrado
ud hasta con lados de 90 pies (vea la figura). Si un jugador corre de
a figura, segunda a tercera a 25 pies por segundo y se encuentra a 20
Calcule pies de la tercera base, ;jcon qué rapidez estd cambiando su
emo de] distancia s respecto al home?

<\la.

L

lo a escalq

Figura para 29

8. Deportes En el campo de béisbol del ejercicio 27, suponga
que el jugador corre desde primera hasta segunda base a 25
pies por segundo. Calcule la razén de cambio de su distancia
con respecto a home cuando se encuentra a 20 pies de la se-
gunda base.

lle por
2 pies

Longitud de una sombra Un hombre de 6 pies de altura

df” de- camina a 5 pies por segundo alejandose de una ldmpara que
pllsselde - estd a 15 pies de altura sobre el suelo (vea la figura).
1 vele-
(a) ¢(Cuando el hombre estd a 10 pies de la base de la ldmpara, a
o qué velocidad se mueve la punta del extremo de su sombra?
?Iétlec: - (b) ;(Cuando el hombre estd a 10 pies de la base de la 1dmpara,
:ie Eit con qué rapidez estd cambiando la longitud de su sombra?

>stante Longitud de una sombra Repita el ejercicio anterior, su-
poniendo ahora que el hombre camina hacia la limpara y que

ésta se encuentra situada a 20 pies de altura (vea la figura)

ue dos
Jno de L.A =
13

aspor

P o

Figura para 31

~1‘ Disefio de maquinas Los extremos de una varilla mévil
de 1 m de longitud tienen coordenadas (x, 0) y (0, y) (vea la
figura). La posici6n del extremo que se apoya en el eje x es
1 Tt

x(t) = = sen—

() 5 Seng
donde £ se mide en segundos.
(a) Calcule la duracién de un ciclo completo de la varilla.
(b) (Cual es el punto m4s bajo que alcanza el extremo de la

varilla que esté en el eje y?

(¢) Encuentre la velocidad del extremo que se mueve por el

eje y cuando el otro estd en (i 0).
Disefo de maquinas Repita el ejercicio anterior para una
funci(’)n. de posicién x() = 2 sen . Utilice el punto (3,0)
Para el inciso (c).
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33. Evaporacion Una gota esférica al caer alcanza una capa de
aire seco y comienza a evaporarse a una razén proporcional a
su drea superficial (S = 477?). Demuestre que el radio de la
gota decrece a razén constante.

iCOMOLO VE? Utilizando la grifica de £, (a) deter-
mine si dy/dt es positiva o negativa dado que dx/dt
es negativa y (b) determine si dx/dt es positiva o
negativa dado que dy/dt es positiva.

y (i) y

35. Electricidad La resistencia eléctrica combinada R de R, y
R,, conectadas en paralelo, estd dada por

11,1
R R, R,
donde R, R, y R, se miden en ohms. R, y R, estén creciendo
arazén de 1y 1.5 ohms por segundo, respectivamente. ;Con

qué rapidez estd cambiando R cuando R,= 50 ohms y R, =75
ohms?

36. Expansion adiabatica Cuando cierto gas poliatémico
sufre una expansién adiabdtica, su presién p y su volumen V
satisfacen la ecuacién pV'? = k, donde k es una constante.
Encuentre la relacién que existe entre las razones dp/dt y
dv/dt.

37. Diseio de autopistas En cierta autopista, la trayectoria de
los automéviles es un arco circular de radio . Con el fin de no
depender totalmente de la friccién para compensar la fuerza
centrifuga, se construye un peralte con un dngulo de inclina-
cién 6 sobre la horizontal (vea la figura). Este dngulo satisface
la ecuacién rg tan 6 = v2, donde v es la velocidad de los auto-
méviles y g = 32 pies por segundo al cuadrado es la acelera-
ci6n de la gravedad. Encuentre la relacién que existe entre las
razones de cambio relacionadas dv/dt y df/dt.

38. Angulo de elevacion Un globo asciende a 4 metros por
segundo desde un punto del suelo a 50 m de un observador.
Calcule la razén de cambio del dngulo de elevacién del globo
cuando estd a 50 metros de altura.
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39. Angulo de elevacién El pescador de la figura recoge el
sedal para capturar su pieza a razén de 1 pie por segundo, des-
de un punto que estd a 10 pies por encima del agua (vea la
figura). ;Con qué rapidez cambia el dngulo 6 entre el sedal y
el agua cuando quedan por recoger 25 pies de sedal?

Figura para 39

Figura para 40

40. Angulo de elevacién Un avién vuela a 5 millas de altitud
y auna velocidad de 600 millas por hora, hacia un punto situa-
do exactamente en la vertical de un observador (vea la figura).
(Con qué rapidez estd cambiando el dngulo de elevacién 6
cuando el dngulo es

(a) 8=30°(b) 6=060°y(c)H="75"

41. Rapidez angular vs. rapidez lineal La patrulla de la fi-
gura estd estacionada a 50 pies de un largo almacén. La luz de
su torreta gira a 30 revoluciones por minuto. ;A qué velocidad
se estd moviendo la luz a lo largo del muro cuando el haz
forma dngulos de (a) 6 = 30° (b) 6 = 60°y (c) 6§ = 70° con la
linea perpendicular desde la luz a la pared?

f=q) )

st

\

Figura para 41 Figura para 42

42. Rapidez lineal y rapidez angular Una rueda de 30 cm
de radio gira a razén de 10 vueltas por segundo. Se pinta un
punto P en su borde (vea la figura).

(a) Encuentre dx/dt como funcién de 6.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién del inciso (a).

(c) (Cuando es mayor el valor absoluto de la razén de cambio
de x?, ;y el menor?

(d) Calcule dx/dr cuando § = 30° y 6 = 60°.

43. Control de vuelo Un avion vuela en condiciones de aire en
calma a una velocidad de 275 millas por hora. Si asciende con
un dngulo de 18°, calcule la rapidez a la que estd ganando altura.

44, Camara de vigilancia Una cdmara de vigilancia estd a 50
pies de altura sobre un vestibulo de 100 pies de largo (vea
la figura). Es mas fdcil disefiar la cdmara con una velocidad
de rotacién constante, pero en tal caso toma las imagenes del
vestibulo a velocidad variable. En consecuencia, es deseable
disefiar un sistema con velocidad angular variable de modo
tal que la velocidad de la toma a lo largo del vestibulo sea
constante. Encuentre un modelo para la velocidad variable de
rotacién adecuado si|dx/dt| = 2 pies por segundo.

4s.

Aceleracion En los ejercicios 46 y 47, calcule la aceler
del objeto especificado. (Sugerencia: Recuerde que si una vari
ble cambia a velocidad constante, su aceleracion es nula,)

46.

47.

48.

Hd (a) Utilice las funciones de regresién de su herram!

49. Sombra en movi-

T(O 50)
§} %ﬁ} 0 \\\ ,i‘:;.,%.} |

100 pies ————— ¢

Figura para 44

Piénselo Describa la relacion que existe entre la razgy
cambio de y y la de x en los casos siguientes. Suponga
todas las variables y derivadas son positivas.

dy _

dy _ ,dx dy
@ =32 ®)

] dx
dt dt dt

Calcule la aceleracién del extremo superior a la escalera
ejercicio 21 cuando su base estd a 7 pies de la pared.

Calcule la aceleracion del velero del ejercicio 24(a) cuando
faltan por recoger 13 pies de cuerda. :

Modelar datos La siguiente tabla muestra el ndmero
mujeres solteras s (nunca casadas) y casadas m (en millones)
en el mundo laboral estadounidense desde 2003 hasta 20
(Fuente: U.S. Bureau of Labor Statistics)

Afio | 2003 | 2004 | 2005 | 2006

s 184 | 186 | 192

m 360 | 358 | 359

Afio | 2007 | 2008 | 2009
s 19.7 | 202 | 20.2
m 369 | 372 | 373

ta de graficacién para encontrar un modelo de la fort
m(s) = as® + bs®> + cs + d para esos datos, donde €8
tiempo en afios, siendo ¢ = 3 el afio 2003. :
(b) Encuentre dm/dt. Después utilice ese modelo pard ¢
mar dm/dt para t = 7, si se supone que €l pimero de
jeres solteras s que forman parte de la fuerza de trabaj®
a crecer a razon de 0.75 millones al afio.

miento  Se deja caer
una pelota desde una
altura de 20 m, a "
una distancia de 12 m 2 fctt F
de una ldmpara (vea la ;
figura). La sombra de
la pelota se mueve a lo
largo del suelo. ;Con qué rapidez se estd movien
1 segundo después de soltar la pelota? (Enviado por
Gittinger, St. Phillips College, San Antonio, TX)-

do la4S
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4.7 Derivada de la funcion inversa

B Encontrar la derivade de una funcién inversa.

Derivada de una funcion inversa

Los siguientes dos teoremas analizan la derivada de una funcién inversa. El razonamien-
to del teorema 4.12 se desprende de la propiedad reflexiva de las funciones inversas,
como se muestra en la figura 2.24.

TEOREMA 4.12 Continuidad y derivabilidad de funciones inversas

Sea f una funcién cuyo dominio es un intervalo /. Si f tiene una funcién inversa,
entonces las siguientes afirmaciones son ciertas.

1. Si fes continua en su dominio, entonces f~! es continua en su dominio.

2. Si fees creciente en su dominio, entonces f~! es creciente en su dominio.

3. Si fes decreciente en su dominio, entonces f~! es decreciente en su dominio.

4. Si fes derivable en un intervalo que contiene ¢ y f'(c) # 0, entonces f~! es
derivable en f(c).

Una demostracién de este teorema estd en el apéndice A.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Exploracion

Represente graficamente la funci6n inversa de f{x) = x* y g(x) = x'/3. Calcule las
pendientes de fen (1, 1), (2, 8) y (3, 27), y las pendientes de g en (1, 1), (8,2) y
(27, 3). {Qué observa? ;Qué sucede en (0, 0)?

TEOREMA 4.13 La derivada de una funcion inversa

Sea funa funcién que es derivable en un intervalo /. Si tiene una funcién inversa g,
entonces es derivable en cualquier x para el cual f'(g(x)) # 0. Por otra parte,

’ _ _1— ,
8 (x) _f’(g(x))' f(g(x)) #0. |

Una demostracion de este teorema esté en el apéndice A.
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Evaluar la derivada de una funcion inversa

Sea f(x) = ix3 + x — 1. (a) ;Cuél es el valor de f '(x) cuando x = 3? (b) ;Cudl es el
valor de (f 1)’ (x) cuando x = 3?

Solucion Note que fes uno a uno y por lo tanto tiene una funcién inversa.

a. Ya que fix) = 3 cuando x = 2, se sabe que f !(3) = 2.

b. Dado que la funcién fes derivable y tiene una funcién inversa, se puede aplicar el
teorema 5.9 para escribir

N
YO = Fe) T ra

3 .
Por otra parte, usando f'(x) = 3x> + 1, se puede concluir que

1 1

il _ _!
() 2 3@ +1 4 al
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Las gréficas de las funciones inversas f
y f~! tienen pendientes reciprocas en el
punto (a, b) y (b, a).

Figura 4.40

uTul-A"q iuv § o »m"u"uup e

T

En el ejemplo 1, observe que en el punto (2, 3) la pendiente de la gréfica de feg 4,
y en el punto (3, 2) la pendiente de la grafica de f~! es

m:Z

como se muestra en la figura 4.40. En general, si y = g(x) = f~!(x), entonces fly) = Xy

fy) = —; Del teorema 4.13 se deduce que

dy 1 1 1

80 = =T ") @)

Esta relacién reciproca es a veces escrita como

¢
dx  dxldy

Las graficas de las funciones inversas tienen
pendientes reciprocas

Sea f(x) = x (parax > 0), y sea f~'(x) = /x. Demuestre que las pendientes de las gra-
ficas de f'y f~! son reciprocas en cada uno de los siguientes puntos.

a. 2,49)y4,2)
b. 3,9)y(9,3)

Solucion Las derivadas defyf‘1 son

f =2y (f)l)=

f

a. En (2, 4), la pendiente de la grafica de fes f'(2) = 2(2) = 4. En (4, 2) la pendiente
de la grifica de f ' es
1 1
~-1Y/ ) = —= —— = —,
b. En (3, 9), la pendiente de la grafica de fes f'(3) = 2(3) = 6. En (9, 3) la pendiente
de la grifica de /' es
1 1 1
=1} 9 === =
VIO =526 s
Por tanto, en ambos casos las pendientes son reciprocas, como se muestra en la figura 441.
y
10+
m=6¢ (3,9
T foy=x2)
6 .
flw=vx
4 2,4) m=4 /”/ m=é
Y
4,2) 9,3)
2T 1
/ m= Z
: 4 6 5 10

En (0, 0), la derivada de fes 0, y la deri-
vada de /™! no existe.
Figura 4.41



| 4.7 Ejercicios

uar la derivada de una funcion inversa En los ejerci-
-8, verifique que f tiene una inversa. A continuacién, uti-
lice la funcion 'y el nimero dado real para encontrar () (a).
ugerencia: consulte el ejemplo 5.)

B =5-20° a=7

=x3+2x—-1, a=2

y—

en
+
=2 — g, x>2, a=3
de las gr x+3 _
=TT x>-1, a=2
Usar las funciones inversas  En los ejercicios 9-12, (a) encuen-
Jos dominios de y, (b) determine los rangos defy f-, (c) trace la
afica defy /-, y (d) demuestre que las pendientes de las gréficas
: f~! son reciprocas en los puntos dados.
unciones Puntos
1) = &4
ndiente n k) = ¥x (% %)
10. /(x) = 3 — 4x (1,-1)
I—=%
= -1,1
0= (-1.1)
diente =/x—4 (5,1)
fx)=x2+4, x=20 (1,5)
4
=T % 210 (1,2)
ra4.4l. F0) = 4—x @.1)

Usar funciones compuestas e inversas En los ejercicios
13-16, use las funciones f(x) = gx — 3 y g(x) = x* para en-
contrar el valor dado.

13. (f~1eg=1)(1)
18, (/-1 s F71)(6)

14. (g7'ef1(=3)
16. (g7'-g7")(—4)

Usar funciones compuestas e inversas En los ejercicios
17-20, use las funciones f(x) =x + 4 y g(x) = 2x — 5 para
ncontrar la funcién dada.

17. g‘l of—l
D. (foq)

18. flog!
20. (g<f)"

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios
con numeracion impar.
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DESARROLLO DE CONCEPTOS

21. En sus propias palabras Describa cémo hallar la
funcién inversa de una funcién uno a uno dada por una
ecuacién en x y y. D€ un ejemplo.

22. Una funcion y su inversa Describa la relacién entre
la gréfica de una funcién y la gréfica de su funcién inversa.

Explicar por qué una funcién no es uno auno Enlos
ejercicios 23 y 24, la derivada de la funcion tiene el mismo
signo para todas las x en su dominio, pero la funcién no es
uno a uno. Explique.

23. f(x) = tan x 24. f(x) = f 2

x2

25. Para pensar La funcién f(x) = k(2 —x — x*) es uno a
unoy f7'(3) = —2. Encuentre k.

¢COMO LO VE? Utilice la informacién de la grafi-
ca que se presenta a continuacion.

(a) ¢Cudl es la pendiente de la recta tangente a la grifica
de /7! en el punto (— %, = l)? Explique.

(b) (Cudl es la pendiente de la recta tangente a la grafica
de ™' en el punto (1, 2)? Explique.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 27-30, determine si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falsa.

27. Si fes una funcién par, entonces f~! existe.

28. Si existe la funcién inversa f, entonces la interseccién y de fes
una interseccién x de f .

29. Sif(x) = x", donde n es impar, entonces f ! existe.
30. No existe una funcién f'tal que f = £

31. Construir una funcién uno a uno
(a) Demuestre que f(x) = 2x* + 3x% — 36x no es uno a uno
en (—0o, 00).

(b) Determine el mayor valor de ¢ tal que fsea uno a uno en

(=¢, o).
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32. Demostracion Seanfy g funciones uno a uno. Demuestre Cuando fes creciente y céncava hacia abajo, ;cudl es la cop-
que cavidad d(‘,f”I =
(a) fo gesuno auno. 38. Derivar una funcidén inversa Sea
®) (F+8)7'6) = (g™ = ). N f

33. Demostracién Demuestre que si f tiene una funcién inver- 2 V141

sa, entonces (f~)! = f.

Encuentre (f71)'(0).

Derivar una funcién inversa Demuestre que

=J’\/1 + 2 dt
2

es uno a uno, y encuentre (') '(0)

34. Demostracion Demuestre que si una funcién tiene una 39
funcidn inversa, la funcién inversa es tnica.

35. Demostracion Demuestre que una funcién tiene una fun-
cién inversa si y solo si se trata de una funcién uno a uno.

36. Uso del teorema 2.2 ;La inversa de la segunda parte del 40. Inversa de una funcién Sea
teorema 2.2 es cierta? Es decir, si una funcién es uno a uno x—2
(y por lo tanto tiene una funcion inversa), entonces la funcién I =T

debe ser estrictamente mondtona? Si es asi, demuéstrelo. Sino

o . Demuestre que y es su propia funcién inversa. ;Qué puede
es asi, dé un contraejemplo.

concluir sobre la grifica de f? Explique.

37. Concavidad Sea f dos veces derivable y uno a uno en un 41. Usar una funcién Sea f(x) = ax + b.
intervalo abierto /. Demuestre que su funcién inversa g satis- ex +d
face (a) Demuestre que f'es uno a uno si y solo si bc —ad # 0.
i e(x) ' (b) Dado que be — ad # 0, halle f-'.
g7 = = [F e (c) Determine los valores de a, b, ¢ y d tales que f = f~.

4.8 Derivada de la funcion expon ncial y de la funcion

logaritmo natural

B Establecer la definicion de funcién exponencial natural y logaritmo natural.
B Comprender la definicién del nimero e.

H Desarrollar las propiedades de la funcién logaritmo natural sin utilizar la
definicion formal con integrales.

B Encontrar la derivada de las funciones exponencial y logaritmo natural.

La funcion exponencial

Si a es un nimero real positivo, la funcién exponencial es una expresién de la forma
fx) = a".

Sia # 1 el dominio de la funcién estd formado por todos los nimeros reales y St
rango por todos los reales positivos.

Sia =1, entonces f(x) = 1* = lesla funcién constante, su dominio son todos 108
ntimeros reales y su rango es el 1. Su gréfica es una linea horizontal. Si a < 1 la gréfica
de funcién exponencial es decreciente (baja de izquierda a derecha). Si a > 1 la grdfica €s
creciente (sube de izquierda a derecha).

La figura 4.42 muestra la grafica de la funcién exponencial para diferentes valores dea.

Figura 4.42

y

a>1 a=1
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En el siguiente teorema se presentan los limites de la funcién exponencial. Estos
limites pueden determinarse de manera intuitiva a partir de las graficas mostradas en
; la figura 4.42 y demostrarse a partir de las definiciones formales de limite infinito y de
limite al infinito.
TEOREMA 4.14 Limites al infinito de la funcion exponencial
1. Sia>1entonces lim a*=0ylima* =
) x—— X—®
4 a 2. Si0<a<lentonces lim a*= +ooylima* =0
Xo—® X%

Derivada de la funcion exponencial

Al aplicar la definicién de derivada de una funcién a la funcién exponencial f(x) = a*

se tiene
x+ h)— flx
0 = iD= F@
h=0 h
a*th — a*
= 0. 7 = fim
_ 0 h
. En particular cuando a # 1, el d—1
) ‘eje x es una asintota horizon- = ¢" lim P
tal de la gréfica de la funcién =0
“exponencial | . a'—1
3 ,p Y como f'(0) = a® lim , entonces f'(0) = lim
- PR PN
e Se tiene entonces que la funcién exponencial es derivable en todos los nimeros
- reales y ademds

') =f'0)a*
En otra notacién la derivada de la funcién exponencial f(x) = a* estd dada por

D(a") = f'(0) a*

-al.

Es decir, la razén de cambio de toda exponencial es proporcional a la misma funcién
exponencial.

Una expresién mds precisa de la derivada de la funcion exponencial se desarrolla
en la seccién 4.9.

Sl B S s e

forma

En el ejemplo 1 se realiza una aproximacion al valor de f'(0) para los valores a =
5y su : 2ya=3.
?af ﬁlz: : - SRR Calculode f(0)paraa=2ya=3

ca e Determinar una aproximacion para el valor de f'(0) para los valores a = 2y a = 3.
2t -1 3 -1

p i Solucion h

01 0.717734 | 1.161232 Para a = 2 se tiene f'(x) = f'(0) 2%, donde f'(0) = lim

0.01 0.695555 | 1.104669 s 3
559'001 0.693339 | 1.099216 Para a = 3 se tiene f'(x) = f'(0) 3%, donde f'(0) = lim p
100001 | 0.693171 |1.098673 A3l

En la tabla anexa se observa una aproximacién numérica de los limites anteriores.

10.00001
( JiGoalag | 1098618 Con una aproximacién de 4 decimales se tiene:

0000001 | 0.693147 | 1.098613
D,(2%) =~ (0.6932) 2*

D(2%) =~ (1.0987) 3*
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EL NUMERO e

El simbolo e fue utilizado por
primera vez para representar la
base de los logaritmos natura-
les por Leonhard Euler en una
carta enviada a otro matemdtico
Christian Goldbach en 1731.

La funcién exponencial natural es cre-
ciente y su grdfica es céncava hacia
arriba.

Figura 4.43

Dada la continuidad de la funcién exponencial, del ejemplo anterior podemos Obser\};lir

algo muy interesante: existe un valor 2 < a < 3 tal que 0.6932 < f'(0) < 1.0987.
h

Es decir existe un valor a en el intervalo [2,3] tal que f'(0) = lim —;‘I =1yde
manera entonces que D (a®) = f'(0) a* = a~. k=40

La funcién exponencial natural

El tinico nimero real en el intervalo [2, 3] con la propiedad de que f'(0) = 1 se conoce -
como el nimero e, y nos permite definir la funcién exponencial natural.

Definicion del nimero e y de la funcion exponencial natural

Se define al niimero e como el tnico nimero real tal que

Coeh—1
lim
h—0

=1

Y la funcién exponencial f(x) = e* se conoce como la funcion exponencial natural,

Algunas de las propiedades de la funcién exponencial se muestran en el siguiente teore
ma, la verificacién de ellas se deja como un ejercicio al lector.

TEOREMA 4.15 Propiedades de la funcién exponencial
natural f(x) = ¢

La funcién exponencial natural tiene las siguientes propiedades
1. El dominio es (—o, «) y el rango (0, ).
2. La funcidn es continua, creciente e inyectiva en todo su dominio.

3. La grifica es concava hacia arriba en todo su dominio.
4, lim =0
h— —=

5. lim e =

h—®

Cabe mencionar que las leyes de los exponentes siguen siendo vélidas para el caso de la
exponencial natural, en el teorema 4.16 se listan algunas de ellas.

TEOREMA 4.16 Propiedades de la funcion exponencial natural

Sia, b>0y ademds n es racional, se cumplen las siguientes propiedades

1. & = 4, (e = e
1
2, eth = e eh 5. ¢h=—
e
e’ 1
a—b — —_ = Al
3.e070 = o 6. P e

Las demostraciones de algunas de estas propiedades se incluyen en el apéndice A

Derivada de la funciéon exponencial natural

Estamos en condici6n de enunciar el siguiente teorema que nos proporciona |
de la funcién exponencial natural f(x) = e".

a derivad

it Beadean oot — - O pes—— - pa— SEEEE & mam ma. s 2 = BIER i BRI S IEEE V@ -



S obseryar

7.
“=1lyde
Se Conocey ‘La funcién exponencial natural
: la regla de la cadena
iy = e"yu = f(x) entonces
_dydu_ du
dudx ¢ dx
natural,

a definicién equivalente del
nimero e estd dada por los limi-

1 X
fes lim (1 + x)'% y 1im<1 EX ;)

x=0 x—®

] 59 .,
(Por que? En la seccién 5.9 se
rofundiza en el tema.

a grifica de la funcién expo-

encial natural tiene la propie-

d de que en el punto (0,1), su
tangente tiene pendiente 1.
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TEOREMA 4.17 Derivada de la funcion exponencial natural
1. D(&") = ¢
2. D (") =¢é"Du

e P TR S T P 8

El inciso 2 del teorema 4.17 se obtiene al aplicar la regla de la cadena, pues siy = e*y

_ dy _dydu_  du TR
u = f(x) entonces I dude e = En otra notacién D (e") = €“D.u.

JEMPLO La derivada de una funcion exponencial natural

Derivar las funciones (a) y = ¢*~5*1 (b) y = e*n3*¥ y (c) y = ¢*tan
Solucién

Se aplica de manera directa el teorema 4.17

a) Dx(e4x2—5x+1) - e4*2*5”1Dx(4x2 —5x+1)=(8x — 5)6411-5“1
b) D, (e*") = e"¥* D (sen3x) = 3 cos 3x esen¥

c) D (e*®¥) = ¢*@* D (4 tan x) = 4 sec? x e*an* |

En algunas aplicaciones resulta muy util conocer un valor aproximado de e, en el ejemplo 3
se muestra una manera de aproximar este valor.

Aproximando el valor de e

Aproximar el valor de e

lerivada

Solucion
Sabemos que e es el nimero en el intervalo [2, 3] tal que lim i = 1 o bien
D (¢ = e~ w0 h

Supongamos que e = 2°, entonces

e =2 Elevar a la potencia x

D (¢") = D(2%) Derivar

D (€") = ¢(0.693147)2¢ Del ejemplo 1 D (2%) = (0.6932) 2¢

e = ¢(0.693147)2« Dye) = ¢

2% = ¢(0.693147)2 ' o= 2

¢(0.693147) = 1 eliminar

¢ =~ 1.442695 resolver

e = 2144269 ~ 7 718281 ]

Con esta técnica se puede encontrar una mejor aproximacion de e. Sus primeros 40 deci-
males son

e =~ 2.71828182845904523536028747135266249775724...

La funcién logaritmo natural

Como e >0y e # 1 la funcién exponencial f(x) = e* es creciente y ademds inyectiva.
Por el teorema 2.2 se verifica que existe su funcién inversa.
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JOHN NAPIER (1550-1617)

Los logaritmos fueron inventados por
el matematico escocés John Napier. A
partir de las dos palabras griegas
logos (o proporcion) y arithmos (o
nimero), Napier inventé el término
logaritmo, para describir la teoria que
pasé 20 afios desarrollando y que
apareci6 por primera vez en el libro
Mirifici logarithmorum canonis descriptio
(Una descripcion de la regla de
Marvelous de los logaritmos). Aunque
él no introduijo la funcién logaritmo
natural, a veces se le llama logaritmo
neperiano.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.

[

) _.g; [ f)=Inx|

La funcién inversa de la funcion logaritmo
natural es la funcién exponencial natural.
Figura 4.44

La funcién exponencial f(x) = e*
es una funcién inyectiva y por el
teorema 2.2 tiene inversa.

La funcién exponencial es deri-
vable en todos los nimeros rea-
les y tiene por funcién inversa
a la funcién logaritmo natural,
entonces la funcién logaritmo
natural es derivable para todo
valor x tal que f(g(x)) # 0y ade-

1
mds D (Inx) = .

La inversa de la funcién exponencial se conoce como la funcién logaritmo Naturg]
se denota por f~'(x) = In x. Su dominio son todos los reales positivos y su rango todgg a func
los nimeros reales. En el siguiente teorema se resumen estas propiedades.

Teorema 4.18 Propiedades de la funcién logaritmo natural f(x) = In x
La funcidn logaritmo natural tiene las siguientes propiedades

1. El dominio es (0, %) y el rango (—2, ).

2. La funcién es continua, creciente e inyectiva.

3. La grifica es concava hacia abajo. F gacue

En la seccién 4.7 se estableci6 que sif~!(x) = y es la inversa de f entonces escribimos ¢ g
= f(y). En la notacién de exponencial natural y logaritmo natural, se tiene : Rversa

y=Inxsiysolosix=e¢

Se puede observar que la grafica de la funcion logaritmo natural es simétrica a la gréfica
de la funcién exponencial respecto a la recta y = x, como se ilustra en la figura 4.44.
Por definicién se verifica que

In(e) = x VxeR

eln¥ =y Vx>0

En particular se verifica que In(e) = 1.

El teorema 4.19 presentado sin demostracién, muestra las propiedades de la fun
cién logaritmo natural, una demostracién se basa en las propiedades de los exponentes
y en la propia definicién de la funcién logaritmo natural, otra se puede realizar en base
a la definicién de logaritmo natural como una integral definida y aplicando el teorem
fundamental de célculo, esta opcién puede encontrarse en el siguiente libro de est
serie.

TEOREMA 4.19 Propiedades de la funcion logaritmo natural

Sia, b>0y ademds n es racional, se cumplen las siguientes propiedades

1. In(1) =0 S.Ind"=nlna

2. In(e) = 1 6. limlnx =
X%

3.In(ab)=Ina+1Inb 7. 1fm+lnx = —®
x—0

4. 1n%=lna—lnb

Derivada de la funcion logaritmo natural

Por el teorema 4.13 se garantiza que si una funcién f(x) derivable en un intervalo ticf
una funcién inversa g(x), entonces g(x) es derivable para todo valor x tal que f "(gx) #

1
ademéds g'(x) = ————=.
Y ademds 8109 = e
Por lo anterior, tomando f(x) = f'(x) = ¢"y g(x) = In x, tenemos

NS S |
8 OFe) ~ e~

. : . < ada de!
Estamos en condiciones de enunciar el teorema que nos proporciona la derivada
funcién logaritmo natural.

1
x

Mary Evans Picture Library
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funcién logaritmo natural y
| [aregla de lacadena. Siy =Inuy
| = f(x) entonces

dy dydu ldu

1 X

acuerdo con el teorema 4.19
 considerando que la funcién

bimos = X
versa, se verifica que
f == pine
gréfic
4.44

:lej

TEOREMA 4.20 Derivada de la funcion logaritmo natural

1. D(lnx) = i, x>0
1

2. DX(—> = leu, u>0
u) u

La derivada de una funcion logaritmo natural

En los siguientes ejercicios se aplican los teoremas 4.18, 4.19 y 4.20.

sec x tan x
S€C X

1
a) D (In(sec x)) = P D (secx) = = tan x

1
b) Dy(In sen x)) = —— D,(sen x) = i%sl—; = cot x

D (secx +tanx) secxtanx + sec’x

¢) D (In(sec x + tan x)) = =secx
) D,(In( ) sec x + tan x sec x + tan x
D (cscx —cotx) —cscxcotx + csc?x
d) D (In(csc x — cotx)) = i ) = =cscx
cscx — cotx csCx — cotx

e) D(a") = D (") = (") = ¢ D (xIna) = a*lna
f) D(a") = D (") = (¢""9) = ¢*M" D (ulna) =a*lnaDu

S SETOTE N Derivar funciones logaritmicas

+ « « +> Consulte LarsonCalculus.com para una versidn interactiva de este tipo de ejemplo.

d u 2 1
a. Z;[ln(?.x)] I S u=2x
d 5 _u_ 2x o
b.dx[ln(x +1)]—u—x2+1 u=x>+1
d d d
C. "'i;[x Inx] = x(dx[ln x]) + (In x)(dx x]) Regla del producto
1
=x|—]+
x(x) (In x)(1)
=1+Inx
d. i (ln x)3] = 3(1[1 x)2 i[h‘l x] Regla de la cadena
dx dx
= 3(In x)zi

Napier utiliz6 propiedades logaritmicas para simplificar los cdlculos que implican
productos, cocientes y potencias. Por supuesto, dada la disponibilidad de calculadoras,
ahora hay poca necesidad para esta aplicacion particular de los logaritmos. Sin embargo,
hay un gran valor en el uso de las propiedades logaritmicas para simplificar la deriva-
cion que implica productos, cocientes y potencias.

Propiedades logaritmicas como ayuda
a la derivacion

Derive

f&x) =Invx + 1.
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Solucion Yaque

1
f&) =Invx+ 1=+ 1)V2= -2-ln (x+1) Reescriba antes de derivyr.
puede escribir

gy 1 1 _ 1 ;
f(x) = 2()6 n 1) = 2(x n 1). Derive.

Propiedades logaritmicas como ayuda
a la derivacion

Soluciéon Ya que

2 4+ 1 2
f(x) =1In —x(x ) Escriba la funcién original.
2x* 1
=Inx+2In(x%2+ 1) - -;-ln(2x3 - 1) Reescriba antes de derivar.

se puede escribir como

x| 2x 1/ 6x2 .
) = e 2<x2 n 1) 2<2x3 — 1) Derive.
1 1, 4x 352 Simplifi
s T2+l BT implifique.

En los ejemplos 6 y 7 se puede ver la ventaja de aplicar las propiedades de los loge-
ritmos antes de derivar. Considérese, por ejemplo, la dificultad de derivar directament
la funcién del ejemplo 7.

En ocasiones es conveniente usar los logaritmos como ayuda para derivar funcio
no logaritmicas. Este procedimiento se llama derivacion logaritmica.

Derivacion logaritmica

Encuentre la derivada de

k-2 L,
YT AT '

o
Solucién Observe que y > 0 para todo x # 2. Asf, se define In y. Comience tomar
el logaritmo natural de cada lado de la ecuacion. A continuacién aphque las prOPIeda
logaritmicas y derive de manera implicita. Por dltimo, resuelva paray’.

(x — 2 .
= x¥2 Escriba la ecuacién original.
Y 5+ 1
X — 2)?
Iny=1In (—-—) Tome el logaritmo natural de ca
x% 41
1 s
Iny=2 ln(x - 2) == 1n(x2 + 1) Propiedades logaritmicas

2

% = 2(x 1 2) == %<x22-f 1) Derive.




e derivar.

nal.

> cada

4.8 Derivada de la funcion exponencial y de la funcién logaritmo natural

y_’_2( 1 )_1( 9%
x—2 2\x2 + 1

y
y’ X2+ 2x+2
y (x-=2)(02+1)

) Derive.

— = Simplifique.
,_ ] 2+ +2 ] esoeie o
Yy =3 -2 +1) espeje y'.
/_(x—2)2|:x2+2x+2] S .
m—l e — D+ 1) ustituya y.

, x=2G2+2x+2) o
— (x2 n 1)3/2 Simplifique.
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Debido a que el logaritmo natural no estd definido para nimeros negativos, a menu-
do se encontraré con expresiones de la forma In|u|. El siguiente teorema establece que
se pueden derivar funciones de la forma y = In|u| como si la notacién de valor absoluto

no estuviera presente.

2 Dnful) = £.

u

TEOREMA 4.21 Derivada que involucra valor absoluto

Si u es una funcién derivable de x tal que u # 0, entonces

ey e T

Demostracion Siu >0, entonces |u| = u, y el resultado se obtiene del teorema 4.20.
Si u < 0, entonces |u| = —u, y usted tiene

d d
o [In|u|] = = [In(—u)]

—u’

—u

4

u
2"

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

— S ——

TEJEMPLO S

Encuentre la derivada de
f(x) = In|cos x]|.

Derivada que involucra valor absoluto

Solucion Usando el teorema 4.21, haga u = cos x y escriba

d u
dx[lnlcos x|] = p

—Sseén x
COS X

= =fanx.

s

Localice el extremo relativo de

y = In(x? + 2x + 3).

d u’
EUHM] =
U= cosx

Simplifique.

Encontrar extremos relativos
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Solucion Derivando y, obtiene y 39 y=
dy  x+2 [
dr #+2x+3 o 2T . g0 :
’)anuf +2x+3) .
Ya que dy/dx = 0 cuando x = —1, cuando / / ' ey
aplica el criterio de la primera derivada puede

concluir que el punto (~1, In 2) es un minimo 8y
relativo. Debido a que no hay otros puntos Minimo relativo 3
criticos, se deduce que este es el tnico extremo Y=
relativo. (Vea la figura 4.45.) } :
<2 1 iy =
. F(x)

4.8 Ejercicios

Resolver una ecuacion exponencial o logaritmica En los
ejercicios 1-16, resuelva para x con una precision de tres decimales.

1. v =4 2. ¢lv3% =194
J.er=12 4, 5¢ =36

5.9 =2er="1 6. 8e*—12=17
7. 50e™ = 30 8. 100e> = 35
9. 10—0820—;\75 =50 10. 153027_\‘ =
11. Inx =2 12. Inx?* = 10
13. In(x = 3) =2 14. Indx =1
15. nV/x+2=1 16. In(x — 2)> = 12

Dibujar una grafica En los ejercicios 17-22, dibuje la grafica
de la funcién.

17.y=e7* 18. y = —e
19. y=¢"+2 20. y=e"!
2. y=e¢7" 22, y=¢2

HU' 23. Comparar las graficas Utilice un programa de grafi-
cacién para graficar f(x) = ¢*y la funcién dada en la mis-
ma ventana de visualizacién. ;Cémo se relacionan las dos
grificas?

@ g) = e (b) hR) = —j¢* (o) gl) =eF+3

F!P‘ 24. Asintotas Utilice un programa de graficacion para repre-
sentar graficamente la funcién. Use la gréfica para determinar
las asintotas de la funcién.

(@) flx) = (b) glv) =

1+e —0.5x 1 + 6—0.5/.\'

Correspondencia En los ejercicios 25-28, relacione la ecuacién
con la grafica correcta. Suponga que a y C son nmimeros reales
positivos. [Las graficas estan etiquetadas (a), (b), (¢) y (d).]

consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trahajadas de los ejercicios
con numeracion impar.

La derivada de y cambia de negativa 3
positivaen x = —1.
Figura 4.45 |

(a) z (b) y

-1+ - =it
o = __2_._
(c) b (d) Y
2 l 2
- 1
<9 =1 1 =] 1 2
-1+ -1
25. y = Ce™ 26. y=Ce™
¢
27.y = — G B
y = C(1 e.) 28. y T a

Funciones inversas En los ejercicios 29-32, ilustre qué ful”
ciones son inversas entre si graficando ambas funciones ¢f £
mismo conjunto de ejes coordenados.

flx) = 30. f(x) = &3
k) = 111\/_ g) = Inx’
31. f(x) = e 32. flx) =
g(x) = In(x + 1) glx) =1+ Inx

. . t
Encontrar una derivada En los ejercicios 33-54, encuel

la derivada.

33. flx) = e M. y=e¥
35.y= eVx 36. y = e 2
37.y=¢e"" 38. y = 53
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Y =¢lnx 40. y = xe*
5 = xe* 42. y = x%*

44, g(r) = 737

1+ e
In(l + ¢%) 46. y = ln( e\,)
=&
A4 s 2 48. vy = -t
T et e o 2
&+ 1 e
= 50, y = ——
&= 1 0. &+ 1
e *(senx + cos x) 52. y = e*tan 2x
Inx 2%
Flx) = J’ cos e'dt 54, F(x) = j In(r + 1) dr
C Negativa ™ 0

trar una ecuacion de una recta tangente En los

(0,1)

e+ e
o (0,0)
— 1. y = x2e* — 2xe* + 2e*, (1,e)
y = xe* —e*, (1,0)

erivacion implicita En los ejercicios 63 y 64, utilice la deri-
cion implicita para encontrar dy/dx.

L xe¥ — 10x + 3y =0 64. e + x2 —y2 =10

contrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer-
Cios 65 y 66, halle una ecuacion de la recta tangente a la grafi-
L de la funcion en el punto dado.

xe +yer=1, (0,1)  66.1+Inxy=e"", (1,1)

ncontrar una segunda derivada En los ejercicios 67 y 68,
lle la segunda derivada de la funcién.

. f(x) = (3 + 2x)e3* 68. g(x) = Vx+ e*Inx
Ecuaciones diferenciales Enlos ejercicios 69 y 70, demuestre
ue la funcién y = f(x) es una solucién de la ecuacion diferencial.
. Y = 4e 70. y =& + 73
y-y=0 Y= 9y =0

ué fun-
s en el

Ncontrar extremos y puntos de inflexion En los ejerci-
05 71-78, halle los extremos y los puntos de inflexién (si existen)
€ la funcién, Utilice un programa de graficacion para trazar la
ncién y confirmar sus resultados.

X + —-X K e X
rentr Bl ="¢_ 72. ) = S5~
2 2
8lx) = L -2z 74. g(x) = e~ =372
2w T
. J(x) = x2e~x 76. f(x) = xe™*

78. f(x) = =2 + e3(4 — 2x)

Derivada de la funcién exponencial y de la funcion logaritmo natural

PIV 80.

e 81.

199

79. Area Encuentre el drea del rectdngulo mds grande que pue-
de ser inscrito bajo la curva y = e~ en el primer y segundo
cuadrantes.

Area Realice los siguientes pasos para encontrar el drea
méxima del rectdngulo que se muestra en la figura.

&r) =10xe™
/__4

%7
ctx 4 5 6

(a) Resuelva en la ecuacién f(c) = flc + x).

(b) Utilice el resultado del inciso (a) para escribir el drea en
funcién de x. [Sugerencia: A = xf/c).]

(c) Utilice un programa de graficacion para trazar la funcién
de drea. Use la gréfica para aproximar las dimensiones del
rectdngulo de drea maxima. Determine el drea maxima.

(d) Utilice un programa de graficacién para trazar la expre-

sién que se encuentra en el inciso (a). Use la gréfica para
aproximar

lim ¢ y lim c.

x—=0* xX—>00

Utilice este resultado para describir los cambios en las di-
mensiones y la posicion del rectdngulo para 0 < x < co.

Encontrar una ecuacion de una recta tangente En-
cuentre un punto de la grafica de la funcién fix) = €* tal que
la recta tangente a la gréfica en ese punto pasa por el origen.
Utilice un programa de graficacion para trazar la recta tangen-
te fen la misma ventana de visualizacidn.

82.0), ;COMOLOVE? La figura muestra las gréficas de f
, y & donde a es un nimero real positivo. Identifique el
(los) intervalo(s) abierto(s) en el (los) que las graficas

de fy g: (a) crecen o decrecen, y (b) son céncavas
hacia arriba o céncavas hacia abajo.

L U N

i}\g(x) e

HU 83. Depreciacion El valor V de un articulo # afios después de
su adquisicién es V = 15,0002 ( < ¢ < 10.
(a) Utilice un programa de graficacién para trazar la funcién.

(b) Halle las tasas de variacién de V con respecto a e cuando
t=1yt=35.

(c) Utilice un programa de graficacién para trazar las rectas
tangentes a la funcion cuandor = 1y ¢ = 5.
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~ 84. Movimiento armonico El desplazamiento del equilibrio
de una masa oscilante en el extremo de un resorte suspendido de
un techo es y = 1.56e%2% cos 4.9t, donde y es el desplaza-
miento (en pies) y ¢ es el tiempo (en segundos). Utilice un pro-
grama de graficacién para trazar la funcién de desplazamiento
sobre el intervalo [0, 10]. Encuentre un valor de ¢ en el que el
desplazamiento es menor que 3 pulgadas desde la posicién de
equilibrio.

o 85. Presion atmosférica o o ¢ e e 0o 0 0 0 ¢ ¢ o o

Un meteorélogo mide la presién atmosférica P (en kilo-
gramos por pie cuadrado) a una altura h (en kilémetros).
Los datos se muestran a continuacion.

h 0 ) 10 15 20

P | 10,332 | 5583 | 2376 | 1240 | 517

(a) Utilice un progra-
ma de graficacion
para trazar los pun-
tos (A, In P). Utili-
ce las capacidades
de regresién de la
utilerfa de grafica-
cién para encontrar
un modelo lineal .
de los puntos de los .
datos revisados. °

(b) Larecta en el inciso (a) tiene la formaln P = ah + b. °
Escriba la ecuacién en forma exponencial. .

(c) Utilice un programa de graficacion para trazar los -
datos originales y graficar el modelo exponencial en .
el inciso (b). .

(d) Encuentre la tasa de cambio de la presién cuando o
h=5yh=18 :

HV 86. Modelado de datos La tabla muestra los valores apro-
ximados de un sedén de tamafio medio para los afios 2006 a
2012. La variable ¢ representa el tiempo (en afios), con t = 6
correspondiente a 2006.

t 6 7 8 9
V | $23046 | $20,596 | $18,851 | $17,001
t 10 11 12

V | $15226 | $14,101 | $12,841

(a) Utilice las capacidades de regresion de un programa de
graficacion para ajustar modelos lineales y cuadrdticos a
los datos. Grafique los datos y los modelos.

(b) ;Qué representa la pendiente en el modelo lineal en el in-
ciso (a)?

(c) Utilice la capacidad de regresién de un programa de gra-
ficacion para adaptarse a un modelo exponencial a los
datos.

HU? Aproximacion lineal y cuadratica En los ejercicios 87 y g3
3

H" Evaluar un logaritmo En los ejercicios 91-94, utilice un pro-

(d) Determine la asintota horizontal del modelo exPOﬂeﬁéial
encontrado en el inciso (c). Interprete su significado ey el
contexto del problema.

(e) Utilice el modelo exponencial para encontrar 1a tagy g,
disminucién en el valor del seddn cuandot = 7y = 1

utilice un programa de graficacion para representar grificy.
mente la funcién. A continuacién grafique

Pi(x) = £(0) + £(0)(x = 0) y
Py(x) = £(0) + £ (0)(x = 0) + 3 f(0)(x — 0)2

en la misma ventana de visualizacién. Compare los valores de £,
P,, P,y sus primeras derivadas enx = 0.

87. f(x) = e 88. f(x) = 2

Férmula de Stirling Para valores grandes de n,
nl=1-2-3-4---n-1)=n

se puede aproximar por la férmula de Stirling,

n!= (%) 2mn.

En los ejercicios 89 y 90, encuentre el valor exacto de n! y luego
aproxime con la férmula de Stirling.

89. n=12 90. n =15

grama de graficacién para evaluar el logaritmo (a) con la tecla
logaritmo natural y (b) usando las herramientas de integracio
para calcular la integral [} (1/f) dt. '

91. In45 92. In8.3
93. In0.8 94. In 0.6

Relacion En los ejercicios 95-98, relacione la funcién con st
grifica. [Las gréficas estdn etiquetadas (a), (b), (¢) y (d).]

(@ 2
24— |
1
1 /
1
At
1 f2 3 45
-1
1
-2+
_3_F
(©) 2
2 L
—t— x
-4 -3 ~1
_1__
=2
T

95. f(x) =Inx + 1
97. f(x) = In(x — 1)
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0 eXponenc]al

ujar una grafica En los ejercicios 99-106, trace la grafica Determinar la derivada En los ejercicios 131-154, encuentre
nificado ep

a funcién y establezca su dominio. la derivada de la funcion.

rar 15 (A0 flx) =3Inx 100. f(x) = —2Inx 131. f(x) = In(3x) 132. f(x) = In(x — 1)
asa
=Tyt= x) = In2x 102. f(x) = Inx| 133. g(x) = Inx? 134. h(x) = In(2x2 + 1)
yt=11 L. f
i = — — = 4 = y2
icios 87y 3 103. f(x) = In(x — 3) 104. f(x) = Inx — 4 135. y = (Inx) 136. y = x*Inx
ntar grific 0. h(x) = In(x +2) 106. f(x) = In(x — 2) + 1 137. y = In(t + 1) 138. y = In/x? — 4
Usar las propiedades de los logaritmos  En los ejercicios 139. y = In{x/A> = 1) 140. y = In[#(” + 3)*]
07 y 108, utilice las propiedades de los logaritmos para aproxi- % 2%
nar los logaritmos indicados, dado que In 2 = 0.6931 y In 3 = 141. flx) = lﬂ( o 1) 142. f(x) = 1n<x a 3)
g Int Int
 valores de : 143. ¢() = —- 144. h() = —
.(@ In6 (b) In3 () m81  (d) In/3 t t
() In24 () InI12 (d) ln% 145. y = In(In x?) 146. y = In(In x)
éérrollar una expresion logaritmica En los ejercicios 147.y=1In it i 148. y = In 3/i ; i

18, utilice las propiedades de los logaritmos para desarro-

la expresion logaritmica. V4 + x2
i g 149. f(x) = 1n(——x—") 150. £(x) = In(x + V4 + x?)
110. InV/%°
151. y = In|senx]| 152. y = In|csc x|
112. 1
(xy2) 153. y = In|—=% _ 154. y = In|sec x + tan x|
cosx =1

1e n! y luego , In(x/Z ¥ 5) 114. Inv/a — 1

7 Determinar la ecuacion de una recta tangente En los

116. 1n(3¢?) ejercicios 155-162, (a) encuentre una ecuacion de la recta tan-
2 gente a la grafica en el punto dado, (b) use una graficadora para

ilice un ‘ 4 i6
P 0 2 — 12 118. In 1 representar graficamente la funcion y su recta tangente en el

punto y (c) use la funcion derivada de una herramienta de gra-
ficacion para confirmar sus resultados.

riba la expresion como el logaritmo de una sola cantidad. 155.y =Inx*, (1,0)

ln(x = 2) == ln(x + 2) 156. y= In x3/2 (1,0)

0. 3Inx +2Iny —4lnz 157. f(x) = 3x* —Inx, (1,3)
cidn con su L D2 1n(x + 3) + Inx — In(x® — 1)] 158. f(x) = 4 — x> — In(3x + 1), (0,4)
(d).] ;
c2flnx—In(x+ 1) —In(x—1
1 G+ 1) = InGx = 1)] 159. f(x) = In/T + sen’x, (3, In ﬁ)
2In3 - ;In(x2 + 1) 4 2
Mn(x2 + 1) — In(x + 1) — In(x — 1)] 160. f(x) = sen2xInx*, (1,0)
— E = y3
Mprobar las propiedades de los logaritmos En los 161 f() = ¥ Inx, (1,0)
l11c105 125 y126, (a) compruebe que f = g mediante el uso de 162. f(3) = lx s, (~1,0)
e A herramienta de graficacion para trazar 'y g en la misma 2
5 ntana de visualizacion, y (b) compruebe algebraicamente que
Determinar la derivada implicita En los ejercicios 163-166,
, use la derivacion implicita para encontrar dx/dy.
i X — _
=7 x>0, g)=2lnx—In4 163. 22 — 3lny +y> =10  164. Inxy + 5x = 30
p: =In/x(xZ + 1), gx) = 3[Inx + In(x? + 1)] 165. 4x* + Iny* + 2y = 2x  166. 4xy + Inx?y =7
minar el valor de un limite En los ejercicios 127-130, Ecuacion diferencial En los ejercicios 167 y 168, demuestre
h €ncuentre ] Ymite. que la funcion es una solucién de la ecuacion diferencial.
127, lﬁ? In(x — 3) 128. hm In(6 — x) Funcién Ecuacién diferencial
g3t x—=6
> 167.y=2Inx + 3 xy"+y' =0
lm 1nfx?(3 - x)] 130. lim In } yty

\/x—4 168. y = xInx — 4x x+y—xy=0
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Extremos relativos y puntos de inflexion En los ejerci-
cios 169-174, localice cualquier extremo relativo y punto de in-
flexion. Utilice un programa de graficacién para confirmar sus
resultados.

2

169. y = — Inx 170. y = 2x — In(2x)

2

171. y = xInx 172. y=l%£
e X — 2 &

173. y nx 174. y = x ln4

PP‘ Aproximacion lineal y cuadratica En los ejercicios 175 y
176, utilice un programa de graficacién para representar grafi-
camente la funcion. Después grafique

P,(0) = f() + f(D)x - 1)
y
P(x) = f(1) + f/()x = 1) + 3£/ (1)(x = 1)2

en la misma ventana de visualizacién. Compare los valores de
f, Py, P, y sus primeras derivadas en x = 1.

175. f(x) = Inx 176. f(x) = xInx

Usar el método de Newton En los ejercicios 177 y 178, uti-
lice el método de Newton para aproximar, con tres decimales, la
coordenada del punto de interseccion de las graficas de las dos
ecuaciones. Utilice un programa de graficacion para verificar
su resultado.

177. y=Inx, y= —x 178. y=Inx, y=3—x
Derivacién logaritmica En los ejercicios 179-184, utilice la
derivacion logaritmica para encontrar dy/dx.

179. y=xJx*+1, x>0
180. y = V/x*(x + DNx+2), x>0

181 X3 —2 2
' x+1)?%" *73
xr— |

182. y = 250 x> 1
132
183.))___)‘(«\—\/__:_)1_’ x>1
X
(x+ Dx—2)
= 2
184. ( D+ 2) X > 2

DESARROLLO DE CONCEPTOS

185. Propiedades En sus propias palabras, escriba las pro-
piedades de la funcién logaritmo natural.

186. Base Defina la base para la funcién logaritmo natural.

187. Comparar funciones Sea f una funcién positiva y
derivable en toda la recta real. Sea g(x) = In fix).
(a) Cuando g aumenta, ;f debe aumentar? Explique.

(b) ¢(Cuando la grifica de f es concava hacia arriba, la
grifica de g debe ser concava hacia arriba? Explique.

Christopher Dodge/Shutterstock.com

2 Mo
¢COMO LO VE? La grifica muestra la temperaty. L °F)
ra T (en °C) de un objeto 4 horas después de haberl (en
sacado de un horno. b

00
6 p
OS T
1 F
:3: s
oo o B
5 T

ETrgy

T8

Horas K
T =

(a) Encuentre Ih’m T. (Qué representa este limite?

(b) {Cudndo cambia la temperatura més rdpidamente? (@)
¢Verdadero o falso? En los ejercicios 189-192, determine si (®)
la afirmacién es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué
0 dé un ejemplo que demuestre que es falsa. ‘ ©
189. In(x + 25) = Inx + In25
190. Inxy = InxIn

g ? . Mc
191. Siy = In m, entonces y’ = 1/. altii
192. Siy = Ine, entonces y’ = 1. una

do)
PJF’ 193. Hipoteca casera El término 7 (en afios) de una hipoteca des
de una casa de 200 000 délares a un interés del 7.5% se puede
aproximar por h
X
t= 13375 ln(x_ 1250), x > 1250 »
donde x es el pago mensual en délares. @
(a) Utilice un programa de graficacién para trazar el modelo.
(b) Utilice el modelo para aproximar el plazo de la hipoteca

de la casa para que el pago mensual sea de $139843. )

(Cudl es el monto total que se paga?

(c) Utilice el modelo para aproximar el plazo de la hipotecd ©

de la casa para que el pago mensual sea de $1611.19.
(Cudl es el monto total que se paga?
(d) Determine las tasas instantdneas de cambio de 7 1espe
ax, cuando x = $1398.43 y x = $1611.19. %
(e) Escriba un breve pdrrafo describiendo el beneficio del
pago mensual més alto.

cto

o 194, Intensidad sonora » o e o s s s e s 0 e 0

Larelaciénentreel
ntimero de decibe- \ v
les y la intensidad i
de un sonido en ’
watts por centimetro
cuadrado es \ :

10 I |
A=t 1“(10-16>‘ ‘;
| B
(a) Utilice las propiedades de los logaritmos para escribl o
la férmula en forma mds sencilla. .

(b) Determine el nimero de decibeles de un sonido ¢

. . 5 { X O.
una intensidad de 10™ watts por centimetro cuadl.a. .

e €6 © © © 9 © @ © © © © © © O © o & O
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Modelar datos La tabla muestra las temperaturas 7' (en
°F) en las que el agua hierve a presiones p seleccionadas
(en libras por pulgada cuadrada). (Fuente: Standard Hand-
book of Mechanical Engineers)

Derivada de la funcion exponencial de base ay de la funcion logaritmo en base a

» 5 10 14.696 (1 atm) 20
T Tz.z4° 19321° 212.00° 227.96°
|
p 30 40 60 80 100
{7 | 25033° | 267.25° | 292.71° | 312.03° | 327.81°

Un modelo que aproxima a los datos es

T=28797 + 3496 Inp + 791/p.

(a) Utilice un programa de graficacion para trazar los datos y

graficar el modelo.

(b) Determine las tasas de variacién de T respecto a p cuando

p=10yp=T170.

(c) Utilice un programa de graficacién para graficar 7'. En-

cuentre 1im T7(p)e interprete el resultado en el contexto
p—>0

del problema.

. Modelar datos La presi6n atmosférica disminuye con la
altitud. A nivel del mar, la presion promedio del aire es de
una atmoésfera (1.033227 kilogramos por centimetro cuadra-
do). La tabla muestra las presiones (en atmdsferas) a altitu-
des A seleccionadas (en kilémetros).

h 0 3 10 15 20 25

P 1 055 | 025 | 0.12 | 006 | 0.02

(a) Utilice un programa de graficacién para encontrar un mo-
delo de la forma p = a + b In & para los datos. Explique
por qué el resultado es un mensaje de error.

(b) Utilice un programa de graficacién para encontrar el mo-
delo logaritmico 2 = a + b In p para los datos.

() Utilice un programa de graficacién para trazar los datos y
graficar el modelo.

203

(d) Utilice el modelo para estimar la altitud cuando p = 0.75.
(e) Utilice el modelo para estimar la presién cuando & = 13.

(f) Utilice el modelo para encontrar las tasas de cambio de
presién cuando 2 = 5y h = 20. Interprete los resultados.

197. Tractriz Una persona que camina a lo largo de un muelle
arrastra un barco con una cuerda de 10 metros. El barco se
desplaza alo largo de un camino conocido como tractriz (vea

la figura). La ecuacién de este camino es

10 + /100 — x?
X

y= 101n< ) - /100 — x2.

{jp? (a) Utilice un programa de graficacién para trazar la funcion.
(b) (Cudles son las pendientes de esta trayectoria cuando
x=5yx=9?
(c) (Qué significa la pendiente de la trayectoria de aproxi-
macién cuando x — 10?

198. Teorema de los numeros primos Hay 25 ndmeros
primos menores que 100. El teorema de los niimeros primos

establece que el nimero de primos menores que x es aproxi-

madamente
X
plx) = -

Utilice esta aproximacion para estimar la tasa (nimeros pri-
mos por 100 enteros) en los que se producen los nimeros
primos cuando

(a) x = 1000

(b) x = 1,000,000.

(c) x = 1,000,000,000.

Conjetura Utilice un programa de graficacién para repre-
sentar /'y g graficamente en la misma ventana de visualiza-
cién y determinar cudl estd aumentando a mayor velocidad

para grandes valores de x. ;Qué puede concluir acerca de la
tasa de crecimiento de la funcién logaritmo natural?

@) f(x) =lnx, ghk) = Vx
() f(x) =Inx, g = ;‘/}=

H’ 199.

Christopher Dodge/Shutterstock.com

| 4.9 Derivada de la funcion exponencial de base a

y de la funcion logaritmo en base a

B Desarrollar propiedades para derivar la funcién exponencial de base a.
B Desarrollar propiedades para derivar la funcién logaritmo de base a.
B Determinar el cambio de base de un logaritmo.

B Utilizar las propiedades de la derivacion logaritmica para determinar la deri-
vada de funciones de la forma f(x)s%,

La derivada de la funciéon exponencial f(x) = ¢

En la seccién anterior se definid a la funcion exponencial como una funcién de la forma
f(x) = a*, a> 0. Su dominio son todos los niimeros reales y si a # 1 el rango esté for-
mado por todos los reales positivos.

| Larazén de cambio de toda ex-
| Ponencial es proporcional a la
Misma funcién exponencial.
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En la seccién 4.8 se verificé la
propiedad a* = @ = ¢*lna

Six > 0 entonces log, x es el ex-
ponente al que debe elevarse la
base a para obtener x

y=x
A
)*:a"’r/ ,/ o7 y=log, x
: : ety —x
’
’ ’
, 1
s
e
1
Figura 4.45

Se determiné ademds que la razén de cambio de toda exponencial es proporciong]

a la misma funcién exponencial, es decir Se ti
') =f(0)a*

Estamos en condiciones de determinar con precision la derivada de la funcién exponen-

cial f(x) = a*. e

En la secci6n anterior se estableci6 la propiedad a* = " = ¢*"“ de manera que
D(a) = D(e"™) = D(e"%) = "¢ D (xIna) = a‘Ina
En general, se tiene que

D(a) = D(e"*)=D(e""%) = e D(ulna) = a*lnaDu

TEOREMA 4.22 Derivada de la funcién exponencial f(x) = a*
1. D(a") =a‘lna
2. D(a")=a"lnaDu

Derivada de funciones exponenciales

En este ejemplo se muestra la derivada de algunas funciones exponenciales

1. D(m) = m*(In )

2. D,(2*) = 2%(In 2) D,(3x) = (3 1n 2)2%

3. D (3*sn%) = 32senx(In 3) D (2 sen x) = 2 In 3(cos x)32 %"~

4. D (5%06%) = 5%6x(In 5) D (tan 6 x) = 6 In 5(sec? 6 x)516*

5. Dx(73x2—4x+2) - 73x2—4.\'+2(1n 7 DX(3x2 —4x+2)=21In703x — 2)73;_ A2

6. D (10%%) = 10**(In 10) D,(sec x) = In 10(sec x tan x)10%~ |

La funcion logaritmo en base a:f(x) = log, x

Si consideramos que para a > 0, a # 1 la funcién exponencial f(x) = a* es mondtona
y por tanto inyectiva, entonces por el teorema 2.2 existe su funcién inversa (esta es 1a
generalizacién de la definicién de funcién logaritmo natural).

La inversa de la funcién exponencial f(x) = a* se conoce como la funcién logaritmo
en base a y se representa por f~!(x) = log, x. Su dominio son todos los reales positivos
y su rango todos los nimeros reales, y se satisface que

y = log, xsiysolosix = a”

Al ser funciones inversas una de otra, la grafica de la funcién logaritmo en base €S
simétrica a la gréfica de la funcién exponencial respecto a la recta y = x. Figura 4.45
Por definicién se verifica que

log,(a®) = x VxeR
alo8,* = x Vx>0

Para el caso particular en que a = 10 se define log,, x = log x y se lee simplement¢
logaritmo de x, y se tiene
y = log xsiy solosix = 10"
log(10%) = x VxeR
10'osx = x Vx>0
1de

Para el caso particular en que a = e se define log, x = In x y se lee logaritmo naturd
X, y se cumple como ya hemos estudiado



4.9 Derivada de la funcién exponencial de base a y de la funcién logaritmo en base a 205

POrcion, y =Inxsiysolosix=e
In(e’) = x VxeR

elnr = x Vx>0

e tiene la siguiente notacién
log, x=1Inx

log;yx = log x

En el siguiente teorema, presentado sin demostracién, se enlistan algunas propiedades
de la funcidn logaritmo en base a. Se considera que la funcién logaritmo y = log, x es
inyectiva, continua y creciente en todo su dominio.

TEOREMA 4.23 Propiedades de la funcién logaritmo en base a

Para todo nimero real a > 1, se cumplen las siguientes propiedades para todos los |
valores x, y > 0.

1' loga(xy) = logax + Iogay
2. loga§ = log, x — log, y

3. log, ¥’ = ylog,x

4. lim log, x =

S. lim log, x = —o
x—0

_ log, x

6. log, x = Tog, @
Inx logx i

7 log = Ina loga [
Demostracion

L ‘ La demostracion se deja al lector como ejercicio y basta aplicar la definicién de la
funcién logaritmo y las leyes de los exponentes. Por ejemplo, para demostrar (6) si |

y = log, x entonces por definicién x = @, tenemos

ioet;)rll: x=a Aplicando logaritmo en base b
log, x = log, @ Teorema 4.23 inciso 3 L
ritmo ;
ot log, x =y log, a Como a # 1 entonces log, a # 0
_log, x
 log, a
log, x
e 68 De donde log, x = o
15 log, a
La demostraci6n de (7) es el caso particular de (6) para b = e y b = 10, recor-
dando que log, x = Inx y log;y x = In x.
onte Derivada de la funcién logaritmo en base a: f(x) = log, x
Para hallar la derivada de la funcién logaritmo en base a se puede proceder como en
la seccion anterior aplicando el teorema 4.13 y utilizando el hecho de que la funcién
Una propiedad importante de la | ¥ = log, x es lainversa de y = a. Sin embargo, en esta ocasién utilizaremos el teorema 4.23
funcién logaritmo en base a es para resolver este problema.
De acuerdo con el inciso 1 del teorema 4.23, se verifica
Inx logx
log,x=7T7"7"=—"— 1
| de Ina loga nx

y=logx =1

e — T —
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i ] De manera que
La funcién logaritmo y la regla
1
il eadenn D,y = D(log, x) = D(ﬁ) Derivar
Siy =log, uyu = f(x) enton- |
dy dyd - N
ces ay _ ayau D (log, x) na D (In x) Simplificar
dx  dudx
dy 1 du D (log, x) =
== — rE e In a)x
De donde &= (nauds (In a)
Para resumir estos resultados, presentamos el siguiente teorema.

TEOREMA 4.24 Derivada de la funcién logaritmo en base a

1. D (log,x) = Moo

Du
2. D (log, x) = (In a)

La derivada de una funcion logaritmo

En el presente ejemplo se muestra la derivada de algunas funciones de la forma log, x.

1. D (log,(4n) = 2 __ __1
» Dllogs(%0) = 4 han = @
_ Df(senx) ~ cosx 1
2. Dflogysend} =0 renz (ndenz It~
_ D(secx) _1_
3. D (logs (senx)) = —_——(ln Ssecx I 5tanx
2+ 4 +4
4. D (log; (:* + 4x)) = Lk E

(In3)(x® + 4x)  (In 3)(x2 + 4x)

La funcién logaritmo en base 10

Para estudiar la funcién logaritmo en base 10, consideramos el teorema anterior para el
caso a = 10 . De esta manera tenemos el teorema 4.25.

TEOREMA 4.25 Derivada de la funcion logaritmo en base 10

1
1. D (logx) = In 10)x x>0
D.u
2. D (logu) = n 10 u>0

Derivacion logaritmica

Con ayuda de la regla de la cadena, podemos derivar funciones de la forma
y= ()" D,y = n(f(x))"~" D(f(x))

y= g Dy = a/(In a) D (f(x))

Sin embargo, las férmulas y procedimientos anteriores no pueden aplicarse pard deriva!
funciones de la forma funcién elevada a otra funcidn. ;

Es posible utilizar logaritmos para determinar la derivada de funciones del t1p°

£(x)2), a este procedimiento se le conoce como derivacion logaritmica y se presentd o

el siguiente teorema. :
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Teorema 4.26 Derivacioén logaritmica

D fft) = f* [gi;* +g lan

Demostracion

Dada la funcién y = f(x)$*), tenemos

y = flsw Aplicar logaritmos
In y = In(f(x)8™) Teorema 4.19
Iny = g(x) Inf(x) Derivar implicitamente
y?’ = g(x)D(In f(x)) + D(g(x)) In f(x) Simplificar
D
¥ =y {g(x) el ) + D (g(x)) In f(x)} Despejar
()
L— X f’(_X) !
Y= f )[8()6) I +g'@nf (X)}
» v‘ .‘Ev Derivacion logaritmica

Calcular D ((5x + 1)¥¢¥)

Solucion

y = (5x + 1) Aplicar logaritmo
Iny = In(5x + 1)% Teorema 4.19
Iny=secxIn(5x + 1) Derivar implicitamente
y7 = sec x D, (In(5x + 1)) + D,(sec x) In(5x + 1) Regla de la cadena

4 D (5x+1
LA sec x DkF 1) + sec xtan x In(5x + 1) Regla de la cadena
y 1
i — Ssecx SEC x tan x 3 1

y " Sl + In(5x + 1) Simplificar

Ssecx

L sec x tan x 1

y =y <5x 1 + In(5x + 1) ) Despejar
Ssecx

y’ P (Sx _|_ 1)SCCX< + ln(sx _|_ l)sccxtanx>

Sx+ 1

Derivada logaritmica D,(u)

Siu = u(x) calcular D (u"
D (u") = u* In(eu) Du ) )

Solucion
y=u Aplicar logaritmo
Iny = Inu" Teorema 4.19
Iny = uln(u) Derivar implicitamente
y'

7 =uD (Inu) + Du(ln u) Regla de la cadena
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y7' =y DL'ZM + D u(ln u) Regla de la cadena

yy—, = Du + Du(In u) Simplificar

vy =y +1nu)Du Despejar

y =u'(l +1Inu)Du Ine=1

y =u(lne+ Inu)Du Inxy=Inx+1Iny

y' =u"lneuDu B

Derivada de la funcién f(x) = x*

Solucion

D (x*) = x*Inex

Siy = x* entonces del ejemplo 4 tenemos D (x) = x* In(ex) |

Consuite CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

4 u 9 EiEI’CiCiOS con numeracion impar. ;

Evaluar una expresién logaritmica En los ejercicios 1-4, (©) y (d) y
evaltie la expresion sin usar una calculadora.

1. logzé 2. logy; 9

Q=

3. log, 1 4. log,

Formas exponenciales y logaritmicas de ecuaciones En
los ejercicios 5-8, escriba la ecuacién exponencial como una
ecuacion logaritmica, o viceversa.

15. f(x) = 3* 16. f(x) =37
5.(a) 2°=8 6. (a) 27?73 =9 17. f(r) = 3* = 1 18. f(x) = 3!
® 37 =3 (b) 164 =18
7. () log, 0.01 = —2 8. (a) log, % - St;s;lver una ecuacién  En los ejercicios 19-24, resuelva pard
(®) logos 8 = =3 (®) 492 =7 19. (a) log,, 1000 = x 20. () log; & =
Dibujar una gréafica En los ejercicios 9-14, dibuje 2 mano la (b) log,,0.1 =x (b) logg 36 = x
grafica de la funcion. 21. (a) logyx = —1 22. (a) log, 27 =3
9. y=2° 10. y = 4! (b) log, x = —4 (b) log, 125 =3
11 y= 5 12.y=2° 23. (a) 12 — x = log; 25
13. A(x) = 52 14. y = 37K (b) 3x + 5 = log, 64

Correspondencia En los ejercicios 15-18, relacione la funcién

con su grafica. [Las graficas estdn etiquetadas (a), (b), (¢) y (d).] 24. () log; x + logy(x = 2) = 1

(b) logolx +3) —logpx =1

(a) y (b) y -
Gk Resolver una ecuacion En los ejercicios 25-34, resuelv
s ecuacion a tres cifras decimales de precision.
4_k
2" 25. 3% =175 26. 5% = 8320
-+ 27. 237 = 625 28. 3(5*7!) =86
- x A
4 1 2 4 0.09\'> 0.10>365' D)
A1+=1) = A ] P
i 29 (1 12) 3 30 (1 + 265

- - s " TRl I m T B W11} #l



32. log,o(t — 3) = 2.6
34. logs</x —4 =32
ificar funciones inversas En los ejercicios 35 y 36,

estre que las funciones son funciones inversas una de la
| dibujar sus graficas en el mismo conjunto de ejes coor-

10g2(x - 1) =3
10g3 x2 = 45

4% 36. f(x) = 3*
log, x g(x) = log; x

= & 38. f(x) = 3*
=574 40. y = 654
X 42, y = x(67%)
32:
1) = 122 44. f(t) = =
g) =27 %cos 70 46. g(a) = 57*%sen2a

= log,(5x + 1) 48. y = logy(x? — 3x)
= logs(4 — 1)? 50. g(t) = logy(# + 7)°

logs Vx* =1 52. f(x) = log,¥/2x + 1
x? »—1
= logszl 54.y= long
xvx =1 4
) =logy——— 56. g(x) = logsﬁ
1"‘ 10 log, t

58. f() = 132 log, /1t + 1

Encontrar la ecuacion de una recta tangente  En los ejerci-
59-62, encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica

y=2"% (-1,2)
10g3 X, (279 3)

60. y =572 (2,1)
62. y = log,,2x, (5,1)

vapara

x%x 64, y = x7!
66. y = (1 + x)'/x
Contrar la ecuacion de una recta tangente En los ejerci-

Clos 67-70 encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica
Ge1a funcion en el punto dado.

. jeens (z 7_7)
T \2°2

8.y = Genp, (Z.1)
slya la = (Inx)eos*, (e, 1)

70. y = x'/*, (1,1)
los ejercicios 71-82, encontrar la derivada de la funcién
= (cos x)*

= (COS x)cosx
= (303 — 202 + 2x + 2)H4

4.9 Derivada de la funcidn exponencial de base ay de la funcién logaritmo en base a 209

74. y = (sec x)@n*

75. y = (&)

76. y = (xer)senx

77. y = (In x)in*

78. f(r) = (©? = 1)ysenr

79. g(6) = (sen §)<s?

80. f(u) = (u + V)™

81. w() = (3")*

82. h(a) = (log, a)*

Area En los ejercicios 83 y 84, encuentre el drea de la region
limitada por las graficas de las ecuaciones.
83. y=3,y=0,x=0,x=3

84. y=3*senx,y=0,x=0,x =17

DESARROLLO DE CONCEPTOS

85. Analizar una ecuacion logaritmica Considere la
funcién f(x) = log,,x.
(a) ¢(Cudl es el dominio de f?
(b) Halle /.

(c) Sea x un nimero real entre 1000 y 10,000. Determine
el intervalo en el que se encuentra f{x).

(d) Determine el intervalo en el que se encuentra x, si f{x)
es negativa.

(e) Cuando f(x) se aumenta en una unidad, ;en qué factor
debe haberse incrementado x?

(f) Calcule la razén de x, a x,, dado que fix,) = 3ny

fxy) =n.
86. Comparar las tasas de crecimiento Ordene las fun-
ciones

f&x) = log, x, g(x) = x*, h(x) = x* y k(x) = 2*

de la que tiene la mayor tasa de crecimiento a la que tiene
la menor tasa de crecimiento para valores grandes de x.

87. Inflacién Cuando la tasa anual de inflacién promedia 5%
en los préximos 10 afios, el costo C aproximado de bienes o
servicios en cualquier afio en esa década es

C(t) = P(1.05)
donde 7 es el tiempo en afios y P es el costo actual.

(a) Elprecio de un cambio de aceite para su coche actualmen-
te es de $24.95. Estime el precio dentro de 10 afios.

(b) Determine la rapidez de cambio de C respecto a t cuando
t=1yt=8.

(c) Compruebe que la rapidez de cambio de C es proporcional
a C. ;Cudl es la constante de proporcionalidad?

. Depreciacion Después de 7 afios, el valor de un automévil
comprado por 25,000, délares es

V(e) = 25,000(3)".
(a) Utilice un programa de graficacién para trazar la funcién

y determinar el valor del coche 2 afios después de que fue
comprado.
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(b) Determine las tasas de variacién de V respecto a t cuando
t=1yt=4.

(c) Utilice un programa de graficacién para trazar V'(¢) y de-
terminar la asintota horizontal de V'(r). Interprete su sig-
nificado en el contexto del problema.

Iinterés compuesto Enlos ejercicios 89-92, complete la tabla
para determinar el saldo A para P délares invertidos a la tasa r
durante ¢ afios y capitalizados n veces por afio.

n 1 12| 4| 12| 365 | Capitalizacién continua
A
89. P = $1000 90. P = $2500
r=33% r=6%
t = 10 afios t =20 afios
91. P = $1000 92. P = $4000
r=>5% r=4%
t = 30 ailos t = 15 aflos

Interés compuesto  En los ejercicios 93-96, complete la tabla
mediante la determinacion de la cantidad de dinero P (valor
presente) que debe invertirse a una tasa r para producir un sal-
do de $100,000 en el afio ¢.

t 1|10 | 20 | 30 | 40 | 50
P
93. r=5% 9. r=3%
Capitalizacion continua Capitalizacién continua
95. r=5% 96. r = 2%

Capitalizacion mensual Capitalizacién diaria

97. Interés compuesto Suponga que usted puede ganar un 6%
de una inversion, capitalizado diariamente. ;Cudl de las siguien-
tes opciones proporcionarfa el mayor saldo al cabo de 8 afios?

(a) $20,000 ahora (b) $30,000 después de 8 afios
(c) $8000 ahora y $20,000 después de 4 ailos

(d) $9000 ahora, $9000 después de 4 afios y $9000 después de
8 afos

’C’F’ 98. Interés compuesto Considere un depdsito de $100 que
se coloca en una cuenta durante 20 afios con capitalizacién
continua. Utilice un programa de graficacién para trazar las
funciones exponenciales que describen el crecimiento de la
inversién en los 20 afios para las siguientes tasas de interés.
Compare los saldos finales para las tres tasas.

(@ r=3% b r=5% () r=6%

99. Rendimiento boscoso El rendimiento V (en millones de
pies cubicos por acre) para la madera en pie alaedad tes V =
6.7 ™1/ donde t es medido en aiios.

(a) Determine el volumen limitante de madera por acre cuan-
do t tiende a infinito.

(b) Determine la rapidez a la que el rendimiento estd cam-
biando cuando ¢t = 20 afios y ¢ = 60 afios.

101.

H" 102.

PF’ 103.

\~ ) P a)
) éCOMO LO VE? La gréfica muestra el porcentaje p < g
de respuestas correctas después de n intentos en un I
proyecto grupal en la teorfa del aprendizaje. y
P y
(R
8 y
23 c
° £
< 3 :
5 2 QRS
o =
3 ;
Ao
g (@F
P
S e s ) st R i ey e L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Apr
Intentos
tamt
(a) ¢Cudl es la proporcién limitante de respuestas correc lim
tas cuando » tiende a infinito? : x>0+
(b) ¢Qué ocurre con la tasa de variacién de la proporc
en el largo plazo? : -
il

Crecimiento de la poblacién Un lago es abastecido
con 500 peces, y la poblacién aumenta de acuerdo a la curva
logistica

_ 10,000
T+ 19715

p()

donde 7 se mide en meses.

(a) Utilice un programa de graficacién para trazar la funcién.

(b) (Cual es el tamafio limitante de la poblacién de peces?

(c) (A qué tasas estd cambiando la poblacién de peces al fi-
nal de 1 mes y al final de 10 meses?

(d) ;Después de cudntos meses la poblacion estd aumentan-
do mds rdpido?

Modelar datos En la tabla se muestran las resistencias

a la rotura (en toneladas) de los cables de acero de varios -

didmetros (en pulgadas).

d | 050|075 | 100 | 125 | 150 | 175

B | 985 | 218 | 383 | 592 | 844 | 1140

(a) Utilice las capacidades de regresién de un programé -
de graficacién para ajustar los datos a un modelo &
ponencial. :

(b) Utilice un programa de graficacién para trazar los datos
y graficar el modelo. ;

(c) Determine las tasas de crecimiento del modelo cuando
d=08yd=15.

Comparar modelos En la tabla se muestra el ndmee®

de trasplantes de pancreas y en Estados Unidos para 108 antev:'

2004 a 2010, con x = 4 correspondiente a 2004. (Fe"™

Organ Procurement and Transplantation Network.)

Con

542 | 406 | 468 | 436

y | 603

(T




tilice las capacidades de regresién de un programa de
) U p gresion prog
graficacién para encontrar los siguientes modelos para
los datos.

n=wtb
y3=al7t

y,=ax+blnx
Y4 = ax
) Utilice un programa de graficacion para trazar los datos

y la gréfica de cada uno de los modelos. ;Qué modelo
considera que mejor se ajusta a los datos?

(c) Interprete la pendiente del modelo lineal en el contexto
del problema.

) Encuentre la tasa de cambio de cada uno de los modelos
para el afio 2008. ;Qué modelo se estd reduciendo con
mayor rapidez en el 2008?

Aproximar e Complete la tabla para demostrar que e
también se puede definir como

- lim (1 + )"

: x)l/x

elar datos En los ejercicios 105 y 106, encuentre una
ncion exponencial que se ajuste a los datos experimentales
ctados a través del tiempo.

0 1 2 3 4
1200.00 | 720.00 | 432.00 | 259.20 | 155.52

0 1 2 3 4
600.00 | 630.00 | 661.50 | 694.58 | 729.30

Usar las propiedades de los exponentes En los ejercicios
-110, encuentre el valor exacto de la expresion.

2 51/1n5 108. 6l 10/In 6
9 91/ln3 110. 321/ln2

esistencias
de varios

5
Verdadero o falso? En los ejercicios 111-116, determine si

0 a afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué

€ un ejemplo que demuestre que es falso.
rograma o= 271,801
delo ex- 99,900

- Siflx) = In x, entonces fle" * 1) — fle") = 1 para cualquier
os datos valor de n.

. Las funciones f(x) = 2 + "y g(x) = In (x - 2) son funciones
cuando inversas entre sf.

- La funcién exponencial y = Ce* es solucién de la ecuacién
1imero diferencial
)s afios dn
“uente: E{=y, =123, . 5 .s

. Las gréficas de f{x) = ey g(x) = ¢ se unen en dngulo recto.
. Siflx) = g(x)e*, entonces los tnicos ceros de fson los ceros
de g.

. Comparar funciones

(a) Demuestre que (23> # 2(3?).

4.9 Derivada de la funcion exponencial de base ay de la funcion logaritmo en base a 21

(b) ¢Son flx) = (x)' y glx) = x*) la misma funcién? (Por
qué si o por qué no?

(c) Calcule f'(x) y g'(x).
118. Determinar una funcion inversa Sea

a —1
a+1

flo) =

paraa >0, a # 1. Demuestre que f tiene una funcién inversa.
Después encuentre f.

119. Ecuacion diferencial logistica Demuestre que la solu-
ci6n de la ecuacién diferencial logistica

dy_8 (5_ _

resulta en la funcién de crecimiento logistico en el ejemplo 7.

Sugerencia: 5; = 3<l + SL)
-y s\ 2-vy

120. Usar las propiedades de los exponentes Dada la
funcién exponencial f{x) = a*, demuestre que

(@) flu +v) = fu) - f(v)
(b) f(2x) = [f(0)]
121. Rectas tangentes
(a) Determine y' dado y* = ¥'.

(b) Determine la pendiente de la recta tangente a la grafica de
cada uno de los siguientes puntos.

@ (¢, ¢) (i) (2, 4) (iil) (4, 2)
(c) ¢(En qué puntos de la grafica de y* = ¥’ no existe la recta
tangente?

DESAFIO DEL EXAMEN PUTNAM
122. ;Cuél es mayor

(Va)*T o (VeI

donde n > 8?7

123. Demuestre que si x es positiva, entonces

1 1
= :
loge<1 x> > T+

Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize Compe-
tition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados. |

® © & o o o O

_ PROYECTO DETRABAJO

Usar utilidades graficas para estimar la
pendiente

x[*, x#0
Seaf(")zﬂl x=0

(a) Utilice un programa de graficacion para trazar fen la ventana de
visualizacién -3 < x < 3, -2 < x < 2. ;Cudl es el dominio de f?

(b) Utilice las caracteristicas de acercamiento y localizacién de un
programa de graficacién para estimar

lim f(x).
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(c) Escriba un breve pérrafo explicando por qué la funcién f es
continua para todos los nimeros reales.

(d) Estime visualmente la pendiente de fen el punto (0, 1).
(e) Explique por qué la derivada de una funcién se puede aproxi-

mar por la férmula

Flx+ Ax) — flx — Ax)
2Ax

para valores pequefios de Ax. Utilice esta férmula para aproxi-
mar la pendiente de fen el punto (0, 1).

o JO + Ax) — f(0 — Ax)
fQ) =~ 2Ax

_ flAx) - f(=4x)
2Ax

4.10 Derivada de las funciones trigonométricas inversas

[y =senx
' Dominio: [-7/2, n/2]
i Rango: [-1, 1]
y \ \
R
\
1 Fe =% \

AN
\

S

La funcién seno es uno a uno en
[—=/2,7/2].
Figura 4.46

..................[>
«« COMENTARIO EI

término “arcsen” se lee como

“el arco seno de x” 0 a veces

“el dngulo cuyo seno es x”.

Una notacién alternativa para

la funcidn inversa del seno es

“sen”! x7.

¢Por qué cree que la pendiente de la gréfica de festd en (0, l)é

(f) Encuentre una férmula para la derivada de fy determine f'0)
Escriba un breve parrafo explicando c6mo una herramienty g,
graficacion podria llevar a la aproximacion de la pendiepg,

de una gréfica de forma incorrecta.

€3]

Use la férmula para la derivada de f para encontrar e] extre.
mo relativo de f. Verifique su respuesta usando un programa ge
graficacion.

B PARA INFORMACION ADICIONAL Para mds informacigp
sobre el uso de las utilidades graficas para estimar la pendiente,
vea el articulo “Computer-Aided Delusions”, de Richard L. Hal]
en The College Mathematics Journal. Para ver este articulo, visite
MathArticles.com.

B Desarrollar propiedades de las seis funciones trigonométricas inversas.
H Derivar una funcién trigonométrica inversa.
B Resumir las reglas basicas para la derivacion de las funciones elementales.

Funciones trigonométricas inversas

Esta seccién comienza con una declaracién sorprendente: Ninguna de las seis funciones
trigonométricas bdsicas tiene una funcién inversa. Esta afirmacién es cierta, porque las
seis funciones trigonométricas son periddicas y por lo tanto no son uno a uno. En esta
seccion se examinardn estas seis funciones para ver si sus dominios se pueden redefinir
de manera tal que tengan funciones inversas en los dominios restringidos.

En el ejemplo 4 de la seccién 2.3, se vio que la funcién seno es creciente (y por lo
tanto es uno a uno) sobre el intervalo '

3]

como se muestra en la figura 4.46. En este intervalo se puede definir la inversa de la
funcién seno restringida como

y=arcsenx siysolosi seny=x

donde -1<x<1y-m/2<arcsen x < /2 ;
Bajo las restricciones adecuadas, cada una de las seis funciones trigonométricas € uno
auno y por lo tanto tiene una funcién inversa, como se muestra en la siguiente definicion

Definiciones de las funciones trigonométricas inversas
Funcién Dominio Rango
. . o
y=arcsenx siysolosiseny =x —1<x<=<1 —ESyS
y = arccos x siysolosicos y=x —1l<x<1 Osys=sm
y = arctan x siysolositan y=x —00 <Xx < 00 <3<y
y =arccot x siysolosicot y=x —co<x<oco 0O0<y<m
y = arcsec x siysolosi sec y=x |x| =1 0Osy=sm y#
: ; ™ <
| y= arccsc x siysolosicsc y=x |x| =1 7 SYEY
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festden (0, 1 )
letermine £(0),
herramienty de
le la pendiente

Exploracion

La funcién inversa de la secante En las definiciones de las funciones
trigonométricas inversas, la funcién secante inversa se define mediante la restriccion
del dominio de 1a funcién secante a los intervalos [0, 77/2) U (7/2, 7]. La mayoria
de los otros textos y libros de consulta estin de acuerdo con esto, pero algunos no.

¢ Qué otros dominios podrian tener sentido? Explique su razonamiento graficamente.
La mayorfa de las calculadoras no tienen una tecla para la funcion secante inversa.
(C6émo puede usar una calculadora para evaluar la funcién secante inversa?

ontrar el extre.
I programa de

S illfOI‘macién
- la pendiente,
chard L, Hall,
articulo, visite

Las graficas de las seis funciones trigonométricas inversas se muestran en la figura 4.47.

y y y
y = arcsen x y = arctan x
® @ o o o n B 2 e A D bt ) i R s
% 2T 777 i 2
— - e T
) =1 1 2 \\ -2 =1 1 2
.l I 1 ! x i e i i s O i o e
as. 2 2 1 1 > 2
Dominio: [—1,1] Dominio: [—1,1] Dominio: (—oo, o)
ntales. Rango: [— /2, 7/2] Rango: [0. ] Rango: (—m/2, m/2)
y y y
s funciones R (p= aresee] (= aots)
 porque las T - T e o e T
no. En esta \
>n redefinir n p:

| | 1

T T T

t ¥ 2 demesacew e od et 1.1
N o | / 2 \
\‘—E‘ | l | ) | | | )
2

e (y por lo

Dominio: (—oo, —1]JU[1, o0) Dominio: (—oo, —1]U[1,0) Danitite: (=oc, 6of
Rango: [—7/2,0) U (0, /2] Rango: [0, 7/2) U (m/2, 7] Rigo: (0, 7
ersa de la Figura 4.47

Al evaluar las funciones trigonométricas inversas, recuerde que denotan los dngulos
en radianes.
" EJEMPLO 1

2as es uno Evaluar funciones trigonométricas inversas

Inicion.

Evaliie cada una de las funciones.

a. arcsen(—%) b. arccos 0 ¢. arctan /3  d. arcsen(0.3)

Solucidon

a. Por definicién, y = arcsen(—%) implica que sen y = —%. Sobre el intervalo [~77/2,
/2], el valor correcto de y es - /6.

arcse ('—'1_> == '—lr
172 6

b. Por definicién, y = arccos 0 implica que cos y = 0. En el intervalo [0, 7], tiene que
y=m/2.

T
arccos 0 = —
2
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¢. Por definicién, y = arctan +/3 implica que tan y = /3. Sobre el intervalo /2,
m/2), tiene que y = /3.

arctan /3 = %T

d. Usando una calculadora ajustada en el modo de radianes produce
arcsen (0.3) = 0.305 |

= arc:

Las funciones inversas tienen las propiedades f{f!(x)) = x y f1(f(x)) = x. Al aplicar
estas propiedades para invertir las funciones trigonométricas, recuerde que las funcioneg co
trigonométricas tienen funciones inversas solo en dominios restringidos. Para valg. un a

res fuera de estos dominios, estas dos propiedades no se sostienen. Por ejemplo,
arcsen(sen ) es igual a 0, no 7. !

Propiedades de las funciones trigonométricas inversas

Si-1<x<1ym/2<y<m/2,entonces
sen(arcsen x) = x 'y arcsen(seny) = y.
Si-m/2 <y < /2, entonces
tan (arctan x) =x y arctan(tany) =y.
Silx]>1y0<y<m/20m/2<y<m, entonces
sec(arcsec x) = x 'y arcsec(sec y) = y.

Propiedades similares también son vélidas para las otras funciones trigonométricas
inversas.

Resolver una ecuacion

o
arctan(Zx - 3) = Z Ecuacién original
T
tan[arctan(Zx - 3)] = tan Z Tome la tangente de cada lado.
2x—3=1 tan(arctan x) = x
x=2 Resuelva para x.

Algunos problemas en cdlculo requieren que evaliie expresiones como cos(arcsen x)
como se muestra en el ejemplo 3.

Usar triangulos rectangulos

a. Dada y = arcsen x, donde 0 < y < 77/2, encuentre cos y.
b. Daday = arcsec(ﬁ/2), encuentre tan y.
Solucion

a. Como y = arcsen x, usted sabe que y = sen x. Esta
relacion entre x y y puede ser representada por un
tridngulo rectangulo, como se muestra en la figura de
la derecha.

cosy = . .___E;: 1 — 2
y = cos(arcsen x) hip b

(Este resultado es también vélido para—m/2 <y <0.) y = arcsenx
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(=m/2

p—

arcsec ——
: 2

COMENTARIO No existe
un acuerdo comtun sobre la defi-
nicién de arcsec x (0 arccsc x)
para valores negativos de x.
Cuando definimos el rango del
arco secante, se optd por preser-
var la identidad reciproca

1
arcsec X = arccos —.
X

Una consecuencia de esta defini-
cién es que su grifica tiene una
~ pendiente positiva para cada valor
x en su dominio. (Vea la figura
4.47.) Esto cuenta para el signo
de valor absoluto en la férmula
para la derivada de arcsec x.

TECNOLOGIA Aunqueel
programa de gréaficos no tiene la
funci6n arcsec, puede obtener

A su gréfica utilizando

sen x),
e f(x) = arcsec x = arccos .

ARA INFORMACION ADICIONAL
4l mds informacién sobre la deriva-
7 fie la funcién arco tangente, vea el
ICulo “Differentiating the Arctan-

t Directly”, por Eric Clave, en The
lege Mathematics Journal. Para ver
- articulo, visite MathArticles.com.
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b. Utilice el tridngulo rectdngulo que se muestra en la figura de la izquierda.
3
tan y = tan| arcsec —2—
_co
ca
_1
) =

Derivadas de funciones trigonométricas inversas

En la seccién 5.8 usted vio que la derivada de la funcién trascendente f(x) = In x es la
funcién algebraica f'(x) = 1/x. Ahora vera que las derivadas de las funciones trigono-
métricas inversas también son algebraicas (a pesar de que las funciones trigonométricas
inversas son ellas mismas trascendentales).

El siguiente teorema enumera las derivadas de las seis funciones trigonométricas
inversas. Observe que las derivadas de arccos u, arccot u y arccsc u son los negativos de
las derivadas de arctan u, arcsen u y arcsec u, respectivamente.

TEOREMA 4.27 Derivadas de funciones trigonométricas inversas

Sea u una funcién derivable de x.

4 [arcsenu] = .. 4 [arccos u] = 8
dx 1 — i? dx V1 —u?
d u d !
T [arctan u] = T+ 2 I [arccot u] = T 2

7 [arcsec u] = B - A [arcsec u] = o
dx fu|/a* — 1 dx |u| Vu?2 = 1

Las demostraciones para arcsen u y arccos u se proporcionan en el apéndice A. [Las

demostraciones para las otras reglas se dejan como ejercicio (vea el ejercicio 98).]
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Derivar funciones trigonométricas inversas

d C 2
2. — )] = N
dx[arcsen( )] JI-@2 J1-42
d 3 2
b. - [arctan (3x)] = Gx)? 1+ 922
d (a2 1 1
. ——larcsen = - -
¢ dx[ Vil JT=x 2/a/T=-x 2Jx-2
282\' 2e2" 2

d 2x] =
d. I [arcsec 2] =

FSEP -1 d -1 S =1

El signo de valor absoluto no es necesario, porque e > > 0.

Simplificar una derivada

arcsenx + x+/1 — x?

y:

e % " x(%)(-—Zx)(l — B2t ST
N =X

S S SO |-y

JI=-x2 J1-x

=/l -3+ J1 -

=2 /T=%
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Puntos de
inflexién

La derivada

La grifica de y = (arctan x)? tiene una

asfntota horizontal en y = 7%/4.

Figura 4.48

Analizar la grafica de una funcion
trigonométrica inversa

Analice la gréfica de y = (arctan x)?.

Solucion A partir de la derivada

;o 1
y’ = 2(arctan x)(1 T x2>
_ 2arctan x
1+ 22

puede ver que solo x = 0 es un niimero critico. Por el criterio de la primera derivada, este
valor corresponde a un minimo relativo. De la segunda derivada

GAL
2 —
) (1+x )(1 = x2> (2 arctan x)(2x) H it
= (1 + X2)2 partié
aristot
_ 2(1 = 2xarctan x) cualid:
- (1 + x?)? la “flui
eligio -
se tiene que los puntos de inflexién ocurren cuando 2x arctan x = 1. Utilizando el mé- térmir
todo de Newton, estos puntos ocurren cuando x = £0.765. Por dltimo, debido a que tales ¢
. v fuerza
lim (arctanx)? = — Cons
x—>£00 4 para .

se tiene que la gréfica presenta una asintota horizontal en y = 77>/4. En la figura 4.48 s¢
muestra la gréfica. :

Maximizar un angulo
ceen P> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Un fotégrafo estd tomando una fotografia de un
cuadro colgado en una galeria de arte. La altura
de la pintura es de 4 pies. La lente de la cdmara
estd 1 pie por debajo del borde inferior de la
pintura, como se muestra en la figura de la dere-
cha. ;Hasta dénde debe alejarse la cdmara de la
pintura para maximizar el dngulo subtendido por
el lente de la cdmara?

Soluciéon Enla figura, sea 8 el dngulo que se
maximiza.

B=0—«

No estd dibujado a escala

5 La cémara debe estar a 2.236 pies de1
= arccot 3 — arccot ¥ pared para maximizar el 4ngulo B-

Al derivar se obtiene

- B Vi
de 1+ (/25 1+
_ =3 " 1
2542 14+
45 —»%)

(25 + 22)(1 + x%)’

Debido a que dB/dx = 0 cuando x = /3, se puede concluir a partir de la primerd It)cl)u I

ba de derivada que con esta distancia se obtiene un valor méximo de . Por lo tal [
distancia es x = 2.236 pies y el dngulo 8 = 0.7297 radianes =~ 41.81°.
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ivada, este

| GALILEO GALILEI (1564-1642)

v _El enfoque cientifico de Galileo
“?partié de la aceptacion de la vision
aristotélica de que la naturaleza tenia
“cualidades descriptibles, tales como
a“fluidez” y la “potencialidad”. El
eligié describir el mundo fisico en
érminos de cantidades mensurables,
les como el tiempo, la distancia, la
fuerza y la masa.

| Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.
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Revision de las reglas basicas de derivacion

En la década de 1600, Europa fue conducida a la era cientifica por grandes pensadores,
como Descartes, Galileo, Huygens, Newton y Kepler. Estos hombres crefan que la na-
turaleza se rige por leyes bésicas que pueden, en su mayor parte, escribirse en términos
de ecuaciones matematicas. Una de las publicaciones mds influyentes de este periodo,
Didlogo sobre los grandes sistemas del mundo, por Galileo Galilei, se ha convertido en
una descripcidn clésica del pensamiento cientifico moderno.

Asi como las matematicas se han desarrollado durante los Gltimos cien afios, un
pequefio nimero de funciones elementales han demostrado ser suficientes para mode-
lar 1a mayorifa* de los fendmenos de la fisica, la quimica, la biologia, la ingenieria, la
economia y una variedad de otros campos. Una funcién elemental es una funcién de
la siguiente lista o es una que se puede formar como la suma, producto, cociente, o la
composicién de funciones en la lista.

Funciones trascendentes
Funciones logaritmicas

Funciones exponenciales
Funciones trigonométricas
Funciones trigonométricas inversas

Funciones algebraicas
Funciones polinomiales
Funciones racionales

Funciones que implican radicales

Con las reglas de derivacién introducidas hasta el momento en el texto, se puede derivar
cualquier funcién elemental. Por conveniencia, a continuacién se resumen estas reglas
de derivacion.

REGLAS BASICAS PARA DERIVAR FUNCIONES ELEMENTALES

d ’ d =l ’

L E[CU] = cu 2. dx[u =v]=u"=v
d , , diu| _vu' —uw’

3. dx[uv] =uv’' + vu 4. dx[v} ==
i — i n| — n—1, 2

5. dx[c] =0 6. dx[u ] = nu*u
d d U .,

7. dx[x] =1 8. dx[lu[] =T (w), u#0
d u’ d ,

9. dx[lnu]— ” 10. dx[e]—e u
d u’ d ,

11. E[logau] = han 12. dx[a 1= (In a)a*u

13. i[sen u] = (cos u)u’ 14. —C-{[cos ul = —(senu)u’
dx dx

15. i[tan u] = (sec2u)u’ 16. i[cot u] = —(csc2u)u’
dx dx

17. i[sec u] = (sec utan u)u’ 18. i[csc u] = —(cscucotu)u’
dx dx

/7 4

u —u

'—l\/_——uz 20. Zx'[arCCOS u] = ﬁ

d
19 I [arcsenu] =

/

d u d —u’
21. T [arctan u] = T 7 22, o [arccot u] = e
d u’ d — 7
23. —larcsec u| = —————— 24, —|arcesc u| = ——————
dx[ 4 u|~/u? — 1 dx[ d lu| V2 =1

*Algunas de las funciones importantes que se utilizan en la ingenieria y la ciencia (por ejemplo,
funciones de Bessel y funciones gamma) no son funciones elementales.

The Granger Collection
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

410 Ejercicios

Encontrar coordenadas Enlos ejercicios 1y 2, determine las
coordenadas que faltan de los puntos de la grafica de la funcién.
1. 4y 2.
| ¥ = arccos x
T+ 7/

Y )
| y=arctan x|

Evaluar funciones trigonométricas inversas En los ejer-
cicios 3-10, evaliie la expresion sin necesidad de utilizar una
calculadora.

3. arcsen% 4. arcsen 0
S. arccos% 6. arccos 1
3
7. arctan {* 8. arccot(— V3 )
9. arccsc(— ﬁ) 10. arcsec(— ﬁ)

Aproximar funciones trigonométricas inversas En los
ejercicios 11-14, use una calculadora para aproximar el valor.
Redondee su respuesta a dos decimales.

11. arccos (-0.8)

12. arcsen (=0.39)
13. arcsec 1.269

14. arctan (-5)

Usar un tridngulo rectangulo  En los ejercicios 15-20, use la
figura para escribir la expresién en forma algebraica dada y =
arccos x, donde 0 <y < 7/2.

15. cosy
16. seny
17. tany
18. coty

19. secy
20. cscy

Evaluar una expresion En los ejercicios 21-24, evalie cada
expresion sin necesidad de utilizar una calculadora. (Sugeren-
cia: consulte el ejemplo 3.)

21. (a) sen(arctan i) 22. (a) tan(arccos —\é—i)

(b) sec| arcsen >

(
2. 0 o3
|

(b) csc awtan(—%)]

(b) cos| arcsen ~—>

|
st )
|

5
(b) tan mcsen< 6)}

€on numeracion impar.

¢

Simplificar una expresion usando un tridangulo rectan.
gulo En los ejercicios 25-32, escriba la expresion en formy
algebraica. (Sugerencia: Dibuje un tridngulo rectingulo, com,
se demostré en el ejemplo 3.)

25. cos(arcsen 2x) 26. sec(arctan 4x)

27. sen(arcsec x) 28. cos(arccot x)

29. tan(arcsec %) 30. secfarcsen(x — 1)]

31. csc(arctan %)

Resolver una ecuacién En los ejercicios 33-36, resuelva la
ecuacion para x.

32. cos(arcsenx = h)
-

33. arcsen(3x — m) =3
35. arcsen~/2x = arccos/x

34, arctan(2x — 5) = —1

36. arccos x = arcsec x

Verificar identidades En los ejercicios 37 y 38, compruebe
cada identidad.

1
37. (a) arccscx = arcsen—, x =1
X

1 =
(b) arctan x + arctan; =5 X >0

38. (a) arcsen(—x) = —arcsenx, <1

X

(b) arccos(—x) = 7 — arccosx, |x| =

Encontrar una derivada En los ejercicios 39-58, halle la de-
rivada de la funcién.

39. f(x) = 2 arcsen(x — 1) 40. f(1) = arcsen 1>
42. f(x) = arcsec 2x

= arctan\/;

46. h(x) = x* arctan 5x

41. glx) =3 arccosi;—

43. f(x) = arctan e 44. f(x)

45, g(x) = arcsen 3x

47. h(f) = sen (arccos t)

49. y = 2xarccos x — 2+/1 — x?

50. y = In(t> + 4) — %arctani

2
1 x ¥
51. y=*<llnY !

X

48. f(«\') = arcsen x + arccos;

2\ x—1

+ arctan x)

1
52.y= E[x\/él =244 arcsen(%ﬂ
53. y = xarcsenx + /1 — x?

54, y = x arctan 2x — iln(l + 4x2)

_ x xJI6— 22
55. y = Batesen - ————
4 2
56. y =25 arcsen% — xV25 — x*
; 1
— 2z — o e
57. y = arctan x + 2 58. y = arctan = (2 + 4)

s, -



4.10
Vncontrar la ecuacion de una recta tangente En los ejer-

icios 59-64, encuentre la ecuacién de la recta tangente a la
r4fica de la funcién en el punto dado.

» = 2 arcsen X (l 7—7)
9.y = v 203

D rectan
en formg 1 V2 37
ulo, comg 0.y = E arccos X, (——2— ?>

lle la de-

arccos X

3. y = 4xarccos(x — 1), (1,2m)

1 7_T>

2’4

roximaciones lineales y cuadraticas En los ejercicios

65-68, utilice un sistema de algebra computacional para encon-
rar la aproximacion lineal

P(x) = fl@) + fa)x — a)

64. y = 3x arcsen x, (

;'la aproximacion cuadrética
P,(x) = f(a) + f(@)x — a) + 3f"(@)(x — a)?

* dela funcién fenx = a. Dibuje la grifica de la funcién y de sus
aproximaciones lineales y cuadriticas.

; 0

1

(x) = arctanx, a=0  66. f(x) = arccos x, a

(x) = arcsenx, a = % 68. f(x) = arctanx, a

Encontrar extremos relativos En los ejercicios 69-72, en-
cuentre cualquier extremo relativo de la funcién.
70. f(x) = arcsen x — 2x

71. f(x) = arctan x — arctan(x — 4)

69. f(x) = arcsec x — x

72. h(x) = arcsen x — 2 arctan x

Analizar graficas de funciones trigonométricas inversas
En los ejercicios 73-76, analice y dibuje una gréfica de la fun-
cién. Identifique cualquier extremo relativo, puntos de inflexién
Y asintotas. Utilice un programa de graficacién para verificar
~ Sus resultados.

T
= arctan x + —

73. f(x) = arcsen(x — 1) -]

74. f(x)

X
= arccos -

75, f(x) = arcsec 2x .

76. f(x)

Derivacion implicita En los ejercicios 77-80, utilice deriva-
Cion implicita para encontrar la ecuacién de la recta tangente a
la grafica de la ecuacién en el punto dado.

-7

v

78- arctan(xy) = arcsen(x +y), (0,0)

2 2

77. X + xarctany = y — 1, (

79- arcsen x + arcsen y = g < 75

m

80. arctan(x + y) = y? + T

(1,0)
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DESARROLLO DE CONCEPTOS

81. Dominios restringidos Explique por qué los domi-
nios de las funciones trigonométricas se restringen al en-
contrar las funciones trigonométricas inversas.

82. Funciones trigonométricas inversas

qué tan 7 = 0 no implica que arctan 0 = 7.

Explique por

83. Determinar valores

jal)

(a) Utilice un programa de graficacién para evaluar arcsen
(arcsen 0.5) y arcsen(arcsen 1).

(b) Sea

flx) = arcsen (arcsen x)

Encuentre los valores de x sobre el intervalo —1 < x < 1 tal
que f{x) sea un nimero real.

Y, ;COMO LO VE? Abajo se muestran las gréficas de
/ flx) =senxy g(x) = cosx.

fx)=senx 1
1. =

0,0)
} } x } —-x
-z z o 2 1
¥ ey
_1\_:(_2 _\[Z) -1

410

(a) Explique si los puntos

(_L/Z _"_T>, 0,0 y (ﬁzﬂ)

20 d 253
yacen en la grafica de y = arcsen x.
(b) Explique si los puntos

(5%) 69 69

Se encuentran en la gréfica de y = arccos x.

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 85-90, determine si la
afirmacion es verdadera o falsa. Si es falsa, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falsa.

85. Debido a que cos(—g)

g2

arcsen —
en=— = ——
-+ 2

i se tiene que arccos L —
2 q R

86.

87. La pendiente de la grafica de la funcién tangente inversa es

positiva para toda x.

88. Elrango de y = arcsen x es [0, 7r].

89. %[arctan(tan x)] = 1 para toda x en el dominio.

90. arcsen’x + arccos?x = |
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91. Razoén de cambio angular Un avién vuela a una altitud
de 5 millas hacia un punto directamente sobre un observador.
Considere 6 y x como se muestra en la figura.

1

1

1

|

! .
. : 5 mi

1

I

1

No estd a'ibujadé a escal;z
(a) Escriba # como una funcién de x.

(b) La rapidez del avién es de 400 millas por hora. Encuentre
df/dt cuando x = 10 millas y x = 3 millas.

92. Escribir Repita el ejercicio 91 para una altura de 3 millas y
describa cémo la altitud afecta la razon de cambio de 6.

93. Razdn de cambio angular En un experimento de caida
libre, un objeto se deja caer desde una altura de 256 pies. Una
cdmara en el suelo a 500 pies del punto de impacto registra la
caida del objeto (vea la figura).

(a) Encuentre la funcién de posicién con la que se obtiene la
altura del objeto en el tiempo ¢, suponiendo que el objeto
se libera en el tiempo ¢ = 0. ;En qué momento el objeto lle-
gard al nivel del suelo?

(b) Determine las razones de cambio del dngulo de elevacién
de la cdmara cuandot = 1yt = 2.

No estd dibujado a escala

Figura para 93 Figura para 94

94. Razdn de cambio angular Una cdmara de televisién en la
planta baja se encuentra filmando el despegue de un cohete en
un punto a 800 metros de la plataforma de lanzamiento. Sea 6
el angulo de elevacion del cohete y sea s la distancia entre la cé-
maray el cohete (vea la figura). Escriba # como una funcién de s
para el periodo cuando el cohete se mueve verticalmente. Derive
el resultado para encontrar df/dt en términos de s y ds/dt.

95. Maximizar un angulo Una cartelera de 85 pies de ancho es
perpendicular a un camino recto y se encuentra a 40 metros de la
carretera (vea la figura). Encuentre el punto de la carretera en que
el angulo 6 subtendido por la cartelera es un méximo.

40pies
b gl

Figura para 95

Figura para 96

HU’ 100. Parapensar Utilice un programa de graficacién para graficar.

96. Rapidez angular Un coche patrulla se estacioné a 50 pies
de un gran almacén (vea la figura). La luz giratoria en Ia parte
superior del coche gira a raz6n de 30 revoluciones por minyto,
Escriba 6 como una funcién de x. ;Qué tan rapido se estg mq.
viendo el haz de luz alo largo de la pared cuando el haz forma yy
dngulo de 6 = 45° con la linea perpendicular de la luz a la pareg?

97. Demostracion

(a) Demuestre que arctanx + arctany = arctan m’
xy# 1. R
(b) Utilice la férmula en el inciso (a) para demostrar que

arctan l + arctanl =X
2 3 4

98. Demostracién Demuestre cada una de las férmulas de de.

rivacién.
d
() Zi;[arctan ul = i _L: -
(b) i[arccot u] =
dx 1+ u?
d u’
¢) —larcsec ] = ——F——=
(©) gelareseen] = 1=
d —u’
d) —lafeese | = ———=
@ dx[ ] Ju|/u? = 1

99. Describir una grafica

(a) Represente graficamente la funcién fix) = arccos x
arcsen x sobre el intervalo [-1, 1].
(b) Describa la grafica de f.

(c) Verifique el resultado del inciso (b) analiticamente.

fix) = sen x y g(x) = arcsen(sen x).
(a) ¢ Por qué la grafica de g no es larectay = x?
(b) Determine los extremos de g.

101. Maximizar un angulo  Enlafigura, determine el valor de¢
en el intervalo [0, 4] sobre el eje x que maximiza el dngulo .

0,2) 4,2)

Figura para 101 Figura para 102

102. Encontrar una distancia En la figura, encuentre PR Fﬂl'
que 0 < PR <3ym £0 es un miximo.

103. Demostracion Demostrar que

x
arcsen x =mctan<ﬁ), x| < 1.

104. Funcién secante inversa Algunos libros de €
cdlculo definen la funcién secante inversa utilizando €
valo [0, 7/2] U [, 37/2].
(a) Trace la grafica y = arcsec x utilizando este rango-
1

=1

<to d
1 inte!

(b) Demuestre que y' =
X



as0 pies
n la parte
I minuto,

inversas

- estd mo-
formaug
la pared?
| X+y
I-x
que
as de de-
cos x + Z
JOHANN HEINRICH LAMBERT
B 1 (1728-1777)
1 graficar La primera persona en publicar
5 “Un estudio completo sobre las
| funciones hiperbélicas fue Johann
*| Heinrich Lambert, matemético
| suizo-alemén y colega de Euler.
alordec Consulte LarsonCalculus.com
zulo 6. : ~para leer més de esta biografia.

R RN P
*COMENTARIO Lano-
tacién senh x se lee como “el
seno hiperbdlico de x”, cosh x
~ “el coseno hiperbélico de x”, y
- asi sucesivamente.

gto d
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Derivada de las funciones hiperbolicas e hiperbolicas

B Desarrollar propiedades de las funciones hiperbélicas.
H Derivar e integrar funciones hiperbdlicas.
B Desarrollar propiedades de las funciones hiperboélicas inversas.

B Derivar e integrar funciones que implican funciones hiperbdélicas inversas.

Funciones hiperboélicas

En esta seccién se analizard una clase especial de funciones exponenciales 1lamadas
funciones hiperbélicas. El nombre funcion hiperbélica surgié de la comparacién de la
zona de una regién semicircular, como se muestra en la figura 4.49, con el drea de una
regién bajo una hipérbola, como se muestra en la figura 4.50.

x ! }— X
~3 1

— -4

=1

Circulo: x2 + y2 = 1.
Figura 4.49

Hipérbola: —x* + y? = 1.
Figura 4.50

Se estudiard en un segundo curso de cdlculo qué drea de la regién semicircular implica una
funcién trigonométrica inversa (circular). Y que el drea de la region hiperbélica implica
una funcién hiperbdlica inversa.

Esta es solo una de las muchas maneras en que las funciones hiperbélicas son simi-
lares a las funciones trigonométricas.

Definiciones de las funciones hiperbolicas
e.\” i e—,Y 1
senhx = —— cschx = , xF0 i
2 senh x i
e+ e™* 1
coshx = ——— sechx =
2 cosh x
senh x 1
tanh x = coth x = , x#0 §
tanh x

| cosh x

& PARA INFORMACION ADICIONAL Para mds informacién sobre el desarrollo de las fun-
ciones hiperbdlicas, vea el articulo “An Introduction to Hyperbolic Functions in Elemen-
tary Calculus”, por Jerome Rosenthal, en Mathematics Teacher. Para ver este articulo, visite
MathArticles.com.

American Institute of Physics (AIP) (Emilio Serge Visual Archive)
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Las gréficas de las seis funciones hiperbdlicas y sus dominios y los intervalog ge
muestran en la figura 4.51. Observe que la gréfica de senh x se puede obtener me.
diante la adicién de las coordenadas y correspondientes de las funciones exponencialeg
flx) = %e" y glx) = —%e"‘. Del mismo modo, la grifica de cosh x se puede obteney
mediante la adicién de las correspondientes coordenadas y de las funciones exponencis.

les f(x) = 3e* y h(x) = 3¢~

Y vy=coshx 7
4 2‘_
V= e B =
TN ] T —
I 1 2 -2 -1 1 2
<14 LS SR
b ol gl
Dominio: (— o0, c0) Dominio: (—o0, c0) Dominio: (—oo, 00)
Rango: (—oo, 00) Rango: [1, c0) Rango: (—1,1)

-2 -1 1 2
_1—-—
_2_.._
Dominio: (—co,0) U (0, oc) Dominio: (—co, co) Dominio: (—oo,0) U (0,c0)
Rango: (—c0,0) U (0, c0) Rango: (0, 1] Rango: (—oo, —1) U (1, 00)

Figura 4.51

Muchas de las identidades trigonométricas tienen identidades hiperbdlicas corres-
pondientes. Por ejemplo, '
e+ e\ (e‘ - e"‘)z

2 2

X+ 24 e g — ) 4 o

cosh? x — senh? x

4 , 4
_4
4
= 1.
IDENTIDADES HIPERBOLICAS
cosh? x — senh®x = 1 senh(x + y) = senh x cosh y + coshx senh
tanh? x + sech?x = 1 senh(x — y) = senh x cosh y — coshx senhy
. coth>x — csch?x = 1 cosh(x + y) = coshx cosh y + senh x senhy
i PARA INFORMACION ADICIONAL ohy
Para entender geométricamente la cosh(x — y) = cosh x cosh y — senh X s¢
relacién entre las funciones hiperbéli- 5 —1 + cosh 2x , 1 + cosh 2x
cas y exponenciales, vea el articulo “A senh”x = 2 cosh®x = )
Short Proof Linking the Hyperbolic and ,
Exponential Functions”, por Michael J. senh 2x = 2 senh x cosh x cosh 2x = cosh? x + senh? x
Seery, en The AMATYC Review.

T —— -
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Derivacion de las funciones hiperbélicas

Debido a que las funciones hiperbélicas estdn escritas en términos de e* y e, usted
puede facilmente deducir las reglas de sus derivadas. El siguiente teorema enumera estas
derivadas.

TEOREMA 4.28 Derivadas e integrales de funciones hiperbolicas

Sea u una funcién derivable de x.

%[senh u] = (cosh u)u’

d ’

= [cosh u] = (senh u)u

s [tanh u] = (sech? u)u’

dx

d ,

= [coth u] = —(csch?u)u

d

p [sech u] = —(sech u tanh u)u’

% [csch u] = —(csch u coth u)u’

Demostracion He aqui una demostracién de dos de las reglas de derivaci6n. (Se le
pedird que demuestre algunas de las otras reglas de derivacién en los ejercicios 103-105.)

d dle*—e™*
dx[senhx] = dx[ 5 ]
er+ e~

2
cosh x
d d | senhx
dx[tanhx] B dx[cosh x]

_ cosh x(cosh x) — senh x(senh x)

cosh? x
_ 1
~ cosh?x
= sech® x
Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracion. ﬁ

Derivar funciones hiperbolicas

i g;[senh(xz — 3)] = 2x cosh(x? — 3)

4
" dx

senh x
[In(cosh x)] = b x

= tanh x

c. %[x senhx — cosh x] = x cosh x + senhx — senhx = x cosh x

. %[(x — 1) cosh x — senhx] = (x — 1) senh x + cosh x — coshx = (x — 1) senhx
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1 J(x) =(x—1) cosh x —senh \]

y \
\

X

(1,—senhl)
=24

-3+

£7(0) <0, porlo que (0, 1) es un
mdximo relativo. /(1) > 0, por lo que

(1, —senh 1) es un minimo relativo.
Figura 4.52

Catenaria.
Figura 4.53

& PARA INFORMACION ADICIONAL
En el ejemplo 3, el cable es una ca-
tenaria entre dos soportes a la misma
altura. Para obtener informacién sobre
la forma de un cable colgante entre

los apoyos de diferentes alturas, vea el
articulo “Reexamining the Catenary”,
de Paul Cella, en The College Mathe-
matics Journal. Para ver este articulo,
visite MathArticles.com.

Encontrar los extremos relativos

Encuentre los extremos relativos de

f(x) = (x = 1) cosh x — senh x.

Soluciéon Utilizando el resultado del ejemplo 1(d), iguale la primera derivada
defao.

(x — 1)senhx =0

Por lo tanto, los nimeros criticos son x = 1 y x = 0. Usando la segunda derivada, s¢
puede verificar que en el punto (0, —1) se obtiene un maximo relativo y en el punto
(1, —senh 1) se obtiene un minimo relativo, como se muestra en la figura 4.53. Trate de
usar un programa de graficacién para confirmar este resultado. Si su utilidad gréfica
no tiene funciones hiperbdlicas, puede utilizar las funciones exponenciales, como se -
muestra.

79 = (= D(3)er + e = Ser = 9

1
= E(xe-‘ +xe Tt —e¥— e —e¥+ 7Y

= -2-(xe" 1 xe* — 2e%)

Cuando un cable flexible uniforme, como un cable de teléfono, se suspende a partir
de dos puntos, toma la forma de una catenaria, como se analiza en el ejemplo 3.

Cables de energia colgantes
cees B> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Los cables de alimentacién estdn suspendidos entre dos torres, formando la catenaria -
que se muestra en la figura 4.53. La ecuacidn para esta catenaria es

X
y = acosh—.
a

La distancia entre las dos torres es 2b. Encuentre la pendiente de la catenaria en el punt©
donde el cable se une con la torre de la derecha.

Solucion Al derivar se obtiene

1
y' = a(—) senh™ = senh ™.
a a a

En el punto (b, a cosh (b/a)), 1a pendiente (desde la izquierda) es m = senhg.

Funciones hiperbdlicas inversas

: ; . : i ; ; 1 erl

A diferencia de las funciones trigonométricas, las funciones hiperbdlicas no son p‘on

. . ] 10N>

dicas. De hecho, al revisar la figura 4.51 se puede ver que cuatro de las sets fun‘;l %
hiperbdlicas son en realidad uno a uno (seno, tangente, cosecante y cotangente P



a derivady

sjemplo.

catenaria

dficas de la funcién tangente
tbélica y Ia funcién tangente
tbélica inversa.
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bélicos). Asi, se puede aplicar el teorema 2.2 para concluir que estas cuatro funciones
tienen funciones inversas. Las otras dos (el coseno y la secante hiperbdlicos) son uno
a uno cuando sus dominios estdn restringidos a los nimeros reales positivos, y para
este dominio restringido también tienen funciones inversas. Debido a que las funciones
hiperblicas estdn definidas en términos de funciones exponenciales, no es sorprenden-
te encontrar que las funciones hiperbélicas inversas se pueden escribir en términos de
funciones logaritmicas, como se muestra en el teorema 4.29.

TEOREMA 4.29 Funciones hiperbélicas inversas
Funcién Dominio
senh™! x = In(x + ViE+ 1) (—o00,0)
cosh™!x = ln(x + m) [1,c0)

1. 1+x
=1 = —
tanh ™! x = 2 In T (=1,1)
1, x+1
=] = s ==
coth™!x 21nx_1 (=00, —1)U (1, o0)

sech™lx =1n

) Ca——)
1+ xl X (0,1]

: ——“”2> (~c0,0) U (0, o0)

csch™lx = ln(— +
% ||

Demostracion La demostracién de este teorema es una aplicacién directa de las
propiedades de las funciones exponenciales y logaritmicas. Por ejemplo, para

r_e—x

f(x) = senhx = £ 5

g(x) = In(x + /x> + 1)
puede demostrar que
fe) =x y g(f(x)=x
lo que implica que g es la funci6n inversa de f.

Consulte LarsonCalculus.com para el video de Bruce Edwards de esta demostracidn.

[> TECNOLOGIA  Puede utilizar una herramienta de graficacién para confirmar

En la figura 4.54 se muestra la pantalla resultante. Como puede ver en las gréficas
trazadas, advierta que y, =y, y y; = y,. Observe también que la grifica de y, es la
reflexion de la gréfica de y, en larecta y = x.

. grdficamente los resultados del teorema 4.29. Por ejemplo, grafique las siguientes
» funciones.
L y, = tanh x Tangente hiperbélica
®
. e e’ Definicién d hiperbéli

P — efinicion de tangente hiperbélica
T EeLR
: V3 = tanh ™! x Tangente hiperbélica inversa
. 1 1+4x . o

Yy = E In 1 Definicién de tangente hiperbdlica inversa

M - X
L]
®
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Las gréficas de las funciones hiperbdlicas inversas se muestran en la figura 4.55,

L

=

hd

SR =
37 |y=senhlx) 31| y=cosh™ x| 3
)
2 \. 2+ L\\ 24
A\
R
2 3

\

a4 = tanh ™! ‘:J puk

5t Ew 34
Dominio: (— o0, c0) Dominio: [1, c0) Dominio: (—1,1)
Rango: (—oo, 00) Rango: [0, c0) Rango: (—o0,00)

=i
-2+
-3+
Dominio: (—oo,0) U (0, o0) Dominio: (0, 1] Dominio: (—oe, —1) U (1, 0)
Rango: (—o0,0) U (0, o) Rango: [0, c0) Rango: (—o0,0) U (0, 00)

Figura 4.55

La secante hiperbélica inversa se puede utilizar para definir una curva llamada frac-
triz 0 curva de seguimiento, como se analiza en el ejemplo 5. ‘

Tractriz

Una persona sostiene una cuerda que estd atada a un barco, como se muestra en la figura
4.56. A medida que la persona camina a lo largo del muelle, el barco viaja a lo largo de
y una tractriz, dada por la ecuacién

3
y =asech™'= — /a? — x?
a

donde a es la longitud de la cuerda. Para a = 20 pies, encuentre la distancia que la per-
sona tiene que caminar para llevar el barco a una posicion a 5 pies del muelle.

Solucién En la figura 4.56, observe que la distancia que la persona ha caminado €8
y =y + 20?2 — x?
— (20 sech™! == — /207 — x2> + V207 = 22

20
x
= 20sech™ ! —.
/ sech™
- | . . '
(.\' =20 sech™ 35 ~+/20%- ~"2j Cuando x = 5 esta distancia es E
A
T 7 e
Una persona tiene que caminar unos y, =20 sech™! el =920 1n L+ V1= (1/4) =201n(4 + J15) = 41.27 pies- (
41.27 pies para llevar el barco a una 20 1/4 o 6ﬁ
“ e, . . . 1
posicion a 5 pies del muelle. Por lo tanto, la persona debe caminar unos 41.27 pies para llevar el barco a una posty

Figura 4.56 a 5 pies del muelle.

s . . " - P &34 Gl .2 o TY Y T T T 'SR N EE W 111
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gura 4,55, Funciones hiperbélicas inversas: derivacion e integracién

Las derivadas de las funciones hiperbélicas inversas, que se asemejan a las derivadas de
las funciones trigonométricas inversas, se enumeran en el teorema 4.30 con las férmulas
de integracién correspondientes (en forma logaritmica). Puede verificar cada una de es-

tas férmulas, segtin las definiciones logarftmicas de las funciones hiperbélicas inversas.
(Consulte los ejercicios 106-108.)

TEOREMA 4.30 Derivacion e integracién que involucran funciones
hiperbélicas inversas

Sea u una funcién derivable de x

%[Senh_l u] = \/ung %[Cosh‘1 u] = \u? =

d u’ d u’
a[tanh‘I u] = T E[eoth‘1 u] = T

d — i’ d —u’
——lsech™ y] = ——— ——lesch™l y] = —————
dx[sec d u/1 = u? dx[c e u] [u|~/1 + 12

du
fm=ln(u+\/u2:a2)+c
a+u'+c

du iln
@~ 2a la—u
du 1 a+ Ja? = 2

= ——In

— | +C
fu\/m a Ju|

Derivar funciones hiperbélicas inversas
2

V(2x)? +1
2
Va2 + 1
4a —1 3y - X
b. dx[tanh )] = [~ (F

=
1 — x¢6

a. d%[senh“(Zx)] =

Consulte CalcChat.cam Para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios

| : aG
43 4- 11 EjerCICIOS €on numeracion impar.

aruna funcién En los ejercicios 1-6, evalie la funcign. Verificar una identidad En los ejercicios 7-14, verifique la
I valor ng es un nimero racional, redondee su respuesta a identidad.
 Cifras decimales.

7. tanh?x + sech?x = 1

jenh 3 v 2. (a) cosh0 8. coth?x — csch?x = |
(P) tanh(-2) (b) sech 1 9. cosh?x — LT cosh 2x
9 csch(ln 2) 4. (2) senh=10 P oo =T
b) coth = _
?) coth(In 5) (b) tanh~!0 10. senh? y = — LT cosh 2x

3) cosh=17 6. (2) csch™! 2
7:) sech~! % (b) coth™! 3 11. senh 2x = 2 senh x cosh x
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12. ¢ = senh 2x + cosh 2x

13. senh(x + y) = senh x cosh y + cosh x senh y

+ "
2 cosh g

14. cosh x + cosh y = 2 cosh % 2 5

Encontrar los valores de funciones hiperbdlicas En los
ejercicios 15 y 16, utilice el valor de la funcién hiperbélica dada
para encontrar los valores de las otras funciones hiperbélicas en x.

3 1
15. senh x = 5 16. tanh x = )

Obtener un limite  En los ejercicios 17-22, encuentre el limite.

17. lim senhx 18. ‘11’1’_11 tanh x
19. lim sech x 20. h’r_n csch x
21, Yoy %

22. lim cothx
x—0 X x—0"

Encontrar una derivada En los ejercicios 23-32, encuentre
la derivada de la funcién.
23. f(x) = senh 3x 24. f(

) = cosh(8x + 1)
25. y = sech(5x?) . fl) =

(47c2 + 3x)

27. f(x) = In(senh x) 28.y= ln(tanh E)

29, h(x) = isenh 2x = %
30. y = xcoshx — senh x
f(t) = arctan(senh 1)
32. g(x) = sech?3x
Encontrar la ecuacion de una recta tangente Enlos ejerci-

cios 33-36, encuentre la ecuacion de la recta tangente a la grafica
de la funcion en el punto dado.

33. y =senh(l — x?), (1,0)

34, y = xcoshx (1,1)

35. y = (coshx — senh x)?, (0,1)
36. y = e, (0,1)

Encontrar el extremo relative En los ejercicios 37-40, en-
cuentre cualquier extremo relativo de la funcién. Utilice un
programa de graficacion para confirmar el resultado.

37. f(x) = senxsenh x — cosxcoshx, —4 <x <4
38. f( ) = xsenh(x — 1) — cosh(x — 1)

g(x) = xsechx
40. h(x) 2tanhx — x

Catenaria En los ejercicios 41 y 42 se da un modelo para un
cable de alimentaci6n suspendido entre dos torres. (a) Grafique
el modelo, (b) encuentre las alturas de los cables en las torres y
en el punto medio entre las torres y (c) halle la pendiente del mo-
delo en el punto donde el cable se une con la torre de la derecha.

41,y =10 + ISCoshlx—S, ~15<x<15
42.y=18 + 25cosh—, —25<x <25

25

DESARROLLO DE CONCEPTOS

gonométricas.

44. Funciones hiperbdlicas ;Qué funciones hiperbglicag
toman solo valores positivos? ;Qué funciones hlperboh
cas son crecientes en sus dominios?

de derivacién hiperbélicas difieren de sus homélogas
gonométricas por un signo negativo?

¢COMO LO VE? Utilice las graficas de fy g
muestran en las figuras para responder a lo 51g

U

1 1 ! Il X

(a) Identifique el (los) intervalo(s) abierto(s) €
que las gréficas de fy g son crecientes o decr

(b) Determine el (los) intervalo(s) abierto(s) en el(l
las graficas de fy g son cncavas hacia arriba
vas hacia abajo.

Encontrar una derivada En los ejercicios 47-56, encuen
la derivada de la funcién. :

47. y = cosh™!(3x)
= =1 %

48. y = tanh >

49. y = tanh~'/x

51. y = senh™!(tan x)
53. y = (csch™!x)?

50. f(x) = coth™'(x?)
52. y = tanh~(sen 2x)

54. y = sech™'(cos 2x), 0 < x < 7/4
55. v = 2xsenh™'(2x) — /1 + 4x?

56. y = xtanh™! x + In</1 — x?

. . . . i uelvd
Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 57-60, '
la ecuacién diferencial.

dy 1
55—/
dx /80 + 8x — 16x2
dy 1
58, — =
dx  (x— 1)v—4x* +8x— 1
dy  x¥-2lx
59 dx 5+ 4x — x2
d —
60, L= 1=

dx  4x — x?

43. Comparar funciones Explique varias maneras ey que _
las funciones hiperbélicas son similares a las funcioneg m

45. Comparar formulas de derivacion ;Las formylas




41

Ly = sech% 62. y = tanh 2x

En los ejercicios 61-64, halle el area de la region.

Derivada de las funciones hiperbélicas e hiperbdlicas inversas
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67. Tractriz Demuestre que el barco en el ejemplo 5 siempre
estd apuntando hacia la persona.

68. Demostracion Demuestre que

1+
x), =1 < x< 1.
=%

tanh~'x = %m(

69. Demostracion Demuestre que

senh™'¢t=In(t + V2 +1).

Movimiento vertical
tura de 400 pies.

Se deja caer un objeto desde una al-

(a) Encuentre la velocidad del objeto en funcién del tiempo
. (ignore la resistencia del aire sobre el objeto).

(b) Utilice el resultado del inciso (a) para encontrar la funcién

- de posicién.

(c) Silaresistencia del aire es proporcional al cuadrado de la ve-
locidad, entonces dv/dt = —32 + kv?,donde—32 pies por
segundo por segundo es la aceleracién debida a la gravedad
y k es una constante. Demuestre que la velocidad v como
una funcién de tiempo es v(t) = —+/32/k k tanh(/3 )
realizando [ @v/(32 — kv?) = —[dty s1mphcando el re-

- sultado.

) Use el resultado del inciso (c) para encontrar hm v(t)y dé
su interpretacion.

(¢) Integre la funcién de velocidad en el inciso (c) y deter-

mine la posicién s del objeto como una funcién de ¢. Use
- una herramienta de graficaci6n para trazar la funcién de
posicién cuando k = 0.01 y la funcién de posicion en el
inciso (b) en la misma ventana de visualizacién. Estime
el tiempo adicional necesario para que el objeto alcan-
ce el nivel del suelo cuando la resistencia del aire no se
desprecia.

Escriba una descripcién de lo que usted cree que pasaria
Si k se incrementara. A continuacién demuestre su afirma-
¢ién con un determinado valor de k.
ractriz  Considere la ecuacion de la tractriz

/@ — 22,

Y = asech~'(x/a) — a>0.

) Halle dy/dx.

) Sea L la recta tangente a la tractriz en el punto P. Cuando L
se cruza con el eje y en el punto Q, muestre que la distan-
Claentre Py Q es a.

70.

Uso de un triangulo rectangulo Demuestre que

arctan(senh x) = arcsen(tanh x).

Demostracion En los ejercicios 71-73, demuestre la férmula
de derivacién.

71. %[coshx] = senhx

72. %[eoth x] = —csch?x

73. diix-[sech x] = —sech x tanh x

Verificar una regla de derivacién En los ejercicios 74-76,
verifique la formula de derivacién.

74. %[cosh‘1 x]= .

x2 -1

drooi1 oL

75. dx[senh x]= W o
76. -‘i[sech'1 x] = e
dx xJ1 = 22

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

77. Desde el vértice (0, c) de la catenaria y = ¢ cosh (x/c) se |
traza una recta L, perpendicular a la tangente a la catena-
ria en el punto P. Demuestre que la longitud de L inter- |
cecado por los ejes es igual a la ordenada Y del punto P.

78. Demostrar o refutar: hay por lo menos una recta perpen-
dicular a la grafica de y = cosh x en un punto (a, cosh a)
y que ademds es normal a la grifica de y = senh x en un
punto (c, senh c).

[En un punto sobre una grafica, la recta normal es la per-
pendicular a la tangente en ese punto. Ademds, cosh x =
(e + e™)/2ysenhx = (&5 —€7™)/2.]

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Reservados todos los derechos

i ® ® 6 o o @ ©

Arco de St. Louis

El arco de entrada a St. Luis, Missouri, fue disefiado utilizan-
do la funcién coseno hiperbdlico. La ecuacién utilizada para
la construccion del arco fue

y = 693.8597 — 68.7672 cosh 0.0100333x,

—299.2239 < x < 299.2239
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donde x y y se miden en pies. Las secciones transversales
del arco son tridngulos equildteros, y (x, y) traza la ruta de
los centros de masa de los tridngulos de la seccién transver-
sal. Para cada valor de x, el drea del tridngulo de la seccién
transversal es

A = 125.1406 cosh 0.0100333x.

(Fuente: Owner's Manual for the Gateway Arch, Saint Louis, MO,
por William Thayer.)

Ken Nyborg/Shutterstock.com

Ejercicios de repaso

Encontrar la derivada por el proceso del limite En los
ejercicios 1-4, encuentre la derivada de la funcién usando la
propia definicién de derivada por el proceso limite.

L f(x) = 12 2. fx)=5x—4
.fx)=x>—4x+5 4. flx) = %

Encontrar la derivada por el proceso del limite En los
ejercicios 5 y 6, use la forma alternativa de la derivada para
encontrar la derivada en x = c (si es que existe)

5.6x)=22—-3x, c=2

Determinar la derivabilidad En los ejercicios 7 y 8, determi-
ne los valores de x en los que f es derivable.

3x
7. f(x) = (x — 3)¥° 8. flx) =
) =(x-3) &=
b4 y
S+ Zg—-
4+ L 64
3+ |
4+
27T E2__
I—V ‘
! i 1 +—t } t t X
NI EET B
__1—’— | e

Encontrar la derivada En los ejercicios 9-20, use las reglas

de derivacion para encontrar la derivada de la funcién.
9.y=25 10. f(r) = 4¢*

12. g(s) = 3s° — 2s5*

4. f(x) = x1/2 — x~1/2

16. h(x) =

B
17. f(6) = 460 — 5sen 18. gla) = dcosa + 6
5

sen 6

19. £(6) = 3cos 0~ > L

3

20. g(a) =

(a) (A qué altura sobre el
suelo estd el centro del
tridngulo mas alto? (A
nivel del suelo, y = 0.)

(b) (Cudl es la altura del

arco? (Sugerencia: 27" ¢
Para un tridngulo equi- ~
latero, A = /3¢?, yES
donde c es la mitad de y=1
la base del tridngulo, y :

el centro de masa del tridngulo estd situado a dos tercios de Iy - 8x)

altura del tridngulo.)

(c) ¢(Qué tan ancho es el arco al nivel del suelo?

Consuite CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los AN
ejercicios con numeracion impar.

Encontrar la pendiente de un grafico En los ejercicios 21-24;
encuentre la pendiente de la grafica de las funciones en el punto
dado.

2. f(1) = i—;’ (3.1)

23, f() =2 -8, (0,-9)
24. f(6) = 3cos 6 — 26, (0,3)

22. f(x) = 3x* — 4x, (1,-1

25. Cuerda vibrante Cuando se pulsa la cuerda de una gui
tarra, ésta vibra con una frecuencia F = 200+/T, donde F'se’
mide en vibraciones por segundo y la tensién 7 se mide en

libras. Encuentre las razones de cambio en F cuando (a) T =
y () T=09.

26. Volumen El 4rea de la superficie de un cubo con lados
de longitud ¢ es dada por S = 6¢>. Encuentre las razones dt}
variacion del 4rea de la superficie con respecto a € cuando
(a) € = 3 pulgadas y (b) ¢ = 5 pulgadas.

Movimiento vertical En los ejercicios 27 y 28, utilice la fur-
cién s(f) = =162 + vyt + s, de posicién de objetos de caidalib
27. Se lanza una pelota hacia abajo desde la parte alta de un edlﬁdc
de 600 pies con una velocidad inicial de —30 pies por seg\lﬂt
(a) Determine las funciones de posicion y velocidad dela pelo
(b) Determine la velocidad promedio en el intervalo [1, 3.
(c) Encuentre las velocidades instantdneas cudndo t = 1
t=3.
(d) Encuentre el tiempo necesario para que la pelota
nivel de suelo.

(e) Determine la velocidad de la pelota en el impacto-

: esde
28. Para calcular la altura de un edificio, se deja caer ul pf?fue ‘
la parte superior del edificio en una piscina a nivel 636

El chapoteo es visto 9.2 segundos después de que ¢ay0 -

(Cudl es la altura (en pies) del edificio?

Jlegue &

: . ilicelare
Encontrar la derivada  En los ejercicios 29-40; “tlhcgeri -
del producto o la regla del cociente para encontrar la :
de la funcion.

29. f(x) = (5x2 + 8)(x2 — 4x — 6)
30. g(x) = (23 + 5x)(3x — 4)
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31, h(x) = Jxsenx 32. f(f) = 2P cos ¢ 69, 5= lcsc 2, (’ﬂ 1)

2 42
x2+x—1 2x+ 17
3. (1) = ——=— M. flx) =
5 / x2 =1 x2+4 70. y = csc 3x + cot 3x, (%TJ)
I 36 _senx
=Y cosx YT

: v Encontrar una segunda derivada En los ejercicios 71-74,
837, y = 3x* secx 38. y =2x — x*tanx encuentre la segunda derivada de la funcién.

9, y = X COS X — senx 1
G- , 71. y = (8x + 5)° 72.y =
ios de] g(x) = 3xsenx + x* cos x 5¢ + 1
Encontrar una ecuacion de la recta tangente En los ejer- 73. f(x) = cotx 74. y = sen’x
jos 41-44, encuentre una ecuacién de la recta tangente a la
4fica de f en el punto dado. 75. Refrigeracion La temperatura T (en grados Fahrenheit) de
) =+ 262 +5), (-1, 6) la comida que estd en un congelador es
) = - 4+ 6 - 1), 0,9) o700
12+ 4t + 10
: ()_x+1 (l _3)
W= \7

donde ¢ es el tiempo en horas. Encuentre la razén de cambio
1 + cos x (17 ) respecto a ¢ en cada uno de los siguientes tiempos.

L fx) = ; s
3 1 —cosx’ \2 @t=1 ®t=3 ()t=5 (@t=10

ontrar una segunda derivada En los ejercicios 45-50,
cuentre la segunda derivada de la funcién. 76. Movimiento armoénico El desplazamiento del equilibrio

1, =1 . de un objeto en movimiento arménico en el extremo de un
% 4 = — _ = -2 2
45. (1) 83 —5t+ 12 46. h(x) = 6x72 + Tx N,
. f(x) = 1553/ 48. f(x) = 20/x 1 1
. f(6) = 3 tan 6 50. h(r) = 10 cos t — 15 sent y = 7cos 8 — 7 sen 8t

. Aceleracion La velocidad de un objeto en metros por sc- donde y se mide en pies y el tiempo ¢ en segundos. Determine
gundo es v(f) = 20 — 2, 0 < ¢ < 6. Encuentre la velocidad la posicién y velocidad del objeto cuando t = /4.
) T=4i : y aceleracién de un objeto cuando ¢ = 3.

. Aceleracion La velocidad inicial de un automévil que par- Encontrar una derivada En los ejercicios 77-82, encuentre
te del reposo es dy/dx por derivacién implicita.

() 901 77. 3 + y* = 64 78. x> +4xy —y3=6
1) =
;uando ] 4+ 10 79. ¥y —xy’ =4 80. Vxy=x—4y
donde v se mide en pies por segundo. Calcule la velocidad y 81. xseny = ycosx 82. cos(x +y) = x
a func) aceleracién del vehiculo una vez transcurridos los siguientes H" L
3 3 ﬁempos: (a) i Segundo, (b) 5 Segundos y (C) 10 Segundos' "~ Rectas tangentes Yy normales Enlos €)ercicios 83 y 84, en-
; ' cuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la gra-
dlﬁ(;:lq ontrar la derivada En los ejercicios 53-64, encuentre la fica de la ecuacién en el punto dado. Uti.li,ce una herramienta
unco vada de la funcién de graficacién para representar la ecuacion, la recta tangente
selot , ) @ gp y la normal.
y = (7x + 3)* 54.y=x*—6 -
3. ( ) £ 83.x2+y2=10, (3,1)  84.x2—y2=20, (6,4)
s -4 6. /09 = G
y X2+ 4 - flx (5x + 1)? 85. Razdn de cambio Un punto se mueve sobre la curva

= 5cos(9x + 1) 58. y = 1 — cos 2x + 2 cos?x y= d.e manera tal que el valor eri y'aumenta con un ritmo
de dos unidades por segundo. ;A qué ritmo cambia x en cada

_ sen2x 60. y = seix - %ﬂc uno de los siguientes valores?
4
1 = =
-y = x(6x + 1)° 62. f(s) = (s> = 1)%(s* + 5) @x=; Ox=1 @©@x=4
3x x+5) 86. Area superfici i
. . =|=—= . perficial Las aristas de un cubo se expanden a
A2+ 1 64. h(z) (xz + 3)

un ritmo de 8 centimetros por segundo. Con qué rapidez
cambia el 4rea de su superficie cuando sus aristas tienen 6.5

{ 9
Y evalie la derivada de la funcién en el punto dado. centimetros!
87. Rapidez lineal y angular Un faro giratorio se localiza
— a3 — = B —
I=2, (=2,3) 66. f(x) x L (.2 a 1 kilémetro en linea recta de una playa (vea la figura). Si
4 (-1,2)  68. f(x) = 3%+ 1 1) el faro gira a razén de 3 revoluciones por minuto, ;a qué

4x — 3’ velocidad parece moverse el haz de luz (en kilémetros por
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hora) para un espectador que se encuentra a % kilémetro
sobre la playa?

~ No estd dibujado a escala

88. Sombra en movimiento Se deja caer un costal de arena
desde un globo aerostdtico que se encuentra a 60 metros de altu-
ra; en ese momento el dngulo de elevacién del Sol es de 30°
(vea la figura). La posicién del costal estd dada por

s(t) = 60 — 4.97.

Solucion de problemas

o 1.

Encontrar ecuaciones de circulos Tomando en cuenta
la gréfica de la pardbola y = x%.

(a) Encuentre el radio r del circulo més grande posible cen-
trado sobre el eje x que es tangente a la pardbola en el
origen, como se muestra en la figura. Este circulo se de-
nomina circulo de curvatura. Encuentre la ecuacién de
este circulo y la pardbola en la misma ventana, con el fin
de verificar la respuesta.

(b) Encuentre el centro (0, b) del circulo con radio 1 centrado
sobre el eje y que es la tangente a la pardbola en dos pun-
tos, como se muestra en la figura. Encuentre la ecuacién
de este circulo. Utilice una herramienta de graficacién
para representar el circulo y la pardbola en la misma ven-
tana, con el fin de verificar la respuesta.

; . ! x } f x
-1 1 -1 1

Figura para 1(a) Figura para 1(b)

2. Encontrar ecuaciones de las rectas tangentes
sente las dos pardbolas

Repre-

”

y=x>y y=-x>+2x-5

en el mismo plano cartesiano. Encuentre las ecuaciones de las
dos rectas igualmente tangentes a ambas pardbolas.

3. Encontrar un polinomio Encuentre un polinomio de
tercer grado p(x) tangente a la recta y = 14x — 13 en el

S.

Encuentre la rapidez a la que se mueve la sombra sobre el piso
cuando el costal estd a una altura de 35 metros.

Posicién:

s(H) =60 —4.972

s s B 80
ssRREERE

L1300

Trayectoria de la sombra

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones
trabajadas de lfos ejercicios con numeracion impar.

punto (1, 1), y tangente a larecta y = —2x — 5 en el punto
=1,=3)

Encontrar una funcién Encuentre una funcién de la for-
ma f(x) = a + b cos cx tangente a la recta y = 1 en el punto
(0, 1) y tangente a la recta

w
= 4+ - — —
y=x 4

en el punto (Z é)
PUO 2

Recta tangente y recta normal

(a) Encuentre la ecuacién de la recta tangente a la pardbola
y = x*enel punto (2, 4).

(b) Encuentre la ecuacién la ecuacién de la recta normal 8
y = x* en el punto (2, 4). (La recta normal es perpendicular
a la tangente.) ;Dénde corta esta recta a la pardbola por
segunda vez?

(c) Encuentre las ecuaciones de las rectas tangente y normal 2
y = x* en el punto (0, 0).

(d) Demuestre que para todo punto (a, b) # (0, 0) sobre la
pardbola y = x2, la recta normal corta a la grafica una ¢
gunda vez.

Encontrar polinomios

(a) Encuentre el polinomio P\(x) = ay + a;x cuyo valor

y pendiente coinciden con el valor y la pendient® de
f(x) = cos x en el punto x = 0.
(b) Encuentre el polinomio Pz(x) =gq,tax+ azxz cuyo
valor y primeras dos derivadas coinciden con el valor ¥
las dos primeras derivadas de f(x) = cosx en €l P”m(;
x = 0. Este polinomio se denomina polinomio de Taylo
de segundo grado de f(x) = cos xenx = 0.

(c) Complete la siguiente tabla comparando los valores de
f(x) = cos x y P,(x).;Qué es lo que observa?

1 181 ¥ sen

©

Lon
tatur
farol
figm
10p
delr

(a)

(b)




e el piso

0S X

o 2(x)

-10 | —-0.1 | —0.001 [ O | 0001 | 0.1 | 10

(d) Encuentre el polinomio de Taylor de tercer grado de
f(x) =senxenx = 0.

Curvas famosas La grifica de la curva ocho
¥*=a(x*-y?), a#0

se muestra a continuacion.

(a) Explique cémo podria utilizar una herramienta de grafica-
cién para representar esta curva.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar
la curva para diversos valores de la constante a. Describa
cémo influye en la forma de la curva.

(c) Determine los puntos de la curva donde la recta tangente
es horizontal.

b y

el punto

e la for-
el punto

yardbola

ormal a
ndicular
yola por

jormal a

1
2

sobre la
una se-

5 valor
ante de

Figura para 8

Curvas famosas La grifica de la curva cudrtica en forma
de pera

y*=xa—x), a,b>0

se muestra a continuacién
(a) Explique cémo podria utilizar una herramienta de grafica-
cién para representar esta curva.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar
la curva para diversos valores de las constantes a y b.
Describa cémo influyen en la forma de la curva.

(c) Determine los puntos de la curva donde la recta tangente
es horizontal.

Longitud de la sombra Un hombre que mide 6 pies de es-
tatura camina con una rapidez de 5 pies por segundo hacia una
farola del alumbrado publico que tiene 30 pies de altura (vea la
figura). Su hijo, que mide 3 pies, le sigue a la misma rapidez pero
10 pies detrds de €l. Por momentos, la sombra que queda detrds
del nifio es la producida por el hombre, y en otros, es la del nifio.

(a) Suponiendo que el hombre estd a 90 pies de la farola, de-
muestre que su sombra se proyecta tras del nifio.

(b) Suponiendo que el hombre estd a 60 pies de la farola, de-
muestre que la sombra del nifio se extiende mds alld de la
del hombre.

(c) Determine la distancia d desde el hombre hasta la farola
en la que los bordes de ambas sombras estdn exactamente
a la misma distancia de la farola.

(d) Determine qué tan rdpido se mueve el borde de la sombra
en funcion de x, la distancia entre el hombre y la farola.

10.

11.

12

13.

WWHINWIWIE M ML VIVIIIGY ~vv

Analice la continuidad de esta funcién de velocidad de la
sombra.

i
wn
Q
A2
a
=)
A,

]

Figura para 9

Figura para 10

Movimiento de una particula Una particula se mueve
sobre la grifica de y = 3/x (vea la figura). Cuando x = 8, la
componente y de su posicién aumenta a razén de 1 centimetro
por segundo.

(a) (A qué velocidad se modifica la componente x en este mo-
mento?

(b) (A qué velocidad se modifica la distancia desde el origen
en este momento?

(c) (A qué velocidad cambia el dngulo de inclinacién 6 en
este momento?

Proyectil en movimiento Un astronauta que est4 en la
Luna lanza una roca. El peso de la roca es

—-zltz +27t+ 6

ST 70

donde s se mide en pies y # en segundos.

(a) Encuentre las expresiones para la velocidad y aceleracién
de la roca.

(b) Encuentre el tiempo en que la roca estd en su punto més
alto calculando el tiempo en el que la velocidad es igual a 0.
(Cudl es la altura de la roca en este momento?

(c) (Como se compara la aceleracién de la roca con la acele-
racién de la gravedad de la Tierra?

Demostracion Sea E una funcién que satisface E(0) =
E'(0) = 1 Demuestre que si E(a + b) = E(a)E(b) para todo
ay b, entonces E es derivable y E'(x) = E(x) para todo x.
Encuentre un ejemplo de una funcién que satisfaga E(a + b)
= E(a)E(b)

Demostracion Sea L una funcién derivable para todo x.
Demuestre que si L(a + b) = L(a) + L(b) para todo a y b,
entonces L'(x) = L'(0) para todo x. ;A qué se parece la gréfica
de L?

Radianes y grados El limite fundamental

., senx
lim——=1
-0 X

supone que x se mide en radianes. ;Qué sucede si x se midié en
grados en vez de radianes?

(a) Configure su calculadora en modo degree y complete la
tabla.

z (en grados) | 0.1 | 0.01 | 0.0001

s€n zg

zZ
<
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(b)

(c)

@

(e)

Unidad 4 La derivada

Utilice la tabla para estimar

. senzg
lim ——
-0 7

para z en grados. ;Cudl es el valor exacto de este limite?

Utilice la definicién de limite de la derivada para encontrar

i sen
dz ¢

para z en grados.

Defina las nuevas funciones S(z) = sen (cz) y C(z) =
cos (cz) donde ¢ = 7r/180. Encuentre S(90) y C(180). Uti-
lice la regla de la cadena para calcular

d
ES (2).

Explique por qué el célculo es mds sencillo utilizando ra-
dianes en lugar de grados.

15. La aceleracion y jerk Si a es la aceleracion de objeto, ¢
jerk j (variacion de la aceleracion) se define como j = a'(y),

(a) Utilice esta definicién para elaborar una interpretacigy
fisica de j.

(b) Encuentre j para el vehiculo que se menciona en el ejerci.
cio 119 de la seccién 2.3 e interprete el resultado.

(c) Enlafigura se muestra la gréfica de las funciones de pogi. -
cién, velocidad, aceleracion y variacién de la aceleracign
de un vehiculo. Identifique cada grafica y explique sura.
zonamiento. '

@ ® o 5 8 6 0 0 s 0 2 6008 s e 0 e e s w0

e e o o 9o 2 0 e e 00 8 0 880008 e
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Extremos en un intervalo

Aplicaciones de la derivada

El teorema de Rolle y el teorema del valor medio
Funciones crecientes y decrecientes y el criterio de la primera derivada
Concavidad, puntos de inflexién y el criterio de la segunda derivada

Analisis de graficas de funciones
Problemas de optimizacion

Método de Newton
Diferenciales

Formas indeterminadas y la regla de L'Hopital
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Aplicaciones de la derivada

9.1 Extremos en un intervalo

(a) fes continua, [—1,2] es cerrado.

y
_Noesun
~ méximo
foy=x+1|
(0, 1) ———Minimo
L
-1 1 2 3

(b) fes continua, (—1,2) es abierto.

\2:'

Cinest el No es un
maximo

} } } x
1 2 3

._.,__._,

J 41, x#0

x=0

(¢) gnoescontinua, [—1,2] es cerrado.

Figura 5.1

nul 19w

B Entender la definicién de extremos de una funcién en un intervalo.
B Entender la definicién de extremos relativos de una funcién en un intervalo abierto.
B Encontrar los extremos en un intervalo cerrado.

Extremos de una funcion

En el cdlculo, se dedica mucho esfuerzo para determinar el comportamiento de una fup-
cién fen un intervalo L. ;f tiene un valor maximo en I? ; Tiene un valor minimo? ; Dénde
es creciente la funcién? ;Dénde es decreciente? En esta unidad verd cémo las derivadag
se utilizan para responder estas preguntas. También por qué los planteamientos anterio-
res son importantes en las aplicaciones de la vida real.

Definicion de extremos

Sea f definida en un intervalo 7 que contiene a c.
1. fic) es el minimo de fen I si f(c) < f(x) paratodaxenI.
2. flc) es el maximo de fen I si f(c) = f(x) para toda x en 1.

Los minimos y mdximos de una funcién en un intervalo son los valores extremos, o
simplemente extremos, de la funcién en el intervalo. El minimo y el méximo de una |
funcién en un intervalo también reciben el nombre de minimo absoluto y maximo j
absoluto, o minimo global y méximo global) en el intervalo. En un intervalo dado, §
los puntos extremos pueden estar en puntos interiores o en sus puntos finales (vea £
la figura 5.1). A los puntos extremos que se encuentran en los puntos finales se les f
llama puntos extremos finales. ;

Una funcién no siempre tiene un minimo o un maximo en un intervalo. Por ejem-
plo, en la figura 5.1(a) y (b), es posible ver que la funcién f(x) = x? + 1 tiene tanto un
minimo como un méximo en el intervalo cerrado [~1, 2], pero no tiene un maximo en el
intervalo abierto (1, 2). Ademds, en la figura 5.1(c), se observa que la continuidad (0 la
falta de la misma) puede afectar la existencia de un extremo en un intervalo. Esto sugie-
re el siguiente teorema. (Aunque el teorema de los valores extremos es intuitivamente
crefble, la demostracién del mismo no se encuentra dentro del objetivo de este libro.)

TEOREMA 5.1 El teorema del valor extremo

Si f es continua en el intervalo cerrado [a, b], entonces f tiene tanto un minimo
como un maximo en el intervalo.

Exploracion
Determinacién de los valores minimo y mdximo El teorema del valor extremo
(al igual que el teorema del valor medio) es un teorema de existencia porque indica §
la existencia de valores minimo y maximo, pero no muestra c6mo determinarlos.
Use la funcién para valores extremos de una herramienta de graficacién con el fin
de encontrar los valores minimo y maximo de cada una de las siguientes funciones:.
En cada caso, ;los valores de x son exactos o aproximados? Explique.

a. f(x) = x> — 4x + Senelintervalo cerrado[—1, 3]

b. f(x) = x® — 2x2 — 3x — 2 en el intervalo cerrado[— 1, 3]

ftiene
yunn
Figur:




)onde
vadas
terio-

ftiene un maximo relativo en (0, 0)
y un minimo relativo en (2, -4).
Figura 5.2

Miéximo
relativo

(3,2)

1T Minimo
| /‘ relativo
X
R NG
-1+ (0,0

(7_F

1) Miéximo
relativo

N

/..

1
U
W

2
Minimo (37 _
relativo (2 ’ 1)
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Extremos relativos y nimeros criticos

En la figura 5.2 la gréfica de f(x) = x> — 3x? tiene un méximo relativo en el punto
(0, 0) y un minimo relativo en el punto (2, —4). De manera informal, para una funcién
continua, puede pensar que un méximo relativo ocurre en una “cresta” de la grafica, y
que un minimo relativo se representa en un “valle” en la grafica. Tales cimas y valles
pueden ocurrir de dos maneras. Si la cresta (o valle) es suave y redondeada, la gréfica
tiene una tangente horizontal en el punto alto (o punto bajo). Si la cresta (o valle) es
angosta y picuda, la gréfica representa una funcién que no es derivable en el punto mas
alto (o en el punto mds bajo).

Definicion de extremos relativos

1. Sihay un intervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f{c) es un méximo, entonces
flc) recibe el nombre de maximo relativo de f, o se podria afirmar que f tiene un |
maximo relativo en (c, f(c)).

2. Si hay un intervalo abierto que contiene a ¢ en el cual f{c) es un minimo, entonces
flc) recibe el nombre de minimo relativo de £, o se podria afirmar que f tiene un
minimo relativo en (c, f(c)).

El plural de méximo relativo es maximos relativos, y el plural de minimo relativo |
es minimos relativos. Un mdximo relativo o un minimo relativo algunas veces son |
~ llamados maximo local y minimo local, respectivamente. '

El ejemplo 1 examina las derivadas de una funcién en extremos relativos dados.
(En la seccidén 5.3 se estudia en detalle la determinacion de los extremos relativos de
una funcion)

=265 Valor de la derivada en los extremos relativos

Encuentre el valor de la derivada en cada uno de los extremos relativos que se ilustran
en la figura 5.3.

Solucion

9(x% — 3)

a. La derivada de f(x) = 3

x3(18x) — (9)(x2 — 3)(3x?)

i (x) = (x3)2 Derive utilizando la regla del cociente.

_ 909 -9 -
= - . ‘ Simplifique.
En el punto (3, 2), el valor de la derivada es f'(3) = 0 (vea la figura 5.3(a).

b. Enx = 0, la derivada de f(x) = |x|no existe debido a que difieren los siguientes
limites unilaterales [vea la figura 5.3(b)].

lfrni(x)—_f@—)= h’mm=—1

x—0" — x—=0" X

[0 = /0 f(O u -1

v—)O* X ,\—)0"

Limite desde la izquierda

Limite desde la derecha

c. Laderivada de f(x) = sen x
f(x) = cos x.
En el punto (r/2, 1), el valor de la derivada es f/(7/2) = cos(m/2) = 0. Enel

punto (377/2, — 1), el valor de la derivada es f(37/2) = cos(37/2) = 0 [veala
figura 5.3(c)].
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PIERRE DE FERMAT
(1601-1665)

Para Fermat, que estudié abogacia,
las matematicas eran mds una
aficién que una profesion. Sin
embargo, Fermat realizé muchas
contribuciones a la geometria
analitica, la teorfa de nimeros, el
cdlculo y la probabilidad. En cartas
a sus amigos, escribid de muchas de
las ideas fundamentales del célculo,
mucho antes de Newton o Leibniz.
Por ejemplo, en ocasiones el
teorema 5.2 se atribuye a Fermat.
Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.

" i nul R AR u‘ |fivmu L

Observe que en el ejemplo 1 en los extremos relativos la derivada es cero o no existe,
Los valores de x en estos puntos especiales reciben el nombre de puntos criticos. [,
figura 5.4 ilustra los dos tipos de niimeros criticos. Advierta en la definicién que el nimerq
critico ¢ debe estar en el dominio de f, pero ¢ no tiene que estar en el dominio de .

Definicién de un niimero o punto critico

critico de f.

|
1 Sea f definida en c. Si f/(c) = 0 o si fno es derivable en ¢, entonces ¢ es un punto

wwwww

/() no existe.

f=0

/

Tangente
horizontal

O b s s e s

/

¢ es un punto critico de f.
Figura 54

TEOREMA 5.2 Los extremos relativos se presentan solo en puntos
0 nimeros criticos

Si ftiene un minimo relativo o un maximo relativo en x = c, entonces c¢ s un punto
critico de f.

Demostracion

Caso 1: Si fno es derivable en x = c, entonces, por definicion, ¢ es un punto critico de f
y el teorema es vélido.
Caso 2: Sifes derivable en x = ¢, entonces f(c) debe ser positiva, negativa o 0. Suponga
que f'(c) es positiva. Entonces

o) = 1m {8 =S

x—>c X—C
lo cual implica que existe un intervalo (a, b) que contiene a ¢ de modo tal que

f) = fle) > 0, para todo x # c en(a, b).

[Vea el ejercicio 78(b), seccion 3.2.]
X —C

Como este cociente es positivo, los signos en el denominador y el numerador debet
coincidir. Lo anterior produce las siguientes desigualdades para los valores de x el el
intervalo (a, b).

Izquierdadec: x <cy f(x) <f(c) => f(c)noesminimo relativo.

Derechadec: x> cy f(x) > f(c) => f(c)noesmiximo relativo.

De tal modo, la suposicién de que f’(c) > 0 contradice la hipétesis de que f(c) €3 o
extremo relativo. Suponiendo que f'(c) < 0 produce una contradiccién similar, sol0
queda una posibilidad, a saber, f'(c) = 0. En consecuencia, por definicion, ¢ es un punto
critico de f'y el teorema resulta vélido. "
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

The Print Collector/Alamy



) EXiste,
COS. La
Wimerq
/

—4-

Jii=n?

/ f Minimo

F

[ fx)= 3x4 —“4..\‘3

5.1 Extremos en un intervalo 239

Determinacion de extremos en un intervalo cerrado

El teorema 5.2 sefiala que los extremos relativos de una funcién solo pueden ocurrir
en los puntos criticos de la funcién. Sabiendo lo anterior, puede utilizar las siguientes
estrategias para determinar los extremos en un intervalo cerrado.

ESTRATEGIAS PARA LA DETERMINACION DE
LOS EXTREMOS EN UN INTERVALO

Para determinar los extremos de una funcién continua f en un intervalo cerrado
[a, b], se siguen estos pasos.

1. Se encuentran los puntos criticos de fen (a, b).
2. Se evalia fen cada punto critico en (a, b).

3. Se evalda fen cada punto extremo de [a, b].

4. El més pequeiio de estos valores es el minimo. El més grande es el mdximo.

Los siguientes tres ejemplos muestran cOmo aplicar estas estrategias. Asegurese
de ver que la determinacién de los puntos criticos de la funcién solo es una parte del
procedimiento. La evaluacién de la funcién en los puntos criticos y los puntos extremos
corresponden a la otra parte.

Determinar los extremos en un
intervalo cerrado

Determine los extremos de
flx) = 3x* — 4x3
en el intervalo [—1, 2]
Solucion Comience derivando la funcién

flx) = 3x* — ax?
Fi%) = 122> — 1242 Derive.

Escriba la funcién original.

Para determinar los puntos criticos de f, en el intervalo (—1, 2), necesita encontrar los va-
lores de x para los cuales ' (x) = 0y todos los valores de x para los cuales f'(x) no existe.

1223 — 12x2=0
12x%(x — 1) =0
x=0,1

Iguale f/(x) a cero.

Factorice.

Nimeros criticos

Debido a que ' se define para todo x, es posible concluir que estos niimeros son los tini-

cos puntos criticos de f. Al evaluar fen estos dos puntos criticos y en los puntos extremos
de [~1, 2], es posible determinar que el maximo es f(2) = 16 y el minimo corresponde a

f(1) = =1, como se muestra en la tabla. La gréfica de f se muestra en la figura 5.5.
Punto Punto
extremo Punto Punto extremo
izquierdo critico critico derecho
1) = _o |fW)=-1]| f2) =16
f=D=171/0=0 Minimo Maximo &

En la figura 5.5 observe que el punto critico x = 0 no produce un minimo relativo o
un méximo relativo. Esto indica que el reciproco del teorema 5.2 no es valido. En otras
palabras, los mimeros criticos de una funcion no necesariamente son extremos relativos.
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EMP) Determinar los extremos en un
intervalo cerrado
Encuentre los extremos de f(x) = 2x — 3x¥? en el intervalo [-1, 3].
y Solucion Comience derivando la funcién.
.00 Miximo flx) = 2x — 3223 Escriba la funcién original.

- x

-2 =1 i 5 9
i / fW=2--55
(1,-1)
X3 -1

4+ (3,6-379) = 2(—173—> Simplifique.
X

A partir de esta derivada, puede ver que la funcidn tiene dos puntos criticos en el interva-
lo (-1, 3). El niimero 1 es critico porque f'(1) = 0, y el punto 0 es un punto critico debido
a que f’(0) no existe. Al evaluar f en estos dos nimeros y en los puntos extremos del
intervalo, se puede concluir que el minimo es f(—1) = — 5 y el médximo, f{0) = 0, como
se indica en la tabla. La grafica de f se muestra en la figura 5.6.

Derive.

—4 +
Minimo
(-1,-5)

Vo5

f(«‘) =2y - 3'\'E’-/ 3

. . Punto Punto Punto
En el intervalo cerrado[ - 1,3], f Hene final izquierdo | critico critico Punto final derecho
un minimo en (—1, —5) y un méximo gx)
en (0,0). f=D)==5| f0 =0 _ P
Figura 5.6 Minimo | Maximo | /(= "1 |f(8)=6-330~-024 )
6 -
5 g 1
Determinar los extremos en un =T
intervalo cerrado a4l
2 il 1
« « « +> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo. 1+
Encuentre los extremos de 18
y
f(x) = 2senx — cos 2x 5, /()
T (2.3) Maximo en el intervalo [0, 277].

f(x) =2 sen x—cos 2x

i, (6%

Solucion Comencemos por derivar la funcién.
Ff(x) = 2 senx — cos 2x
f/(x) = 2cos x + 2 sen 2x
= 2cosx + 4 cosxsenx
= 2(cos x)(1 + 2 senx)

Escriba la funcién original.

Iguale.

X

T
sen 24 = 2 Cos x Sen x
@2n,-1) sen 2y = 2 cos.xsenx

\
IS -
g/

©,-1

Factorice.

-2+ (7_7r _§) (11_” _§) »
6° 2 6/' 2 Como f es derivable para todo x real, podemos determinar todos los puntos criticos def,
- _r Minimo determinando las rafces de su derivada igualado a cero. Considerando 2(cos ot

2 sen x) = 0 en el intervalo (0, 2), el factor cos x es cero cuando x = w/2y cuando :
x = 3m/2. El factor (1 + 2 sen x) es cero cuando x = 77/6 y cuando x = 11m/6.
Al evaluar f en estos cuatro nimeros criticos y en los puntos extremos del intervalo,
se concluye que el méximo es f(7/2) = 3 y que se presenta el minimo en dos punios:
f(17/6) = —=3/2y f(117/6) = —3/2, como se indica en la tabla. La grafica s mues-
tra en la figura 5.7.

En el intervalo cerrado [0, 277], f tiene
dos minimos en (77/6, —=3/2) y
(117/6, —3/2) y un maximo en
(7/2,3).

Figura 5.7

5
Punto Punto Punto Punto Punto 4
final izquierdo critico critico critico critico 3
T ka 3 1l 3 2
— | = 3 —_—] = —-—— 3 —_— ] —
-1 |13)=3]4%)= 3 () - - 1) !
Méximo Minimo Minimo



5.1 Ejercicios

numeracion impar.

Encontrar el valor de la derivada en extremos relativos
En los ejercicios 1-6, determine el valor de la derivada (si ésta
existe) en cada extremo indicado.

: X X
‘1, flx) = 212 2. f(x) = cos =~
y y
. 2+ 2+
l interva- 1 0,1)
co debido T / ’\
emos del 4\—%4 x ; / x
- 0, como -2 0,0 12 / 12\/3'
2 -1+ -1+

2,-1)
-2+ -2+
4
g =x+ 2 4. f(x) = =3x/x+ 1
4 y y
61 1
(_2 2_[3_) 2
51 373
4..._ .
3 5 ] 1 1 X
T T b 4 T
2+ £2.3) -3 -2 (-1,0) 1
ejemplo. 14 -l
e as
1 23 456
flx) = (x +2)2 6. f(x) =4 — ||
y y
P 1 0,4
(_2” 0) 1L 4 0,4)
: e —t S 4 T x 21
4 -3 -2 -]
=] I ! X
4 2 PN
-2+ -2+
cos de f,
x)(1 + :
cuando Proximar puntos criticos En los ejercicios 7-10, aproxime
11/6. puntos criticos de la funcién que se muestra en la grafica.
tervalo, ;;etermine si la funcién tiene un maximo relativo, minimo rela-
puntos, - 'I0, méximo absoluto, minimo absoluto o ninguno de éstos en
2 mues- da nimero critico en el intervalo.
y 8. ¥
1to 2 j‘
srechi 4+ 1+
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

9 y 10. y
5+ g+
41 G
3—.—
4__
2_—
2_.._
1_
> ’ i b
=1 1 2 3 45 Rl £ & €4
T saap

Encontrar niimeros criticos En los ejercicios 11-16, deter-
mine cualesquiera de los puntos criticos de la funcién.

11. f(x) = £ — 322 12. g(x) = x* — 8x2

3. g() =t/3=1,1<3 4. f(x) = x;‘i 1
15. h(x) = sen?x + cos x 16. f(f) = 2 sec O + tan 6
0<x<2mw 0<0<2m

Encontrar extremos en un intervalo cerrado En los ejer-
cicios 17-36, ubique los extremos absolutos de la funcién en el
intervalo cerrado.

18. f(x) = i—x + 2, [0,4]

20. h(x) =5 —x% [-3,1]

17. fx) =3 —x, [-1,2]
19. gx) = 2x2 — 8x, [0, 6]
21. f(x) = x3 - %xz, [-1,2]  22. f(x) = 2x* — 6x, [0, 3]

23, y =3x23 - 2x, [-1,1] 24. g(x) = Ix, [-8,8]
t? 2x

25. ¢g() = i3 [-1,1] 26. f(x) = 217 [-2,2]
1 t

27. h(s) = T [0, 1] 28. h(t) = PUEY [—1,6]

29, y=3—[t=3,[-1,5] 30.g() = |x + 4|, [-7.1]

31 f(x) =[x, [—2,2] 32. h(x) =2 —x], [-2,2]

33. f(x) = senx, [%T, H?W} 34, gx) = secx, [—%T, %T]

35. y =3cosx, [0,2m7] 36. y = tan (%E) [0, 2]

Encontrar extremos en un intervalo En los ejercicios 37-40,
localice los extremos absolutos de la funcion (si existen) sobre
cada intervalo.

38 flx) =5—x

37. fx) = 2x — 3
(a) [0,2] (b) [0,2) (a) [1,4] (b) [1,4)
(© (0,2] (d) (0,2) (©) (1,4] @ (1,4
39, f(x) = x* — 2 40. f(x) = V4 — 12
@ [-1,2] (b (1,3] @ [-2,2] () [-2,0
(c) (0,2) (d [1,4) © (-2,2) @ [1,2)
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PP’ Encontrar el extremo absoluto En los ejercicios 41-44, uti-
lice una herramienta de graficacion para trazar la gréfica de la
funcién y determine los extremos absolutos de la misma en el
intervalo indicado.

2.0 =5 [
[— 1’ 3]
4. f(x) = Vx + cosg, [0, 2]

¥— 1 (1,4]

43, flx) = x* — 283 + x + 1,

Hv‘ Encontrar extremos usando la tecnologia En los ejerci-
cios 45 y 46, (a) use un sistema de algebra por computadora
para representar la funcién y aproximar cualquier extremo
absoluto en el intervalo dado. (b) Utilice una herramienta de
graficacién para determinar cualquier punto critico y use éstos
para encontrar todos los extremos absolutos no ubicados en los
puntos finales. Compare los resultados con los del inciso (a).

45. f(x) = 3265 + 5x — 3.5x, [0,1]

46. f(x) = f;-)c\/3 -x, [0,3]

ldF Encontrar valores maximos con el uso de la tecnolo-
gia Enlos ejercicios 47 y 48, utilice un sistema de algebra por
computadora para encontrar el valor méaximo de | /"(x)| en el
intervalo cerrado. (Este valor se usa en la estimacion del error
par la regla del trapecio, como se explica en la seccién 4.6.)

4. f0) = JTF 5, [0,2] 48 fx) = xzi ¥ B_ 3]

ldP' Encontrar valores méaximos con el uso de la tecnolo-
gia Enlos ejercicios 49 y 50, utilice un sistema de algebra por
computadora para determinar el valor maximo de | f @ (x)| en
el intervalo cerrado. (Este valor se emplea en la estimacién del
error con la regla de Simpson.

49. f(x) = (x + D¥3, [0,2]

1
x2 +1° [-1.1]

50. f(x) =

51. Redaccién Escriba un parrafo breve explicando por
qué una funcion definida en un intervalo abierto puede no
tener un maximo o un minimo. Ilustre la explicacién con
un dibujo de la grifica de tal funcién.

iCOMO LO VE? Determine si cada uno de los pun-
tos etiquetados es un mdximo o un minimo absoluto,
un maximo o un minimo relativo o ninguno.

y

Nl
\

S ~—

rrd

DESARROLLO DE CONCEPTOS

Crear la grafica de una funcion En los ejercicios 53y |
54, trace la gréfica de un funcién en el intervalo [~ 2, 5] que |

tenga las siguientes caracteristicas.

53. Maximo absoluto en x = =2

Minimo absoluto en x = 1

Maximo relativo en x = 3.

54. Minimo relativoenx = — 1,

Nimero critico en x = 0 (pero ningtin extremo) en x = ()

Miximo absoluto en x = 2

Minimo absoluto en x = 5.

Usar gréaficas En los ejercicios 55-58, determine a partir |
de la gréfica si f tiene un minimo en el intervalo abierto (a, b).

’

55. (a) (b)
¥ y
o/ f / f
a b a
56. (a) (b)
y y
f
a b * a
57. (a) (b)
y y
f
a b ! a
58. (a) (b)
¥ y
f
X PR e =
a b a

; Pot
bate

dont
eno
(me:
enu
pon,
tervi
sust
Exp
As|
par:
te, (
que



Potencia La férmula para la salida de potencia P de una
baterfa es

- p=VI-RP

donde V es la fuerza electromotriz en volts, R es la resistencia
en ohms e / es la corriente en amperes. Determine la corriente
(medida en amperes) que corresponde a un valor maximo de P
en una baterfa para la cual V = 12 volts y R = 0.5 ohms. Su-
ponga que un fusible de 15 amperes enlaza la salida en el in-
tervalo 0 < I < 15. jPodria aumentarse la salida de potencia
sustituyendo el fusible de 15 amperes por uno de 20 amperes?

=0 Explique.
Aspersor giratorio para césped Un aspersor giratorio
para césped se construye de manera tal que d6/dt es constan-
te, donde 6 varia entre 45° y 135° (vea la figura). La distancia

artir que el agua recorre horizontalmente es

a, b).

_ v?sen2f
r= T

- donde v es la velocidad del agua. Encuentre dx/dt y explique
por qué este aspersor no riega de manera uniforme. ;Qué parte

45° < f < 135°

f  del césped recibe la mayor cantidad de agua?
g=105> ¥ g=75
4 N
'
7
6 =135° !
e

-~ X

il PARA INFORMACION ADICIONAL  Para mayor informacién
erea de “Calceulus of lawn sprinklers,” consulte el articulo “De-

n of an Oscillating Sprinkler”, de Bart Braden, en Mathematics
Magazine. Para ver este articulo, visite MathArticles.com.

b1. Panal El drea de la superficie de una celda de un panal es

¢ 2 —
by 2 [ o
2 sen 0

donde % y 5 son constantes positivas y 0 es el 4ngulo al cual las
caras superiores alcanzan la altura de la celda (ver la figura).

- Encuentre el 4ngulo 6 (/6 < 6 < /2) que minimiza el 4rea
 superficial S.

Ulte el articulo “The Design of Honeycombs”, de Anthony L.
essini, en UMAP Médulo 502, publicado por COMAP, Inc.,
1te 210, 57 Bedford Street, Lexington, MA.
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62. Disefo de una autopista Para construir una autopista,
es necesario rellenar una parte de un valle donde los declives
(pendientes) son de 9 y 6% (vea la figura). La pendiente supe-
rior de la regién rellenada tendrd la forma de un arco parabd-
lico que es tangente a las dos pendientes en los puntos A y B.
La distancia horizontal desde el punto A hasta el eje y y desde
el punto B hasta el eje y es de 500 pies en ambos casos.

y

+<—500 pies —-<—500 pies —!  Autopista

\I‘{ B \Be il
“Li?d’?ez;;;sl;g;--__'_;_'____%Auﬂ

e
ﬁw %
(a) Determine las coordenadas de A y B.

pen
(b) Determine una funcién cuadritica y = ax?* + bx + ¢
para—500 < x < 500 que describa la parte superior de la
region rellenada.

Noestd dibujada a escala

(c) Construya una tabla en la que se indiquen las profundida-
des del relleno x = —500, —400, —300, —200, — 100,

0, 100, 200, 300, 400 y 500.
(d) (Cual serd el punto mds bajo de una autopista terminada?

(Estard directamente sobre el punto donde se juntan los
dos declives?

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 63-66, determine si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o

dé un ejemplo que demuestre que es falso.

63. El mdximo de una funcién que es continua en un intervalo ce-
rrado puede ocurrir en dos valores diferentes en el intervalo.

64. Si una funci6n es continua en un intervalo cerrado, entonces
debe tener un minimo en el intervalo.

65. Six = c es un punto critico de la funcién f, entonces también
es un nimero critico de la funcién g(x) = fix) + &, donde k es
una constante.

66. Six = c es un punto critico de la funcién f, entonces también
es un nimero critico de la funcién g(x) = flx — k), donde k es
una constante.

67

Funciones Sea la funci6n f derivable en un intervalo / que
contiene c. Si f tiene un valor méximo en x = ¢, demuestre
que — ftiene un valor minimo en x = c.

68. Numeros criticos Considere la funcién cibica f(x) =
ax3 + bx? + cx + d, donde a # 0. Demuestre que f puede
tener uno, dos o ningtin punto critico y dé un ejemplo de cada
caso.

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

69. Determine todos los nimeros reales a >0 para los que existe
una funcién f{x) continua y no negativa definida sobre [0, a],
con la propiedad de que laregion R = {(x,y); 0 < x < a,
0 <y < f(x)} tiene perfmetro k y 4rea k> para algtin ni-
mero real k.

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.

—
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5.2 Elteorema de Rolle y el teorema del valor medio

Exploracion

Valores extremos en un
intervalo cerrado Dibuje

un plano de coordenadas
rectangular en una hoja de
papel. Marque los puntos (1, 3)
y (5, 3). Utilizando un l4piz

o una pluma, dibuje la grafica
de una funcién derivable f que
empieza en (1, 3) y termina

en (5, 3). (Existe al menos

un punto sobre la gréfica para
el cual la derivada sea cero?
¢Serfa posible dibujar la grafica
de manera que no hubiera un
punto para el cual la derivada es

cero? Explique su razonamiento.

TEOREMA DE ROLLE

Michel Rolle, matematico francés,
fue el primero en publicar en 1691
el teorema que lleva su nombre. Sin
embargo, antes de ese tiempo Rolle
fue uno de los mas severos criticos
del célculo, sefialando que éste
proporcionaba resultados erroneos
y se basaba en razonamientos
infundados. Posteriormente Rolle se
dio cuenta de la utilidad del calculo.

R RR AL "

ML I | g LANIR B

B Comprender el uso del teorema de Rolle.
B Comprender el uso del teorema del valor medio.

Teorema de Rolle

El teorema del valor extremo (seccion 5.1) establece que una funcién continua ep un
intervalo cerrado [a, b] debe tener tanto un minimo como un méximo en el intervalo, Am-
bos valores, sin embargo, pueden ocurrir en los puntos extremos. El teorema de Rolle,
nombrado asf en honor del matemtico francés Michel Rolle (1652-1719), proporciong -
las condiciones que garantizan la existencia de un valor extremo en el interior de up
intervalo cerrado.

TEOREMA 5.3 Teorema de Rolle

Sea f continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b).
Si fla) = fib), entonces existe al menos un nimero c en (a, b) tal que f'(c) = 0.

Demostracién Sea fla) = d = f(b).

Caso 1: Si fix) = d para todo x en[a, b], f es constante en el intervalo y, por el teorema
4.2, f'(x) = 0 para todo x en (a, b).

Caso 2: Suponga que f(x) > d para algiin x en (a, b). Por el teorema del valor extremo
se sabe que ftiene un maximo en algtin punto ¢ en el intervalo. Ademds, como f{c) > d.
este maximo no puede estar en los puntos terminales. De tal modo, f tiene un méximo en
el intervalo abierto (a, b). Esto implica que f{c) es un maximo relativo y por el teorem:
5.2, ¢ es un nimero critico de f. Por tltimo, como fes derivable en c, es posible concluir

que f'(c) = 0.

Caso 3: Sific) < d para algiin x en (a, b), se puede utilizar un argumento similar al del ;
caso 2, pero implicando el minimo en vez del maximo.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. I

De acuerdo con el teorema de Rolle, puede ver que si una funcién f es continua en
la, b] y derivable en (a, b), y si fla) = f(b), debe existir al menos un valor x entre &y b
en el cual la grifica de ftiene una tangente horizontal [vea la figura 5.8(a)]. Sise elimina
el requerimiento de derivabilidad del teorema de Rolle, f seguird teniendo un nimero
critico en (a, b), pero quiza no produzca una tangente horizontal. Un caso de este tipo s
presenta en la figura 5.8(b). '

Maéximo
relativo

Méximo
relativo

i
i
i
L
P
t
'
i
i
[
!

dr-

i
i
i
a o b

(a) fescontinuaen [a,b]y (b) fes continua en [a, b].
derivable en (a, b).

Figura 5.8
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SSEVEGER jlustrar el teorema de Rolle

Encuentre las dos intersecciones en x de
f)=x*-3x+2
y demuestre que f'(x) = 0 en algtn punto entre las dos intersecciones en x.

Solucion Advierta que fes derivable en toda la recta real. Igualando f{x) a 0, se obtiene

x2-3x+2=0 Tguale £(x)a 0.
x-1Dx-2)=0 Factorice.
x=1,2. Valores de x para los cuales f/(x) =

De tal modo, f(1) = fi2) = 0, y de acuerdo con el teorema de Rolle se sabe que existe
al menos una c en el intervalo (1, 2) tal que f'(c) = 0. Para determinar dicha c, derive f
para obtener

f)=2x-3 Derive.

y asi puede determinar que f'(x) = 0 cuando x = % Observe que el valor de x se en-
cuentra en el intervalo abierto (1, 2), como se indica en la figura 5.9.

El teorema de Rolle establece que si f satisface las condiciones del teorema, debe

~ haber al menos un punto entre a y b en el cual la derivada es 0. Es posible que exista mas

de un punto de estas caracteristicas, como se muestra en el siguiente ejemplo.

EVEGER justrar el teorema de Rolle

Sea f(x) = x* — 2x. Determine todos los valores de c en el intervalo (-2, 2) tal que

fle) = 0.

Solucidon Para empezar, observe que la funcién satisface las condiciones del teorema
de Rolle. Esto es fes continua en el intervalo [ —2, 2] y derivable en el intervalo (-2, 2).
Ademis, debido a que f(—2) = f(2) = 8, puede concluir que existe al menos una c en
(-2, 2) tal que f'(c) = 0. Yaque

fx) =4x3 — 4x Derive.

Igualando a 0 la derivada, obtiene

4x3 —4x =0 Tguale f/(x) a cero.
dx(x — DNx+1)=0 Factorice.
x=20,1,-1. Valores de x para los cuales f/(x) = 0

De tal modo, en el intervalo (-2, 2), la derivada es cero en valores diferentes de x, como
se indica en la figura 5.10. %

D CONFUSION TECNOLOGICA  Se puede utilizar una herramienta de grafi-
cacién para indicar si los puntos sobre las graficas de los ejemplos 1y 2 son minimos
o maximos relativos de las funciones. Sin embargo, al usar una herramienta de grafi-
cacién, debe tener presente que es posible obtener imédgenes o graficas equivocadas.
Por ejemplo, use una herramienta de graficacion para representar

L 1
=1 == 0"~ o= i+ 1

En la mayoria de las ventanas de visualizacién parece que la funcién tiene un maxi-
mo de 1 cuando x = 1 (vea la figura 5.11). No obstante, al evaluar la funcién en
x = 1, observaré que f{1) = 0. Para determinar el comportamiento de esta funcion
cerca de x = 1, es necesario examinar la grafica de manera analitica para obtener la
imagen completa.
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..................[>
+ « COMENTARIO Enelteo-
rema del valor medio, “medio”
se refiere a la media (o prome-
dio) de la tasa de cambio de f
en el intervalo [a, b].

Y Pendiente de la recta tangente = f'(c)

e

ecta tangente

Recta secante

Figura 5.12

JOSEPH-LOUIS LAGRANGE
(1736-1813)

El teorema del valor medio fue
demostrado por primera vez por
el famoso matematico Joseph-
Louis Lagrange. Nacido en Italia,
Lagrange formo parte de la corte
de Federico El Grande en Berlin
durante 20 afios.

Consulte LarsonCalculus.com
para leer mas de esta biografia.
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El teorema del valor medio

El teorema de Rolle puede utilizase para probar otro teorema: el teorema del yalop
medio

TEOREMA 5.4 El teorema del valor medio

| Si fes continua en el intervalo cerrado [a, b]y derivable en el intervalo abierto (a,b),
entonces existe un nimero c en (a, b) tal que

o = [0) = 1@
o ==L

Demostracion Consulte la figura 5.12. La ecuacién de la recta secante que contiene
los puntos (a, fla)) y (b, f(b)) es

Sl LR R}

fla)
b—a

Sea g(x) la diferencia entre f{x) y y. Entonces

gl) =flx) —y

- ) - [P =L - ) - o).

Evaluando g en a y b, se observa que
g(a) = 0= g(d). o
Como fes continua sobre [a, b] se sigue que g también es continua sobre [a, b]. Ademds,

en virtud de que fes derivable, g también lo es, resulta posible aplicar el teorema de Rolle -
a la funcién g. Asi, existe un niimero c en (a, b) tal que g'(c) = 0, lo que implica que

g'c)=0
f/(C) _ f(bb) :ﬁ(a) =1,

De tal modo, existe un nimero ¢ en A(a, b) tal que

(o — fb) = fla)
fo = £ =Le

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. .

Aunque es posible utilizar el teorema del valor medio de manera directa en 12 s0-
lucién de problemas, se usa més a menudo para demostrar otros teoremas. De hecho,
algunas personas consideran que éste es el teorema mas importante en el cdlculo que ¢
relaciona estrechamente con el teorema fundamental del calculo. Por ahora, es posible
obtener una idea de la versatilidad de este teorema considerando los resultados planted
dos en los ejercicios 77-85 de esta seccidn. =

El teorema del valor medio tiene implicaciones para ambas interpretaciones bast
de la derivada. Geométricamente, el teorema garantiza la existencia de una recta tangen
te que es paralela a la recta secante que pasa por los puntos

(a.f(@) y (b.f(0),

como se muestra en la figura 5.12. El ejemplo 3 ilustra esta interpretacion geométricd
del teorema del valor medio. En términos de las razones de cambio, el teorema del valgf
medio implica que debe haber un punto en el intervalo abierto (a, b) en €l cual la razof
de cambio instantdnea es igual a la razén de cambio promedio en el intervalo 14
Esto se ilustra en el ejemplo 4.

cas

©Mary Evans Picture Library/The Image Works
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5 millas

g P20
No estd dibujado a escala

!n algtin tiempo 7, la velocidad
instantdnea es igual a la velocidad
_;'_romedio durante los 4 minutos.
igura 5.14

3
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Determinar una recta tangente
* + + «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Dada f(x) = 5 — (4/x), determine todos los valores de ¢ en el intervalo abierto (1, 4)
tales que

Solucion La pendiente de la recta secante que pasa por (1, f{1)) y (4, f(4)) es

f@-fQ) _4-1_
4-1  4-1

1. Pendiente de recta secante

Observe que la funcién satisface las condiciones del teorema del valor medio. Esto es, fes
continua en el intervalo [1, 4] y derivable en el intervalo (1, 4). Entonces, existe al menos
un nimero c en (1, 4) tal que f'(c) = 1. Resolviendo la ecuacién f'(x) = 1, se obtiene

4 .
2 1 Haga f’(x) igual a 1.
lo cual implica que

x =2,

De tal modo, en el intervalo (1, 4), puede concluir que ¢ = 2, como se indica en la
figura 5.13.

Determinar la razon de cambio instantanea

Dos patrullas estacionadas equipadas con radar se encuentran a 5 millas de distancia so-
bre una autopista, como se muestra en la figura 5.14. Cuando pasa un camién al lado de
la primera patrulla, la velocidad de éste se registra en un valor de 55 millas por hora.
Cuatro minutos después, cuando el camidn pasa al lado de la segunda patrulla, el registro
de velocidad corresponde a 50 millas por hora. Demuestre que el camién ha excedido el
limite de velocidad (de 55 millas por hora) en alglin momento dentro del intervalo de los
4 minutos dados.

Solucidon Seat = 0 el tiempo (en horas) cuando el cami6n pasa al lado de la primera
patrulla. El tiempo en el que el camién pasa al lado de la segunda patrulla es

4
L hora.

=60~ 15

Si s(#) representa la distancia (en millas) recorrida por el camién, tiene que s(0) = 0y
s(%) = 5. Por tanto, la velocidad promedio del camién sobre el trecho de cinco millas
de autopista es '

s(1/15) - s(0) __5
(1/15) = 0 1/15
Suponiendo que la funcién de posicién es derivable, es posible aplicar el teorema del

valor medio para concluir que el camién debe haber estado viajando a razén de 75 millas
por hora en algtin momento durante los 4 minutos. w

Velocidad promedio = = 75 millas por hora.

Una forma alternativa ttil del teorema del valor medio es como sigue: si fes conti-
nua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe un nimero ¢ en (a, b) tal que

i (b) =f (a) & (b = a) f’(c). Forma alternativa del teorema del valor medio

Al realizar los ejercicios de esta seccién recuerde que las funciones polinomiales,
las racionales y las trigonométricas son derivables en todos los puntos en sus dominios.
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Consulte CalcChat.com para un tutofial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

5 . 2 EiEI’CiCiOS numeracion impar. -

Redaccion En los ejercicios 1-4, explique por qué el teorema 28. Costos de nuevos pedidos El costo de pedido y trap.
de Rolle no se aplica a la funcién aun cuando existan a y b tales porte C para componentes utilizados en un proceso de mapy.
que fla) = f(b). factura se aproxima mediante

1 be 1
1. f(x) = H [-1,1] 2. f(x) = cot=, [m,3m] - <_+ * )

% 2 Gl = 10 X x+3

f)=1-|x—1], [0,2] 4 flx)=+V2-x7p [-1,1]

donde C se mide en miles de ddlares y x es el tamafio del pe-
dido en cientos.

Intersecciones y derivadas En los ejercicios 5-8, encuentre
(a) Compruebe que C(3) = C(6).

dos intersecciones con el eje x de la funcién f y demuestre que

f'(x) = 0 en algiin punto entre las dos intersecciones. (b) De acuerdo con el teorema de Rolle, la rapidez de cambig
. , del costo debe ser 0 para algtin tamaflo de pedido en e

5. fx) =x2—x—2 6. f(x) = x* + 6x intervalo (3, 6). Determine ese tamafio de pedido.
7. fx) =xv/x + 4 8. fx) = —3xJ/x+ 1

/) f@) Teorema del valor medio En los ejercicios 29 y 30, copie la
Usar el teorema de Rolle En los ejercicios 9-22, determine gréfica y dibuje la recta secante a la misma a través de los pun-
si es posible aplicar el teorema de Rolle a f en el intervalo ce- tos (a, f(a)) y (b, f(b)). A continuacién, dibuje cualquier recta
rrado [a, b]. Si se puede aplicar el teorema de Rolle, determine tangente a la grafica para cada valor de ¢ garantizada por el
todos los valores de ¢ en el intervalo abierto (a, b) tales que f’(c) teorema del valor medio. Para imprimir una copia ampliada de
= (. Si no se puede aplicar, explique por qué no. la gréfica, visite MathGraphs.com.

9. f(x) = —x2 + 3x, [0,3] 2. 5,

10. f(x) =x2 —8x + 5, [2,6]
1L () = (- D0 — 26— 3), [1,3] J

12. f(x) = (x — 4)(x + 2%, [-2,4]
13, f() = — 1, [~8,8] 14. f() =3—|x=3|, [0,6]

abk-r-=
[

x2—0% =3
15. f(x) = R — f~1.3]
16. () = %=1 1.1] Redaccion En los ejercicios 31-34, explique por qué el teore-
» fle)= x ’ ma de valor medio no se aplica a la funcién f en el intervalo [0, 6.
17. f(x) = senx, (0,27 18. f(x) = cosx, [0,2m
79 02m 1850 0,27 W o
19. f(x) = sen 3x, [0, g] 20. f(x) = cos2x, [—m, 7 6 6+
5+ s+
21. f(x) = tanx, [0, 7] 22. f(x) = secx, [m 2m] a4t 4l

3+ e 3+
H’ Usar el teorema de Rolle  En los ejercicios 23-26, utilice una 2 __/o/ Pl
herramienta de graficacion para representar la funcién en el i 14

intervalo cerrado [a, b]. Determine si el teorema de Rolle puede S T T R LN
aplicarse a f en el intervalo y si es asi, encuentre todos los valo- 123456 1 23456
res de ¢ en el intervalo abierto (a, b) tales que f'(c) = 0.

8. f@=x -1, [-L1] 24 f&x)=x-x"3 [0,1] 3. /0 =13 4. f() = |x - 3|
25. f(x) = x — tan 7x, [—i _ﬂ
2. /() =% — sen ™, [-1,0] 35. Teorema del valor medio Considere la grflﬁCa.de la
2 6’ ' funcién f(x) = —x? + 5 (vea la gréfica de la pigina siguiente)
. . n-
27. Movimiento vertical La altura de una pelota ¢ segundos (a) Determine la ecuacion de la recta secante que une 105 P% ;
después de que se lanzd hacia arriba a partir de una altura de tos. (._1’ 4y @1 _ ar U =
6 pies y con una velocidad inicial de 48 pies por segundo es (b) Utilice el teorema del valor medio para deteri” t; en¢
f1) = 1612 + 48t + 6. punto ¢ en el intervalo (-1, 2) tal que la recta tangen -

] sea paralela a la recta secante.
(a) Compruebe que f{1) = f(2).
(b) De acuerdo con el teorema de Rolle, ;cudl debe ser la ve-
locidad en algiin tiempo en el intervalo (1, 2)? Determine
ese tiempo.

.iz s PO C- =
(c) Encuentre la ecuacién de la recta tangente qué pasa P

i S S . . aciéﬂ
)dp' (d) A continuacién, utilice una herramienta de glﬁﬁtce
1gel‘1 .

para representar f, la recta secante y la recta taf
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f( Y)

X —‘c—-l21

Figura para 36

Teorema del valor medio Considere la grifica de la fun-

cién flx) = x*—x— 12 (vea la figura).

(a) Encuentre la ecuacién de la recta secante que une los pun-
tos (-2, -6) y (4, 0).

(b) Utilice el teorema del valor medio para determinar un
punto c en el intervalo (-2, 4) tal que la recta tangente en ¢
sea paralela a la recta secante.

. (c) Determine la ecuacion de la recta tangente que pasa por c.
a por. 4 £8 (I) A continuacién, utilice una herramienta de graficacién
para representar f, la recta secante y la recta tangente.

sar el teorema del valor medio En los ejercicios 37-46,
rmine si el teorema del valor medio puede aplicarse a f
n el intervalo cerrado [a, b]. Si el teorema del valor medio puede
carse, encuentre todos los valores de ¢ en el intervalo abierto

7 , b) tal que
\ _ f) = f(a)
> bra

0 puede aplicarse, explique por qué no.

fl) =x2, [-2,1] 38. f(x) =243, [0, 6]
9, f(x) = 3 + 2¢, [-1,1]
flx) =x* —8x, [0,2]
1 () = 23, [0,1] 42. £(x) ="i L =12
’_f(x) =] +1], [-1,3]
Y=V2-x, [-7,2]

~

(x) = cosx + tanx, [0, 7]

sar el teorema del valor medio En los ejercicios 47-50,
ice una herramienta de graficacién para (a) representar la
Incion [ en el intervalo, (b) encontrar y representar la recta
nte que pasa por los puntos sobre la grafica de f en los pun-
terminales del intervalo dado y (c) encontrar y representar

lquier recta tangente a la grafica de f que sean paralelas a
0 f) = ——

larecta secante.
1
x+ 71 [_5’ 2]
8. f(x) = x—2senx, [~ 7]
0. f) = /x, [1,9]
0. f(x) = x* — 203 + 22,

Ndrew Barker/Shutterstock.com
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El teorema de Rolle y el teorema del valor medio

51. Movimiento vertical

249

La altura de un objeto 3 segundos
después de que se deja caer desde una altura de 300 metros es

s(f) = —4.9¢2 + 300.

(a) Encuentre la velocidad promedio del objeto durante los
primeros 3 segundos.

(b) Utilice el teorema del valor medio para verificar que en al-
gtin momento durante los primeros 3 segundos de la caida
la velocidad instantdnea es igual a la velocidad promedio.
Determine ese momento.

52. Ventas Una compaiifa introduce un nuevo producto para el

cual el nimero de unidades vendidas S es
9

S = 200(5 3T )

donde ¢ es el tiempo en meses.

(a) Encuentre el valor promedio de cambio de S(¢) durante el
primer afio.

(b) (Durante qué mes del primer afio S'(7) es igual al valor
promedio de cambio?

DESARROLLO DE CONCEPTOS

53. Hable acerca del teorema de Rolle Sea f continua
en[a, b]y derivable en (a, b). Si existe ¢ en (a, b) tal que
f'(c) = 0, ;se concluye que fla) = f(b)? Explique

54. Teorema de Rolle Seafcontinua en el intervalo cerra-
do [a, b] y derivable en el intervalo abierto (a, b). Ademds,
suponga que fla) = fib) y que c es un nimero real en el
intervalo tal que f'(c) = 0. Encuentre un intervalo para la
funcién sobre la cual pueda aplicarse el teorema de Rolle
y determine el punto critico correspondiente de g (k es una

constante).
@@ gx) =fx) +k (b) glv) =f(x— k)
(©) glx) = f(kx)
55. Teorema de Rolle La funcién
_ 0, x=0
f(x)—{l—x, 0O<xs1

Es derivable sobre (0, 1) y satisface f{0) = f(1). Sin embar-
go, su derivada nunca es cero sobre (0, 1). ;Contradice lo
anterior al teorema de Rolle? Explique.

56. Teorema del valor medio Es posible encontrar una
funcién ftal que fi-2) = -2, A2) = 6y f'(x) < | para toda x.
(Por qué si o por qué no?

o 57. Velocidad

Un avién despega a
las 2:00 p.m. en un
vuelo de 2500 mi-
llas. El avidn llega a
su destino a las 7:30
p.m. Explique por
qué hay al menos dos
momentos durante

el vuelo en los que la
velocidad del avién es
de 400 millas por hora.

® © % o & 0 o & © & & 0 0 0 0 0 o
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58. Temperatura Cuando se saca un objeto del horno y se pone
a temperatura ambiente constante de 90°F la temperatura de su
nicleo es de 1500°F. Cinco horas después la temperatura

67. 3x +1 —senx=10 68. 2x —2 —cosx =0

Ecuaciones diferenciales En los ejercicios 69-72, encuentre
una funcién f que tiene la derivada f'(x) y cuya gréfica pasa por

’a‘v 61.

del niicleo corresponde a 390°F. Explique por qué debe existir
un momento (o instante) en el intervalo en el que la tempera-

tura disminuye a una razén de 222°F por hora. 69. f(x) =0, (2,5) 70. f(x) =4, (0,1)
59. Velocidad Dos ciclistas empiezan una carrera a las 8:00 1. f(x) = 2x, (1,0) 2. fx) =6x—1, (2,7)
a.m. Ambos terminan la carrera 2 horas y 15 minutos después. ¢Verdadero o falso? En los ejercicios 73-76, determine si ¢|

Demuestre que en algin momento de la carrera los ciclistas
viajan a la misma velocidad.

60. Aceleracion A las 9:13 a.m., un automévil deportivo viaja
a 35 millas por hora. Dos minutos después se desplaza a 85
millas por hora. Demuestre que en algin momento durante
este intervalo, la aceleracién del automdvil es exactamente
igual a 1500 millas por hora al cuadrado.

Usar una funcidén Considere la funcién

f(x) = 3 cos? (%Jf)

(a) Utilice una herramienta de graficacion para representar fy f.
(b) ¢Esfuna funcién continua? ;Es f’ una funcién continua?

(c) ;Se aplica el teorema de Rolle al intervalo [—1, 1]? ;Se
aplica en el intervalo [1, 2]? Explique.

(d) Evalle, si es posible, h’r? fx)y 11’1§1A fx).
x—3" X=>

&C(]MO LOVE? La figura muestra dos partes de
la gréfica de una funcidn derivable continua f sobre
[-10, 4]. La derivada f' también es continua. Para
imprimir una copia ampliada de la grafica, visite
MathGraphs.com.

(a) Explique por qué f debe tener al menos un cero en
[-10,4].

(b) Explique por qué f* debe tener también al menos un cero
en el intervalo[— 10, 4]. ;Cémo se llaman estos ceros?

(c) Realice un posible dibujo de la funcién con un cero con
f" en el intervalo[— 10, 4].

Piénselo En los ejercicios 63 y 64, dibuje la grafica de una
funcién arbitraria f que satisface la condicién dada pero que
no cumple las condiciones del teorema del valor medio en el
intervalo [-5, 5].

63. fescontinuaen[—3, 5]

64. fnoes continuaen[—5, 5].

Determinar una solucion En los ejercicios 65-68, use el teo-
rema del valor intermedio y el teorema de Rolle para demostrar
que la ecuacion tiene exactamente una solucién real.

65. ¥+ +x+1=0 66. 2> +7x —1=0

el punto dado. Explique su razonamiento.

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que lo demuestre.

73.

74.

75.

76.

17

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

’ ilice
. Usar el teorema del valor medio Sea0<a<b Ut

El teorema del valor medio puede aplicarse a

en el intervalo [-1, 1].

Sila grifica de una funcién tiene tres intersecciones con el eje x,
entonces debe tener al menos dos puntos en los cuales su recta
tangente es horizontal.

Si la gréfica de una funcién polinomial tiene tres intersecciones
con el eje x, entonces debe tener al menos dos puntos en los
cuales su recta tangente es horizontal.

Si f'(x) = 0 para todo x en el dominio de f, entonces f es una
funcién constante.
Demostracion Demuestre que si @ > 0 y n es cual-
quier entero positivo, entonces la funcién polinomial
p(x) = x>**1 + ax + b no puede tener dos raices reales.

Demostracién Demuestre que si f'(x) = 0 para todo x en
el intervalo (a, b) entonces fes constante sobre (a, b).

Demostracion Sea p(x) = Ax? + Bx + C. Demuestre
que para cualquier intervalo [a, b], el valor ¢ garantizado por
el teorema del valor medio es el punto medio del intervalo.

Usar el teorema de Rolle

(@) Sea f(x) =x% y glx) = —x* + x2 + 3x + 2. Enton-
ces f(—1) = g(=1) y f(2) = g(2). Demuestre que hay
al menos un valor ¢ en el intervalo (-1, 2) donde la recta
tangente a fen (c, fic)) es paralela a la recta tangente g €n
(c, g(c)). Identificar c.

(b) Sean f y g funciones derivables sobre [a, b] donde
fla) = gla) y f(b) = g(b). Demuestre que hay al me-
nos un valor ¢ en el intervalo (a, b) donde la recta tangente
afen (c,f(c)) es paralela a la recta tangente a g en (¢, 8(c).

Demostracién Demuestre que si f es derivable sobre
(~00, 00) y f'(x) < 1 para todo niimero real, entonces f tiene
al menos un punto fijo. Un punto fijo para una funcion fes U
nimero real ¢ tal que f{c) = c.

Punto fijo  Use el resultado del ejercicio 81 para demostia!
que f(x) = %cos x tiene al menos un punto fijo.
Demostracién Demuestre que |cos a — cos b| < la = o
paratodaay b. :
Demostracion Demuestre que|sen a — sen b| < |a - B
paratodaay b.

el teorema del valor medio para demostrar que

b—a
/h —
Vb \/5<2\/5.
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5.3 Funciones crecientes y decrecientes

y el criterio de la primera derivada

".O'..'IICOQOQCOCD

*+ COMENTARIO Las

conclusiones en los primeros
dos casos del teorema 5.5 son
vélidas incluso si f'(x) = O en
un nimero finito de valores de x
en (a, b).

B Determinar los intervalos sobre los cuales una funcion es creciente o decreciente
B Aplicar el criterio de la primera derivada para determinar los extremos
relativos de una funcion

Funciones crecientes y decrecientes

En esta seccién aprenderd cémo se pueden utilizar las derivadas para clasificar extremos
relativos ya sea como minimos o como maximos relativos. En primer término, es impor-
tante definir las funciones crecientes y decrecientes.

Definicidn de funciones crecientes y decrecientes

Una funcién f'es creciente en un intervalo si para cualesquiera dos nimeros x, y x,
en elintervalo, x, < x, implica f{x,) < fix,).

Una funcién f es decreciente en un intervalo si para cualesquiera dos nimeros x,
y x, en el intervalo, x; < x, implica f(x;) > flx,).

Una funcién es creciente si, cuando x se y
mueve hacia la derecha, su gréfica asciende,
y es decreciente si su grafica desciende. Por
ejemplo, la funcién en la figura 5.15 es decre-
ciente en el intervalo (o0, @), es constante en
el intervalo (a, b) y creciente en el intervalo
(b, 00). Como se demuestra en el teorema 5.5,
una derivada positiva implica que la funcién es
creciente, una derivada negativa implica que
la funcién es decreciente, y una derivada cero
sobre todo el intervalo implica que la funcién
es constante en ese intervalo.

S

1
i Constante|

X

F@<0 ! F@®=0] fx)>0

La derivada se relaciona con la pendiente
de una funcién.
Figura 5.15

TEOREMA 5.5 Criterio para las funciones crecientes y decrecientes

Sea f una funcién que es continua en el intervalo cerrado [a, b] y derivable en el
intervalo abierto (a, b).

1. Si f/(x) > 0 para todo x en (a, b), entonces f es creciente en [a, b]
2. Si f(x) < 0 para todo x en (a, b), entonces f es decreciente en [a, b]

3. Si f/(x) = 0 para todo x en (a, b), entonces f es constante en [a, b]

Demostracion Para obtener el primer caso, suponga que f'(x) > 0 para todo x en el
intervalo (a, b) y sean x, < x, cualesquiera dos puntos en el intervalo. Mediante el teore-
ma del valor medio, se sabe que existe un nimero c tal que x, < ¢ <x,,y

g - L2215

Como f(¢) > 0 y x, — x, > 0, se sabe que f(x,) — flx;) > 0, lo cual implica que f{x,) <

flx,). De tal modo, fes creciente en el intervalo. El segundo caso tiene una demostracién
similar (vea el ejercicio 97), y el tercer caso se dio en el ejercicio 78 en la seccién 5.2

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion. |
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Intervalos sobre los cuales fes creciente
y decreciente

Determine los intervalos abiertos sobre los cuales f(x) = x3 — %xz es creciente o de-
creciente.

Solucién Observe que fes derivable en toda la recta de los nimeros reales. Para de-
terminar los puntos criticos de f, iguale a cero f'(x).

f(x) =x3 - %xz Escriba la funcién original.
Fi(x) = 3x% - 3x. Derive.
Para determinar los puntos criticos de f; iguale f’(x) a cero.
W2 —=3x=0 Iguale f(x) a cero.
3(x)x—1)=0 Factorice.
x=0,1 Puntos criticos

Como no hay puntos para los cuales f' no existe, puede concluir que x = 0y x = 1 son
los tinicos puntos criticos. La tabla siguiente resume la prueba de los tres intervalos
determinados por estos dos puntos criticos.

Figura 5.16 Intervalo —0<x<( 0<x<1 l1<x<o0
Valor de _ it :
la prueba x=-1 *=2 x=2

Signodef()| f(-1)=6>0 | f/(B)=-2<0| @ =6>0

y Conclusién Creciente Decreciente Creciente

‘9 . . .

s g Por el teorema 5.5, fes creciente sobre los intervalos (—oo, 0) y (1, 0o) y decreciente en
g el intervalo (0, 1), como se indica en la figura 5.16.
fw=x . ) o »

] . L --{~" El ejemplo 1 le muestra cémo determinar intervalos sobre los cuales una funcion es

X . . , . . . .
I 1 ) creciente o decreciente. La guia siguiente resume los pasos que se siguen en el ejemplo.

H T ESTRATEGIAS PARA DETERMINAR LOS INTERVALOS EN
g LOS QUE UNA FUNCION ES CRECIENTE O DECRECIENTE
g

Sea f continua en el intervalo (a, b). Para encontrar los intervalos abiertos sobre 108
cuales fes creciente o decreciente, hay que seguir los siguientes pasos.

1. Localizar los puntos criticos de fen (g, b), y utilizarlos para determinar interva-
y los de prueba.

2. Determinar el signo de f”(x) en un valor de prueba en cada uno de los intervalos.

3. Recurrir al teorema 5.5 para determinar si fes creciente o decreciente para cada
intervalo.

Estas estrategias también son validas si el intervalo (a, b) se sustituye por un intet-

; I S | x valo de la forma (—co, b), (a, o) 0 (-0, 00).
~1 Constante \\ 2 3 —
@ T r Jﬁ'\‘z’ x<0 | Una funcién es estrictamente monétona en un intervalo si es creciente 0 decre”
) | fx) =10, 0<x<l  ciente sobre todo el intervalo. Por ejemplo, la funcién fix) = x° es estrictamente MY
C'? ~2 E L= HEMPES l nétona en toda la recta de los nimeros reales porque es creciente siempre sobre ella, -
~ como se indicaen la figura 5.17(a). La funcién que se muestra en la figura 5. 17(b) 00 S
(b) No estrictamente monétona estrictamente monétona en toda la recta de los nimeros reales porque es constante ot

Figura 5.17 el intervalo [0, 1].
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Criterio de la primera derivada

Una vez que ha determinado los intervalos de
crecimiento o decrecimiento, es fécil localizar
los extremos relativos de la funcién. Por ejem- 2+
plo, en la figura 5.18 (del ejemplo 1), 1a funcién

e o de-

3
=x3 — =x2 I-L
f(X) 2 Méximo

i Axi i lati
tiene un méximo relativo en el punto (0, 0) por- ©.0) /re b

que f'es creciente inmediatamente a la izquierda i :
de x = 0y decreciente inmediatamente a la
derecha de x = 0. De manera similar, f tiene un
minimo relativo en el punto ( ; —%) debido a
que f decrece de inmediato a la izquierda de x = 1
y crece de inmediato a la derecha de x = 1.

El siguiente teorema, precisa més esta observacion.

ara de-

relativo

Extremos relativos de f
Figura 5.18

-1son |
ervalos 4§ TEOREMA 5.6 Criterio de la primera derivada

Sea ¢ un punto critico de una funcién f que es continua en un intervalo abierto I que
contiene a c. Si fes derivable en el intervalo, excepto posiblemente en ¢, entonces
f(c) puede clasificarse como sigue.

1. Sif'(x) cambia de negativa a positiva en c, entonces f tiene un minimo relativo
en (c, fc)).
2. Sif'(x) cambia de positiva a negativa en c, entonces f tiene un mdximo relativo

en (¢, flc)).

3. Sif'(x) es positiva en ambos lados de ¢ o negativa en ambos lados de ¢, enton-
ces f{c) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo.

>nte en

4 )
©) ), 3
| f@<0 1 Fw>0 | L @0 | fme<o |
a ¢ b l Ic I;
Minimo relativo Maximo relativo

)

@050 | f@>0. !

1
i
i
'
L
C

Ni minimo relativo ni maximo relativo

Demostracion Suponga que f'(x) cambia de negativa a positiva en c¢. Entonces ah{
existen a y b en [ tales que

f'(x)<Oparatodoxen(a, c) y f'(x)>0paratodoxen (c b).

Por el teorema 5.5, f es decreciente sobre [a, c] y creciente en [c, b]. De tal modo, f(c) es
un minimo de fen el intervalo abierto (a, b) y, en consecuencia, un minimo relativo de f.
Esto demuestra el primer caso del teorema. El segundo caso puede demostrarse de una
manera similar (vea el ejercicio 98)

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracién.
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Maiximo
relativo

Minimo
T relativo

Ocurre un minimo relativo donde f

cambia de decreciente a creciente, y
un méaximo relativo donde f cambia
de creciente a decreciente.

Figura 5.19

o=e-a ]

6+

5 —
Maéximo

47T relativo

-q

s 4

—ﬁ—ﬁ/—i 1 \34

(=2,0) (2,0)
Minimo Minimo
relativo relativo

Figura 5.20

v e e —g—" TERCRTRE ww‘"u” IR ] .plf‘vwv -

Aplicar el criterio de la primera derivada

g - . 1 ;
Determine los extremos relativos de la funcién f(x) = 3x — sen xen el intervalo (0, 2m).

Solucién Observe que f es continua en el intervalo (0, 27r). La derivada de

: q es
f'(x) = 3 — cos x. Para determinar los puntos criticos de fen este intervalo, haga que
f'(x) seaigual a 0.

1
57 cosx =0 Iguale f/(x) a cero.
_1
CoOSx = )
x= - 5_77 Puntos criticos
3’3

Debido a que f” existe en todos los puntos, se puede concluir que x = /3y x = 57/3
son los tnicos puntos criticos. La tabla resume las pruebas de los tres intervalos deter-
minados por estos dos nimeros criticos. Mediante la aplicacién de la primera derivada,
usted puede concluir que f tiene un minimo relativo en el punto donde x = 7/3 y un
maximo relativo en el punto donde x = 57r/3, como se muestra en la figura 5.19.

5
vIntervalo 0<x<g g<x<—37—7 §5’7—1-<x<27r
Valor de =X = x=7_7r
prueba 4 4
Signo de f/(x) f’(g) <0 | f(m>0 f’(%) <0
Conclusién Decreciente Creciente Decreciente

Aplicar el criterio de la primera derivada

Encuentre los extremos relativos de f(x) = (x2 — 4)%/3,

Solucién Comience observando que fes continua en toda la recta real. La derivada

def
7, 2 2 -1 3 .
b (X) = E(X' — 4) / (Zx) Regla de la potencia general

_ &
3(x2 — 4)1/3

es 0 cuando x = 0y no existe cuando x = =2. De tal modo, los puntos criticos son* =0

y x = — 2. La tabla resume los valores de prueba de cuatro intervalos determinados pard
estos tres ntimeros criticos. Aplicando el criterio de la primera derivada, se puede co"
cluir que ftiene un minimo relativo en el punto (- 2, 0), un médximo relativo en el punto
(0, 316 ) y otro minimo relativo en el punto (2, 0), como se ilustra en la figura 5.20.

Simplifique.

Intervalo —0<x<—2 | -2<x<0 0<x<2£$?;
Valor de prueba x=-3 x=-1 x=1 /f}//
Signo de f/(x) f(=3) <0 f=1>0 | (1) <0 d]_‘iﬂio/
Conclusién Decreciente Creciente | Decreciente -’Cf/‘?lin’te/




lo (0, 277')

la de fes
, haga que

x = 57/3
los deter-
 derivada,
/3 yun
.19.

(1,2)
Minimo
relativo

5.3

s valores de x que no estdn en el
minio de f, asf como los puntos
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Observe que en los ejemplos 1 y 2 las funciones dadas son derivables en toda la recta
real. Para tales funciones, los tinicos puntos criticos son aquellos para los cuales f'(x) = 0.
El ejemplo 3 se relaciona con una funcién que tiene dos tipos de puntos criticos: aque-
llos para los cuales f'(x) = 0 y aquellos para los cuales f no es derivable.

Al usar el criterio de la primera derivada, asegtirese de considerar el dominio de la
funcién. Asf, en el siguiente ejemplo, la funcién

4
=2

X

No estd definida cuando x = 0. Este valor de x debe utilizarse con los puntos criticos
para determinar los intervalos de prueba.

Aplicar el criterio de la primera derivada

++ « «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

. ) xt+1
Determine los extremos relativos de f(x) = -

Solucion Observe que f no estd definida cuando x = 0.

f(x) =x2 + x72 Reescriba la funcién original.
f’(x) =2x— 23 Derive.
2 . "

=2x — F Reescriba con exponente positivo.

_ 2t -1 _—

= fe Simplifique.

202+ D — Dx + 1) ,
= g Factorice.

De tal modo, f'(x) es cero en x = +1. Ademads, como x = 0 no estd en el dominio de f,
es necesario que utilice este valor de x junto con los puntos criticos para determinar los
intervalos prueba.

x==*1 Puntos criticos, f/(+1) = 0

x=0 El cero no estd en el dominio de f.
La tabla resume los valores prueba de los cuatro intervalos determinados por estos tres va-

lores de x. Aplicando el criterio de la primera derivada, puede concluir que f tiene un mini-
mo relativo en el punto (-1, 2) y otro en el punto (1, 2), como se muestra en la figura 5.21.

Intervalo —oo<x<—-1|-1<x<0|0<x<1l|1l<x<oo
Valor _ o 1 _

de prueba x==2 r=" X =13 e
Signode f(x)|  f(~2) <0 (=50 | B <o | F@>0
Conclusién Decreciente Creciente Decreciente Creciente

> TECNOLOGIA  El paso més dificil al aplicar el criterio de la primera derivada
es determinar los valores para los cuales la derivada es igual a 0. Por ejemplo, los -

valores de x para los cuales la derivada de
41
&) = x4+ 1

es igual a cero son x = 0 y x = £4/+/2 — 1. Si se tiene acceso a tecnologfa que
puede efectuar derivacién simbélica y resolver ecuaciones, utilicela para aplicar el
criterio de la primera derivada a esta funcion.

L]
®
.
°
°
®
3
[}
®
L]
°
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Cuando un proyectil es impulsa-
do desde el nivel del suelo y la
resistencia del aire se desprecia,
el objeto viajara mas lejos con
un angulo inicial de 45°. Sin
embargo, cuando el proyectil es
impulsado desde un punto por
encima del nivel del suelo, el
angulo que produce una distan-
cia horizontal maxima no es 45°
(vea el ejemplo 5).

Aplicaciones de la derivada

Trayectoria de un proyectil

Ignorando la resistencia del aire, la trayectoria de un proyectil que se lanza a un dngy-
lo fes

_gsec’d

—x2 + (tan O)x + A, 0< <t
2vy 2

donde y es la altura, x es la distancia horizontal, g es la aceleracién debida a la gravedad,
Vo es la velocidad inicial y h es la altura inicial. Sea g = —32 pies por segundo, v, =
24 pies por segundo y & = 9 pies por segundo. ;Qué valor de 6 producird una maxima
distancia horizontal?

Solucion  Para encontrar la distancia que el proyectil recorre, sea y = 0, g = -32,
Vo= 24y h = 9. Entonces sustituya estos valores en la ecuacién dada como se muestra,

2
$_§29;€2~§x2 + (tan O)x + h =y

0
2(7—szc;ex2 + (tan O)x + 9 =0

sec? 6

36

x4+ (tanO)x + 9 =0

A continuacidn, utilice la férmula cuadrética para resolver la ecuacién con
a=—sec?0/36,b=tan Oy c=09.

—b + /b* — 4dac
2a
_ —tan 0 + /(tan 6)> — 4(—sec? 6/36)(9)

T 2(—sec? 6/36)
‘= —tan f + /tan? 6 + sec? 6
—sec? 0/18
x=18cos fsenf + Vse + 1), x=0

En este punto, se necesita determinar el valor de 6 que produce un valor maximo de x.
La aplicacion del criterio de la primera derivada en forma manual resultarfa tediosa.
Sin embargo, el uso de la tecnologia para resolver la ecuacién dx/d# = 0, elimina la ma-
yorfa de los célculos engorrosos. El resultado es que el valor mdximo de x ocurre cuando

6 = 0.61548 radianes o 35°

Esta conclusion se refuerza dibujando la trayectoria del proyectil para diferentes valores
de 6, como se indica en la figura 5.22. Observe que en las tres trayectorias indicadas, la
distancia recorrida es mayor para = 35°,

| 3
T T T T (hd X

5 10 15 20 25

La trayectoria de un proyectil con dngulo inicial 6. 4
Figura 5.22

.shock/Shutterstock.com
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5.3 Ejercicios

numeracion impar.

n éngu.

‘Usar una gréfica En los ejercicios 1y 2, utilice la grafica de f
ara determinar (a) el intervalo abierto més grande sobre el
‘cual f es creciente y (b) el intervalo abierto mas grande sobre
¢l cual f es decreciente.

;avedad,. y 5 y
Ovy=, e 4+ . . . ;
rnaix'0 T : I
Ima = . | @ 0 4 \\ [/\\
8 o
PRI O S A O 2 \\ | l[ :
= ‘32, g Al ) % | N |{; x
1uestra, ”.j\\ il ‘l
2T " il /
!2 X° e b \I :

sar una grafica En los ejercicios 3-8, utilice la grafica para
timar los intervalos abiertos sobre los cuales la funcion es
ciente o decreciente. A continuacién, determine los mismos
intervalos analiticamente.

flx) =x*>—6x+ 8 4. y=—(x+ 1)

y y
4
34
9
14

S,y =
y y
de x.
iosa. 4 3T
. ma- - 24+
ndo —H— —H—x 1+
- 2[4
24 —H H——x
-2 2
-4+ +
ores
5,la 1 2
78 xX) = 8 =
1) x + 12 YT -1
y y
4 -
3 -
2 ——l
L i
Nttt
b1 234
1 _2 T
Intervalos en los que fes creciente o decreciente En los
Clercicios 9-16, identifique los intervalos abiertos sobre los cuales
la funcién es creciente o decreciente.
. g)=x2-2r -8 10. h(x) = 12x — 23
9
i 1l y = /16 - 2 12.y=x+;

Consuite CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

13. fx) =senx— 1, 0 <x <27
14. h(x) = cos%, 0<x<2m
15. y=x—2cosx, 0<x<2m

16. f(x) = sen?x + senx, 0 <x <27

Aplicar el criterio de la primera derivada En los ejercicios
17-40, (a) encuentre los puntos criticos de f (si los hay), (b) deter-
mine el (los) intervalo(s) abierto(s) sobre los cuales la funcién es
creciente o decreciente, (c) aplique el criterio de la primera deri-
vada para identificar todos los extremos relativos y (d) utilice una
herramienta de graficacién para confirmar los resultados.

17. f(x) = x2 — 4x 18. f(x) = x> + 6x + 10
19. f(x) = =22+ 4x + 3 20. f(x) = —3x> —4x — 2
2L fx) =2 + 3x2 — 12x  22. f(x) = x> — 6x2 + 15
23. f(x) = (x — 1)%(x + 3) 24, f(x) = (x + 2)%(x — 1)
25. f(x) = % 26. f(x) = x* — 32x + 4
27. f(x) = x13 + 1 28. f(x) = x¥3 — 4
29. f(x) = (x + 2)*/3 30. f(x) = (x — 3)1/3
31 fx) =5 — |x = 5] 32, fx) = |x+3] -1
ol _

33.f(x)—2x+x 34.f()c)—x_5
35, f(x) = 2"_2 5

x2—2x+1
36. f(x) Z?

4-x x<0
37. fx) = {—Zx, >0

w1, x=-—1
B fln) = {xZ—Z, x> =1

x+1, x=l
B = {5 -x2, x>1

_-B4+1, x=0

0, fig) = {—x2 +2x, x>0

Aplicar el criterio de la primera derivada En los ejercicios
41-48, considere la funcion en el intervalo (0, 27). Para cada
funcién, (a) encuentre el (los) intervalo(s) abierto(s) sobre los
cuales la funcién es creciente o decreciente, (b) aplique el crite-
rio de la primera derivada para identificar todos los extremos
relativos y (c) utilice una herramienta de graficacion para con-
firmar los resultados.

41. f(x) = % + cos x

43. f(x) = senx + cos x
45. f(x) = cos*(2x)

42. f(x) = senxcosx + 5

44. f(x) = x + 2senx
46. f(x) = senx — /3 cos x

sen x

— 2 NN e v Y
47. f(x) = sen’x + senx T+ cos’x

48. fx) =
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H’ Determinar y analizar derivadas utilizando tecnologia

En los ejercicios 49-54, (a) utilice un sistema de algebra por DESARROLLO DE CONCEPTOS

computadora para derivar la funcién, (b) dibuje las graficas de Transformaciones de funciones En los ejercicios 63-68,
fydef’ en el mismo conjunto de ejes de coordenadas en el inter- suponga que f es derivable para todo x. Los signos de f* son |
valo indicado, (c) encuentre los puntos criticos de f en el intervalo como sigue.

abierto, (d) determine el (los) intervalo(s) sobre el cual f' es posi-

tiva y el (los) intervalo(s) sobre el cual es negativa. Compare el f'(x) >0 sobre (00, -4)

comportamiento de fy el signo de f”. f'(x) < 0 sobre (-4, 6)
9. f(x) = 2%/9 — x2, [-3,3] f'(x) > 0 sobre (6, co)
50. f () = 10(5 — V2* = 3x + 16), [0,5] Encuentre la desigualdad apropiada para el valor de ¢ indi. s valor
cando. e e los
. f() = t%sent, [0,2m7]
. Funcién Signo de g'(c) - fesc
52. f(x) = 5 + cos 5, [0, 4] 63. g(x) =f(x) + 5 g'(0) 0 x
64. g(x) =3f(x) — 3 =5 0 e
53. f(x) = -3 seng, [0, 677] 80 = ¥ g/( ) 70
65. g9) = —f() (=6 0 —
54. f(x) = 2sen3x + 4 cos 3x, [0, 7] 66. g(x) = —f(x) ¢’(0) 0 +
Comparar funciones En los ejercicios 55 y 56, utilice sime- 67. g(x) = fx = 10) g'0) 0 (6
tria, extremos y ceros para trazar la grifica de f. ;En qué se 68. g(x) = f(x — 10) g’'(8) 0 =
diferencian las funciones fy g? . fesc
5 — 453 + 3x 69. Dibujar una gréfica Dibuje la grifica de la funcién B
55. flx) = 71— arbitraria de f tal que X
= 2 3 > 0, X < 4 ! f’()
86 =xlx ) f(x) {indefinida, x = 4. T
56. f(t) = cos®t — sen’t <0, e E
gl) =1 — 2sen?t Fai
0
Para pensar En los ejercicios 59-64, en la figura se muestra la , i
grifica de f. Dibuje una grafica de la derivada de f. ¢COMO LO VE? (Utilice la grifica de f' para Roc
57 i 58 5 (a) identificar los nimeros criticos de f, (b) identificar se ¢
: y * ] el (los) intervalo(s) abierto(s) sobre el que f estd lo ds
coji1

ne un maximo relatxvo un minimo relativo o nmguno C

4T 2T / aumentando o disminuyendo, y (c) determinar si f tle
. I 5 x

1} 1 - %
e T T T T T o !
& 2 Y123 en cada punto critico
1__ .
T i
> 1 @
=g = 12
59. Y 60. y :
1 ot
- f 6+ f
2\ 4+
—t— - i et 24
“4-L.A 2 5 & 1 f—— x
-4+ -6-4 | [\] 46
-6+ 1 (i)
61. ¥ 62. y
6+ 6+
T T 1
4+ 4+ f I
i "/ -4
L _r/?
K - x B g
-4 2 + 2 4 -4 2 + 2 4
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. Analizar un numero critico Una funcién derivable de f
tiene un punto critico en x = 5. Identifique los extremos rela-
3-68, tivos de f'en el punto critico si f'(4) = 2.5y f'(6) = 3.
" son

. Analizar un niamero critico Una funcién derivable de f
tiene un punto critico en x = 2. Identifique los extremos rela-
tivos de fen el punto critico si f'(1) = 2y f'(3) = 6.

Piénselo Enlos ejercicios 73 y 74, la funcion f es derivable en el
- intervalo indicado. La tabla muestra el valor de f'(x) para algu-
indi- 1 ,_ nos valores seleccionados de x. (a) Dibuje la grafica de f, (b) apro-
‘ | xime los puntos criticos y (c) identifique los extremos relativos.

| 73. fes derivable sobre [1, 1.

X -1 | =075 | -050 | —0.25 0

f) | -10] =32 | -05 | 08 | 56

x 025 | 050 | 0.75 1

fx | 36 | =02 | =67 | —20.1

4. fes derivable sobre [0, 77].

1cion
x 0 /6 /4 w/3 | w2

Ff(x) | 314 | —023 | =245 | —3.11 | 0.69

5 2w/3 | 3w/4 | 57/6 T

—2.84

F) | 300 | 137 | —1.14

. Rodamiento de un cojinete de bola Un cojinete de bola
se coloca sobre un plano inclinado y empieza a rodar. El 4ngu-
lo de elevacién del plano es 6. La distancia (en metros) que el
cojinete de bola rueda en ¢ segundos es s(f) = 4.9(sen 6)¢2.

(a) Determine la velocidad del cojinete de bola después de
t segundos.

(b) Complete la tabla y utilicela para determinar el valor de 6
que produce la méxima velocidad de un instante particular.

0 O |m/4| w3 | m/2|2n/3|3nw/4| =
s'(r)

. Modelar datos A continuacién se muestran los activos al
final del afio para el Medicare Hospital Insurance Trust Fund
(en miles de millones de délares) en los afios 1999 a 2010

1999: 141.4; 2000: 177.5; 2001: 208.7; 2002: 234.8
2003: 256.0; 2004: 269.3; 2005: 285.8; 2006: 305.4
2007: 326.0; 2008: 321.3; 2009: 304.2; 2010: 271.9

(Fuente: U.S. Center for Medicare and Medicaid Services).

(a) Utilice las capacidades de regresién de una herramien-
ta de graficacién para encontrar un modelo de la forma
M = at* + bt? + cf* + dt + e paralos datos. (Seat =9
que representa 1999.)

- (b) Utilice una herramienta de graficacién para dibujar los da-
tos y representar el modelo.

¢) Encuentre en forma analitica el minimo del modelo y
compare el resultado de los datos reales.

77. Analisis numérico, grafico y analitico La concentra-
cién C de un compuesto quimico en el flujo sanguineo 7 horas
después de la inyeccién en el tejido muscular es

3t
27 + ¥

@ = t=0

(a) Complete la tabla y utilicela para aproximar el tiempo en
el que la concentracién es més grande.

t 0/05|1|15]2|25]3
C(1)

~% (b) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién de concentracién y use la grafica para aproximar
el tiempo en el que la concentracién es més grande.

(c) Utilice cédlculo para determinar analiticamente el tiempo
en que la concentracién es més grande.
78. Analisis numérico, grafico y analitico Considere las
funciones f(x) = x y g(x) = sen x en el intervalo (0, 7).

(a) Complete la tabla y haga una conjetura acerca de cudl es
la funcién més grande en el intervalo (0, 7).

x |05|1]15]2|25]|3
f®
gx)

" (b) Utilice una herramienta de graficacién para representar las

funciones y use las gréficas para hacer una conjetura acer-

ca de cudl es la funcién més grande en el intervalo (0, 7).

(c) Demuestre que fix) > g(x) en el intervalo (0, 7). [Sugeren-
cia: Demuestre que h'(x) > 0, donde h = f—g.]

79. Contraccion de la trdquea La tos obliga a que la trdquea
(conducto de aire) se contraiga, lo cual afecta la velocidad v
del aire que pasa a través de este conducto. La velocidad del
aire al toser es

v=kR-rr,0<r<R

donde k es una constante, R es el radio normal de la trdquea y
r es el radio cuando se tose ;Qué radio producird la mdxima
velocidad del aire?

. Resistencia eléctrica La resistencia R de cierto tipo de
resistor es
R = J0.001T* — 4T + 100

donde R se mide en ohms y la temperatura 7 se mide en grados
Celsius.

(a) Utilice un sistema algebraico por computadora para deter-
minar dR/dT y el punto critico de la funcién. Determine la
resistencia minima para este tipo de resistor.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién R y use la grafica para aproximar la resistencia
minima de este tipo de resistor.



260 Unidad 5 Aplicaciones de la derivada

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 81-84,
la funcion s(¢) describe el movimiento de una particula que se
mueve a lo largo de una recta. Para cada funcion, (a) encuentre
la funcion de la velocidad de la particula en cualquier instante
t 2 0, (b) identifique el (los) intervalo(s) de tiempo cuando la par-
ticula se esta moviendo en la direccion positiva, (c) identifique
el (los) intervalo(s) de tiempo cuando la particula se mueve en
la direccién negativa y (d) identifique el instante en el que la
particula cambia su direccion.

81. s(r) = 61 — 2

82. s() =2 —T7t+ 10

83. s(t) = 13 — 51> + 4t

84. s(t) = 13 — 20r*> + 128t — 280

Movimiento a lo largo de una recta En los ejercicios 85 y
86, la grafica muestra la posicion de una particula que se mueve
alo largo de una recta. Describa c6mo cambia la posicién de la
particula con respecto al tiempo.

8s. 86.
120+
100
80 -
60 -
40
20

e N s
3 6 9 121518

Y Creacién de funciones polinomiales En los ejercicios 87-90,

encuentre una funcion polinomial

f@) =ax"+a, x4+ +ax?+ax+a,

que tiene iinicamente los extremos especificados. (a) Determine
el grado minimo de la funcion y proporcione los criterios que
utilizo para determinar el grado. (b) Recurriendo al hecho de
que las coordenadas de los extremos son puntos solucién de la
funcion y al de que las coordenadas x son puntos criticos, deter-
mine un sistema de ecuaciones lineales cuya solucién produce
los coeficientes de la funcién requerida. (c) Utilice una herra-
mienta de graficacién para resolver el sistema de ecuaciones y
determinar la funcién. (d) Utilice una herramienta de grafica-
cién para confirmar su resultado.

87. Minimo relativo: (0, 0); maximo relativo: (2, 2)

88. Minimo relativo: (0, 0); maximo relativo: (4, 1000)

89. Minimo relativo: (0, 0), (4, 0); médximo relativo: (2, 4)

90. Minimo relativo: (1, 2); maximo relativo: (-1, 4), (3, 4)
¢Verdadero o falso? En los ejercicios 91-96, determine si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

91. La suma de dos funciones crecientes es creciente.

92. El producto de dos funciones crecientes es creciente.

93. Todo polinomio de grado n tiene (n — 1) puntos criticos.

94. Un polinomio de grado n tiene a lo mds (n — 1) puntos criticos.
95. Existe un mdximo o minimo relativo en cada punto critico.

96. Los médximos relativos de la funcion fson f{1) = 4y f(3) = 10.
Por lo tanto, f tiene por lo menos un minimo para algunos x en
el intervalo (1, 3).

! A O D (A e 0 (0 U

97. Demostracion Demuestre el segundo caso del teorema 5§
98. Demostracion Demuestre el segundo caso del teorema 5 6

99. Demostracion Utilice las definiciones de funciones cre.

cientes y decrecientes para demostrar que f(x) = x* es creciep-
te en'\ ™~ 995 ©9).,

100. Demostracién Utilice las definiciones de las funcioneg

creciente y decreciente para demostrar que
1
fl) =~

X

es decreciente sobre [-0,c0].

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

101. Encuentre el valor minimo de
|senx + cosx + tanx + cotx + secx + cscx
para niimeros reales x.

Estos problemas fueron preparados por el Comittee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Reservados todos los derechos.

Arco iris

El arco iris se forma cuando la luz incide sobre gotas de Iluvia,
sufriendo reflexién y refraccion, como se indica en la figura. (Esta
figura presenta una seccion transversal de una gota de lluvia esféri-
ca.) La ley de la refaccion establece que

sena _

sen 3 a

donde k = 1.33 (para el agua). El dngulo de deflexi6n estd dado por

D=7+ 2a — 4B.

(a) Utilice una herramienta de graficacion para representar

D=m+2a— 4sen“(seza), 0<acs g

(b) Demuestre que el dngulo minimo de deflexion ocurre cuando

k-1
3

Para el agua, jcudl es el dngulo minimo de deflexion, .Dml'n.? (Eé
dngulo 7 — D, recibe el nombre de dngulo de arco iris.) ;QU
valor de a produce este dngulo minimo? (Un rayo
que incide sobre una gota de lluvia a este angulo, &
como rayo de arco iris.)

cos o =

se conoce

n acer-

. PARA INFORMACIONADICIONAL Para mds infor macio ewhe-

ca de las matemdticas de los arco iris, consulte el articulo “Som )
re Within the Rainbow”, de Steve Janke, en The UMAP Journal.

de luz solar

LR AR AL L L

Concav:
%
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Ndiente de la derivada.

,gura 5.24

54

Concavidad, puntos de inflexién y el criterio de la segunda derivada 261

B Determinar intervalos sobre los cuales una funcién es céncava hacia arriba o
concava hacia abajo.

B Encontrar cualquier punto de inflexion de la grafica de una funcién.

B Aplicar el criterio de la segunda derivada para determinar extremos relativos
de una funcién.

Concavidad

Ya ha visto que localizar los intervalos en los que una funcién f es creciente o decrecien-
te ayuda a describir su gréafica. En esta seccién verd como el localizar los intervalos en
los que f” es creciente o decreciente puede utilizarse para determinar dénde la gréfica de f
se curva hacia arriba o se curva hacia abajo.

Definicion de concavidad

Sea f derivable en un intervalo abierto I. La gréfica de fes concava hacia arriba so-
bre I'si f' es creciente en el intervalo y concava hacia abajo en /'si f’ es decreciente
en el intervalo.

La siguiente interpretacién grafica de concavidad es util. (Vea el apéndice A para
una demostracién de estos resultados.)
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

1. Sea fderivable en un intervalo abierto /. Si la gréfica de fes céncava hacia arriba
en I, entonces la grafica de f se encuentra arriba de todas sus rectas tangentes en /.
[Vea la figura 5.23(a).]

2. Sea fderivable en un intervalo abierto /. Si la grafica de f'es céncava hacia abajo en I,
entonces la grafica de f se encuentra debajo de todas sus rectas tangentes en /.

[Vea la figura 5.23(b).]

y

k4

Céncava hacia arriba,
fes creciente |

Céncava hacia abajo,
fes decreciente.

(a) La gréfica de fse encuentra sobre sus
rectas tangentes.

Figura 5.23

(b) La grafica de f se encuentra debajo de
sus rectas tangentes.

Para determinar los intervalos abiertos en los cuales la grafica de un funcién fes
céncava hacia arriba o hacia abajo, necesita determinar los intervalos sobre los cuales f’
es creciente o decreciente. Por ejemplo, la grafica de

o) =1

=—x3—x

3
es concava hacia abajo en el intervalo abierto (oo, 0) debido a que
OB

es decreciente ahi. (Vea la figura 5.24.) De manera similar, la grifica de f es concava
hacia arriba en el intervalo (0, co) debido a que f” es creciente sobre (0, c0).
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R R D
«« COMENTARIO Un tercer
caso del teorema 5.7 podria ser
que sif"(x) = 0 para todo x en /,
entonces f es lineal. Observe,
sin embargo, que la concavidad
no se define para una recta. En
otras palabras, una recta no
es ni céncava hacia arriba ni
cdncava hacia abajo.

f0)>0 /o >0
Céncava . . Concava
hacia arriba e hacia arriba
14-f" () <0
Concava

i

'

t

!

X hacia abajo
. l I

1

1 2

=

A partir del signo de f”, se puede
determinar la concavidad de la
grafica de f.

Figura 5.25

Aplicaciones de la derivada

i
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El teorema siguiente muestra cémo utilizar la segunda derivada de una funciénfh
para determinar los intervalos sobre los cuales la grifica de f'es cncava hacia arribg
hacia abajo. Una demostracion de este teorema se deduce directamente del teorema § §
y de la definicién de concavidad.

TEOREMA 5.7 Criterio de concavidad

Sea funa funcién cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto /.

Cénc
hacia

1. Sif"(x) >0 para todo x en /, entonces la gréfica de f es céncava hacia arriba en
2. Sif"(x) <0 para todo x en I, entonces la grafica de fes céncava hacia abajo en I,

En el apéndice A se presenta una demostracién de este teorema.

Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion,

Para aplicar el teorema 5.7, localice los valores de x para los cuales f"(x) = 0 o f"
no existe. Segundo, use los valores de x para determinar los intervalos de prueba. Por
tltimo se prueba el signo de f”(x) en cada uno de los intervalos de prueba.

Determinar la concavidad

Determine los intervalos abiertos sobre los cuales la gréfica de

6
flo) = x2+3
es concava hacia arriba o hacia abajo.
Solucion Comience observando que f es continua en toda la recta real. A continua-
cién, encuentre la segunda derivada de f. :
N (x) = 6(x*> + 3)"! Reescriba la funcion original.
(x) = ( )( e 3)_2(27‘) Derive.
- (2 + 3)? Primera derivada
F0) = (02 + 3)%(=12) — (- 129(2)(x* + 3)(2x) Deriv
X, (x2 T 3)4 erive.
D)
= ?)(igjc—_'_}’)lg)' Segunda derivada
Como f"(x) = 0 cuando x = =1 se define toda la recta real, usted debe probar f” en los
intervalos (-oo, —1), (-1, 1) y (1, c0). Los resultados se muestran en la tabla y en la
figura 5.25.
Intervalo =0 < % & =1 =1l<x<l ] <x<®©
Valor
= — = = 2
de prueba * 2 x=0 *
Signo de £”(x) f(=2)>0 £7(0) <0 f72)>0
Conclusiéon | Concava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Céncava hacia arribd

y valore

La funcién dada en el ejemplo 1 es continua en toda la recta real. Si ha 7 0
0

c
de x en los cuales la funcién no es continua, dichos valores deben usarse, junto
ba.
ue
puntos en los cuales f”(x) = 0 o f”(x) no existe, para formar los intervalos de pr
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hacia arriba

[ C——
Coéncava

igura 5.26

Céncava
Codncava

hacia

hacia abajo

hacia ariba

Céncava
hacia abajo

Céncava
hacia arr

Céncava
hacia abajo

hacia abajo

e 8 © 5 ® & © @ © 0 8 © @

4 concavidad de fcambia en un

unto de inflexién. Observe que la

1 punto de inflexion.
igura 5.27

rdfica cruza su recta tangente en

v

Determinar la concavidad

Determine los intervalos abiertos sobre los cuales la gréfica de

) =x2 + 1

X2 -4

es concava hacia arriba o hacia abajo.

Solucidon Al derivar dos veces, obtiene lo siguiente.

2+1
f&) = x2 —4 Escriba la funcién original.
’ x2—4)(2x) — (x* + 1)(2x
iz = ( )((xz — 1(1)2 @) Derive.
—10x . _
= zxz_—4)2 Primera derivada
= P APCI0 - 100 )
@ = ay |
_10(3x2* + 4) Seounds derivad
= —_(x2 — 4y egunda derivada

No hay puntos en los cuales f"(x) = 0, pero en x = +2 la funcién f no es continua, por lo
que se prueba la concavidad en los intervalos (—oo, =2), (-2, 2) y (2, 00), como se ilustra
en la tabla. La gréfica de f se muestra en la figura 5.26.

Intervalo —00 < X< —2 —2< x <2 2<x<o0

Valor de f= -3 =0 =3

la prueba

Signode f"(x) | f"(=3) >0 £7(0) <0 f’3) >0

Conclusién C(.)ncav.a Coéncava hacia abajo ancav'a
hacia arriba hacia arriba

Puntos de inflexion

La gréfica de la figura 5.25 tiene dos puntos en los que cambia de concavidad. Si la recta
tangente a la grafica existe en un punto de este tipo, ese punto es un punto de inflexion.
En la figura 5.27 se muestran tres tipos de puntos de inflexion.

Definicion de punto de inflexion

Sea funa funcién que es continua en un intervalo abierto, y sea ¢ un punto en ese
intervalo. Si la grafica de ftiene una recta tangente en este punto (c, f(c)), entonces
ese punto es un punto de inflexion de la gréfica de fsi la concavidad de f cambia
de concava hacia arriba a céncava hacia abajo (o de concava hacia abajo a céncava |
hacia arriba) en ese punto.

*»» *COMENTARIO Ladefinicién de punto de inflexidn dada en este libro requiere

que la recta tangente exista en el punto de inflexién. Algunos libros no requieren esto.
Por ejemplo, no se considera que la funcién

f()_x3, x<0
& x2+2x, x=0

tenga un punto de inflexién en el origen, aun cuando la concavidad de la grafica cambia
de céncava hacia abajo a céncava hacia arriba.
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Para localizar los posibles puntos de inflexion, se pueden determinar los valoreg
de x para los cuales f"(x) = 0 o f"(x) no existe. Esto es similar al procedimiento para
localizar los extremos relativos de f.

TEOREMA 5.8 Punto de inflexion

Si (e, flc)) es un punto de inflexién de la gréfica de f, entonces f"(c) = 0 0 f” no
existe en x = c.

{
1
|
!
|
i

A=t -4
18+ Determinar los puntos de inflexion
gt ?nuflllet:iséie Determine los puntos de inflexién y analice la concavidad de la gréfica de
fx) = x*-4x.
- Solucién Al derivar dos veces, obtiene lo siguiente
ad f(x) = x* — 4x3 Escriba la funcién original.
-18+ fx) = 4x3 — 1242 Encuentre la primera derivada.
7] Fx) = 1202 — 24x = 12x(x — 2) Encuentre la segunda derivada.
Céncava I Céncava  Céncava Haciendo f"(x) = 0 usted puede determinar que los puntos de inflexi6én posibles ocurren

hacia arriba hacia abajo hacia arriba enx = 0yx = 2. Al probar los intervalos determinados por estos valores de x, puede

concluir que ambos producen puntos de inflexién. Un resumen de esta prueba se presen-
ta en la tabla y la gréfica de f se ilustra en la figura 5.28.

Pueden ocurrir puntos de inflexién donde
F"(x) = 0 0 f”no existe.

Figura 5.28
Intervalo —o<x<0 0<x<?2 2<x< o0
Valor
=—1 =1 =3
de prueba * * *
Signo de f"(x)] f"(—=1) >0 (1) <0 f7(3) >0
i Conclusién 5 i i 5 i ' 5 ia arriba
Exploracion Céncava hacia arriba | Céncava hacia abajo | Concava hacia arri
Considere la funcién cibica #

general de la forma

A ek b e El reciproco del teorema 5.8 por lo general no es cierto. Es decir, es posible que

la segunda derivada sea O en un punto que no es punto de inflexién. Por ejemplo, en la

Se sabe que el valor de d tiene figura 5.29 se muestra la gréfica de f{lx) = x*. La segunda derivada es 0 cuando x = Q, :
relacién con la localizacién pero el punto (0, 0) no es un punto de inflexién porque la gréfica de f es céncava hacia
de la gréfica, pero no con el arriba en ambos intervalos —0o < x <0y 0 <x < 0.

valor de la primera derivada '

en los valores dados de x. >

Gréficamente, esto es cierto
debido a que los cambios en
el valor de d desplazan a la
gréfica hacia arriba o hacia
abajo, pero no cambian su
forma bésica. Utilice una 1+
herramienta de graficacién para
representar varias funciones
cubicas con diferentes valores
de c. Después, proporcione una :
explicacién gréfica de por qué
los cambios en ¢ no afectan los

valores de la segunda derivada. f"(x) = 0, pero (0, 0) no es un punto de inflexion.
Figura 5.29
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Céncava
hacia arriba

Si f(c) =0y f’(c) > 0,entonces f(c)
es un minimo relativo

y
f©)<0
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Coéncava
hacia abajo
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Sif’(c) = 0 y f”(c) < 0,entonces f(c)
es un maximo relativo
Figura 5.30

Maiximo
relativo
1,2)

—~
S
o
=
——
o -

(-1,-2)¥ -2
Minimo
relativo

> 0) no es ni un minimo relativo ni

I mdximo relativo.

igura 5.31
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Criterio de la segunda derivada

Ademads de un método para analizar la concavidad es posible utilizar la segunda derivada
para efectuar una prueba simple correspondiente a los maximos y minimos relativos. Esta
se basa en el hecho de que si la grafica de una funcién f es céncava hacia arriba en un
intervalo abierto que contiene a ¢ y f'(c) = 0, fic) debe ser un minimo relativo de f. De
manera similar, si la gréfica de una funcién es céncava hacia abajo en un intervalo abierto
que contiene a ¢ y f'(c) = 0, fic) debe ser un médximo relativo de f (ver la figura 5.30).

TEOREMA 5.9 Criterio de la segunda derivada

Sea funa funcién tal que f'(c) = 0y la segunda derivada de f existe en un intervalo
abierto que contiene a c.

1. Sif"(c) > 0, entonces f tiene un minimo relativo en (c, f(c)).
2. Sif"(c) < 0, entonces ftiene un maximo relativo en (c, f(c)).
Si f"(c) = 0, entonces el criterio falla. Esto es, f quiza tenga un méximo relativo,

un minimo relativo o ninguno de los dos. En tales casos, puede utilizar el criterio
de la primera derivada. '

Demostracion Sif"(c) = 0y f"(c) > 0, existe un intervalo abierto / que contiene a ¢
para el cual
F@ -0 _ fW
X — 1 X —iC

para todo x # c en 1. Si x < ¢, entonces x — ¢ < 0y f'(x) < 0. Ademds, si x > ¢ entonces
x—c>0yf'(x)>0. De tal modo, f'(x) cambia de negativa a positiva en c, y el criterio
de la primera derivada implica que f(c) es un minimo relativo. Se le deja al lector la
demostracién del segundo caso. s

Emplear el criterio de la segunda derivada

R Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Encuentre los extremos relativos de

flx) = —3x3 + 543,
Solucion Comience con la determinacion de los puntos criticos de f.

Ffix) = —15x* + 1522 = 15x%(1 — »?)

De esta derivada, puede ver que x = — 1, 0 y 1 son los inicos niimeros criticos de f.
Al encontrar la segunda derivada -

fx) = —60x> + 30x = 30x(1 — 2x?)

puede aplicar el criterio de la segunda derivada como se indica a continuacién

Punto (-1,-2) 0,0) (1,2)
Signode f"(x)| f"(=1) >0 £7(0) =0 (1) <0
Conclusién | Minimo relativo | Falla de la prueba | Médximo relativo

Como el criterio de la segunda derivada no decide en (0, 0), puede utilizar el criterio
de la primera derivada y observar que f aumenta hacia la izquierda y hacia la derecha de
x = 0. De tal modo, (0, 0) no es ni un minimo relativo ni un maximo relativo (aun cuan-
do la grafica tiene una recta tangente horizontal este punto). La gréfica de f se muestra
en la figura 5.31. ’
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5.4 Ejercicios

numeracion |mpar

Usar una grafica Enlos ejercicios 1y 2, se muestra la grafica
de f. Establezca los signos de ' y f” en el intervalo (0, 2).

1. Y 2.

| |
T X i

1 1
1 I
T t
1 2 1 2

-

Determinar la concavidad Enlos ejercicios 3-14, determine
los intervalos abiertos sobre los cuales la grafica es concava hacia
arriba o concava hacia abajo.

ly=x*—-x-2 glx) =32 - X°

5 fx) = - +6x2—-9%—1 6. h(x) =x>—5x+2
SR 8 10 = 575

0. f(x) = f J_r i 10, y = —3x% + 421%* + 135x
1. g9 =34 12. ) = =1

T T
p y =2 = o=t Ly=x+
13. y = 2x — tanx, ( 2,2) 4. y=x

Buscar puntos de inflexién  En los ejercicios 15-30, encuen-
tre los puntos de inflexion y analice la concavidad de la gréfica
de la funcion.

15. f(x) = x* — 6% + 12x 16. f(x) = —x* + 622 =5
17. f(\:)———% % 18. f(x) =4 — x — 3¢
19. f(k) = i — )3 20. f(x) = (x —2*(x— 1)
fl) = xvx 22, f(x) = x/9 — x
4 %+ B
23. f(x) = 1 24. flx) = =
25. f(x) = sen%, [0, 47] 26. f(x) = 2 csc 3’2—’“ (0, 2)
27. f(x) = sec(x - g) (0, 47)
28. f(x) = senx + cosx, [0,27]
29. f(x) = 2 senx + sen2x, [0, 2]

30. f(x) =x+2cosx, [0,2m7]

Usar la seqgunda derivada En los ejercicios 31-42, encuen-
tre todos los extremos relativos. Utilice el criterio de la segunda
derivada donde sea aplicable.

31 f(x) = 6x — x*
33, fx) =% = 3x2 +3

32. fx) =x*+3x— 8
34. flx) = —x*+ Tx?2 — 15x

Consulte CalcChat.com para un tutonal de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

35. flx) =x* — 43 + 2 36. flx) = —x* + 4x3 + g2
37, fl) =2 =3 38, Fld = v F 1
39-f(x)=x+§; at().f(x):xf1

41. f(x) = cosx — x, [0,4m7]

42. f(x) = 2 senx + cos 2x, [0, 2]

b\nEncontrar los extremos y los puntos de inflexién usandg
tecnologia En los ejercicios 43-46, utilice un sistema de dlge-
bra computacional para analizar la funcién en el intervalo que
se indica. (a) Encuentre la primera y segunda derivadas de la
funcién. (b) Determine cualesquiera extremos relativos y pun-
tos de inflexion. (c) Represente graficamente f', f" y f” en el
mismo conjunto de ejes de coordenadas y establezca la relacién
entre el comportamiento de f los signos f' y de f".

43. f(x) = 0.2x%(x — 3)}, [—1,4]
4. fx) = 26— 2 [~/6, /6]
45. f(x) = senx —  sen 3x + 3 sen 5x,

46. f(x) = V/2xsenx, [0, 2]

[0, 7]

DESARROLLO DE CONCEPTOS

decreciente. Dibuje las graficas de fpara (a) f'< 0y (b) f">0.

cuando f"(c) =

uno de los siguientes enunciados?

(a) Larapidez de cambio de las ventas estd creciendo.

(c) Larapidez de cambio de ventas es constante.
(d) Las ventas estdn estables.

47. Dibujar una grafica Considere una funcién ftal quef” es
creciente. Dibuje las gréficas de fpara (a) f' < 0y (b)f' >0. |

48. Dibujar una gréfica Considere una funcién ftal quef’ es :

49. Dibujar una gréafica Dibuje la gréfica de una funcién f .
tal que no tenga un punto de inflexién en (c, flc)) aun |

50. Piénselo S representa las ventas semanales de un pro- |
ducto. ;Qué se puede decir de §' y S” en relacién con cada |

(b) Las ventas estdn aumentando a una rapidez mds lenta.

(e) Las ventas estan declinando, pero a una rapidez menor.
(f) Las ventas se han desplomado y han empezado a crecer: |

..

Dibujar una grafica En los ejercicios 51 y 52 se muestra Ia
grifica de f. Grafique f, /" yf" en el mismo conjunto de ejes de
coordenadas. Para imprimir una copia ampliada de la gréfica,
vaya a MathGraphs.com.

51. Y 52.

(b
0. Py

(a



+ 8x2

usando

 de dlge-

‘valo que
las dela

S Y pun-
f" en el
relacién
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f
f/
f
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_piénselo  Enlos ejercicios 53-56, dibuje la grafica de una fun-
cién f que tenga las caracteristicas indicadas.

53. f(2) =f4) =0 54. f(0) =f(2) =0
f/(x) < 0parax <3

()>0parax<1

£/(3) no existe ) =

f/(x) > 0 para x >3 f(x)<0parax>1
f/(x) <0,x#3 fx) <0
SR =f4)=0 56. f(0) = f(2) = 0
f(x) > 0 parax < 3 fx) < Oparax < 1
"(3) no existe f(1)=0
(x) < Oparax > 3 f(x) > 0parax > 1
M) > 0,x # 3 ) > 0

'57. Piénselo La figura muestra la grafica de f”. Dibuje una

grafica de f. (La respuesta no es tnica.) Para imprimir una co-
pia ampliada de la grafica, vaya a MathGraphs.com.

y

6
5_.
4_
3_
2
1_

 ;COMO LO VE? Se vierte agua en el florero que se
muestra en la figura a una velocidad constante.

(a) Represente graficamente la profundidad d del agua en
el florero como una funcién del tiempo.

(b) ¢La funcién tiene algtin extremo? Explique.
(c) Interprete los puntos de inflexién de la grifica de d.

- 59. Conjetura Considere la funcién

f&) = (=2

% (a) Use una herramienta de graficacion para representar f res-

pecto an = 1, 2, 3 y 4. Utilice las graficas para realizar
una conjetura acerca de la relacién entre n y cualesquiera
de los puntos de inflexién de la gréfica de f.

(b) Verifique su conjetura del inciso (a).

60. Punto de inflexion Considere la funcién f(x) = .

(2) Represente graficamente la funcién e identifique el punto
de inflexi6n.
(b) ¢Existe f"(x) en el punto de inflexién? Explique.

Encontrar una funcion ctibica En los ejercicios 61y 62, de-
termine a, b, ¢ y d tales que la funcion cibica

f)=ax®+bx*+cx +d

satisfaga las condiciones dadas.

61. Maiximo relativo: (3, 3)
Minimo relativo: (5, 1)
Punto de inflexién: (4, 2)
62. Maximo relativo: (2, 4)
Minimo relativo: (4, 2)
Punto de inflexion: (3, 3)
63. Trayectoria de planeo de un avion Un pequefio avién

empieza su descenso desde una altura de 1 milla, a 4 millas al
oeste de la pista de aterrizaje (vea la figura).

(a) Encuentre la funcién cibica f(x) = ax® + bx®> + cx + d
en el intervalo [-4, 0] que describe una trayectoria de pla-
neo uniforme para el aterrizaje.

(b) La funcién del inciso (a) modela la trayectoria de planeo
del avién. ;Cudndo descenderia el avién a la velocidad
mds rapida?

/| PARA INFORMACION ADICIONAL  Para m4s informacién

acerca de este tipo de modelado, vea el articulo “How Not to Land
at Lake Tahoe”, de Richard Barshinger, en The American Mathema-
tical Monthly. Para consultar este articulo, visite MathArticles.com.

Y 64. Disefio de autopistas Una seccién de la autopista que co-
necta dos laderas con inclinacién de 6% y 4% se va a construir
entre dos puntos que estdn separados por una distancia hori-
zontal de 2000 pies (vea la figura). En el punto en que se juntan
las dos laderas, hay una diferencia de altura de 50 pies.

y

Autoplsta - :‘,ﬂ

B(1000, 90)
; : >~ _A(-1000, 60) S b
§ ol
e 'g"?dos }501)165 o
- x
No estd dibujado a escala

(a) Disefie una seccién de la autopista que conecte las laderas
modeladas por la funcién

fx)=ax® + bx* + ex +d, —1000 < x < 1000.

En los puntos A y B la pendiente del modelo debe igualar-
la inclinacién de la ladera.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para representar el
modelo.

(c) Useuna herramienta de graficacion para representar la de-
rivada del modelo.

(d) Determine la parte més inclinada de la seccién de transi-
cién de la autopista.
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65.

& 66.

67.

% o)

o 68.

Unidad 5 Aplicaciones de la derivada

Costo promedio Un fabricante ha determinado que el
costo total C de operacion de una fébrica es

C = 0.5x* + 15x + 5000

donde x es el nimero de unidades producidas. ;En qué nivel de
produccién se minimizard el costo promedio por unidad? (El
costo promedio por unidad es C/x.)

Peso especifico Un modelo para el peso especifico del
agua Ses

5.755 8.521 6.540
= T% = T &
108 10° 105

donde T es la temperatura del agua en grados Celsius.

S

T+ 099987,0 < T < 25

(a) Utilice la segunda derivada para determinar la concavidad
de S.

(b) Utilice un sistema algebraico por computadora para deter-
minar las coordenadas del valor méximo de la funcién.

(c) Dibuje una grafica de la funcién sobre el dominio especi-
ficado. (Utilice un ajuste en el cual 0.996 < § < 1.001.)

(d) Calcule el peso especifico del agua cuando T = 20°.

Crecimiento de ventas Las ventas anuales de S de un
nuevo producto estdn dadas por

50001

=31 0<r<3

donde 7 es el tiempo en aflos.

(a) Complete la tabla. A continuacién, dsela para estimar
cudndo se incrementan las ventas anuales con una rapidez
mds alta.

t |05 (1152|253

S

Utilice una herramienta de graficacién para representar
la funcién S. A continuacion, use la gréfica para estimar
cudndo las ventas anuales estdn creciendo mds rdpida-
mente.

()

Encuentre el tiempo exacto en el que las ventas anuales
crecen al ritmo mds alto.

Modelar datos Latabla muestra la velocidad media S (pala-
bras por minuto) a la que teclea un estudiante de mecanografia
después de ¢ semanas de asistir a clases.

t | 5 |10]15|20 |25 30

S 1385 |79 |90 |93 | 9%

Un modelo para los datos es

_ 100£2
65 + 1%

t> 0.

(a) Utilice una herramienta de graficacién para representar
los datos y el modelo.

(b) Utilice la segunda derivada para determinar la concavidad
de S. Compare el resultado con la grifica del inciso (a).

(c) (Cudles el signo de la primera derivada para t > 0? Com-
binando esta informacién con la concavidad del modelo,
;qué puede inferir sobre la velocidad cuando f crece?

tH Aproximaciones lineal y cuadratica. En los ejercicios 69-72, =

utilice una herramienta de graficacién para representar la fuy.
cién. A continuacion, represente las aproximaciones linea] y

cuadratica.
Py(x) = fl@) + f@)(x — a)
y

Pyx) = f(@) + f(@)x = a) + 3 /(@) = a)?

en la misma ventana de observacién. Compare los valores de
f, P,y P,y sus primeras derivadas en x = a. ;Cémo cambia la
aproximacién cuando se aleja de x = a?

Funcién Valor dea
69. f(x) = 2(senx + cos x) a= 727
70. f(x) = 2(senx + cos x) a=0
7L f(x) = V1 - x =0
72 19 = L a=2

o 73.

Determinar la concavidad Use una herramienta de grafi-
cacién para representar

y = xsen—.
%

Demuestre que la grifica es concava hacia abajo hacia la dere-
cha de

1
X =
w
74. Punto de inflexion y extremo Demuestre que el punto

de inflexi6n de

f&) = x(x - 6)

se encuentra a medio camino entre los extremos relativos de f
¢Verdadero o falso? En los ejercicios 75-78, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por que 0
dé un ejemplo de por qué es falso.
75. La gréfica de todo polinomio ciibico tiene precisamente Ui
punto inflexién.

76. La grifica de

=1

es céncava hacia abajo para x < 0 y céncava hacia arriba pard
x>0,y por ello tiene un punto de inflexién en x = 0.

77.
78.

Sif'(c) >0, entonces fes concava hacia arribaenx = ¢

Si f"(2) = 0, entonces la grifica de f debe tener un punto de
inflexién en x = 2.

Demostracién En los ejercicios 79 y 80, considere” que f
y g representan funciones derivables tales quef"#0Y& A

hacia arriba en el Dt

79. Demuestre que si fy g son concavas 2 arriba

valo (a, b) entonces fy g también son concavas hact
sobre (a, b).

Demuestre que sify g son positivas, crecientes y
cia arriba en el intervalo (a, b), entonces fg tambi
hacia arriba sobre (a, b).

y céncavas ha

80.
én es concay

- = . a1 2 aae o o

23 B i % i@El

Pareapa—
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B Analizar y trazar la grafica de una funcion.

Analisis de la grafica de una funcion

Seria dificil exagerar la importancia de usar graficas en matematicas. La introduccién de
la geometria analitica por parte de Descartes contribuy6 de manera significativa a los ra-
pidos avances en el cdlculo que se iniciaron durante la mitad del siglo X VII. En palabras
de Lagrange: “Mientras el dlgebra y la geometria recorrieron caminos independientes,
su avance fue lento y sus aplicaciones limitadas. Sin embargo, cuando estas dos ciencias
se juntaron, extrajeron una de la otra una fresca vitalidad y a partir de ahi marcharon a
gran velocidad hacia la perfeccién.”

Hasta ahora, se han estudiado varios conceptos que son ttiles al analizar la grafica
de una funcién.

* Intersecciones con los ejes x y y (Seccién 2.2)
e Simetria (Seccién 2.2)
* Continuidad (Seccidén 3.4)
* Asintotas verticales (Seccién 3.5)

Al dibujar la grafica de una funcién, ya sea en forma manual o por medio de una
herramienta gréfica, recuerde que normalmente no es posible mostrar toda la gréifica
entera. La decision en cuanto a qué parte de la grafica usted decide mostrar es muchas
veces crucial. Por ejemplo, ;cudl de las ventanas de observacién en la figura 5.32 repre-
senta mejor la grafica de

flx) = x3 — 25x% + 74x — 20?

Al ver ambas imdgenes, estd claro que la segunda ventana de observacién proporciona
una representacion mds completa de la grafica. Sin embargo, juna tercera ventana de
observacién revelaria otras partes interesantes de la grafica? Para responder a esta pre-
gunta, es necesario que utilice el cdlculo para interpretar la primera y segunda derivadas.
A continuacién se presentan unas estrategias para determinar una buena ventana de
observacién de la gréfica de una funcién.

ESTRATEGIA PARA ANALIZAR LA GRAFICA DE
UNA FUNCION

1. Determinar el dominio y el rango de la funcion.

2. Determinar las intersecciones, asintotas y la simetria de la grafica.

3. Localizar los valores de x para los cuales f’ y f”, son cero o no existen. Utilizar
los resultados para determinar los extremos relativos y puntos de inflexion.

** **COMENTARIOS En estas estrategias, advierta la importancia del dlgebra (asi

como del cdlculo) para resolver las ecuaciones

=0, ffx)=0 y f"x)=0.
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Analice y dibuje la gréfica de

Dibujar la grafica de una funcion racional

2(x2 - 9)
o ="
Solucion
‘ 2x*-9) ) ) 20x
| fo)=—"F5—— Primera derivada:  f/(x) = -
R 22 -
. —20(3x% + 4)
} | . Segunda derivada:  f"(x) = @-a
SRl T 28
22 1 R--Ra 5
250, 25! Intersecciones enx: (—3,0), (3,0)
> M 1 -
AT} Miimo Interseccion en y: (0, %)
Asftota. . relativo: Asintotas verticales: x = —2,x =2
horizontal: | J4_1 (0 2)
y=2 | 2] Asintota horizontal: y = 2
ﬁ ’ [’_I_— N Punto critico: x =0
= "4/ ' \4 § Posibles puntos de inflexion: Ninguno
Bo0N + Lt Dominio:  Todos los nimeros reales exceptox = +2
Simetria:  Respecto al eje y

Empleando el cdlculo, puede tener la

Intervalos de prueba:

(=0, -2), (=2,

0), (0, 2), (2, 0)

certeza de que se han determinado todas

las caracteristicas de la grafica de f. La tabla muestra cémo se usan los intervalos de prueba para determinar varias caracte-

Figura 5.33 risticas de la grdfica. La gréfica de f se muestra en la figura 5.33.
fx) f'(x) F(x) Caracteristica de la gréfica
—oo <X < —2 = — Decreciente, concava hacia abajo
- PARA INFORMACION ADICIO- F= — Indefinida | Indefinida | Indefinida Asintota vertical
NAL Para mds informacién del uso
de tecnologfa para representar funcio- —2<x<0 — i Decreciente, concava hacia arriba
nes racionales, consultar el articulo = 9 0 . .
“Graphs of Rational Functions for a 2 i Minimo relativo
Computer Assisted Calculus”, de Stan 0<x<? @ s Creciente, céncava hacia arriba
Bird y Terry Walters, en The College
Mathematic Journal. Para consultar x= Indefinida | Indefinida |Indefinida Asintota vertical
este articulo, visite MathArticles.com. . , : .
2<x< o0 + = Creciente, céncava hacia abajo

Asegiirese de entender todas las indicaciones de la creacién de una tabla, tal como
se muestra en el ejemplo 1. Debido al uso del célculo, debe estar seguro de que la grifica

12 \ no tiene extremos o puntos de inflexién aparte de los que se muestran en la figura 3. 33.
> CONFUSION TECNOLOGICA  Sin utilizar el tipo de an4lisis que se des-
cribe en el ejemplo 1, es facil obtener una vision incompleta de las caracteristi-
Y e U SN suru| cas basicas de la gréfica. Por ejemplo, la figura 5.34 muestra una imagen dela
\ E / grifica de
2(x2 — 9)(x — 20)
"8 gl) =

(2 —4x-21
Al no utilizar el célculo, es posible
que pase por alto las caracteristicas
importantes de la grafica de g.

Figura 5.34

De acuerdo con esta imagen, parece que la grifica de g es casi la misma queé la gré-
S

fica de f mostrada en la figura 5.34. Sin embargo, las graficas de estas dos funcion®
.

difieren bastante. Trate de agrandar la ventana de observacién para ver las diferencia

@ © 8 ¢ 5 © @ © © & © O ¢ ®
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Dibujar la grafica de una funcion racional

2 2x+4
Analice y dibuje la grafica de f(x) = x—x_x—z—

Solucion

_xx—4)
T 2P
_8
(x —2)?

Intersecciones en x: Ninguno

Primera derivada:  f'(x)

Segunda derivada: f'(x) =

T
=2

by Interseccién eny: (0, —2)
Misims Asintota vertical: x =2

welgtivg Asintotas horizontales: Ninguna

T
Asintota vertical: x

B s e o P e e s

Comportamiento final o asintético: 1lim f(x) = —oo, lim f(x) = oo
X——0C0 xX—00

4 6 Puntos criticos: x=0,x =4
] P
S.Mf";}mo Posibles puntos de inflexion: Ninguno
| relativo
-\ Dominio: Todos los niimeros reales excepto x = 2

\ Intervalos de prueba: (—o0,0), (0,2), (2, 4), (4, )

o El andlisis de la gréifica de f se muestra en la tabla y la grafica se ilustra en la figura 5.35.

fx) ) Filx) Caracteristicas de la gréfica

—o<x<0 + = Creciente, concava hacia abajo

x=0 =7 0 = Miximo relativo

0<x<?2 . ~ Decreciente, concava hacia abajo

x =2 Indefinida| Indefinida | Indefinida Asintota vertical

2<x<4 — + Decreciente, concava hacia arriba

x=4 6 0 + Minimo relativo

4<x<oo + + Creciente, concava hacia arriba

2

o Aunque la gréfica de la funcién en el ejemplo 2 no tiene asintota horizontal, tiene
una asintota oblicua. La grafica de una funcién racional (que no tiene factores comunes

s y cuyo denominador es de grado 1 o mayor) tiene una asintota oblicua si el grado del
S numerador excede el grado del denominador exactamente en 1. Para determinar la asin-
tota oblicua, use la divisién larga para describir la funcién racional como la suma de un
P 3 polinomio de primer grado y otra funcién racional.

mo
fica
33.

&

S

. Asintota vertical: x

les-
sti-
> Ja

#2244 . —
f (x) se——————— Escriba la ecuacion original.
x—2
4
x—2

AR R

X+ Reescriba utilizando la division larga.

P

ra-
168

% Una asintota oblicua En la figura 5.36, observe que la gréfica de fse acerca a la asintota oblicua y = x cuando x

tiende a —o00 0 0.
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y
Asintota
horizontal:
y =
____________ 1______._~‘A.._.__
=2 Ll
x2+2 [
f f } t f t x
-3 -2 -1 0,0) 2 3
Punto de
inflexion
___________ T e
Asintota
horizontal
y=- 1
Figura 537
y Miximo | f(y)= 2693 - 53]
. rgl)ativo ‘——'\\ / ’
e | t f— x
4 8 12 ( %a O)
1,~3)
Punto de
inflexién
+-12
+—-16
(8,-16)

Minimo relativo

Figura 5.38

Aplicaciones de la derivada

Dibujar la grafica de una funcion radical

. o . X
Analice y dibuje la grifica de f(x) = ———.
x*+2
Solucion
, 2 : .
f (x) = m Encuentre la primera derivada.
7 x) = —L Encuentre la segunda derivada
2 572 seg ada.
{x® + 2)

La gréfica solo tiene una sola interseccion, (0, 0). No tiene asintotas verticales, pero
cuenta con dos asintotas horizontales: y = 1 (a la derecha) y y = — 1 (a la izquierda),
La funcién no tiene puntos criticos y solo un posible punto de inflexién (x = 0). El do-
minio de la funcién son todos los nimeros reales, y la grafica es simétrica con respecto

al origen. El andlisis de la grdfica de f se muestra en la tabla, y la gréfica se presenta en
la figura 5.37.

Fx) Fx) e ) Caracterfsticas de la grafica
—oc0o<x<0 + + Creciente, concava hacia arriba
1 ; ip
x=0 0 % 0 Punto de inflexion
0<x<oo + = Creciente, concava hacia abajo

Dibujar la grafica de una funcion radical

Analice y dibuje la grifica de f(x) = 2x5/3 — 5x%/3.

Solucion
/ 10 1/3(y1/3 ; ;
f (‘() = “3—)6 (x - 2) Encuentre la primera derivada.
20z~ 1
f”(x) = ——-~(9 7 ) Encuentre la segunda derivada.
2

La funcién tiene dos intersecciones: (0, 0) y (% O). No hay asintotas horizontales 0

verticales. La funcién tiene dos niimeros criticos (x = 0y x = 8) y dos posibles puntos
de inflexién (x = 0y x = 1). El dominio son todos los nimeros reales. El andlisis de 12
grafica de f'se presenta en la tabla, y la gréfica se ilustra en la figura 5.38.

f&) | e f Caracterfsticas de la grafica
—oco<x<0 + — Creciente, céncava hacia abajo
x=19 0 0 |Indefinida Miximo relativo
0<x<1 — - Decreciente, céncava hacia abajo
x=1 —3 - 0 Punto de inflexion
l 2 < 8 = it Decreciente, céncava hacia arriba
x =8 -16 + Minimo relativo
8§ <x<oo + + Creciente, céncava hacia arriba




ales, pero
zquierda).
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n respecto
resenta en
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1jo

, Cf = x*— 1243 + 48x2 — 64x |

foo

e e

4,0)
Punto de
inflexién

(2,-16)
Punto de
inflexién

(1,-27)
Minimo relativo

3 Generada con Maple

- (b)

- Una funcién polinomial de grado
ar debe tener al menos un extremo
elativo.

igura 5.39

5.5  Andlisis de gréficas de funciones
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Dibujar la grafica de una funcion polinomial

« » « «D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Analice y dibuje la gréfica de
fx) = x* — 12x3 + 48x2 — 64x.

Solucion Comience factorizando para obtener

1

x4 — 12x3 + 48x2 — 64x
x(x — 4)%.

f&)

Luego, utilizando la forma factorizada de f(x), se puede efectuar el siguiente andlisis.

Primera derivada:
Segunda derivada:
Intersecciones en x:
Interseccion en y:
Asintotas verticales:
Asintotas horizontales:

Comportamiento final o asintotico:

Puntos criticos:
Posibles puntos de inflexion:
Dominio:

Intervalos de prueba:

) =4 — Dix — 4)
f) = 12(x = 4)(x - 2)
(0,0), (4,0)
(0,0)
Ninguno
Ninguno

lim f(x) = oo, lim f(x) = oo
X——00 xX—00
x=1,x=4
x=2,x=4
Todos los niimeros reales
(=00,1),(1,2),(2,4), (4,00)

El andlisis de la gréfica de f'se muestra en la tabla, y la gréfica se presenta en la figura 5.39(a).
El uso de un sistema de dlgebra por computadora como Maple [(vea la figura 5.39(b)] puede

resultar de utilidad para verificar el andlisis.

fx) i) L) Caracteristicas de la grafica
—00.< X< 1 — + Decreciente, concava hacia arriba
x=1 —217 0 + Minimo relativo
l<x< 2 + + Creciente, concava hacia arriba
x=2 —16 + 0 Punto de inflexién
2<x<4 + = Creciente, concava hacia abajo
x=4 0 0 0 Punto de inflexién
4 < x< o0 + + Creciente, concava hacia arriba

La funcién polinomial de cuarto grado en el ejemplo 5 tiene un minimo relativo y
ningin maximo relativo. En general, una funcién polinomial de grado n puede tener a
lo mds n — 1 extremos relativos, y cuando mucho n — 2 puntos de inflexiéon. Ademds, las
funciones polinomiales de grado par deben tener al menos un extremo relativo.

El “comportamiento final” o asintético de la grafica de una funcién polinomial es
determinado mediante su coeficiente principal y su grado. Por ejemplo, debido a que el
polinomio en el ejercicio 5 tiene un coeficiente principal positivo, la gréfica crece hacia
la derecha. Ademas, dado que el grado es par, la grafica también crece a la izquierda.
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Rl B
1 o
Il y 1l
- =
2 2
S -
15} 5]
> - >
3 i
8 0, 1) 8
&1 =)
7] @ |

\ < <
! ! 1 ) !

- 2n
1+(3
- 2
Punto de
=2, .,
' inflexion
3
. COoSx
X) = ————
f() 1 +senx
(a)
y
— N
2 2 2

Generada con Maple

(b)
Figura 5.40

Dibujar la grafica de una funcion trigonométrica

Analice y dibuje la grafica de f(x) = (cos x)/(1 + sen x).

Solucion Debido a que la funcién tiene un periodo de 277, se puede restringir el andlisis
de la gréfica a cualquier intervalo de longitud 2. Por conveniencia, utilice (— /2, 3m/2).

. . 1
Primera derivada:  f'(x) = Gy —
x
. COS X
Segunda derivada:  f'(x) = {1 t sensl
Periodo: 2w
» T
Interseccion x: (—2—, O)
Intersecciony: (0,1)
, ; T 37
Asintotas verticales: x = — E’ X = —i“ Vea el comentario a continuacién.

Asintotas horizontales: Ninguna

Niimeros criticos: Ninguno

. : > ™
Posibles puntos de inflexion: x = 3
w < + 4n
Dominio: Todos los nimeros reales excepto x = 7

T m\ (737
Intervalos de prueba: ( X 2>,(2, 2)

El analisis de la gréfica de fen el intervalo (-7 /2, 37/2) se muestra en la tabla, y la gré-
fica se muestra en la figura 5.40(a). Compare esto con la grafica generada por el sistema
algebraico por computadora Maple en la figura 5.40(b).

f) f'(x) () Caracteristicas de la grifica |
x = —-;I Indefinida | Indefinida | Indefinida Asintota vertical
—g <x< 72—T - + Decreciente, céncava hacia arriba
™ 1 ’ -
=y 0 = 0 Punto de inflexion
T 3 . i = abalo
5 <x< —2— — ~ Decreciente, céncava hacia abadj
3 - - :
x = _5[ Indefinida | Indefinida | Indefinida Asfntota vertical

COMENTARIO  Sustituyendo —/2 o 37/2 en la funcién, obtiene la forma 0/0.
Esta recibe el nombre de forma indeterminada. Para determinar si la funcion tiene
asintotas verticales en estos dos valores, reescriba f como

) = cosx _ (cosx)(1 —senx) _ (cosx)(1 —senx) _ 1 —senk )
1 +senx (1 +senx)(l —senx) — coS X :
. - ]
En esta forma, es claro que la grafica de ftiene asintotas verticales cuando x = —7/2¥ 3/
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ca g

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trahajadas de los ejercicios con

5 u 5 ! Ei e I'CiCiOS numeracion impar.

analisis 1 Relacionar En los ejercicios 1-4, relacione la grifica de f a 39 _»
3m/2). | en la columna izquierda con la de su derivada en la columna 1L f(x) =x + 2 12. flx) = 2 —90
Qeregnd. 13 X -6+ 12 14 x> —4x-1
|  Grificadef Grifica de f’ YT T g YT L+ 3
E 1. Y (a) X 15. y=xJ/4 —x 16. g(x) = x/9 — »?
31 17. y = 3x%3 — 2x 18. y = (x + 1)2 — 3(x + 1)?/3
2: 19.y=2—x-x 20. y = —3(3 - 3x +2)
T Pt 21, y = 3x* + 4x3 22, y=—2x*+ 322
3 -2 -1 123
T 23. y=x—5x 24, y=(x—1)
-2+
3T & Analizar la grafica de una funcién usando tecnologia En
1acién, los ejercicios 25-34, utilice un sistema algebraico por compu-
2. 4 (b) 5 tadora para analizar y representar graficamente la funcién. Iden-
+ 6+ tifique todos los extremos relativos, puntos de inflexion y asintotas.
. 4 ——
20x 1
un 5 = == flx)=x+
\\ 25 fiz) 2+1 x 26: fle) = = 2+ 1
—F— —f——>x
-6 -4 -2 4 6 =2 4x
T 27. f(x) = — 28. f(x) = ——
44 1e) S+ T 1) X+ 15
T -6+ 29. f(x) =2x —4senx, 0 <x <27
@ 30. f(x) = —x+ 2cosx, 0 <x<2m
c y
| 31.y=cosx—%cos’2.x, 0<sx<2m
a gra- 1 32. y =2x — tanx, —g<x<g
stema +
=t e X m
4 2 1 /2 4 33. y=2(cscx+secx), 0 <x< 5
A =24
1 + 34. g(x) = xcotx, —2m<x<2mw
-4+
(d) 4 DESARROLLO DE CONCEPTOS
—— 3 s I - .
) ik 35. Usarunaderivada Seaf’(r) <0 paratodo ¢ en el inter-
riba b valo (2, 8). Explique por qué f(3) > f(5).
] T 36. Usar una derivada Sea f(0) =3y 2 <f(x) <4
T para todo x en el intervalo [-5, 5]. Determine los valores
— mds grandes y mds pequefios posibles de f(2).
-3+
2jo Identificar una grafica En los ejercicios 37 y 38, las gra-
— Analizar la grafica de una funcién En los ejercicios 5-24, ficasdef, f', f" se mutfstran so’bre el mfsmo conjunto de f:jes
analice y dibuje una grafica de la funcién. Indique todas las de coord'enadf)s..;,Cual €5 _‘3“3]? E.xpllque S Lazonanten-
e intersecciones, extremos relativos, puntos de inflexién y asin- to. Para imprimir una copia ampliada de la grafica, visite
8 totas. Utilice una herramienta de graficacién para verificar los MathGraphs.com.

resultados. 38. Y

_ 1 . X 4t
y—x-2 6'y~x2+1 \ /
x2 2+1 \ /
y=_ 8'y: 2 _. ! ! | ! X
A+3 X 4 : . X —;_72 /é l
3x x=3 +
Bim 10. () ==
x- =1 X i
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DESARROLLO DE CONCEPTOS (continuacion)

Asintotas verticales y horizontales En los ejercicios
39.42, utilice una herramienta de graficacion para repre-
sentar la funcién. Use la grafica para determinar, si es posi-
ble, que la grafica de la funcion cruza su asintota horizontal.
¢(Es posible que la grafica de una funcién cruce su asintota
vertical? ;Por qué si o por qué no?

_ Ax 1) _3x*—-5x+3
SR L e oy 060 ="
41, Hlj = sen 2x 42, fx) = co:jx

Examinar una funcion En los ejercicios 43 y 44, utilice
una herramienta de graficacién para representar la fun-
cion. Explique por qué no hay asintota vertical cuando una
inspeccion superficial de la funcién quiza indique que debe-
ria haber una.

_6—2x

P+ x—2
3—x

43. h(x) Py

44. g(x)

Asintota inclinada En los ejercicios 45-48, utilice una
herramienta de graficacién para representar la funcién y
determinar la asintota oblicua de la grafica. Realice acerca-
mientos repetidos y describa cémo parece cambiar la grafi-
ca que se exhibe. ;Por qué ocurre lo anterior?

_ _ X =3x-1 -8 15
45. f(x) = ST 46. g(x) = SEE—
2x3 -+ x2+4

9. £6) = 5 48, W) ===

Razonamiento grafico Enlos ejercicios 49-52, utilice la grafica
de f' para trazar la grafica de f y la grifica de f". Para impri-
mir una copia ampliada de la grifica, visite MathGraphs.com.

49, y 50, y
4t 20 ,
3+ P 8 f
2_<_
{ - 12
R 8
—4-3 1 34 .
1 - et x
-8 -4 A> 4 8\ 12 16
51. y 52, y
3+ 3+ )
2+ o2l A
14 ! 14+
ENA N« e
96 N3 6 \ 321/ 123
Bl L
-3 -3+

(Proporcionado por Bill Fox, Moberly Area Community College,
Moberly, MO)

{2 53. Razonamiento grafico Considere la funcion
cos? mx

N2

(a) Utilice un sistema algebraico por computadora para re.
presentar la funcién y emplear la grafica para aproximar
en forma visual los puntos criticos.

0<x<4.

) =

(b) Use un sistema algebraico por computadora para deter-
minar f* y aproximar los puntos criticos. ;Los resultados
son los mismos que los de la aproximacién visual de] ip-
ciso (a)? Explique.

P 54. Razonamiento grafico Considere la funcién
f(x) = tan(senmx).
(a) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién.
(b) Identifique toda simetria de la grafica.
(c) ¢Es periddica la funcién? Si es asi, ;cudl es el periodo?
(d) Identifique todos los extremos en (-1, 1).

(e) Utilice una herramienta de graficacién para determinar la
concavidad de la grafica en (0, 1).

Piénselo En los ejercicios 55-58, genere una funcién cuya
grafica tenga las caracteristicas indicadas. (Hay mas de una res-
puesta correcta.)

55. Asintota vertical: x = 3
Asintota horizontal: y = 0

56. Asintota vertical: x = =5
Asintota horizontal: Ninguna

57. Asintota vertical: x = 3
Asintota inclinada: y = 3x + 2

58. Asintota vertical: x = 2

Asintota inclinada: y = —x

59. Razonamiento grafico Identifique los nimeros reales Xp,
X1, X, X3 ¥ X, en la figura de tal manera que cada una de 1as
siguientes situaciones sea verdadera.

¥

@f'(x) =0

®f'(x)=0

(¢) f'(x) no existe.

(d) f tiene un maximo relativo

(e) f tiene un punto de inflexion.

(c

(t

(¢
(¢

. ny
erd
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figura.

(a) ;Para qué valores de x es f'(x) cero, positivo y negati-
vo? ;Qué significan estos valores?

(b) (Para qué valores de x es f” cero, positivo negativo?
({Qué significan estos valores?

(c) ¢Sobre qué intervalo la funcién de f' es creciente?
(d) ¢Para qué valor de x es f'(x) minima? Para este valor
de x, ;cudl es la rapidez de cambio de f comparada con

las rapideces de cambio de f para otros valores de x?
Explique.

61. Investigacion Sea P(x,, y,) un punto arbitrario sobre la
grifica de f tal que f'(x;) # 0, como se indica en la figura.
Verifique cada afirmacién.

[

P(xy, o)

64

O
=
o]

(a) La interseccién con el eje x de la recta tangente es

(b) La interseccién con el eje y de la recta tangente es
0, f(xg) = xo f"(xp))-

(c) La interseccién con el eje x de la recta normal es
(xp + f(xo) f'(xo), 0).

(d) La interseccién con el eje y de la recta normal es

(0, Yo + f_)(cb)

©) |BC| = %((ixoo)—)
® Ipc| = [{al Lt [ GF

(8 IABI = |f(xo)f'(xo)|
(h) |AP| = If(x0)|V 1+ [fl(xo)]2
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62. Investigacion Considere la funcién
2x"
&) =21
para valores enteros no negativos de n.

(a) Analice la relacion entre el valor de n y la simetria de la
gréfica.

(b) (Para qué valores de n el eje x serd la asintota horizontal?
(c) (Para qué valor de n serd y = 2 la asintota horizontal?

(d) (Cudles la asintota de la grafica cuando n = 5?

U (e) Represente f con una herramienta de graficacién para
cada valor de n indicado en la tabla. Emplee la gréifica
para determinar el nimero M de extremos y el nimero N
de puntos de inflexién de la gréfica.

63. Razonamiento grafico Considere la funcién

ax

f&x) = G- P

Determine el efecto sobre la grifica de f'si a y b cambian. Con-
sidere casos en los que a y b son ambos positivos 0 ambos
negativos, y casos en los que a y b tienen signos opuestos.

64. Razonamiento grafico Considere la funcién

flx) = %(ax)2 —ax, a#0.

(a) Determine los cambios (si los hay) en las intersecciones, los
extremos y la concavidad de la gréfica f cuando varia a.

- (b) En la misma ventana de observacién, utilice una herra-
mienta de graficacion para representar la funcién para
cuatro valores diferentes de a.

Asintotas oblicuas En los ejercicios 65 y 66, la grafica de la
funcién tiene dos asintotas oblicuas. Identifique cada asintota
oblicua. A continuacién, represente graficamente la funcion y
sus asintotas.

65. y = /4 + 1647 66. y = /x> + 6x

DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM

67. Considere que f(x) estd definida para a < x < b. Suponiendo
propiedades apropiadas de continuidad y derivabilidad, de-
muestre para a < x < b que
fW) —fla) _ f(b) = fla)

xX—a b—a
x=h

donde ¢ es alglin nimero entre a y b.

l /|
=5f (e),

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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5.6 Problemas de optimizacion |

B Resolver problemas de maximos y minimos aplicados.

Problemas de aplicacion de maximos y minimos

Una de las aplicaciones mds comunes de cdlculo implica la determinacién de los valores
minimo y méximo. Recuerde cudntas veces ha oido hablar de utilidad (beneficio) m4xi-
ma(o), minimo costo, tiempo minimo, voltaje mdximo, forma éptima, tamafio minimo,
méxima resistencia y maxima distancia. Antes de describir una estrategia general de
solucion para tales problemas, considere el ejemplo siguiente.

Determinar el volumen maximo

Un fabricante quiere disefiar una caja abierta que tenga una base cuadrada y un 4rea
superficial de 108 pulgadas cuadradas, como se muestra en la figura 5.41. ;Qué dimen-
siones producird una caja con un volumen maximo?

Solucion Debido a que la caja tiene una base cuadrada, su volumen es
V = x°h. Ecuaci6n primaria

Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacion primaria porque proporciona una férmula
para la cantidad que se va a optimizar. El drea superficial de la caja es

S = (édrea de la base) + (drea de los cuatro lados)

Caja abierta con base cuadrada:
S i x2 + 4xh = 108 S = x>+ 4xh = 108. Ecuacién secundaria

Figura 5.41 Como V se va a maximizar, escriba V como una funcién de una sola variable. Para ha-
cerlo, puede resolver la ecuacion x* + 4xh = 108 para h en términos de x y obtener & =
(108 — x?)/(4x). Sustituyendo en la ecuacién primaria, se obtiene

V = x%h Funcién de dos variables
(108 — &2 ,
=X T‘ Sustituya para /.
X
3
=27x — Z Funcién de una variable

Antes de determinar qué valor de x producird un valor méximo de V, necesita determinar
el dominio factible. Esto es, {qué valores de x tienen sentido en este problema? Se sabe
que V = 0. También sabe que x debe ser no negativa y que el drea de la base (A = x)es
a lo sumo 108. De tal modo, el dominio factible es

0 <x < JI108. Dominio factible

Para maximizar V, determine los puntos criticos de la funcién de volumen en el intervalo

> TECNOLOGIA Puede (% 108)

> verificar la respuesta utilizando dv 352

» una herramienta de graficacién Fa 27 = 4 Derive respecto a x.

* para representar la funcién 32

s volumen 27 = T =0 Iguale la derivada a cero.

. 53 ,

. V=27x— Z 3x* =108 Simplifique.

: X ==+6 Puntos criticos

. Use una herramienta de ob-

* servacién en la que 0 < x < Asi, los puntos criticos son x = +6. No necesita considerar x = — 6 porque estd fuerd
. V108 =~ 10.4 y0 <y < 120,y del dominio. La evaluacién V en el punto critico x = 6 y en los puntos terminales del
: la funcién maximum o trace para  dominio produce V(0) = 0, V(6) = 108 y V(M) = (. Por tanto, V es maximo cuando
. determinar el valor méximo de V. x = 6y las dimensiones de la caja son 6 pulgadas por 6 pulgadas por 3 pulgadas.
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En el ejemplo 1, observe que hay un nimero infinito de cajas abiertas con 108
pulgadas cuadradas de drea superficial. Para empezar a resolver el problema, debe pre-
guntarse qué forma bdsica pareceria producir un volumen maximo. ;La caja debe de ser
alta, muy baja o casi ctibica?

Incluso puede tratar de calcular unos cuantos volimenes, como se muestra en la
figura 5.42, para ver si se obtiene una mejor idea de lo que deben ser las dimensiones
6ptimas. Recuerde que no se puede resolver un problema hasta que no haya identificado
con total claridad.

los valoreg
Ici0) méxi-

0 minimo,  § Volumen = 74 L Volumen = 1033
general de 4 il
Yy un drea ; :
ué dimen-  § 5x5x4%
3 i
] 3x3x8]
a formula 1
4 Volumen = 108 Volumen = 88
Para ha- P
ener h = 6x6x 3
(Qué caja tiene el volumen mayor?
Figura 5.42
El ejemplo 1 ilustra las siguientes estrategias para resolver problemas aplicados de
minimos y maximos.
_ ESTRATEGIAS PARA RESOLVER PROBLEMAS APLICADOS
L DE MINIMOSY MAXIMOS
Se sabe
=x2)es 1. Identifique todas las cantidades dadas y las que se van a determinar. Si es posi-

ble, elabore un dibujo.

2. Escriba una ecuacién primaria para la cantidad que se va a maximizar o
minimizar. (Una revisién de varias férmulas ttiles a partir de la geometria se
presenta al final del libro.)

tervalo

3. Reduzca la ecuacién primaria a una sola variable independiente. Esto quizd im-
plique el uso de ecuaciones secundarias que relacionan las variables indepen-
dientes de la ecuacién primaria.

4. Determine el dominio factible de la ecuacién primaria. Esto es, determinar los
valores para los cuales el problema planteado tiene sentido.

. .D 5. Determine el valor maximo o minimo deseado mediante las técnicas de calculo
estudiadas en las secciones 5.1 a 5.4.

® ¢ ® @ o 0 &

e+ o« COMENTARIO Al efectuar el paso 5, recuerde que para determinar el maximo o
minimo de una funcién continua fen un intervalo cerrado, debe comparar los valores
de fen sus puntos criticos con los valores de fen los puntos terminales del intervalo.
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La cantidad a minimizar es la
distancia: d = /(x — 0)2 + (y — 2)%.
Figura 543

lin. 1in.

I%in.

Las cantidad que se va a minimizar
esel drea: A = (x + 3)(y + 2).
Figura 5.44

Determinar la distancia minima

+ + « D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo,
. Qué puntos sobre la grafica de y = 4 — x* son mds cercanos al punto (0, 2)?

Solucion La figura 5.43 muestra que hay dos puntos a una distancia minima de]
punto (0, 2). La distancia entre el punto (0, 2) y un punto (x, y) sobre la grafica de y =
4 — x? estd dada por

d=Jlx=-02+(y— 2> Ecuacion primaria

Usando la ecuacién secundaria y = 4 — x%, puede reescribir la ecuacién primaria como
d=Jx*+ (4 — x2 = 2)?
S F
Como d es més pequefia cuando la expresion dentro del radical es atin menor, solo ne-
cesita determinar los puntos criticos de fix) = x* - 3x* + 4. Observe que el dominio de f

es toda la recta de nimeros reales. Por tanto, no hay puntos terminales del dominio por
considerar. Ademads, la derivada de f

f'(x) = 4x3 — 6x
= 2x{2x*> — 3)

es cero cuando

_ E_\ﬁ
x—O,\/;, 2

Probar estos nimeros criticos con el criterio de la primera derivada verifica que x = 0 pro-
duce un mdximo relativo, mientras que x = /3/2 y x = —+/3/2 producen una dis-
tancia minima. Por tanto, los puntos mas cercanos son (\/ 3/2,5/ 2) y (=372, 5/2).

Determinar el area minima

Una pégina rectangular debe contener 24 pulgadas cuadradas de impresién. Los médrgenes
en la parte superior y de la parte inferior de la pagina van a ser de 1% pulgadas, y los marge-
nes de la izquierda y la derecha corresponderan a 1 pulgada (vea la figura 5.44). ;Cudles
deben ser las dimensiones de la pagina para que se use la menor cantidad de papel?

Solucion Sea A el drea que se va a minimizar.
A=(x+3)(y+2) Ecuaci6n primaria
El 4rea impresa dentro del margen estd dada por
24 = xy. Ecuacién secundaria

Despejando de esta ecuacién para y produce y = 24/x. La sustitucién en la ecuacion
primaria da lugar a
24 72
A=(x+ 3)( = 2) =30+ 2x + —. Funcién de una variable
X b
Debido a que x debe ser positiva, solo interesan valores de A para x > 0. Para encontral
los puntos criticos, derive respecto a x,

. crf-
y observe que la derivada es cero cuando x> = 360 x = + 6. Por tanto, los puntos

. . . : e
ticos son x = +6. No es necesario considerar x = —6 porque este punto estd fuera’
dominio. El criterio de la primera derivada confirma que A es un minimo cuando ¥ 3
24 ¢ J A _ S
Porlo que,y = & = 4y las dimensiones de la pdgina deben ser x + 3 =9 pulgada p'

y + 2 = 6 pulgadas. Bura 5

" SN " V St RN ICT""T'emMT .
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Minimum
0 &q ) ,Y=50 ' t v Y30
45

Puede confirmar el valor minimo de W
con una herramienta de graficacién.
Figura 5.46
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Hallar la longitud minima

Dos postes, uno de 12 pies de altura y el otro de 28 pies, estdn a 30 pies de distancia. Se
sostienen por dos cables, conectados a una sola estaca, desde el nivel del suelo hasta la
parte superior de cada poste. ;| Dénde debe colocarse la estaca para que se use la menor
cantidad de cable?

Solucion Sea W la longitud del cable que se
va a minimizar. Utilizando la figura 5.45, puede
escribir

W=y+z Ecuacién primaria

En este problema, mds que resolver para y
en términos de z (o viceversa), debe despejar
tanto para y como para z en términos de una ter-
cera variable x, como se indica en la figura 5.45.
De acuerdo con el teorema de Pitdgoras, obtiene

22+ 122 = y? La cantidad que se va a minimizar es la
(30 — x)? + 282 = 2y, longitud. De acuerdo con el diagrama,
se puede ver que x varia entre 0y 30.
lo que implica que Figura 5.45
y= S F 1M

7= Vx> — 60x + 1684.
Por tanto, W estd dada por
W=y+z
= /x> + 144 + /x> — 60x + 1684, 0 < x < 30.
Derivar W respecto a x produce
aw _ X + x — 30
dx /X + 144 /x* —60x + 1684
Haciendo dw/dx = 0, obtendra
X + x — 30 _
Vx4 144 /x® — 60x + 1684
x+/x% — 60x + 1684 = (30 — x)/»2 + 144
x*(x2 — 60x + 1684) = (30 — x)2(x2 + 144)
x* — 60x3 + 1684x% = x* — 60x> + 1044x2 — 8640x + 129,600
640x* + 8640x — 129,600 = 0
320(x — 9)2x + 45) =0

x=9,-225,
Como x = —22.5 no estd en el dominio y
W(0) =~ 53.04, W(9) =50 y W(30) = 60.31
Puede concluir que el alambre debe colocarse a 9 pies del poste de 12 pies. &

[> TECNOLOGIA  Del ejemplo 4, puede ver que los problemas de optimizacién
aplicada implican una gran cantidad de dlgebra. Si tiene acceso a una herramien-
ta de graficacion, confirme que x = 9 produce un valor minimo de W al trazar la
gréfica

W= Jx+ 144 + /X2 — 60x + 1684

como se muestra en la figura 5.46.
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X Area: X2

Perimetro: 4x

4 pies

Circunferencia: 27r
La cantidad que se va a maximizar es
el drea: A = x? + 7.
Figura 5.47

Exploracion

(Cudl serfa la respuesta si en
el ejemplo 5 se preguntaran las
dimensiones necesarias para
encerrar el drea total minima?

En cada uno de los primeros cuatro ejemplos, el valor extremo ocurre en un puntg
critico. Aunque esto sucede a menudo, recuerde que un valor extremo también puede
presentarse en un punto terminal de un intervalo, como se muestra en el ejemplo 5.

Un maximo en un punto terminal

Se van a usar 4 pies de alambre para formar un cuadrado y un circulo. ;Qué cantidad
del alambre debe usarse para el cuadrado y qué cantidad para el circulo a fin de abarcar
la maxima drea total?

Solucion El drea total (ver la figura 5.47) estd dada por

A = (area del cuadrado) + (drea del circulo)

A=x>+ 7ri Ecuacién primaria
Como la longitud total de alambre es 4 pies, obtiene

4 = (perimetro del cuadrado) + (circunferencia del circulo)

4 =4x + 2mr

Por tanto, r = 2(1 — x)/, y sustituyendo en la ecuacién primaria, obtiene

A=x+ 'n'liz(—l—;—x)}z

= w)2
x2+u
T

: [(7m + 4)x2 — 8x + 4].

T
El dominio factible es 0 < x < 1 restringido por el perimetro cuadrado. Como
dA _ 2r+4)x—8
dx T
el dnico punto critico en (0, 1) es x = 4/(m7 + 4) = 0.56. Asf, utilizando
A(0) = 1.273, A(0.56) = 0.56 y A(l) =1

puede concluir que el drea maxima ocurre cuando x = 0. Es decir, se usa todo el alambre
para el circulo.

Antes de ir a la secci6n de ejercicios, se revisan las ecuaciones primarias formu-
ladas en los primeros cinco ejemplos. Como indican las aplicaciones, estos cinco ejem-
plos son bastante simples, no obstante las ecuaciones primarias resultantes son bastante
complicadas.

3

V=27x - xz Ejernplo 1
d=Vx* =32 +4 Ejemplo 2
A =30+ 2x + -7:2 Ejemplo 3
W= x>+ 144 + /x? — 60x + 1684 Ejemplo 4
A= [+ 4 — 8+ 4] Ejerplo

Debe esperar que las aplicaciones de la vida real incluyan ecuaciones al menos r
complicadas como estas cinco. Recuerde que una de las metas principales de est® Cl,lrs.o
es aprender a utilizar el cdlculo con el fin de analizar ecuaciones que en un principt?
parecen ser sumamente complejas.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

:ﬁ 1.

Analisis numérico, grafico y analitico Encuentre dos
nimeros positivos cuya suma es 110 y cuyo producto es un
maximo posible.

(a) Complete analiticamente seis renglones de una tabla tal
como la siguiente. (Se muestran los primeros dos renglones.)

Primer Segundo
ndmero, x nimero Producto, P
10 110 — 10 | 10(110 — 10) = 1000
20 110 — 20 | 20(110 — 20) = 1800

(b) Utilice una herramienta de graficacién para generar ren-
glones adicionales en la tabla. Use la tabla para estimar la
solucion, (Sugerencia: Utilice la funcién table de la herra-
mienta de graficacion.)

(c) Escriba el producto P como una funcién de x.

(d) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién del inciso (c) y estime la solucién a partir de
la gréfica.

(e) Use el célculo para determinar el punto critico de la fun-
cién en el inciso (c). Encuentre después los dos nimeros.

. Analisis numérico, grafico y analitico Una caja abierta de

volumen maximo se va a construir a partir de una pieza cuadrada
de material, de 24 pulgadas de lado, cortando cuadrados iguales a
partir de las esquinas y doblando los bordes (vea la figura.)

>4 I N e 1]

(a) Complete analiticamente seis renglones de una tabla tal
como la siguiente. (Se muestran los primeros renglones.)
Use la tabla para estimar el volumen méximo.

Largo
Altura, x | yancho Volumen, V
1 24 —2(1) | 1[24 — 2(1)]? = 484
2 24 —2(2) | 2[24 — 2(2)]* = 800

(b) Escriba el volumen V como una funcién de x.

(c) Use célculo para determinar el punto critico de la funcién
en el inciso (b) y encontrar el valor mdximo.

(d) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién del inciso (b) y verificar el volumen méximo a
partir de la grafica.

Encontrar nimeros En los ejercicios 3-8, encuentre dos ni-
meros positivos que satisfagan los requerimientos dados.

3. Lasumaes Sy el producto es un maximo.
4. El producto es 185 y la suma es un minimo.

5. El producto es 147 y la suma del primero més tres veces el
segundo nimero es minimo.

6. El segundo niimer es el reciproco del primero y la suma es un
minimo.

7. La suma del primer niimero y el doble del segundo es 108 y el
producto es un maximo.

8. Lasuma del primer nimero al cuadrado y el segundo es 54 y el
producto es un maximo.

Area maxima En los ejercicios 9 y 10, encuentre el largo y
ancho de un rectangulo que tiene el perimetro dado y un drea
maxima.

9. Perimetro: 80 metros 10. Perimetro: P unidades

Perimetro minimo  En los ejercicios 11 y 12, encuentre el lar-
go y ancho de un rectdngulo que tiene el drea dada y un peri-
metro minimo.

11. Area: 32 pies cuadrados 12. Area: A centimetros cuadrados

Distancia minima En los ejercicios 13-16, determine el
punto sobre la grafica de la funcién que estd mas cerca al punto
dado.

13. f(x) = 22, (2,1)
15. f(x) = Vx, (4,0)

14. f(x) = (x — 1)% (-5,3)
16. f() = V=8, (12, 0)

17. Area minima Una pagina rectangular contendrd 30 pulga-
das cuadradas de 4rea impresa. Los margenes de cada lado son
de 1 pulgada. Encuentre las dimensiones de la pagina de forma
tal que se use la menor cantidad de papel.

18. Area minima Una pdgina rectangular contendrd 36 pulga-
das cuadradas de drea impresa. Los mérgenes de cada lado
serdn de 1% pulgadas. Encuentre las dimensiones de la p4gina
de forma tal que se use la menor cantidad de papel.

19. Longitud minima Un granjero planea cercar un pastizal
rectangular adyacente a un rio (vea la figura). El pastizal debe
contener 245,000 m? para proporcionar suficiente pastura para
el rebafio. ;Qué dimensiones requeriria la cantidad minima de
cercado sino es necesario vallar a lo largo del rio?
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20.

21.

22.

23.
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Volumen méaximo Determine las dimensiones de un soli-
do rectangular (con base cuadrada) de volumen maximo si su
drea rectangular es de superficie de 337.5 cm?.

Areaméaxima Una ventana Normanda se construye juntando
un semicirculo a la parte superior de una ventana rectangular or-
dinaria (vea la figura). Encuentre las dimensiones de una ventana
Normanda de drea maxima si el perfmetro total es de 16 pies.

Area maxima Un rectangulo estd cortado por los ejes x y y
y la gréfica de y = (6 — x)/2 (ver la figura). ;Qué longitud y
ancho debe tener el rectdngulo de manera que su drea sea un
méximo?

Figura para 22

Figura para 23

Longitud minima y area minima Un tridngulo rectdn-
gulo se forma en el primer cuadrante mediante los ejesxy yy
una recta que pasa por el punto (1, 2) (vea la figura).

(a) Escriba la longitud L de la hipotenusa como una funcién
de x.

Y (b) Utilice una herramienta de graficacién para aproximar x de

24.

manera tal que la longitud de la hipotenusa sea un minimo.
(c) Determine los vértices del tridngulo de tal forma que su
drea sea minima.

Area maxima Determine el drea del tridngulo isdsceles
mds grande que pueda inscribirse en un circulo de radio 6 (vea
la figura).

(a) Resuelva escribiendo el drea como una funcion de A.

(b) Resuelva escribiendo el drea en funcién de «.
(c) Identifique el tipo de tridngulo de drea maxima.

Y —

Figura para 24

Figura para 25

25,

26.

27.

Area maxima Un rectangulo estd delimitado por el eje y
el semicirculo

y=B-2

(vea la figura). ;Qué largo y ancho debe tener el rectangulo de
manera que su drea sea un miximo?

Area maxima Encuentre las dimensiones del rectdngulo
mds grande que puede inscribirse en un semicirculo de radio r
(vea el ejercicio 25).

Analisis numérico, grafico y analitico Una sala de
ejercicios tiene la forma de un rectdngulo con un semicirculo
en cada extremo. Por la parte externa una pista de carreras de
200 metros delimita la sala.

(a) Dibuje una figura para representar el problema. x y y re-
presentan el largo y el ancho del rectangulo.

(b) De manera analitica complete seis renglones de una tabla
tal como la siguiente. (Se muestran los dos primeros ren-
glones.) Utilice la tabla para estimar el drea maxima de la
regién rectangular.

Largo, x Ancho, y Area, Xy
2 2
10 =(100 - 10) | (10)=(100 — 10) = 573
T T
2 2
20 7_1-(100 - 20) (20)7—7(100 —20) = 1019

(c) Escriba el drea A como una funcién de x.

(d) Utilice el cdlculo para encontrar el punto critico de la fun-
cién del inciso (c) y determinar el valor maximo.

blg (e) Utilice una herramienta de graficacién para representar la

funcién en el inciso (c) y verificar el drea méxima a partir
de la gréfica.

T28. Analisis numérico, gréfico y analitico Se va a disefiar

un cilindro circular recto que pueda contener 22 pulgadas ct-
bicas de refresco (aproximadamente 12 onzas de fluido).

(a) En forma analftica complete seis renglones de una tabla
como la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglones.)

]
Radio, r | Altura Area de la superficie, S
22 22
02 2m(0.2)[ 02 + ~ 2203
m(0.2)2 A 2)[0 2 7r(0.2)2]
2 22
; ) 4+ ~ 1110
0.4 I 27(0 4)[0 4 "y 4)2]
lo-

(b) Use una herramienta de graficacién para generar reng
nes adicionales de la tabla. Utilice ésta para estimar ?1 area
superficial minima. (Sugerencia: Use la caracteristica ta-
ble de la herramienta de graficacion.)

(¢) Escriba el drea superficial S como una funcion der

(d) Utilice una herramienta de graficacién para represen}
funcién del inciso (c) y estimar el drea superﬁcial min
a partir de la grifica.

(e) Utilice cdlculo para encontrar el punto critico de la =
cién en el inciso (c) y encontrar las dimensiones que pro
ducirdn el drea superficial minima.

ar la
ima

fun-

29.
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ejexy 29. Volumen méximo Un paquete rectangular que se va a en- y
viar por un servicio postal puede tener una longitud y un peri- Cow
' metro de un maximo de 108 pulgadas (vea la figura). Determi- : ©. )
i ne las dimensiones del paquete de volumen médximo que puede '
oulo de enviarse. (Suponga que la seccion transversal es cuadrada.)
'~ X / \
dngulo < \ ¢ > x
radior | 5 (-x,0) (x,0)
ala de Figura para 37 Figura para 38
freulo
ras de = £ : .
30. Volumen méximo Vuelva a hacer el ejercicio 29 ahora 38. Longitud minima Dos fébricas se localizan en las coorde-
para un paquete cilindrico. (La secci6n transversal es circular.) nadas (=x, 0) y (x, 0) con su suministro eléctrico ubicado en
/Y re- (0, h) (vea la figura). Determine y de manera tal que la longi-
DESARROLLO DE CONCEPTOS tud total de la linea de transmisi6n eléctrica desde el suminis-
| tabla tro eléctrico hasta las fabricas sea minima.
S ren- | 31. Superficie y volumen Una botella se champi tiene
de la i la forma de un cilindro circular recto. Como el 4rea super- ©* 39 Costominimo ¢ e esoececscscceccs
' ficial de la botella no cambia cuando ésta se comprime, : Un pozo petrolero 1
(es cierto que el volumen permanece invariable? Explique. e  marino se encuentra
) e a2 kilémetros de la
Area y perimetro  El perimetro de un rectdngulo es de ®  costa. La refineria
73 20 pies. De todas las dimensiones posibles, el drea mdxima : estd a 4 kilometros
es de 25 pies cuadrados cuando su largo y ancho son am- o  Dorlacosta. La insta-
bos de 5 pies. ;Hay dimensiones que producirdn un 4rea Y laci(’)r} de la tuberfa en
19 minima? Explique. : el océano es dos veces
mds cara que sobre 9
) ®  tierra. ;Qué trayectoria N
Area superficial minima Un sélido se forma juntando T debe seguir la tuberfa .
dos hemisferios a los extremos de un cilindro circular recto. El e  para minimizar el costo? .
fun- volumen total del s6lido es de 14 cm?. Encuentre el radio del AR R AR A AR R R R NN R AR
ailiniy que prisducs el fre Eipetficial mikima. 40. lluminacion Una fuente luminosa se localiza sobre el cen-
ar l'a Costo minimo Un tanque industrial de la forma que se tro de una mesa circular de 4 pies de didmetro (vea la figura).
artir describe en el ejercicio 39 debe tener un volumen de 4000 Encuentre la altura A de la fuente luminosa de modo tal que la
pies cibicos. Si el costo de fabricacién de los hemisferios es, iluminaci6n / en el perimetro de la mesa méxima
SRt por pie cuadrado, el doble que el lateral, determine las dimen- ksena
ci- siones que minimizardn el costo. I= =
Area minima La suma de los perimetros de un tridngulo equi-
Hla litero y un cuadrado es igual a 10. Encuentre las dimensiones del donde s es la altura oblicua, « es el dngulo al cual la luz incide
es.) tridngulo y el cuadrado que producen el 4rea total minima. sobre la mesa y k es una constante.

Area maxima Se usaran 20 pies de alambre para formar
dos figuras. En cada uno de los siguientes casos, ;qué cantidad
de alambre debe utilizarse en cada figura de manera que el
drea total encerrada sea maxima?

(a) Tridngulo equildtero y cuadrado

(b) Cuadrado y pentdgono regular

(c) Pentdgono regular y hexdgono regular

(d) Hexdgono regular y circulo

¢ Qué puede concluir a partir de este patrén? {Sugerencia: El Figura para 40 Figura para 41
drea de un poligono rectangular con n lados de longitud x es

= 2
A = (n/4)[cot(m/n)]*) 41. Tiempo minimo Un hombre se encuentra en un bote a
Resistencia de unaviga Una viga de madera tiene una sec- 2 millas del punto mds cercano a la costa. Se dirige al pun-
ci6n transversal rectangular de altura 'y ancho w (vea la figura) to 0, localizado a 3 millas por la costa y a 1 milla tierra adentro
La resistencia S de la viga es directamente proporcional al ancho (vea la figura). El hombre puede remar a 2 millas por hora y
y al cuadrado de la altura. ;Cudles son las dimensiones de la caminar a 4 millas por hora. ;Hacia qué punto sobre la costa
viga mds fuerte que puede cortarse a partir de un lefio redondo debe remar para llegar al punto Q en el menor tiempo?

de 20 pulgadas de didmetro? (Sugerencia: S = kh*w, donde k es
la constante de proporcionalidad.)
Andriy Markov/Shutterstock.com
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42. Tiempo minimo Las condiciones son las mismas que en Y 46. Analisis numeérico, grafico y analitico. Las secciones

W 4.

44.

45.

el ejercicio 41 salvo que el hombre puede remar a v, millas por
hora y caminar a v, millas por hora. Si 8, y 6, son las magnitu-
des de los dngulos, muestre que el hombre llegard al punto Q
en el menor tiempo cuando

send,

sen 6,

Vi Vs

Distancia minima Dibuje las gréficas de flx) = 2 -2 sen x
en el intervalo [0, 7/2].

(a) Determine la distancia desde el origen a la interseccién
con el eje yy la distancia desde el origen a la interseccién con
el eje x.

(b) Escriba la d desde el origen a un punto sobre la gréfica de f
como una funcién de x. Utilice una herramienta de grafi-
cacién para representar d y encontrar la distancia minima.

(c) Utilice calculo y la funcién zero o root de una herramienta
de graficacién para encontrar el valor de x que minimiza
la funcién d en el intervalo [0, 77/2]. ;Cuél es la distancia
minima?

(Proporcionado por Tim Chapell, Penn Valley Community
College, Kansas City, MO)

Tiempo minimo Cuando ondas luminosas, que viajan en
un medio transparente, inciden sobre la superficie de un se-
gundo medio transparente, cambian de direccién. Este cambio
de direccién recibe el nombre de refraccion y se define me-
diante la ley de Snell de la refraccion,

senf, sen6,

i V2
donde 6, y 6, son las magnitudes de los dngulos que se mues-
tran en la figura y v, y v, son las velocidades de la luz en los
dos medios. Demuestre que este problema es equivalente al del

ejercicio 42, y que las ondas luminosas que viajan de P a Q
siguen la trayectoria de tiempo minimo.

Medio 1

{
|
[
|
N |
i
]
]

~

-

Volumen maximo Un sector con dngulo central 6 se corta
de un circulo de 12 pulgadas de radio (ver la figura), y los
bordes del sector se juntan para formar un cono. Determine la
magnitud de 6 tal que el volumen del cono sea un maximo.

Medio 2

e—38 piCS —

Figura para 56 Figura para 57

47.

transversales de un canal de irrigacién son trapezoides isgs-
celes de los cuales tres lados miden 8 pies de largo (vea la
figura). Determine el dngulo de elevacién 6 de los lados de
manera tal que el drea de la seccidn transversal sea un maxi-
mo, completando lo siguiente.

(a) Complete analiticamente seis renglones de una tabla como
la siguiente. (Se muestran los dos primeros renglones.)

Base 1 Base 2 Altitud Area
8 8 + 16cos 10° | 8sen10° | = 22.1
8 8 + 16cos 20° | 8sen20° =425

(b) Utilice una herramienta de graficacién para generar ren-
glones adicionales de la tabla y estimar el drea de seccién
transversal médxima. (Sugerencia: Utilice la funcién de
table de la herramienta de graficacion.)

(c) Escriba el drea de seccién transversal A como una funcién
de 0.

(d) Utilice célculo para determinar el punto critico de la fun-
cién del inciso (c) y encontrar el dngulo que producird la
méxima drea de la seccién transversal.

(e) Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién del inciso (c) y verificar el drea maxima de la sec-
cién transversal.

Utilidad méaxima (beneficio méaximo) Suponga que
la cantidad de dinero depositada en un banco es proporcional
al cuadrado de la tasa de interés que paga el banco por este
dinero. Ademas el banco puede reinvertir esta suma a 12%.
Determine la tasa de interés que el banco debe pagar para
maximizar la utilidad (el beneficio). (Utilice la férmula de in-
terés simple.)

4COMO LO VE? La gréfica muestra la ganancia (en
miles de ddlares) de una empresa en términos de su
costo de publicidad (en miles de délares).

Ganancia de una empresa

4000

3500 A
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9000 S
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Costo de la publicidad (en miles de délares)

(a) Estime el intervalo en el que la utilidad estd aumentando.
(b) Estime el intervalo en el que la utilidad estd dismint-
yendo. :
(c) Estime la cantidad de dinero que la empresa debe g35°
tar en publicidad para obtener una utilidad méxima-
(d) El punto de rendimiento decreciente es el punto en el
que la tasa de crecimiento de la funcién de utilidad
comienza a declinar. Estime el punto de rendimient®
decreciente.
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49.
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& Distancia minima En los ejercicios 49-51, considere un cen-

& tro de distribucién de combustible localizado en el origen del

1  sistema rectangular de coordenadas (unidades en millas; vea
1 lasfiguras). El centro suministra tres fabricas con coordenadas

£ (4,1),(56)y (10, 3). Los camiones de reparto siguen la linea
| y = mx y lineas de alimentacién a las tres fabricas. El objetivo
1 s determinar m de forma que la suma de las longitudes de las

1§
g

~ lineas sea minima.

49. Minimice la suma de los cuadrados de las longitudes de las

lineas de alimentacién dada por
S, = (4m = 1)> + (5m — 6)? + (10m — 3)2

; 49. Halle la ecuacién de la ruta recta de los camiones mediante este

método y después determine la suma de las longitudes de las
lineas de alimentacidn.

50. Minimice la suma de los valores absolutos de las longitudes de
las lineas de alimentacién dada por

S, = |4m — 1| + |5m — 6| + |10m — 3|.

Encuentre la ecuacién para la ruta recta de los camiones me-
diante este método y a continuacién determine la suma de las
longitudes de las lineas de alimentacién. (Sugerencia: Utilice
una herramienta de graficacion para representar la funcién S, y
aproximar el punto critico requerido).

y y
8+ (10, 10m) 8-+
5,6 (5 = | 5,6 J=nx
o G \ )L 69 =
4 (5,5m) - 4+ -
oGm0l (10,3)
4,1 @41
T T } T t x } t } T { X
2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
Figura para 49 Figura para 50

M8 51. Minimice la suma de las distancias perpendiculares desde la

linea troncal a las fabricas dadas por
_|4m—=1] | |5m—6] , |10m — 3|
oUmTF1l UmP+ 1 IUmPH 1

Halle la ecuacién de la recta mediante este método y a con-
tinuacién determine la suma de las longitudes de las lineas de
alimentacion. (Sugerencia: Utilice una herramienta de grafi-
cacién para representar la funcién S,y aproximar el nimero
critico requerido.)

~ 52. Area maxima Considere Y

una cruz simétrica inscrita

. \ i
en un circulo de radio r (vea la *la,
figura). i

(a) Escribael area A de la cruz
como una funcién de x y
determine el valor de x que
maximiza el drea.

(b) Escriba el drea A de la cruz como una funcién de 6 que
maximiza el 4rea.

(c) Demuestre que los puntos criticos de los incisos (a) y
(b) proceden de la misma drea mdxima. ;Cudl es esta drea?

5.6 Problemas de optimizacion 287

DESAFIOS DEL EXAMEN PUTNAM

53. Determine el valor mdximo de f(x) = x> — 3x en un con-
junto de nimeros reales x que satisfacen x* + 36 < 13x2.
Explicar el razonamiento.

54. Encuentre el valor méximo de
(x + 1/x)° — (x6 + 1/x5) — 2

(x + 1/x7 + (2 + 1/x3)
Estos problemas fueron preparados por el Committee on the Putnam Prize

Competition. © The Mathematical Association of America. Todos los derechos |
reservados.

para x > 0.

_ PROYECTO DETRABAJO

Rio Connecticut

Cada vez que el rio de Connecticut llega a un nivel de 105 metros
sobre el nivel del mar, dos operadores de la estacién de control
de inundaciones en Northampton, Massachusetts, inician una vigi-
lancia horaria del rio. Cada 2 horas, verifican la altura del mismo
utilizando una escala marcada en décimas de un pie, y registran los
datos en una bitdcora. En la primavera de 1996, la vigilancia de la
crecida se efectud del 4 de abril, cuando el rio alcanza 105 pies y
se elevaba a 0.2 pies por hora, hasta el 25 de abril, cuando el nivel
regres6 a los 105 pies. Entre estas fechas, los registros muestran
que el rio crecid y bajé varias veces, en un punto cercano a la marca
de 115 pies. Si el rio hubiera alcanzado 115 pies, la ciudad habria
tenido que cerrar la autopista Mount Tom Road (Ruta 5, al sur de
Northampton).

La grafica siguiente muestra la razén de cambio del nivel del rio
durante una parte de la vigilancia de la crecida. Utilice la grafica
para responder cada pregunta

R
L -
S 8
Eo
85
o &
=8 ;
\E e 14N 3 e SA R AT QLN
8- )
3 \VA
4 LA

Dia (0 > 12:01 a.m. Abril 14)

(a) (En qué fecha el rio crecié con mayor rapidez? ;Cémo lo
puede saber?

(b) (En qué fecha el rio tuvo un descenso mds rdpido? ; C6mo
lo puede saber?

(c) Hubo dos fechas seguidas en las que el rio creci6, después
bajé, después crecié de nuevo en el transcurso del dia.
¢ Qué dias ocurrid lo anterior y c6mo lo puede determinar?

(d) Un minuto después de la medianoche, el 14 de abril, el
nivel del rio era 111.0 pies. Estime la altura 24 horas des-
pués y 48 horas mds tarde. Explique como se efectuaron
las estimaciones.

(e) El rio alcanzé su valor mds alto en 114.4 pies. ;En qué
fecha ocurri6 lo anterior?

(Propuesto por Mary Murphy, Smith College, Northampton, MA)
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(b)
La interseccion con el eje x de la recta
tangente aproxima el cero de f.

Figura 548

METODO DE NEWTON

Isaac Newton fue el primero que
describi6 el método para aproximar
los ceros reales de una funcién en
su texto Method of Fluxions.Aunque
el libro lo escribié en 1671,no se
publico hasta 1736. Entre tanto, en
1690, Joseph Raphson (1648-1715)
publicé un articulo que describia un
método para aproximar los ceros
reales de una funcién que era muy
similar a la de Newton. Por esta razén,
el método a veces recibe el nombre
de método de Newton-Raphson.

B Aproximar un cero de una funcién utilizando el método de Newton.

Método de Newton

En esta seccién estudiard una técnica para aproximar los ceros (raices) reales de una
funcién. La técnica recibe el nombre de método de Newton, y utiliza rectas tangentes
para aproximar la gréfica de la funcién cerca de sus intersecciones con el eje x.

Para ver cémo funciona el método de Newton, considere una funcién f que es con-
tinua en el intervalo [a, b] y derivable en el intervalo (a, b). Si fla) y f(b) difieren en
signo, entonces, por el teorema del valor intermedio, f debe tener al menos un cero en el
intervalo (a, b). Para estimar este cero, elija

X=X Primera estimacién

como se muestra en la figura 5.48(a). El método de Newton se basa en la suposicién
de que la gréfica de f'y la recta tangente en (x;, f{x,)) cruzan ambas por el eje x en casi
el mismo punto. Debido a que es muy facil calcular la interseccién con el eje x de esta
recta tangente, es posible utilizarla como una segunda estimacion (y, usualmente, mejor)
del cero de f. La recta tangente pasa por el punto con una pendiente de f’(x,). En forma
punto-pendiente, la ecuacién de la recta tangente es (x;, fix,)) con una pendiente de
f'(x)). En la forma de punto-pendiente, la ecuacién de la recta tangente es

Y _f(xl) =f/(x1)(x - xl)
y :f/(xl)(x - x1) +f(x1)-

Haciendo y = 0y despejando x, obtiene

e i (x1)
| / .
f (xl)
Por tanto, a partir de la estimacién inicial x,, se obtiene una nueva estimacién
- _f(xl) N
X5 = X4 f’(x ) Segunda estimacién [vea la figura 5.48(b)].
1
Usted puede mejorar x, y calcular ain una tercera estimacion
_ ) era estimaci
X3 = x2 f/(_x ) Tercera estimacion
2

La aplicacion repetida de este proceso se denomina método de Newton.

Método de Newton para aproximar los ceros de una funcion

| Seaf(c) = 0, donde fes derivable en un intervalo abierto que contiene a c. Entonces, £
para aproximar c, se siguen los siguientes pasos.

1. Haga una estimacidn inicial x; que es cercana a c¢. (Una gréfica es util.)

2. Determine una nueva aproximacion.

fGx,)
flx)

Xpr1 = Xy T
|

3. Si|x, — x,. | estd dentro de la precisién deseada, deje que x,, . | sirva como la
aproximacién final. En otro caso, regrese al paso dos y calcule una nueva
aproximacion.

Cada aplicacidn sucesiva de este procedimiento recibe el nomb
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- COMENTARIO Para
muchas funciones, con unas
pocas iteraciones del método de
Newton, se conseguirdn errores
de aproximacién muy pequefios,
como muestra el ejemplo 1.
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gentes
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nte de
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Después de tres iteraciones del método
de Newton, el cero de f se aproxima hasta
la exactitud deseada.

Figura 5.50
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Aplicar el método de Newton

Calcule tres iteraciones del método de Newton para aproximar un cero de f(x) = x* - 2.
Utilice x; = 1 como la estimacién inicial.

Solucion Como flx) = x* - 2, tiene que f'(x) = 2x, y el proceso iterativo esta dado
por la férmula

flx,) -2

+1 7= Xn f/(x") =X, 2xn J

Xn

Los célculos para tres iteraciones se muestran en la tabla.

| flx) (x,)
n X fx,) i) &) edTew
1 1.000000 | —1.000000 | 2.000000 | —0.500000 1.500000
2 | 1.500000 0.250000 3.000000 0.083333 1416667
3 1416667 0.006945 2.833334 0.002451 1414216
4 | 1414216

Desde luego, en este caso se sabe que los dos ceros de la funcién son ++/2. Para seis
lugares decimales, /2 = 1.414214. De tal modo, después de solo tres iteraciones del
método de Newton, se obtiene una aproximacién que estd dentro de 0.000002 de una
raiz real. La primera iteracién de este proceso se muestra en la figura 5.49.

Aplicar el método de Newton
cees D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.
Utilice el método de Newton para aproximar los ceros de

fx) =223 +x2—x+ 1.

Continte las iteraciones hasta que dos aproximaciones sucesivas difieran por menos de
0.0001.

Solucion Comience dibujando una gréfica de f; como se muestra en la figura 5.50. A
partir de la gréfica, puede observar que la funcién tiene solo un cero, el cual ocurre cerca
de x = —1.2. A continuacién, derive f'y deduzca la férmula iterativa.

3 flx,) Ut x2=x 1
Xo+1 = Xy f/(xn) =X, 6xn2 & 2X" =i

Los cdlculos se muestran en la tabla.

/) f(xn) f(x)l)
n X, f(x,,) f (x,,) f’(x ) Xn T f’(x )
1 —1.20000 0.18400 5.24000 0.03511 —1.23511
2 —1.23511 —0.00771 5.68276 —0.00136 —1.23375
3 | —1.23375 0.00001 5.66533 0.00000 —1.23375
4 —123375

Como dos aproximaciones sucesivas difieren por menos del valor requerido de 0.0001,
se puede estimar el cero de f como —1.23375. &
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I PARA INFORMACION ADICIONAL
Para mas informacién sobre cuando el
método de Newton falla, consulte el ar-
ticulo “No Fooling! Newton’s Method
Can Be Fooled”, de Peter Horton, en
Mathematics Magazine. Para consultar
este articulo, consulte MathArticles.
com.

R LRI

« « COMENTARIO Enel
ejemplo 3, la estimacién ini-
cial x; = 0.1 no produce una
sucesion convergente. Intente
demostrar que el método de
Newton también falla para
cualquier otra eleccion de x,
(distinta del cero real).

Cuando, como en los ejemplos 1y 2, las aproximaciones se acercan a un limite, go -
dice que la sucesion x;, x,, X3, ..., x, converge. Ademds si el limite es ¢, puede demostrgy
que ¢ debe ser un cero de f.

El método de Newton no siempre y
produce una sucesién convergente.

La figura 5.51 ilustra una situacién asi.
Debido a que el método de Newton

implica la divisién entre f'(x,), es claro -
que fallard si la derivada es cero para
cualquier x, en la sucesién. Cuando

existe este problema, es facil superarlo

eligiendo un valor diferente para x,. El método de Newton no converge si f'(x,) = 0.
Otra forma en la que el método de Figura 5.51

Newton puede fallar se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo en el que el método de Newton falla

La funcién fix) = x !/3 no es derivable en x = 0. Demuestre que el método de Newton
no converge al utilizar x; = 0.1.

7 [ 7 . §
Solucién Como f(x) = 3x~%3, la férmula iterativa es

A _f/(x”) Ty %x"_z/:; — n n*

Los célculos se presentan en la tabla. Esta tabla y la figura 5.52 indican que x, continda
creciendo en magnitud a medida que n — oo, y por ello el limite de la sucesion no existe.

: fx,) fGx)
n Xn f(xn) f (xn) f/(x ) Xn — fl(x z)
1 0.10000 0.46416 1.54720 0.30000 —0.20000
2 —0.20000 | —0.58480 | 0.97467 | —0.60000 0.40000
3 0.40000 0.73681 0.61401 1.20000 —0.80000
4 —0.80000 | —0.92832 | 0.3680 —2.40000 1.60000

El método de Newton no converge para
todo valor de x distinto del cero real de f.
Figura 5.52
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NIELS HENRIK ABEL (1802-1829)

EVARISTE GALOIS

(1811-1832)

Aungue las vidas tanto de Abel como
de Galois fueron breves, su trabajo
en el campo de andlisis y el dlgebra
abstracta tuvieron un gran alcance.
Consulte LarsonCalculus.com
para leer una biografia de cada
uno de estos matematicos.
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Es posible demostrar que una condicién suficiente para producir la convergencia
del método de Newton a un cero de fes que

f&) £ )
[F &P

en un intervalo abierto que contenga al cero. En el caso del ejemplo 1, esta demostracién
produce

f6)=x=2, fl)=2x, fx)=2,

1 Condicién para convergencia

f) ) 1_1

L] 2 ¥
En el intervalo (1, 3), esta cantidad es menor que 1 y, en consecuencia, se garantiza la
convergencia del método de Newton. Por otro lado, en el ejemplo 3, tiene

) » Ejemplo 1
-X

(2 - 2)(2)} _

J&) = 65, 1) =3, 1) = g
y
O] _ #2965 |
UEF T ame |72 e

~ que no es menor que 1 para ningdn valor de x, por lo que el método de Newton no con-

vergera.

Ha aprendido varias técnicas para encontrar los ceros de las funciones. Los ceros
de algunas funciones, como

f)=2—=2%—x+2
pueden determinarse mediante técnicas algebraicas simples, como la factorizacion.
Los ceros de las otras funciones, como

f)=x—-x+1

no pueden determinarse mediante métodos algebraicos elementales. Esta funcién par-
ticular solo tiene un cero real, y utilizando técnicas algebraicas mds avanzadas puede
determinar que el cero es

Como la solucién exacta se escribe en términos de raices cuadradas y raices cibicas,
ésta se denomina solucién por radicales.

La determinacién de las soluciones radicales de una ecuacién polinomial es uno
de los problemas fundamentales del dlgebra. El primero de este tipo de resultados es la
férmula cuadrética, que data por lo menos de los tiempos babilénicos. La férmula gene-
ral para los ceros de una funcion cibica se desarroll6 mucho después. En el siglo X VI,
un matemético italiano, Jerome Cardan, publicé un método para encontrar soluciones
radicales a ecuaciones ctibicas y de cuarto grado. Después, durante 300 afios, el pro-
blema de encontrar una férmula general para el quinto grado permaneci6 sin resolver.
Por ultimo, en el siglo XIX, el problema fue resuelto de manera independiente por dos
jovenes matematicos. Niels Henrik Abel, matematico noruego, y Evariste Galois, un
matemadtico francés, demostraron que no es posible resolver una ecuacién polinomial
general de quinto (o de mayor) grado por medio de radicales. Desde luego, se pueden
resolver ecuaciones particulares de quinto grado, como

¥—=1=0

pero Abel y Galois fueron capaces de demostrar que no existe una solucién general por

radicales.
The Granger Collection, New York
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5.7 Ejercicios

numeracion impar. .

Usar el método de Newton En los ejercicios 1-4, complete
dos iteraciones del método de Newton para la funcién utilizan-
do la estimacién inicial indicada.

L flx) =x*=5, x,=22
2. fx) =x3—=3, x, =14
=cosx, x; =16

=tanx, x, =0.1

& Usar el método de Newton En los ejercicios 5-14, aproxi-

me el (los) cero(s) de la funcion. Utilice el método de Newton y
contintie el proceso hasta que dos aproximaciones sucesivas di-
fieran menos de 0.001. A continuacién, encuentre el (los) cero(s)
utilizando una herramienta de graficacién y compare los re-
sultados.

5.f) =x*+4 6. fx) =2-%°
T.f) =22 +x -1 8. fl) =x+x-1
9. f(x) =5/x— 1 — 2 10. f(x) =x—2J/x + 1
11. f(x) = x* — 3.9x> + 4.79x — 1.881

12, f(x) = x*+ £ = 1

13. f(x) = 1 — x +senx 14. f(x) = x> — cosx

Encontrar el (los) punto(s) de interseccion En los ejer-
cicios 15-18, aplique el método de Newton para aproximar el
(los) valor(es) de x del(los) punto(s) indicado(s) de interseccién

de las dos graficas. Continte el proceso hasta que dos aproxi-
maciones sucesivas difieran menos de 0.001. [Sugerencia: Sea

h(x) = f(x) = g(x).]

15. flx) = 2x + 1 16. f(x) =3 — x
g = VT3 809 = 7

z: ;; 3
6+ ol i1 2T

8| [ -

!' . N 2L
s+ | L -

[ i

/! / N
5 1 Fi 'x \
2 Iy / / \

7 /" i | / \ | %
| , | T T ] T 7 gk
| A \-7 / N\ /

f A T X \ / \ /
T 3 It N+ g N’
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Consulte GalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

19. Regladelamecanica La regla de la mecdnica para aproxi-
mar/a,a > 0,es

1 a

xn+l:§<xn+¥_)’ n=17233- C

donde x, es una aproximacién de Ja.

(a) Utilice el método de Newton y la funcién f(x) = x2 -4
para derivar la regla de la mecdnica.

(b) Utilizar la regla de la mecdnica para aproximar /5 y /7
hasta tres decimales.

20. Aproximar por radicales

(a) Utilice el método de Newton y la funcién f(x) = x" —
para obtener una regla general a la aproximacién x = ¥a.

(b) Utilice la regla general que encontré en el inciso (a) para
aproximar ¥/6 y 3/15 hasta tres decimales.

Falla del método de Newton Enlos ejercicios 21 y 22, apli-
que el método de Newton utilizando la estimacién inicial indi-
cada y explique por qué falla el método.

2l.y=23-6x>+6x—1, x, =1

y y

1+

=

1
A
1
| : .
[ % 2 )

Figura para 21 Figura para 22

2.y=x-2x—-2, x,=0

Punto fijo En los ejercicios 23 y 24, aproxime el punto fijo de
la funcién hasta dos lugares decimales. [Un punto fijo x, de una
funcién f es un valor de x tal que f(x,) = x,.]

23. f(x) = cos x

24, f(x) =cotx, O <x<m

25. Aproximaciones reciprocas Use el método de Newton
para demostrar que la ecuacién
Xpr1 = 'Xn(2 - (L\'”)
puede utilizarse para aproximar 1/a si x; es una estimﬂclfm
inicial del reciproco de a. Observe que este método de apre

ximacién de reciprocos utiliza solo las operaciones de resta Y
multiplicacién.

(Sugerencia: Considere

ﬂﬂ=l—a>

X

. 3 . s jer-
26. Aproximaciones reciprocas Utilice el resultado d.El e{es
cicio anterior para aproximar (@) %y (b) ﬁ hasta tres decimaie>:

TS

s

e

DI
27

28.
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DESARROLLO DE CONCEPTOS

27. Usar el método de Newton Considere la funcién
f&x) =2 — 322 + 3.

1 7 (a) Utilice una herramienta de graficacién para represen-
tar f.

(b) Utilice el método de Newton con x; = 1 como estima-
cidn inicial.

(c) Repita el inciso (b) utilizando x; = 3 como estimacién
inicial y observe que el resultado es diferente.

(d) Para comprender por qué los resultados de los incisos
(b) y (c) son diferentes, dibuje las rectas tangentes a la

grifica de f en los puntos (1, f(1)) y (i, if (i)) Deter-

mine la interseccién con el eje x de cada recta tangente
y compare las intersecciones con la primera iteracion
del método de Newton utilizando las estimaciones ini-
ciales respectivas.

(e) Escriba un breve parrafo en el que resuma la forma en
que funciona el método de Newton. Utilice los resul-
tados de este ejercicio para describir por qué es impor-
tante seleccionar con cuidado la estimacién inicial.

28. Usar el método de Newton Repita los pasos en el
ejercicio 27 para la funcién f{x) = sen x con estimaciones
inicialesde x, = 1.8 y x, = 3.

29. Método de Newton En sus propias palabras y uti-
lizando un dibujo, describa el método de Newton para
aproximar los ceros de una funcion.

;COMO LO VE? ;Para qué valor(es) el método
de Newton falla al converger para la funcién que se
muestra en la grafica? Explique su razonamiento.

Usar el método de Newton En los ejercicios 31-38, se in-
cluyen algunos problemas tipicos de las secciones previas de
esta unidad. En cada caso, utilice el método de Newton para
aproximar la solucién.

31. Distancia minima Encuentre sobre la grifica de
f(x) = 4 — x* el punto mds cercano al punto (1, 0).

32. Medicina La concentracién C de un compuesto quimico en
el flujo sanguineo ¢ horas después de la inyeccién en el tejido
muscular estd dada por

3+t

50 +

(Cudndo es mds grande la concentracién?

5.7 Método de Newton 293

33. Tiempo minimo Se encuentra en un bote a 2 millas del
punto mds cercano sobre la costa (vea la figura) y se dirige al
punto Q, que se ubica a 3 millas por la costa y a 1 milla tierra
adentro. Tiene la posibilidad de remar a 3 millas por hora y de
caminar a 4 millas por hora. ;Hacia qué punto sobre la costa
debe remar para llegar a Q en el tiempo minimo?

34. Crimen El nimero total de arrestos 7 (en miles) para hom-
bres de 15 a 24 afos en 2010 estd aproximado por el modelo.

T = 0.2988x* — 22.625x> + 628.49x% — 7565.9x + 33,478

donde x es la edad en afios (vea la figura). Aproxime las dos
edades que completen un total de 225 arrestos. (Fuente: U.S.
Department of Justice)

T

400

350 —-hiias /_\
300 /

250

200 /

150

Arrestos (en miles)

1 | 1 1 1 1 1 1 1 1
{/\/ T T T T x

T T T T T T
15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Edad (en afios)

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 35-38, determine si el

enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o

dé un ejemplo que demuestre que es falso.

_p) .

35. Los ceros de f(x) = 400 coinciden con los ceros de p(x).

36. Si los coeficientes de una funcién polinomial son todos positi-
vos, entonces el polinomio no tiene ceros positivos.

37. Sifix) es un polinomio cibico tal que f'(x) nunca es cero, en-
tonces cualquier estimacién inicial forzard a que el método de
Newton converja al cero de f.

38. Las raices de </f(x) = 0 coinciden con las raices de fix) = 0.

39. Rectas tangentes La gréifica de fix) = — sen x tiene un
nimero infinito de rectas tangentes que pasan por el origen.
Utilice el método de Newton para aproximar la pendiente de
la recta tangente que tenga la pendiente mds grande hasta tres
lugares decimales.

40. Punto de tangencia En
la figura se muestra la gréfica
de flx) = — cos x y una recta
tangente de f que pasa por el
origen. Encuentre las coorde-
nadas del punto de tangencia
con una aproximacion de tres
decimales.

f=cosx)

_l—r
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Aplicaciones de la derivada

5.8 Diferenciales

Exploracion

Aproximacion mediante

la recta tangente Use una
herramienta de graficacién para
representar f(x) = x*. En la
misma ventana de observacion,
represente la recta tangente a la
grafica de fen el punto (1, 1).
Realice un doble acercamiento
en el punto de tangencia.

¢La herramienta de graficacién
distingue las dos graficas?
Utilice la caracteristica trace
para comparar las dos gréficas.
A medida que los valores de x
se acercan més a 1, ;qué puede
decir acerca de los valores de y?

Recta tangente

ISEE S
A
rols

La aproximacién de la recta tangente de f

en el punto (0, 1).
Figura 5.53

1 f0) =1 +sen xj

e 8 o ©
7

B Entender el concepto de una aproximacion por medio de una recta tangente.
B Comparar el valor de la diferencial, dy, con el cambio real en y, Ay.

B Estimar un error propagado utilizando una diferencial.

B Encontrar la diferencial de una funcion utilizando férmulas de derivacion.

Aproximaciones por recta tangente

El método de Newton (seccién 5.7) es un ejemplo del uso de una recta tangente a una
grifica para aproximar la gréafica. En esta seccién estudiard otras situaciones en las cua-
les la grafica de la funcién puede aproximarse mediante una linea recta.

Para iniciar, considere una funcién f que es derivable en c. La ecuacién de la recta
tangente en el punto (c, f{c)) estd dada por

y = fle) = flo)lx = )

y = flo) + fl)x = o)
y es llamada aproximacién por una recta tangente (o aproximacion lineal) de fen c.
Como c es una constante, y es una funcién lineal de x. Ademds, restringiendo los valo-
res de x de modo que sean suficientemente cercanos a ¢, puede utilizar los valores de y

como aproximaciones (hasta cualquier precision deseada) de los valores de la funcién f.
En otras palabras, cuando x tiende a c, el limite de y es f(c).

Usar la aproximacion por una recta tangente

D> Consulte LarsonCalculus.com para una versién interactiva de este tipo de ejemplo.

Determine la aproximacién por una recta tangente de f{x) = 1 4 sen x en el punto (0, 1).
Después, utilice una tabla para comparar los valores y de la funcién lineal con los de flx)
en un intervalo abierto que contenga ax = 0. '

Solucion La derivada de fes

f/(x) = cos x.

Por tanto, la ecuacién de la recta tangente a la gréfica de fen el punto (0, 1) es

Primera derivada

y = f(0) + £(0)(x ~ 0)
y=1+1)x-0)
y=1+ux Aproximacion por la recta tangente

La tabla compara los valores de y dados por esta aproximacién lineal con los valores de
flx) cerca de x = 0. Observe que cuanto m4s cercano es x a 0, mejor es la aproximacion:
Esta conclusion se refuerza por medio de la grafica que se muestra en la figura 5.53.

o 05

X =0:5 | =01 -0.01 0 0.01
F(x) =1+ senx | 0.521 | 0.9002 | 0.9900002 | 1 | 1.0099998 | 1.0998 m
y=1+x 0.5 09 0.99 1 1.01 1.1 n
#
=1 +sen

U0 Asegtirese de ver que esta aproximacion lineal de f{x)
depende del punto de tangencia. En un punto diferente sobre la grafica de f, s€ obten-
drfa una aproximacion diferente de la recta tangente.

Cuan
Ay =
aprox

Figu




€ a una
as cua-

la recta

fenc.
S valo-
s de y
cién f.

nplo.

(0, 1).
le fix)

s de

Cuando Ax es pequeiia,

. Ay = f(c + Ax) — flc) es
- aproximada por f'(c)Ax.
& Figura 5.54

4 El cambio en y, Ay, se aproxima
i} por la diferencial de y, dy.
¢ Figura 5.55
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Diferenciales
Cuando la recta tangente a la grafica de fen el punto (c, f(c))

y = f(C) 4z f/(C)(X - C) Recta tangente en (c, f(c))

se usa como una aproximacién de la gréfica de f, la cantidad x — ¢ recibe el nombre de
cambio en x, y se denota mediante Ax, como se muestra en la figura 5.54. Cuando Ax es
pequeiia, el cambio en y (denotado por Ay) puede aproximarse como se muestra.

Ay = flc + Ax) = f(c) Cambio real en y
= f’(c)Ax Cambio aproximado en y

Para una aproximacidn de este tipo la cantidad A x tradicionalmente se denota mediante
dx, recibe el nombre de la diferencial de x. La expresién f'(x) dx se denota por dy, y se
denomina diferencial de y.

Definicion de diferenciales

Seay = f(x) que representa una funcién que es derivable en un intervalo abierto que |
contiene a x. La diferencial de x (denotada por dx) es cualquier nimero real distinto |
de cero. La diferencial de y (denotada por dy) es

dy = f/(x) dx.

En muchos tipos de aplicaciones, la diferencial de y puede utilizarse como una
aproximacién del cambio en y. Esto es

Ay=dy o Ay=f(x)dx.

Comparar Ayy dy

Seay = x% Determine dy cuando x = 1y dx = 0.01. Compare este valor con Ay para
x=1yAx=0.0L.
Solucion Como y = f(x) = x, se tiene f'(x) = 2x, y la diferencial dy estd dada por
dy = f(x) dx = £(1)(0.01) = 2(0.01) = 0.02. Diferencial de y
Abhora, utilizando Ax = 0.01, el cambio en y es
Ay = f(x + Ax) — f(x) = f(1.01) = £(1) = (1.01)> — 12 = 0.0201.

La figura 5.55 muestra la comparacion geométrica de dy y Ay. Intente comparar otros
valores de dy y Ay. Verd que los valores se aproximan cada vez més entre si cuando dx
(0 Ax), tiende a 0. L

En el ejemplo 2, la recta tangente a la gréfica de fix) = x*>enx = l es

yi= 2x = 1. Recta tangente a la grdfica de fen x = 1.

Para valores de x cercanos a 1, esta recta es cercana a la gréfica de f, como se muestra -
en la figura 5.53 y en la tabla.

x 05 109 | 099 | 1| 101 1.1 | 15
flx) = 2 025|081 09801 [ 1| 1.0201 | 1.21 | 225
y=2x—1| 0 | 08 | 098 |1 102 | 12 | 2
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Propagacion del error

Los fisicos y los ingenieros tienden a hacer un uso libre de las aproximaciones de Ay
mediante dy. Una forma en la que esto sucede en la préctica, es al estimar los errores
propagados por los aparatos (dispositivos) de medicién. Por ejemplo, six denota el valor
medido de una variable y x + Ax representa el valor exacto, entonces Ax es el error en
medicion. Por tltimo, si el valor medido x se usa para calcular otro valor f(x), la diferen-
cia entre fix + Ax) y fx), es el error propagado.

Error de Error
medicidn propagado
N -~
Sl + Ax) — f(x) = Ay
Setms ) LS
Valor Valor
exacto medido

Estimar el error

Se mide el radio de una bola de un cojinete

y se encuentra que es igual a 0.7 pulgadas,
como se muestra en la figura. Si la medicién
no tiene un error mayor que 0.01 pulgadas,
estime el error propagado en el volumen V de
la bola del cojinete.

Soluciéon La férmula para el volumen de
una esfera es

El radio medido de un cojinete de bola es

& correcto dentro de 0.01 pulgadas.
V=—mr
3
donde r es el radio de la esfera. Por tanto, puede escribir
r=20.J7 Radio medido

—-001 = Ar = 0.01.

Error posible

Para aproximar el error propagado en el volumen, derive V para obtener dV/dr = 4mr*
y escriba

AV = dV Aproxime AV condV.
= 4qridr
= 47(0.7)2(%0.01) Sustituya r y dr.

U

+0.06158 pulgadas cibicas

De este modo, el volumen tiene un error propagado de casi 0.06 pulgadas ctibicas. #

¢(Podria decir si el error propagado en el ejemplo 3 es grande o pequefio? La res-
puesta se indica de mejor manera en términos relativos al comparar dV con V. El cociente

AV 4mridr '
7 = %Wj Cocientede dV'y V
3dr
= '—" Simplifique.
= i (+x0.01) Sustituya dry r.
0.7 ?
~ +0.0429
recibe el nombre de error relativo. El correspondiente error porcentual es aproxima'
damente 4.29%.

Dmitry Kalinovsky/Shutterstock.com
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GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ
(1646-1716)

Tanto a Leibniz y Newton se les
acredita como creadores del
célculo. Sin embargo, fue Leibniz
quien traté de ampliar el célculo
formulando reglas y la notacién
formal. A menudo pasaba dias
eligiendo una notacién adecuada
para un nuevo concepto.

Ver LarsonCalculus.com para
leer més de esta biografia.
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Calculo de diferenciales

Cada una de las reglas de derivacién que estudié en la unidad 4 pueden escribirse en
forma diferencial. Por ejemplo, suponga que u y v son funciones derivables de x. A
partir de la definicién de diferenciales, tiene

du = u’dx

dv = v’dx.

De tal manera, se puede escribir la forma diferencial de la regla del producto como se
muestra a continuacién

d
d[uv] = ‘d—x‘[uv] dx Diferencial de uv.
= [le' + vu’] dx Regla del producto
= uv’'dx + vu'dx
=udv+vdu

Formulas diferenciales

Sean u y v funciones diferenciales de x.
Miiltiplo constante: d[cu] = c du
Suma o diferencia: d{u + v] = du + dv

Producto: dluv] =udv + vdu
Cociente: d [E} = M
v v

Determinar diferenciales

Funcion Derivada Diferencial
d
a.y = x? ay=2x dy = 2x dx
dy 1 dx
b.y=x = dy = —=
Y dx  2Jx W

=2cosx dy = 2 cos xdx

1 dx

X x? "

dy

dx

dy
d.y=xcosx 7 - xsenx +cosx dy = (—xsenx+ cosx)dx
_ ay
& y= dx

b R

La notacién en el ejemplo 4 recibe el nombre de notacién de Leibniz para derivadas
y diferenciales, en honor del matematico alemén Gottfried Wilhelm Leibniz. La belleza de
esta notacion se debe a que proporciona una forma facil de recordar varias férmulas de calcu-
lo importantes al dar la apariencia de que las formulas se derivaron de manipulaciones
algebraicas de diferenciales. Por ejemplo, en la notacién de Leibniz, la regla de la cadena

dy _ dydu
dx dudx

pareceria ser verdadera debido a que las du se cancelan. Aunque este razonamiento es
incorrecto, la notacién ayuda a recordar la regla de la cadena.

©Mary Evans Picture Library/The Image Works
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Diferencial de una funcion compuesta
y = f(x) = sen 3x Funcién original
f’(x) = 3 cos 3x Aplicacion de la regla de la cadena Us
dy = f(x) dx = 3 cos 3x dx Forma diferencial cic
fic
co
Diferencial de una funcion compuesta
y=flx) = ( 24+ 1)12 Funcién original A
(x) ( 2 4+ 1) 1/2( ) —\/x_;_c—_l_—_—l— Aplicacién de la regla de la cadena
dy = f'(x) dx = ﬁ dx Forma diferencial ’; 1L
a § o
5.
Las diferenciales pueden utilizarse para aproximar valores de funciones. Para reali- ; Ce
zar esto con respecto a la funcién dada por y = fix), utilice la formula. i i ci¢
C...."...'..CII.ID f(x+Ax)zf(x)+dy=f(x)+f/(x)dx _}:
+ « COMENTARIO Esta 7

]

j . la cual se deriva de la aproximacién
férmula es equivalente a la

aproximacién de la recta Ky =fla+ Ax) = flx) = dy.
tangente dada anteriormente en

La clave para usar estd férmula es elegir un valor de x que facilite el cédlculo, como se
esta seccion.

muestra en el ejemplo 7.

1 Er
= el
Aproximar los valores de una funcién b 1
Utilice diferenciales para aproximar ./16.5 3 5 13
Solucién Utilizando f(x) = ad X, puede escribir " 15
flx + Ax) = f(x) + fx) dx = \/}-I-—dx. 17
D%
Ahora bien, eligiendo x = 16 y dx = 0.5, obtiene la siguiente aproximacion 2
1 1\/1
x+ Ax) = J165= /16 + —=(0.5) =4 + (—)(—) = 40625 Ut
S )= 2ﬁ6( ) 8/\2 . ci
y Pa
La aproximaci6n por medio de la recta tangente a f(x) = +/x en x = 16 eslarecta Gr
T gx) = %x + 2. Para valores de x cercanos a 16, las grificas de fy g son muy préximas 21
;(;’_" 1.3 entre si, como se muestra en la figura 5.56. Por ejemplo,
4 -
(16,4) f(16.5) = /16.5 = 4.0620
A4 y
A =va| 1
SO . g165) = =(165) + 2 = 40625,
4 8 12 16 20 8
el De hecho, si usa una herramienta de graficacién para realizar un acercamiento 21'1 punto
de tangencia (16, 4), verd que las dos graficas parecen coincidir. Observe también que

. a medida que se aleja del punto de tangencia, la aproximacién lineal es menos exacta:
Figura 5.56 4 d p = p
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5.8 Ejercicios

numeracion impar.

Usar la aproximacion de una recta tangente En los ejer-
cicios 1-6, determine la ecuacion de la recta tangente T a la gra-
fica de f en un punto dado. Utilice esta aproximacion lineal para
completar la tabla.

X 1.9 199 | 2 | 201 2.1
fx)
T(x)

1L f0) =% (2,4) 2 F(x) =%, (z, %)

4. f(x) = v, (2.v2)
6. f(x) =cscx, (2,csc2)

3. () =25, (2,32)
5. f(x) = senx, (2,sen?2)

Comparar Ay y dy En los ejercicios 7-10, utilice la informa-
ci6n para evaluar y comparar Ay y dy.

Funcién Valores de x Diferencial de x
7.y=x3 x=1 Ax =dx = 0.1
8. y=6-—2 x=-2 Ax =dx = 0.1
9. y=x*+1 x=-1 Ax = dx = 0.01
10. y =2 — x* =2 Ax = dx = 0.01

Encontrar un diferencial En los ejercicios 11-20, encuentre
el diferencial dy de la funcién dada.

1. y=3x2 -4 12. y = 3x23
13. y = xtanx 14. y = csc 2x
%41 1
15 y = Ly=vit—
5.y=5—7 16. y = Vx 7
17. y=J/9 — x? 18. y = x/1 — x?
e oo _ sec? x
19. y = 3x — sen®x 20. y 241

Usar diferenciales En los ejercicios 21 y 22, use diferen-
ciales y la grafica de f para aproximar (a) f(1.9) y (b) f(2.04).
Para imprimir una copia ampliada de la gréfica, visite Math-
Graphs.com.

21, Y 22, Y
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los ejercicios con

Usar diferenciales En los ejercicios 23 y 24, utilice diferen-
ciales y la grafica de g’ para aproximar (a) g(2.93) y (b) g(3.1)
dado que g(3) = 8.

23. 7 24. Y

25. Area Almedirla longitud del lado de un cuadrado, obtiene
que es igual a 10 pulgadas, con un posible error de 3—12 de pul-
gada.

(a) Use diferenciales para aproximar el posible error propaga-
do en el célculo del 4rea del cuadrado.

(b) Calcule el porcentaje de error en el cdlculo de la superficie
de un cuadrado.

26. Area Al medir el radio de un circulo, es de 16 pulgadas con
un posible error de % de pulgada.

(a) Use diferenciales para aproximar el posible error propaga-
do en el célculo del 4rea del circulo.

(b) Calcule el porcentaje de error en el célculo del drea del
circulo.

27. Area Al medir la base y la altura de un tridngulo, obtiene
que éstas son iguales, respectivamente, a 36 y 50 cm. El posi-
ble error en cada medicién es de 0.25 cm.

(a) Utilice diferentes diferenciales para aproximar el posible
error propagado en el célculo del drea del tridngulo.

(b) Calcule el porcentaje de error en el célculo del drea del
tridngulo.

28. Circunferencia Al medir una circunferencia, obtiene un va-

lor de 64 centimetros, con un error posible de 0.9 centimetros.

(a) Calcule el porcentaje de error en el célculo del 4rea del
circulo.

(b) Estime el mdximo error porcentual permisible en la medi-
cién de la circunferencia si el error en el cdlculo del area
no excede de 3%.

29. Volumen y area superficial La medicion del borde de un
cubo indica un valor de 15 pulgadas, con un error posible de
0.03 pulgadas.

(a) Utilice diferenciales para aproximar el méximo error de
propagacion posible en el cdlculo del volumen del cubo.

(b) Use diferenciales para aproximar el posible error propaga-
do en el célculo del drea de superficie del cubo.

(c) Los errores relativos en los incisos (a) y (b).
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30.

31

33.

34,
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Volumen y area superficial Al medir el radio de una es-
fera, encuentra el valor de 8 pulgadas, con un posible error de

0.02 pulgadas.

(a) Utilice diferenciales para aproximar el méximo error posi-
ble en el célculo del volumen de la esfera.

(b) Utilice diferenciales para aproximar el posible error pro-
pagado en el cdlculo del drea de superficie de la esfera.

(c) Errores aproximados en los incisos (a) y (b).

Distancia de frenado La distancia total 7 en la que se
detiene un vehiculo es

T = 2.5x + 0.5%°

donde T estd en pies y x es la velocidad en millas por hora.
Aproxime el cambio y el porcentaje de cambio en la distancia

total de frenado conforme la velocidad cambia de x = 25 a
x = 26 millas por hora

iC(]MO LO VE? La gréfica muestra la ganancia P
(en délares) de la venta de unidades de un articulo.
Use la gréfica para determinar cuél es mayor, el cam-
bio en el resultado cuando los cambios en el nivel de
produccion 400-401 unidades o el cambio en el re-
sultado cuando los cambios en el nivel de produccién
900-901 unidades. Explique su razonamiento

Ganancia (en délares)

o
[=3
(=]
o
I
| S R R G S T W e T

—t—+——+—+—+—+—+—1+>=x
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Numero de unidades

Péndulo El periodo de un péndulo estd dado por

L
T:27T\/:
8

donde L es la longitud del péndulo en pies, g es la aceleracién
debida a la gravedad y T es el tiempo en segundos. El péndulo
se ha sometido a un aumento de temperatura tal que la longitud
ha aumentado en %%

(a) Encuentre el cambio porcentual aproximado en el pe-
riodo.

(b) Utilizando el resultado del inciso (a), encuentre el error
aproximado en este reloj de péndulo de 1 dfa.

Ley de Ohm  Unacorriente de / amperes pasa por un resistor
de R ohms. La ley de Ohm establece que el voltaje E aplicado
al resistor es

E = IR.

Si el voltaje es constante, demuestre que la magnitud del error
relativo en R provocado por el cambio en / es igual en magni-
tud al error relativo en 1.

35. Movimiento de proyectiles El alcance R de un proyectil
es

2

=
R= 32(sen 26)

donde v, es la velocidad inicial en pies por segundo y 6 es el
dngulo de elevacion. Si v, = 2500 pies por segundo y 6 cambia
de 10° a 11°, utilice diferenciales para aproximar el cambio de
alcance.

36. Agrimensura Un topdgrafo que estd a 50 pies de la base
de un drbol mide el dngulo de elevacion de la parte superior de
este tiltimo y obtiene un valor de 71.5°. ; Con qué precision debe
medirse el dngulo si el error porcentual en la estimacién de la
altura de este mismo serd menor que 6%?

Aproximar los valores de la funcién En los ejercicios 37-40,
utilice diferenciales para aproximar el valor de la expresién.
Compare su respuesta con la de la calculadora.

37. /994 38. 326
39. 4624 40. (2.99)°

w Verificar la aproximacion por una recta tangente En los
ejercicios 41 y 42, verifique la aproximacion por medio de la
recta tangente de la funcién en el punto indicado. A continua-
cion, utilice una herramienta de graficacion para representar la
funcién y su aproximacion en la misma ventana de observacion.

Funcién Aproximacién Punto
41 f() = S+ 4 y=2+§ ©,2)
42, f(x) = tanx y==x (0,0)

DESARROLLO DE CONCEPTOS

43. Comparar Ayy dy Describa la variacion en precisién
de dy como una aproximacioén para Ay cuando Ax estd dis-
minuyendo.

44. Describir términos Cuando se usan diferenciales, ;qué
se entiende por los términos error propagado, error relativo
v error porcentual?

Utilizar diferenciales En los ejercicios 45 y 46, dé una
breve explicacion de por qué las siguientes aproximaciones
son validas

45. /402 =2 + 1(0.02) 46. tan 0.05 =~ 0 + 1(0.05)

(Verdadero o falso? En los ejercicios 47-50, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por que¢ 0
dé un ejemplo que lo demuestre.

47. Siy = x + c,entonces dy = dx.

. Ay dy
48. Siy = ax + b,entonces > = &,
iy =ax+bentonces ="

49. Siy es diferenciable, entonces All’_m0 (Ay — dy) = 0.

50. Siy = f(x), f es creciente y diferenciable,y Ax > 0,
entonces Ay = dy.

G e T T

Elli
pare
Fig



Toyecti]

0 es el
cambia
nbio de

la base
rior de
n debe
n de la

37-40,
"esion.

‘n los
de la
inua-
tarla
1cion.

5.9 Formas indeterminadas y la regla de L'Hopital

1 Il
T T
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

El limite cuando x se acerca a 0
parece ser 2.

Figura 5.57

5.9 Formas indeterminadas vy la regla de L'Hopital 301

B Reconocer los limites que producen formas indeterminadas.
B Aplicar la regla de L’Hopital para evaluar un limite.

Formas indeterminadas

Recuerde que las formas 0/0 y co/co reciben el nombre de indeterminadas porque no
garantizan que exista un limite, tampoco indican cudl es el limite, si es que existe. Cuan-
do se ha encontrado en el texto con una de estas formas indeterminadas, se ha intentado
reescribir la expresién mediante el uso de diversas técnicas algebraicas.

Forma indeterminada

Forma Limite Técnica algebraica
0 L. 22—-2 Dividir el numerador y el
0 xl—l-r£11 x+1 x1—1>n—11 2-1) denominador por (x + 1).

= -4
o lm %=1 _ fm 3 — (1/x*)  Dividir el numerador y el
oo x>0 2x? + 1 x»02 + (1/x2)  denominador por x*.

_3

2

De vez en cuando se pueden extender estas técnicas algebraicas para encontrar
limites de funciones trascendentes. Por ejemplo, el limite

3 er =1

1
x—0 e — 1

produce la forma indeterminada 0/0. Factorizando y luego dividiendo produce

s

2% x4 5 AR
lim - 1 = lim 5 Die 1)
x—0 e¥ — 1 x—0 e —1

= lim (e* + 1)
x—0

= 2.

Sin embargo, no todas las formas indeterminadas pueden ser evaluadas por manipula-
ci6n algebraica. Esto sucede a menudo cuando estdn implicadas funciones algebraicas y
trascendentes. Por ejemplo, el limite

L oex—1
lim
x—0 X

produce la forma indeterminada 0/0. Reescribiendo la expresién para obtener

simplemente produce otra forma indeterminada. Por supuesto, se podria utilizar la tec-
nologia para estimar el limite, como se muestra en la tabla y en la figura 5.57. De la tabla
y la gréfica, el limite parece ser 2. (Este limite serd verificado en el ejemplo 1.)

% —1 | =01 -001 \ ~0.001 |0 0.001 ( 001 | 01 ﬁ 1 J

6.389

0865 | 1.813 | 1980 | 1.998 | 72002 |2020 | 2214
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GUILLAUME L’HOPITAL
(1661-1704)

La regla de L'Hopital lleva el nombre
del matematico francés Guillaume
Frangois Antoine de L'Hdpital. Se le
acredita la escritura del primer texto
sobre célculo diferencial (en 1696)
en el que apareci6 plblicamente

la regla que se acredita a L'Hopital.
Recientemente se ha descubierto
que la regla y su demostracion

se escribieron en una carta de

John Bernoulli a UHépital.“...Yo
reconozco que le debo mucho a las
mentes brillantes de los hermanos
Bernoulli. ... He hecho uso gratuito
de sus descubrimientos...", dijo
L'Hépital.

&l PARA INFORMACION ADICIO-
NAL Para mejorar su comprension

de la necesidad de la restriccion de que
g'(x) sea distinta de cero para todo x

en (a, b)’ excepto posiblemente en c,
consulte el articulo “Counterexamples to
LHopital’s Rule”, por R. P. Boas, en The
American Mathematical Monthly. Para
ver este articulo, visite MathArticles.com.

Regla de L’'Hopital
Para encontrar el limite mostrado en la figura 5.55, se puede utilizar un teorema llamado

la regla de L’Hopital. Este teorema afirma que bajo ciertas condiciones, el limite de]
cociente f(x)/g(x) es determinado por el limite del cociente de las derivadas

&)

g'(x)
Para demostrar este teorema, se puede utilizar un resultado més general llamado teore-
ma ampliado del valor medio.

TEOREMA 5.10 Teorema ampliado del valor medio

Sify g son derivables sobre un intervalo abierto y continuo [a, b], tal que g'(x) =0
para cualquier x sobre [a, b], entonces existe un punto (a, b) tal que

fe) _ ) = fla)

g'lc)  glb) — gla)

Una demostracién de este teorema se presenta en el apéndice A.
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Para ver por qué el teorema 5.10 se llama teorema ampliado del valor medio, considere
el caso especial en el que g(x) = x. Para este caso, se obtiene el teorema del valor medio
“estdndar” como se presentd en la seccién 5.2.

TEOREMA 5.11 Regla de L'Hopital

Sean f'y g funciones que son diferenciables sobre un intervalo abierto (a, b) que
contiene a ¢, excepto posiblemente en ¢ mismo. Suponga que g'(x) # 0 para todo x
sobre (a, b), excepto posiblemente en ¢ mismo. Si el limite de f(x)/g(x) cuando
en x tiende a c produce la forma indeterminada 0/0 entonces

o @) S

et gv) 11—>n} g’ )
siempre que exista el limite por la derecha (o sea infinito). Este resultado también
| se aplica cuando el limite de f{x)/g(x) cuando x tiende a ¢ produce cualquiera de las
| formas indeterminadas co/o0, (—00/0), 00/(=00) 0 (—00)/(—00).
Una demostracion de este teorema se presenta en el apéndice A. -
Consulte LarsonCalculus.com para ver el video de Bruce Edwards de esta demostracion.

Hay quienes en ocasiones usan incorrectamente la regla de L'Hopital aplicando la
regla del cociente a f{x)/g(x). Asegirese de que la regla implica

&)

g'(x)
no la derivada de f{x)/g(x).

La regla de L’Hbpital también puede aplicarse a los limites unilaterales.
ejemplo, si el limite de f(x)/g(x) cuando x tiende a ¢ por la derecha produce la forma
indeterminada 0/0, entonces

W) )

lim —= = lim =

x—c* g(,\') x—ct g (X)

Por

suponiendo que el limite existe (o es infinito).
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Enfoques numérico y grdfico
Utilice un enfoque numérico
o0 uno grafico para aproximar
cada limite.

20 kil
a. lim2 !
x—0 X

32 wmd

b. lim

c. lim

d. lim
x—0 3,

(Qué patrén observa? ;Un
enfoque analitico tiene una
ventaja para la determinacién
de estos limites? Si es asi,
explique su razonamiento.

H
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EJEMPLO 1 Forma indeterminada 0/0

2x
o, =]
Evalie Iim
x—0 X

Solucion Debido a que la sustituci6n directa da lugar a la forma indeterminada 0/0

HIl’(l) e-1)=0

limx =0
x—0

puede aplicar la regla de L’Hopital, como se muestra a continuacidn.

d
2% _ _[e = 1]
. e 1 . dx , _
Iim = lim —— Aplique la regla de L'Hépital.
x—0 X x—0 d
il
. 2e* . .
= lim — Derive el numerador y el denominador.
=0 1

= Evalde el limite. il

En la solucién del ejemplo 1, observe que en realidad no sabe que el primer limite
es igual al segundo limite hasta que se haya demostrado que existe el segundo limite. En
otras palabras, si no hubiera existido el segundo limite, entonces no se habria permitido
la aplicacién de la regla de L' Hopital.

Otra forma de regla de L'Hopital establece que si el limite de f(x)/g(x) cuando x
tiende a 0o (0 —00) produce la forma indeterminada 0/0 o co/o0, entonces

iR 10
xli)ngo g(x) 3 xli)r& 2 ,(X)

siempre que exista el limite por la derecha.

Forma indeterminada co/oo

, ., Inx
Evalie 1im —.
x—oc0 X

Solucion Dado que la sustitucién directa resulta en la forma indeterminada co/oco, se
puede aplicar la regla de L’Hdpital para obtener

d
—l|lnx
. Inx , dx[ ] ' )
lIim — = lim ———— Aplique la regla de L'Hopital.
x—oo0 X X—00
—[x]
dx
o1 : .
= lim — Derive el numerador y el denominador.
x—00 X
= 0. Evalie el limite. '

> TECNOLOGIA Utilice una herramienta de graficacién para representar gra-
ficamente y; = In x y y, = x en la misma ventana de visualizacién. ;Qué funcién )
« crece ms rapido a medida que se acerca a co? ;C6mo se relaciona esta observacion
. con el ejemplo 27



304 Unidad 5
@ PARA INFORMACION ADICIONAL
Para leer acerca de la conexion entre
Leonhard Euler y Guillaume L'Hopital,
consulte el articulo “When Euler Met
I’Hopital”, de William Dunham, en
Mathematics Magazine. Para ver este
articulo, visite MathArticles.com.

Aplicaciones de la derivada

Ocasionalmente es necesario aplicar la regla de L’Hopital mds de una vez para el;-
minar una forma indeterminada, como se muestra en el ejemplo 3.

Aplicar la regla de L'Hopital
mas de una vez

Evalie lim
x—>—co @ °

Solucion Dado que la sustitucidn directa resulta en la forma indeterminada oo /oo, se
puede aplicar la regla de L’Hopital

dr,
o x? . dx [7] ) 2x
lim — = lim —— = lim =
x>—co e ¥ x—-oo .il_[e-—x] x——00 —¢
dx

Este limite resulta en la forma indeterminada (-00)/(—oc), entonces se puede aplicar la
regla de L'Hopital de nuevo para obtener

d
—[2]
lim — = ]Jim —— = lim — =0. i
x—>-c0 —e ¥  xo-oo i[—e_"‘] x—>—c0 € ¥
dx

Ademds de las formas 0/0 y oo/oo, hay otras formas indeterminadas, como 0 + oo,
1%, o0?, 0° e 0o — 00. Por ejemplo, considere los siguientes cuatro limites que conducen
a la forma indeterminada O - co.

(o (Ho (o (e

« (. J . v “ J

El limite es 1. El limite es 2. El limite es 0. El limite es co.

Debido a que cada limite es diferente, es claro que la forma 0 * co es indeterminada en
el sentido de que no determina el valor (o incluso la existencia) del limite. Los ejemplos
que quedan de esta seccién muestran los métodos para la evaluacién de estas formas.
Bésicamente, intente convertir cada una de estas formas a 0/0 0 co/co para que se pue-
da aplicar la regla de L'Hopital.

Forma indeterminada 0 - oo

Evalde lim e *x.

X—00

Solucién Como la sustitucién directa produce la forma indeterminada 0 - oo, usted
debe tratar de reescribir el limite para ajustarlo a la forma 0/0 o co/oo. En este ¢asos
puede reescribir el limite para ajustarlo a la segunda forma.

lim e*V/x = lim

X—c0 x—o0 e%

Ahora, por la regla de L’Hdpital, se tiene

L Jx 1/ ,
lim — = lim - Derive el numerador y el denominador.
x—oo € X—c0 é’
) 1 N
= lim Simplifique.

x—c0 2 \/)_cg"

0. Evalde el limite.

Il
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Cuando se reescribe un limite en una de las formas 0/0 0 co/co no parece funcionar,
intente otra forma. Por ejemplo, en el ejemplo 4, puede escribir al limite como
e—x

lim e7*V/x = lim — =

x—co x—oo X
que produce la forma indeterminada 0/0. Como suele suceder, la aplicacién de la regla
de L’Hopital a este limite produce

e—X —p— X
Hm —— = lim ———r

x—oo x~1/2 x—00 — 1/(2)63/2)
que también produce la forma indeterminada 0/0.

Las formas indeterminadas 1°°, 0o® y 0°, surgen de los limites de las funciones que
tienen bases y exponentes variables. Cuando se encontré antes con este tipo de funcién,
utiliz6 la derivaci6n logaritmica para encontrar la derivada. Puede utilizar un procedi-
miento similar al tomar limites, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Forma indeterminada 1

Evalie lim (1 + i) .

X—00

Solucion  Como la sustitucion directa produce la forma indeterminada 1%, puede pro-
ceder de la siguiente manera. Para empezar, suponga que el limite existe y es igual a y.

, Ly
y_xlg{olo<1 +x>

Tomando el logaritmo natural de cada lado se obtiene

. 1)
Iny = In[xlirgo (1 + x) ]

Debido a que la funcién logaritmica natural es continua, puede escribir

Iny = lim [x ln<1 + l)jl Forma indeterminada oo + 0
x—00 X
+
= lim (ln[l—(l—/x)—]) Forma indeterminada 0/0
X—00 1/JC
((1{1/1 + (/%) e
= rlggo ( — 1/x2 Regla de L'Hopital
= lim e
x—oo 1 + (l/x)
= 1.
Abhora, ya que ha demostrado que %
()
Iny=1 5 :

puede concluir que /
y=e /_——
y obtener

1\* 3|6
lim (1 + —) =e. L L
X500 X -1
Puede utilizar una herramienta de graficacién para ~ El limite de [1 + (1/x)}* cuando x
confirmar este resultado, como se muestra en la tiende a infinito es e.

figura 5.58. Figura 5.58 |
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La regla de L'Hopital también se puede aplicar a limites unilaterales, como se de-
muestra en los ejemplos 6 y 7.

Forma indeterminada 0°

+ « « D> Consulte LarsonCalculus.com para una version interactiva de este tipo de ejemplo.

Evalde 1im (senx)®.
x—0*

Solucion Como la sustitucién directa produce la forma indeterminada 0°, puede
proceder como se indica a continuacién. Para empezar, suponga que el limite existe y

esigual ay.
y = lim (senx)* Forma indeterminada 0°
x—07*
Iny = 1n[ lim (sen x)":‘ Tome el logaritmo natural de cada lado.
x—=0*
= lim [In(senx)*] Continuidad
x—=0*
= 11'1’(1)’1 [x In(senx)] Forma indeterminada 0 + (—o0)
x—07*
., In(senx) _ _
= lim ————— Forma indeterminada —co/co
x—0* l/x
1i EoL s Regla de L'Hopital
=-m —— egla de L'Hopita
x—=0+t — 1/x2 ° P
_X2
= lim Forma indeterminada 0/0
x-0" tan x
. T2 .
= lim 2 Regla de L'Hopital
x—0" Sec” X
=0

Ahora, como In y = 0, se puede concluir que y = ¢° = 1 y se obtiene que

lim (senx)* = 1. Be |
x—0*

> TECNOLOGIA Al evaluar limites complicados como en el ejemplo 6, es ttil ve-
rificar la racionalidad de la solucién con una herramienta de graficacién. Por ejemplo,
los célculos en la tabla siguiente y la grafica en la figura (que se muestra enseguida)
son consistentes con la conclusién de que (sen x)* tiende a 1 cuando x tiende a 0 por la
derecha.

X 1.0 0.1 001 0.001 | 0.0001 | 0.00001
(senx)® | 0.8415 | 0.7942 | 0.9550 09931 | 0.9991 | 0.9999

Use una herramienta de graficaciéon para estimar los limites h’r%(l — cos x)* ¥
lfrgl‘(tan x)*. Luego trate de verificar sus estimaciones analiticamente.
X

5 [7= (sen x)*

N

\_/\

-1 - |2

-1
El limite de (sen x)*es 1 cuando x
tiende a O por la derecha.
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Forma indeterminada co — oo
Evalie lim (L — L )
—1*\lInx x-—1

Solucion Como la sustitucién directa produce la forma indeterminada co — oo, po-
drfa tratar de reescribir la expresién para producir una forma a la que se puede aplicar la
regla de L’Hopital. En este caso, puede combinar las dos fracciones para obtener

lim (L e ) = lim ["—————— L lnx]

-t \lnx x—-1/ x| (x—Dlnx [
Ahora, debido a que la sustitucién directa produce la forma indeterminada 0/0, puede
aplicar la regla de L’Hopital para obtener

d
, g { , E[x —1—Inx]
hr{l* Inx x-—1 - 1ml1 d
x—=> = x—1*
a[(x - 1) lnx]

o 1—-(1/x)
B xlg?* [(x - 1D(1/x) + In x]

lim (__x_-l—>

- \x—1+xlnx/

Este limite también produce la forma indeterminada 0/0, por tanto puede aplicar la regla
de L’Hdpital de nuevo para obtener

(1 1\ 1 1
x1-1+n11+<1nx x—1)_x1-1+nll+[l+x(l/x)+lnx]_2' =

Las formas 0/0, co/00, 00 — 00, 0 + 00, 0%, 1% y oc® han sido identificadas como
indeterminadas. Hay formas similares que se deben reconocer como “determinadas”.

co + 0o = o El limite es infinito positivo.

OG0 =100~ =08 El limite es infinito negativo.
0 -0 El limite es cero.

07> - o El limite es infinito positivo.

(Se le pedird al lector que verifique dos de ellos en los ejercicios 108 y 109.)

Como comentario final, recuerde que la regla de L’Hopital se puede aplicar solo
a los cocientes que conducen a las formas indeterminadas 0/0 y co/co. Por ejemplo, la
aplicacion de la regla de L"Hopital que se muestra a continuacidn es incorrecta.

X

o B o €
lim —='lim— =1 Uso incorrecto de la regla de L'Hopital
x=0 x " x=0 1

~_

La razdén de que esta aplicacion sea incorrecta es que, a pesar de que el limite del deno-
minador es 0, el limite del numerador es 1, lo que significa que las hipdtesis de la regla
de L’Hopital no han sido satisfechas.

Exploracion

En cada uno de los ejemplos presentados en esta seccion, se utiliza la regla de
L’Hopital para encontrar un limite que existe. También se puede utilizar para
concluir que un limite es infinito. Por ejemplo, trate de usar la regla de L’Hopital
para demostrar que Y11)1{210 e*/x = co.
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Unidad 5

Analisis numérico y gréfico

Ejercicios

Aplicaciones de la derivada

numeraclon |mpar

En los ejercicios 1-4, complete

la tabla y utilice el resultado de calcular el limite. Use un pro-
grama de graficacién para trazar la funcién para apoyar su

resultado.

. sendx
1. lim
x—0 sen 3x

x -0.1 | —001

—0.001 ' 0.001 | 0.01 | 0.1

f@®)

|

2. lim
x—=0 X

x —-0.1 | —001

—0.001 | 0.001 ~ 0.01 | 0.1

fx)

|

3. lim x%e~+/100

X0

x | 110102 | 10° | 10* | 10°
/) |
4 Tim =
" ro0 /327 — 2x
x |1 10~ 102 | 10° | 10* | 10°
/0 |

Usar dos métodos En los ejercicios 5-10, evaliie el limite
(a) utilizando técnicas de las unidades 1y 3, y (b) utilizando la

regla de I’Hopital.

3(x — 4)
> lrl—Tt x2— 16

. Jx+10—4
Je U

x—6 x —6

4 — 3
9, i Xt 1

x—oo 3,\12 =

Evaluar un limite

2x2 + 13x + 20

6. lim 14

x——4

8. lim sen 6x
=0 4x

4= 3
10. B =5

En los ejercicios 11-42, evaliie el limite,

utilizando la regla de L’Hdpital si es necesario.

29 -3
11. hmr__2\_
x—=3 x—3
5. W25 — %2 =5
13. lm——
x—0 X
= (1 +
15. lim &+
x—0* X
L i)
LIS 11—1311 % — 1

o xr—=3x-10
12 ,\—1—1>n—]2 x+2
 J25 — 2
14. lim —
x—57 ¥—35
16, T —
x—1 ,\‘ —= ]
X%~ I
18. lim =, donde a, b # 0

ol xb —

19. lim

21. lim

23.

25,

29.

31.

33. 1

3s.

37. lim

39. lim

41.

. lim

sen 3x
x—0 sen Sx

arcsen x

x—0 X

Iim

X—00

4% + 5
2+ 4x+7
x—6
3

X—00 ex/l

lim
X—0C0

X
lim —=——
o /32 ¥ 1

COS x

lim
x> X

. Inx
m ===
x—oe X©

. e,\'
lim —
x—w X

sen Sx
x—0 tan 9x

arctan x
-0 senx

22 4r—1
ftim fi ln(ex ) dt

XxX—00

5x2 +3x — 1

20.

22.

24,

26.

28.

30.

32.

4.1

36.

38.

40. 1i

42.

Consulte CalcChat com paraun tutonal de ayuda y soluciones traha|adas de fos ejercicios con

sen ax
lim ,dondea, b # 0
x—0 sen bx

iy 2ctan x = (7/4)
x—1 =1

lim 5x+3

xooo X3 — 6x + 2

¥

lim
x—ooe X T 2

x3

lim —

X—00 8
2
ity e
x—ooo Jx2 4+ 1
N sen x
lim—

x—o X — T

Inx

lim
x—1 Sen mx

X

im
x—0 arctan 2x

Ji cos 6.d6
%=1

Iim

x—1*

fgp Evaluar un limite En los ejercicios 43-60, (a) describa el
tipo de forma indeterminada (si la hay) que se obtiene por
sustitucién directa. (b) Evalde el limite, utilizando la regla de
I’Hopital si es necesario. (¢) Use un programa de graficacién
para trazar la funcién y verificar el resultado en el inciso (b).

43.

4s.

47.

49.

51.

53.

55,

7.

59.

Iim x1Inx

X—0

( 1)
lim | x sen
X—00

lim x!/*
x—0%

lim x!/*

lim (1 + x)/
x—=07"
lim [3(x)*2]
x—0*

Iim (Inx)*~!

x— 1

1im<—8—~ 2
wor\x2 -4 x-—2

I (3 2
xl)nl’l* lnx x—1

)

)

44.

46.

48.

50.

52.

54.

56.

58.

lim x3 cotx
x—0*

, 1
lim xtan —
X— X

lim (e* + x)**

x—0*

lim (1 % 1)
x—ce X

lim (1 + x)'/*

X—0C0

lim [3(x — 4)]*~*

x—4%

lim {c (E — xﬂv
x—0* 08 2

1 _ Szl
\li)r.'r’_l'xz’— #\_’4

=
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DESARROLLO DE CONCEPTOS

61. Formas indeterminadas Enumere seis formas inde-
terminadas diferentes.

62. Regla de L'Hopital Escriba la regla de L'Hopital.

63. Encontrar funciones Determine las funciones deriva-
bles f'y g que satisfacen la condicién especificada tal que

Iimf(x) =0 y lim g(x) = 0.
x5 x5

Explique cémo obtuvo sus respuestas. (Nota: Hay muchas
respuestas correctas.)

. ) fx)
@ M= ®) e = °
© 1im 1% =

x5 glx

64. Encontrar funciones Determine las funciones deriva-
bles fy g tal que

lim f(x) = lim g(x) =oc0 y lim [f(x) - g(x)] = 25.

Explique cémo obtuvo sus respuestas. (Nota: Hay muchas
respuestas correctas.)

65. Regla de L'Hapital Determine cuél de los siguientes limi-
tes pueden ser evaluados usando la regla de L’Hopital. Expli-
que su razonamiento. No evalte el limite.

. x=2 4x
LR —— (b)ll_‘fE)Zx—l
3 o 9
0wt omis
. COS X . 1+ x(lnx—1)
© }1_r>r} Inx ® ll-n (x—=1)Inx

;COMO LO VE? Utilice la gréfica de f para encon-
trar el limite.

(=}

'V (n_3 4
4 :‘f('\) Inx x-1
\ £
214 £
I‘ ! ]
} ;xT|§ A
i,{ V. SR TN

@ lim /) O lim /) () lim f()

67. Enfoque numérico Complete la tabla para mostrar que x
eventualmente “se impone sobre” (In x)*.

x 10 | 10* | 10* | 10 | 10% | 10'°

(In x)*
x
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68. Enfoque numérico Complete la tabla para mostrar que &*
eventualmente “se impone sobre” x°.

115(10|20 | 30|40 |50 | 100

Nu.l% =

Comparar funciones En los ejercicios 69-74, utilice la regla
de I’Hdpital para determinar las tasas comparativas de aumen-
to de las funciones f(x) = x™, g(x) = ™y h(x) = (In x)", donde
n>0,m>0yx— oo.

%2 B
O M [
In x)? In x)?
7. lim B2 72. lm 182
xX—00 x xX—00 X
7. lim 82 74. lim =
X—00 X x—o0 e’

Z Asintotas y extremos relativos  En los ejercicios 75-78, en-

cuentre cualquier asintota y extremo relativo que pueden existir
y utilice una herramienta de graficacién para trazar la funcién.
(Sugerencia: Algunos de los limites requeridos para determinar
asintotas se han encontrado en los ejercicios anteriores.)

75.y=x"/%, x>0 76. y=x%, x>0

Inx
78. y = B

77. y = 2xe™™

Piénselo En los ejercicios 79-82, la regla de L’Hopital se uti-
lizé incorrectamente. Describa el error.

82.

H“' Enfoque analitico En los ejercicios 83 y 84, (a) explique por

qué la regla de L’Hopital no se puede utilizar para encontrar el
limite, (b) encuentre el limite analiticamente, y (c) use una he-
rramienta de graficacion para trazar la funcion y aproximar el
limite de la grafica. Compare los resultados con los del inciso (b).

tai %
83, lim ——— 84, lim ——

x=oo J/x2 + 1 x—m/2” SEC X
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Analisis grafico En los ejercicios 85 y 86, grafique f(x)/g(x)
yf'(x)/g'(x) cerca de x = 0. ;Qué observa acerca de estas rela-
ciones cuando x — 0? ;{Cémo ilustra esto la regla de L’Hopital?

85. f(x) = sen3x, g(x) =sendx
86. f(x) =e—1, glv)=x

87. Velocidad en un medio resistivo La velocidad de un
objeto que cae a través de un medio resistivo, tal como aire o
agua, estd dada por

32 v ke"“)
=l — ekt 20
v P (1 e 0

donde v, es la velocidad inicial, ¢ es el tiempo en segundos
y k es la constante de resistencia del medio. Utilice la regla
de L'Hopital para encontrar la férmula de la velocidad de un
cuerpo que cae en el vacio mediante la fijacién de v, y ¢y de-
jando que k sea cero. (Suponga que la direccién hacia abajo es
positiva.)

88. Interés compuesto La férmula para la cantidad A en una
cuenta de ahorros se compone n veces por afio por t afios a
una tasa de interés r y un depésito inicial de P estd dada por

nt
A=P(1 +5> .
n

Utilice la regla de L'Hopital para demostrar que el limite de
férmula cuando el nimero de composiciones por aiio tiende a
infinito estd dado por A = Pe”

89. Funcién gamma La funcién gamma ['(n) se define en tér-
minos de la integral de la funcién dada por f(x) = x"~le™*,
n > 0. Demuestre que para cualquier valor fijo de n el limite
de f(x) cuando x tiende a infinito es cero.

'dP 90. Tractriz Una persona se mueve desde el origen a lo largo del
eje positivo jalando un peso del extremo de una cuerda de 12
metros (vea la gréfica). Inicialmente, el peso se encuentra en
el punto (12, 0)

(a) Demuestre que la pendiente de la recta tangente a la tra-
yectoria del peso es

dy 144 — x?
dx x

(b) Utilice el resultado del inciso (a) para encontrar la ecuacién
de la trayectoria del peso. Use un programa de graficacién
para trazar la trayectoria y compararla con la figura.

(c) Encuentre cualquier asintota vertical de la grafica en el
inciso (b).

(d) Cuando la persona ha llegado al punto (0, 12), ;qué tan
lejos se ha desplazado el peso?

Teorema extendido del valor medio En los ejercicios 91-94,
aplique el teorema del valor medio extendido a las funciones
fy g en el intervalo dado. Encuentre todos los valores ¢ en el
intervalo (a, b) tales que

) _ £) - £
g0~ gb) - gla)’

Funciones Intervalo
91. f(x) = x°, glx) =x*+1 [0,1]
92. f(x) = i s =st=4  [12]
93. f(x) = senx, g(x) = cosx [0, g]
94. f(x) =Inx, glx) =2 [1,4]

¢Verdadero o falso? En los ejercicios 95-98, determine si el
enunciado es verdadero o falso. Si es falso, explique por qué o
dé un ejemplo que demuestre que es falso.

24 x+ +
95. lim [u] = lim [2x1 1] =1

x—0 X x—0

=& sl
96. Siy = g entonces y o

. . . plx) _
97. Si p(x) es un polinomio; entonces, lim b 0.
98. Si lim % = 1, entonces, lim [fx) — gv)] = 0.

99. Area Encuentre el limite, cuando x tiende a 0, de la razén
entre el drea del tridngulo con el édrea total sombreada en la

figura.
fx)=1-cosx
—
/\ 2+ \/\
(=x,1-=cos x) 1 (x, 1 —cosx)
f t f t —+ t t } x
—-r _r T r
2 2

100. Obtencion de un limite En la seccién 1.3, un argumento
geométrico (consulte figura) se utiliz6 para demostrar queé

sen

lim —— = 1.

elir(l) 0 ! y

(a) Escriba el drea del AABD en T
términos de 6.

(b) Escriba el drea de la regién
sombreada en términos de 6.

(c) Escriba la razdn R del drea 9
del AABD con la de la region
sombreada.

=g
o
b

(d) Encuentre lim R.
-0

RN

G

T
3
=

R

fe s

1



1-94,
ones
en el

si el
ué o

1z0n
n la

nto

Funcion continua En los ejercicios 101 y 102, encuentre el
valor de ¢ que hace la funcién continua enx =

4x — 2 sen 2x

101. f(x) = w0 70
, x=0
1/x
102. f(x) — [(ex e .x) s X: ¢ 0
C, x=0

103. Encontrar valores Encuentre los valores de a y b tal que

Evaluar un limite Utilice una herramienta de graficacién
para graficar
xk=1

k

105. Encontrar una derivada
(a) Sea f'(x) continua. Demuestre que

h»mf(x + h) 2_hf(x — h) :f/(x)

h—0

(b) Explique el resultado del inciso (a) de forma gréfica.

y

—t+—t x
x—-h x x+h

106. Encontrar una segunda derivada Sea f"(x) continua.

Demuestre que
y_)néf(x Gl h) - 2f}:l(2x) +f(x - h) - f”(x).

107. Evaluar un limite Considere el limite 11’%1‘ (—xInx).

(a) Describa el tipo de forma indeterminada que se obtiene
por sustitucion directa.

(b) Evalde el limite. Use una herramienta de graficacién para
verificar el resultado.

B PARA INFORMACION ADICIONAL Para un enfoque
geométrico para este ejercicio, consulte el articulo “A Geometric
Proof of dl_l’)q (=dInd) = 0” por John H. Mathews, en The College
Mathematics Journal. Para ver este articulo, visite MathArticles.com.

108. Demostracion Demuestre que si f(x) 2 0, lim f(x)=0y

lim g(x) = oo, entonces lim f(x)¢® = 0.
X—a X—a

5.9
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109. Demostracion Demuestre quesi f(x) = 0, lim f(x) = 0
x—a
y lim g(x) = — oo, entonces lim f(x)s® = oo.
Xx—a x—a

110. Demostracion Demuestre la siguiente generalizacién
del teorema del valor medio. Si fes dos veces derivable en el
intervalo cerrado [a, b], entonces

b
76) - (@) = F@)b - a) - f 0 — By de.

111. Formas indeterminadas Demuestre que la forma in-
determinada 0°, oo® y 1*° no siempre tienen un valor de 1,
evaluando cada limite.

(a) lim x» 2/(1+1nx)
x—0*

(b) lim xn 2/(1+1nx)

X—00

(c) lim (x + 1)(n2)/x
x—0

112. Historia del calculo En el texto de cdlculo de L"Hopital
de 1696, ilustré su regla con el limite de la funcién

) = V2% — x* — a¥ax
a — Y ax?
cuando x se aproxima a a, a > 0. Encuentre este limite.

113. Obtener un limite

Considere la funcién

+
h(x) — X Senx.

¥ (a) Use un programa de graficacién para trazar la funci6n.
Luego, utilice las caracteristicas zoom y trace para inves-
tigar Iim h(x).

X—00

(b) Encuentre lim h(x) analiticamente por escrito
X—00

h(x) _ X + sen x

X X

(c) (Se puede utilizar la regla de L'Hopital para encontrar
lim h(x)? Explique su razonamiento.

114. Evaluarunlimite Sean f(x) = x+ xsenxyg(x) = x* — 4.

&) _

(a) Demuestre que lim —/= = 0.
q X—>00 g(x)

(b) Demuestre que lim f(x) = co y lim g(x) = co.
(c) Evalte el limite
[
lim ;
xX—00 g’(x)
(Qué observa?

(d) ¢ Sus respuestas a los incisos (a) a (c) contradicen la regla
de L’Hopital? Explique su razonamiento.

DESAFiOS DEL EXAMEN PUTNAM

. 1/x
115. Evalde 1im [1 « g 1] donde a>0:a# 1
x—oo | X a — l

Este problema fue preparado por el Committee on the Putnam Prize Competition.
© The Mathematical Association of America. Todos los derechos reservados.
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Ejercicios de repaso

Encontrar extremos en un intervalo cerrado En los ejer-
cicios 1-8, encuentre el extremo absoluto de la funcién en un
intervalo cerrado.

1. f(x) = x* + 5x, [—4,0] 2. fx) = x® + 6x%, [—6,1]
3. /() = Vx—2, [0,4] 4. h(x) =3V/x —x, [0,9]

5000 =50 [44 650 =~ [0.2]

7. g(x) = 2x + 5cosx, [0,2]

8. f(x) = sen2x, [0,2]

Usar el teorema de Rolle En los ejercicios 9-12, determine
si el teorema de Rolle se puede aplicar a f en el intervalo cer-
rado [a, b]. Si el teorema de Rolle se puede aplicar, encuentre
todos Ios valores de ¢ en el intervalo abierto (a, b) tales que f'(c)

= 0. Si el teorema de Rolle no se puede aplicar, explique por
qué no.

9. flx) =222 =7, [0,4]
10. f0) = (x — (& + 372 [-3,2]

11. f(x) =

12. f(x) = sen2x, [—m 7]

[-2.2]

Usar el teorema del valor medio En los ejercicios 13-18, de-
termine si el teorema del valor medio puede o no ser aplicado a la
funcion f en el intervalo cerrado [a, b]. Si se puede aplicar el teo-
rema, encuentre todos los valores de ¢ en el intervalo (a, b) tales que

= () fb) = fla)

—a

Si el teorema no puede ser aplicado, explique por qué.
13. f(x) = x¥3, [1,8]

4. f(x) ==, [1,4]

15. f(x) = |5 — x|, [2,6]

16. f(x) = 2x — 3V, [-1,1]

_ T T
17. f(x) = x — cos x, [~5 5]

18. f(x) = Vx — 2x, [0,4]

==

19. Teorema del valor medio ;Puede aplicarse el teorema
del valor medio a la funcién

f) =7

X%
en el intervalo [-2, 1]? Explique.
20. Usar el teorema del valor medio

(a) Para la funcién f(x) = Ax? + Bx + C, determine el valor
de ¢ garantizado por el teorema del valor medio en el in-
tervalo [x, x,]

(b) Demuestre el resultado del ejercicio del inciso (a) para
f(x) = 2x* — 3x + 1 en el intervalo [0, 4]

Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones trabajadas de los
ejercicios con numeracion impar.

Intervalos en los que fcrece o decrece En los ejercicios
21-26, determine los puntos criticos (si los hay) y los intervalos
abiertos sobre los cuales la funcion es creciente o decreciente,

21. flx) =x2 4+ 3x — 12

22. h(x) = (x +2)'3+8

23. f(x) = (x — 1)%(x — 3)

24, g(x) = (x + 1)3

25. h(x) = Jx(x = 3), x>0

26. f(x) = senx + cosx, [0,27]

Aplicar la primera derivada En los ejercicios 27-34, (a) de-
termine los nimeros criticos de f (si los hay), (b) encuentre el
(los) intervalo(s) abierto(s) sobre los que la funcion es creciente o
decreciente, (c) aplique el criterio de la primera derivada para

encontrar los extremos relativos, y (d) utilice una herramienta
de graficacion para confirmar los resultados.

27. fx) =x2—6x+5
28. f(x) = 4x3 — 5x

29. h(f) = 114 — 8¢

4
X3 — 8x
30. glx) = "
R +
3. f =20
2
xX—-3x—4
32, flx) = T _a2

33. f(x) = cosx —senx, (0,2m)

34, glx) = %sen <7r7r - 1), [0, 4]

Determinar los puntos de inflexion En los ejercicios 35-40,
determine los puntos de inflexién y analice la concavidad de la
grafica de la funcién.

35. f(x) = 23 — 9x?

36. flx) = 6x* — &2
37. g() = xJx +5
38. f(x) = 3x — 5%°
39. f(x) = x4+ cosx, [0,2m7]

40. £(x) =tan%, 0, 2m)

Usar la segunda derivada En los ejercicios 41-46, utilice el
criterio de la segunda derivada para encontrar todos los extre-
mos relativos.

41. f(x) = (x + 9)?

42, fx) =23 + 11x2 — 8x — 12
43. g(x) = 2x*(1 — x?)

4. () =t -4/t +1

4

4¢

fu

4¢

5(
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45. f(x) = 2x+—

46. h(x) = x —2cosx, [0,4m]

Piénselo En los ejercicios 47 y 48, dibuje la grifica de una
funcién f que tenga las caracteristicas indicadas.

47. £(0) = f(6) =0 48. f(0) =4, f(6) =0
FB3)=f0()=0 f(x) <Oparax <20x>4
fx) > 0parax < 3 f/(2) no existe
( f@=0
f(x) >0para2 < x < 4

fx) >0para3 <x <5
f(x) < Oparax > 5
f/(x) <Oparax <30x>4 f’(x) <0 para x # 2
f’(x) >0para3 < x < 4

49. Redaccion El titular de un periddico sefiala que “La
tasa de crecimiento de déficit nacional estd decreciendo”.
:Qué es lo que significa esto? ;Qué implica este comen-
tario en cuanto a la grafica de déficit como una funcion del
tiempo?

50. Costo de inventario El costo del inventario depende de
los costos de pedidos y almacenamiento de acuerdo con el
modelo de inventario.

c- @3

Determine el tamaiflo de pedido que minimizard el costo, su-
poniendo que las ventas ocurren a una tasa constante, Q es el
nimero de unidades vendidas por afio, r es el costo de almace-
namiento de una unidad durante 1 afio, s es el costo de colocar
un pedido y x es el nimero de unidades por pedido.

Eb' 51. Modelar datos Los gastos por la defensa nacional D (en

miles de millones de ddlares) para afios determinados de 1970
a 2005 se muestran en la tabla, donde ¢ es el tiempo en anos,
con ¢t = 0 correspondiente a 1970. (Fuente: U.S. Office of
Management and Budget)

t 0 5 10 15 20

D | 817 | 8.5 | 1340 | 252.7 | 299.3

t 25 30 35 40

D | 272.1 | 2944 | 4953 | 693.6

(a) Utilice las funciones de regresién de una herramienta de
graficacidn para ajustar un modelo de la forma

D=at*+bP+ct?+dt+e

a los datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para dibujar los da-
tos y representar el modelo.

(c) Para el aflo que se muestra en la tabla, ;jcudndo indica
el modelo que el gasto para la defensa nacional es un
maximo?

(d) Para los afios que se indican en la tabla, ;cudndo indica el
modelo que el gasto para la defensa nacional estd creci-
endo a mayor velocidad?
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52. Modelar datos El gerente de un almacén registra las ven-
tas anuales S (en miles de ddlares) de un producto durante un
periodo de 7 afios, como se indica en la tabla, donde ¢ es el
tiempo en afios, con ¢ = 6 correspondiendo a 2006.

t| 6 7 8 9 10 11 12

S| 54|69 | 115 | 155 | 19.0 | 220 | 236

(a) Utilice las capacidades de regresién de una herramienta de
graficacion para determinar un modelo de la forma

S=at*+bt2+ct+d

para los datos.

(b) Utilice una herramienta de graficacién para dibujar los da-
tos y representar el modelo.

(c) Utilice el célculo para determinar el tiempo 7 en el que las
ventas estuvieron creciendo a la mayor velocidad.

(d) (Piensa que el modelo seria exacto para predecir las ven-
tas futuras? Explique.

Determinar un limite En los ejercicios 53-62, determine el
limite.

s Jim (8+) s tim S
5. Jin 705 6. Jim 25
. Jin, 5 .t 550
. Jin 2552 0. Jin
61. lim — 62.

im
x——o0 X + COS X x—>—c02 SEN X

¥ Asintotas horizontales En los ejercicios 63-66, utilice una

herramienta de graficacion para identificar las asintotas hori-
zontales.

3 5x?
63. f(x) = T 2 64. g(x) = 217

2x+ 3 3x
65. h(x) — R 66. f(x) = —ﬁ

Analizar la grafica de una funcién En los ejercicios 67-76,
analice y dibuje una funcién grafica. Marque las intersecciones,
extremos relativos, puntos de inflexién y asintotas. Use una
herramienta de graficacion para verificar sus resultados.

67. f(x) = 4x — x2 68. f(x) = 4x3 — x*
69. f(x) = x/16 — x2 70. f(x) = (x2 — 4)?

71, f(x) = x¥3(x + 3)23

72. f(x) = (x — 3)(x + 2)°
7. fl) = 2=
74. f(x) = 1%
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4
75.f(x)=x3+x+;

1
76. f(x) =x2+;

77. Area maxima Un ranchero tiene 400 pies de cerca para
encerrar dos corrales rectangulares adyacentes (vea la figura).
(Qué dimensiones debe utilizar de manera que el drea encer-
rada sea maxima?

78. Area maxima Encuentre las dimensiones del rectdngulo
de drea maxima, con lados paralelos a los ejes de coordenadas,
que puede inscribirse en la elipse dada por

¥2 2
Oy S
144 16

79. Longitud minima Un tridngulo rectdngulo en el primer
cuadrante tiene los ejes de coordenadas como lados, y la hipot-
enusa pasa por el punto (1, 8). Encuentre los vértices del tridn-
gulo de modo tal que la longitud de la hipotenusa sea minima.

80. Longitud minima Hay que apuntalar la fachada de un edi-
ficio con una viga que debe pasar sobre una cerca paralela de
5 pies de altura y a 4 pies de distancia del edificio. Determine
la longitud de la viga mds corta que puede usarse.

81. Longitud maxima Calcule la longitud de la tuberia mds
larga que se puede transportar sin inclinarla por dos pasillos
con 4 y 6 pies de ancho que forman esquina en dngulo recto.

82. Longitud maxima Un pasillo con 6 pies de ancho se junta
con otro de 9 pies de ancho formando un dngulo recto. En-
cuentre la longitud del tubo més largo que puede transportarse
sin inclinarse alrededor de esta esquina. [Sugerencia: Si L es
la longitud de la tuberfa, demuestre que

L=6csc0+9csc(7—27— 0)

donde 6 es el dngulo entre el tubo y la pared del pasillo mds
estrecho.]

83. Volumen maximo Encuentre el mayor volumen de un cono
circular recto que puede ser inscrito en una esfera de radio .

|~

84. Volumen maximo Encuentre el mayor volumen de un cil-
indro circular que se puede inscribir en una esfera de radio r

Usar el método de Newton En los ejercicios 85-88, apro-
xime el (los) cero(s) de la funcion. Utilice el método de Newton
y continte el proceso hasta que dos aproximaciones sucesivas
difieran en menos de 0.001. A continuacién, busque el (los)
cero(s) utilizando una herramienta de graficacién y compare
los resultados.

85 fx)=x3—-3x—1

86. fx) =x*+2x+1
87. flx) =2+ 2> 32242
88 f(x)=3V/x—-1-x

Encontrar los puntos de interseccién En los ejercicios
89 y 90, aplique el método de Newton para aproximar el (los)
valor(es) x del punto indicado de interseccion de las dos gra-
ficas. Continte el proceso hasta dos aproximaciones sucesivas
diferidas en menos de 0.001. [Sugerencia: Sea h(x) = f(x) -
g(x).]

89. fx)=1-—x 90. f(x) = senx
gx)=x+2 g)=x2-2x+1
b b

3 8

\ /
f

N |

A

Comparar Ay ¥ dy  Enlos ejercicios 91 y 92, utilice la infor-
macién para evaluar y comparar Ay y dy.

Funcion Valores x Diferenciales de x
91. y = 0.5x* x=3 Ax = dx = 0.01
92, y=x*— 6x x=2 Ax = dx = 0.1

Encontrar la diferencial En los ejercicios 93 y 94, encuentre
la diferencial dy de la funcion dada.

93. y = x(1 — cosx) 9%, y= /36 —
95. Volumen y superficie El radio de una esfera se mide
como 9 centimetros, con un error posible de 0.025 centi-
metros.

(a) Use diferenciales para aproximar el error propagado po-
sible al calcular el volumen de la esfera.

(b) Use diferenciales para aproximar el error propagﬂdo po-
sible en el cdlculo de la superficie de la esfera.

(c) Calcule el porcentaje de error en los incisos (a) ¥ (b)-

96. Funcién de demanda Una compaiifa descubre que la de-
manda de uno de sus productos es

donde p es el precio en délares y x es el nimero de unidades. S1%

cambia de 7 a 8, encuentre y compare los valores de Apy dp.
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Solucion de problemas

Extremo relativo Represente el polinomio de cuarto grado
plx) =x*+ax2+ 1
para diversos valores de la constante a.

(a) Determine el valor de a para el cual p tiene exactamente
un minimo relativo.

(b) Determine los valores de a para los cuales p tiene exacta-
mente un méaximo relativo.

(c) Determine los valores de a para los cuales p tiene exacta-
mente dos minimos relativos.

(d) Demuestre que la grafica de p no puede tener exactamente
dos extremos relativos.

Extremo relativo

(a) Representeelpolinomiodecuartogrado p(x) = ax* — 6x2
para a = 3,-2,-1,0, 1, 2. ;Para qué valores de la con-
stante a tiene p un minimo o maximo relativo?

(b) Demuestre que p tiene un méximo relativo para todos los
valores de la constante a.

(c) Determine analiticamente los valores de a para los cuales
p tiene un minimo relativo.

(d) Sea(x,y) = (x, p(x)) un extremo relativo de p. Demuestre
que (x, y) se encuentra en la gréfica de y = —3x2. Verifique
gréficamente este resultado representando y = =3x junto
con las siete curvas del inciso (a).

Minimo relativa Sea
fO =S+

Determine todos los valores de la constante ¢ tales que f tiene
un minimo relativo, pero no un maximo relativo.

Puntos de inflexion

(a) Sea f(x) = ax? + bx + ¢, a # 0, un polinomio cuadréti-
co. ;Cudntos puntos de inflexidn tiene la grafica de f?

(b) Sea f(x) =ax’ + bx®> + cx + d,a # 0, un polinomio
cubico. ;Cudntos puntos de inflexién tiene la grifica de f?

(c) Suponga que la funcién y = f(x) satisface la ecuacién

ool

donde k y L son constantes positivas. Demuestre que la
grafica de f tiene un punto de inflexién en el punto donde
y = L/2. (Esta ecuacién recibe el nombre de ecuacién
diferencial logistica.)

Teorema del valor medio extendido Demuestre el
siguiente teorema de valor medio extendido. Si fy f' son
continuas en el intervalo cerrado [a, b], y si f” existe en el
intervalo abierto (a, b), entonces existe un nimero ¢ en (a, b)
tal que

716) = £@) + @6 = @) + 306 ~ @

10.
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Consulte CalcChat.com para un tutorial de ayuda y soluciones

trabajadas de los ejercicios con numeracion impar.

lluminacién La cantidad de iluminacién de una superficie
es proporcional a la intensidad de la fuente luminosa, inversa-
mente proporcional al cuadrado de la distancia desde la fuente
luminosa, y proporcional a sen 6, donde 6 es el dngulo al cual
la luz incide sobre la superficie. Un cuarto rectangular mide 10
por 24 pies, con un techo de 10 pies (vea la figura). Determine
la altura a la cual debe ubicarse la luz para permitir que las
esquinas del piso reciban la mayor cantidad posible de luz.

10 pies

Distancia maxima Considere un cuarto en la forma de un
cubo, de 4 metros de lado. Un insecto en el punto P desea des-
plazarse hasta el punto Q en la esquina opuesta, como se indica
en la figura. Emplee el célculo para determinar la trayectoria
mds corta. ;Puede resolver el problema sin el cdlculo? Explique
(Sugerencia: Considere las dos paredes como una pared.)

N 0

d
Figura para 7 Figura para 8
Areas de triangulos La recta que une Py Q cruza las dos

rectas paralelas, como se muestra en la figura. El punto R estd
adunidades de P. ;A qué distancia de Q debe situarse el punto
S de manera que la suma de las dreas de los dos tridngulos
sombreados sea un minimo? ;De qué modo la suma serd un
méaximo?

Teorema del valor medio Determine los valores a, b y ¢
de manera que la funcién f satisfaga la hipétesis del teoreina
del valor medio en el intervalo [0, 3]

1, x=0
f(x) =<{ax + b, 0<x<1
X2+4x+c, l<x=<3

Teorema del valor medio Determine los valores a, b, ¢
y d de manera que la funcidn f satisfaga la hipétesis del teorema
del valor medio en el intervalo [~1, 2]

a, x=-1

2, =1 <x <0
bx2+¢, O0<x<1

dx + 4, l<x £2

f) =
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11. Demostracion Seanfy g funciones continuas sobre [a, b]
y derivables sobre (a, b). Demuestre que si fla) = g(a) y g'(x) >
f'(x) para toda x en (a, b) entonces g(b) > f(b).

12. Demostracién

(a) Demuestre que lim x* = co.

X—>co

1
(b) Demuestre que lim (;3) =0.

xX—>00

(c) Sea L un niimero real. Demuestre que si 1im f(x) = L, entonces
lim f (l) = L.
y=0+7 \y

13. Rectas tangentes Encuentre el punto sobre la gréfica de

1

Y= Tv e

(vea la figura) donde la recta tangente tiene la pendiente mds
grande, y el punto donde la recta tangente tiene la pendiente menor.

U™ 14. Distancia de frenado El departamento de policia debe

determinar el limite de velocidad sobre un puente de manera
tal que la tasa de flujo de automéviles sea maxima por unidad
de tiempo. Cuanto mayor es el limite de velocidad, tanto més
separados deben estar los automdviles para mantener una dis-
tancia de frenado segura. Los datos experimentales respecto a
la distancia de frenado d (en metros) para diversas velocida-
des v (en kilémetros por hora) se indican en la tabla.

v | 20 40 60 80 100

d| 51| 137|272 | 442 | 664

(a) Convierta las velocidades v en la tabla a velocidades s en
metros por segundo. Utilice las capacidades de regresion
de la calculadora para determinar un modelo de la forma
d(s) = as® + bs + c para los datos.

(b) Considere dos vehiculos consecutivos de longitud prome-
dio igual a 5.5 metros, que viajan a una velocidad segura
sobre el puente. Sea T la diferencia entre los tiempos (en
segundos) cuando los parachoques frontales de los vehicu-
los pasan por un punto dado sobre el puente. Verifique que
esta diferencia de tiempos estd dada por

d(s) 5 55

A} S

(e

~

Utilice una herramienta de graficacién para representar la
funcién T'y estimar la velocidad s que minimiza el tiempo
entre vehiculos.

(d) Utilice cdlculo para determinar la velocidad que minimi-
za T. ;Cudl es el valor minimo de 7? Convierta la velocidad
requerida a kildmetros por hora.

(e) Determine la distancia Optima entre vehiculos para el
limite de velocidad maxima determinado en el inciso (d).

15. Teorema de Darboux Demuestre el teorema de Darboux:
Sea f diferenciable en el intervalo cerrado [a, b] de tal manera
que f'(a) = y, y f'(b) = y,. Si d se encuentra entre y, y y,,
entonces existe ¢ en (a, b) tal que f'(c) = d.

16. Areamaxima Las figuras muestran un rectangulo, un circu-
lo y un semicirculo inscritos en un tridngulo delimitado por
los ejes de coordenadas y la porcién del primer cuadrante de
la recta con intersecciones (3, 0) y (4, 0). Encuentre las dimen-
siones de cada figura inscrita de manera tal que su drea sea
méxima. Establezca qué tipo de calculo fue ttil para determi-
nar las dimensiones requeridas. Explique su razonamiento.

Y ¥ ¥
4 -4 4 4
34 3 3
24 2 2
13 1 1
—t X X . X
1234 1 234 1 234

17. Punto de inflexién Demuestre que el polinomio cibico
p(x) = ax®+ bx® + cx + d tiene exactamente un punto de
inflexién (x, y,) donde

-b 26 be

=y Y= — =+ d.
3a Y Yo 27a®>  3a %

Xo =

Utilice esta féormula para hallar el punto de inflexion de
plx) =x3 = 3x%2 + 2.

18. Longitud minima Una hoja de papel de tamafio oficio
(8.5 pulgadas por 14 pulgadas) se dobla de manera que la es-
quina P toca el borde opuesto de 14 pulgadas en R (vea la

figura). (Nota.‘ PQ = J/C? - xz.)

14
pulg.
X ,,’ R\\\
TS % 8.5 pulg.
X \\‘\\ \\
P 0
223
a) Demuestre que C? = —————.
(@) d 2 — 8.5

(b) ¢Cuadl es el dominio de C?
(c) Determine el valor de x que minimiza a C.
(d) Determine la longitud minima C.

19. Aproximacion cuadratica El polinomio
P(x) = ¢y + ¢;(x — a) + ¢,(x — a)?

es la aproximacion cuadratica de la funcién fen (a, fla)) cuando
P(a) = f(a), P(a) = fa) y P"(a) = f"(a).

(a) Encuentre la aproximacion cuadrdtica de
X

) ===

en (0, 0).

% (b) Utilice una herramienta de graficacién para representar
P(x) y f(x) en la misma ventana de observacion.

Dennalin IFila Momoe <=

&)
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ALGEBRA

Ceros y factores de un polinomio

Seap(x) = ax" +a,_x""' + - - - + a;x + a, un polinomio. Si p(a) = 0, entonces a es un cero del
polinomio y una solucién de la ecuacién p(x) = 0. Ademds, (x — @) es un factor del polinomio.

Teorema fundamental del algebra

Un polinomio de grado » tiene n ceros (no necesariamente distintos). Aunque todos estos ceros pueden ser
imaginarios, un polinomio real de grado impar tendra por lo menos un cero real.

Formula cuadratica
Sip(x) = ax? + bx + ¢ y 0 < b? — 4dac, entonces los ceros reales de p son x = (—b + b~ 4ac)/2a.

Factores especiales
x*—a’=(x-alx+a) ¥ —a® =~ a)?+ ax + a%

B+a=x+ax*—-ax+a? x*—a*=[x?—-ad)x? + a?d

Teorema del binomio

(x + y? =22 + 2xy + y? (x — y)?

(x 4+ y)? = 23 + 3x%y + 3xy? + y3

(c + y)y = x* + 4x3 + 6x%2 + 4xy® + y*

n(n — 1)
2!

nn — 1)

(x — y)n = x" — nxn—ly + .__2'_xn—2y2 e nxyn—l r yn

¥ —2xy + y*
(x— )P =5 ~ 3% + 3ny? —
(x — y)* = x* — 4x3y + 6x%? — 4xy3 + y*

(x + y)r = x" + nx""ly + X"y 4 ot pxynl 4 oyn

Teorema del cero racional

Sipx) = ax"+a,_x""'+ - - -+ ax + a, tiene coeficientes enteros, entonces todo
cero racional de p es de la forma x = r/s, donde r es un factor de a,y s es un factor de a,.

Factorizacion por agrupamiento
acx® + adx? + bex + bd = ax*(cx + d) + blex + d) = (ax® + b)(cx + d)

Operaciones aritméticas

a ¢ ad+ bc a+b a b
ab + ac =alb + c) s oy =
) )
_’?__(ﬂ)<f_f>_£f \b) _a a _ac
(g) b)\c)  bc c be (_12) b
d c
b ab a—b b-—a ab + ac
a(c>~7 c—d d-c a .
Exponentes y radicales
aO = 1, a#0 (ab),\' = a*b~ a‘a’ = a*ty \/5 — a1/2 .C(% = gt~y w — al/n
(ﬁ) _ (L /g = gnin 4% = L 2/ab = va /b (@) = a® </£ _Ya
b) b a’ o b

F1
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FORMULAS TRIGONOMETRICAS

Sector de un anillo ci

(p = radio promedio, . |
w = ancho del anillo, /\_e/

6 en radianes)

h=asenb

. 1
Area = 2bh

(Ley de los cosenos)

Area = Opw
2 =a?+ b> — 2abcos 6

(Teorema de Pitdgoras) Area = mab .
/.2 2
. . a’?+b
Circunferencia = 2 5

2 =qa%+ b?

i
{
i
I

Cono
(A = 4rea de la base)

Volumen = Ig—h

aralel Cono circular recto
7’ ' 2
= Tréh
o - o
3
b '

Area de la superficie lateral = 7r</r* + h?

w(r? + rR + RY)h s
3

Tronco de un cono circular rec

b Volumen =

Q

Area de la superficie lateral = 7s(R + r)
;m:__;lf!,.. vy

a
;
h
1
l
b
Area = 7r? ‘ Volumen = 7rr2h

Area de la
superficie lateral = 27rh

4
Volumen = —7rr

3
s 3 %0
. - c
o) = Area de la superficie = 4 72 5
| g
| )
. J— . . g,
I @
o0
{ o
S
(p = radio promedio, (A = drea de la cara superior, o
5 i 4 (e}
w = ancho del anillo) | B = 4rea de la base) 9
I ¢ & 1 { )
| Area = m(R? — r?) R | A=Bsech ;‘é
i | | 2
| = 2mpw | | o
o ? |0

i

F2 Formularios béasicos
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TRIGONOMETRIA

Definiciones de las seis funciones trigonométricas

Formulas para angulos dobles

Definiciones para un tridngulo rectdngulo, donde 0 < 6 < /2.
0 hi
TS o sen = £ cscf=—F
e 8 hip op
v z ady hip
0 o) cosf=—— sech=——
hip ady
Adyacente 0 d
tan § = -2 cot § = =
ady 0
Definiciones de las funciones circulares, donde 0 es cualquier dngulo.
O oo sen =" cscf= .
(x.y)
X r
1 y o = — _ —
y! m cos 6 . sec 0 .
Kj tan0=X cot(u?=E
X y
Identidades reciprocas
1 1 1 sen 2u
senx =—— secx=—— tanx=——
csC x COS X ot x cos 2u
1
csCx = —— =— xX=— tan 2u
tan x

Identidades para la tangente y la cotangente
enx COS X

sen x

S
tan x =

Identidades pitagoricas
sen?x + cos?x = 1
1 + tan?

= sec?x 1 + cot?x = csc? x

Identidades para cofunciones

o m
sen E—x = Cosx COSE‘X = sen x

csc(z — x) = secx tan(z - x) = got x
2 2

sec(lr - x) = CSC X cot(lr - x> = tan x
2 2

Formulas de reduccion

sen(—x) = —senx cos(—x) = cosx

csc(—x) tan(—x) = —tan x

sec(—x) = sec x

—cscx
cot(—x) = —cotx

Formulas para la suma y la diferencia
sen(u + v) = sen u cos v =+ cos u senv
cos(u + v) = cos 1 cos v F sen u sen v
tanu + tanv

tan(y £ v) =
( ) ] ¥ tanutanv

Formulas para la reduccion de potencias

sen? u

cos? u

tan? u

Férmulas suma a producto

u-+v 7
sen u + senv=2sen( > )cos(

u+v u—v
senu — senv = 2cos > sen 5

utv u
cosu +cosv =2 cos( 2 )cos(

cosu —cosv = —2 sen(u x v) sen(” = v)
2 2

Férmulas producto a suma

1

sen usen v = E[COS(M —v) — cos(u + v)]
1

COS U COS V = E[Cos(u —v) + cos(u + v)]
1

Sen 1 cos v = E[sen(u +v) + sen(u — v)]

cosusenv = %[sen(u +v) — sen(u — v)]

(-1,0)| = 180°

2 sen u cos u

cos’u —sen®u =2cos?u—1=1—2senu
2tan u

1 — tan?u

_ 1 —cos2u
2
1+ cos2u
2
1 —cos2u
"~ 1+ cos2u

{ —

2

-

Formularios béasicos F3



DERIVADAS E INTEGRALES

ok

. ka(u) du = ka(u) du
A J(Zu =u+C

du = Infu| + C

u
1
s ja“ du = (——)a” + C
Ina

9. Jcos wdu =senu + C

(8]

wn

3

|

11. Jcot udu = In|sen u| + C

13. Jcsc udu = —In|cscu + cotu| + C
15. J'csc wdu = —cotu + C

17. fcsc ucotudu = —cscu + C

19. ja (zl e arctanz +.C

Reglas basicas de diferenciacion

Formulas basicas de integracion

&

=N

10.

12.

16.

18.

J [flw) £

un+l
2 "du = +C —
u™ du T 1 , n¥* —1

8. Jsen udu = —cosu + C

d d d
feu] = ew’ cfuxv] =y lw] = '+
1 dx[cu] cu 2 dx[” vl=u'+v 3 dx[uv] w’ + vu
dlu vu' — w’ d dr . il
4, E[:] = 5. d—t[c] = 6. z[;[u 1= nu""'u
7. (—l[x] =1 8. —[|u|] =—W), u#0 9. i[ln u] = i
dx | | dx u
d d u’ d
10. [e'] = eu’ 11. —[log,u] = 12. “~[a] = (in a)a*u’
dx[e 1= dx[ %] (In a)u a’x[a | =lin it
d , d ’ d 2 /
13. —[sen u] = (cos u)u 14. —[cos u] = —(sen u)u 15. —[tan u] = (sec? u)u
dx dx
16. —[cot u] = —(csc? uu’ 17. a[sec u] = (sec u tan u)u’ 18. —[csc u] = —(csc u cot u)u’
S = __L ___[ . - .__—_li__ 21, — — u’
19. dx[arcsen u] = N 20. JpLarccos u) = N . dx[arctan ul] = T2
d —i d u’ d 4
2 t s 23, — T —————— 24, — =
2. glewecotu] =7 sl = L 7E= e VN
v d d
25, i[senh u] = (cosh u)u’ 26. — [cosh u] = (senhu)u’ 27. — [tanh u] = (sech? u)u’
dx dx dx
d ) d /
28. — I [coth u] = —(csch? u)u’ 29, E[sech u] = —(sech u tanh w)u’  30. ——[csch u] = —(csch u coth u)u’
d u’ d u’
L . PO £ R PORN 4 —1 o =
31. dx[senh u] = W 32. dx[COSh u] = o~ 33. dx[tanh u] = [~
d ! d —u’ d —u’
34, —[coth™! u] = 35. —[sech™' u| = ——— 36. —[csch™! u] = ————=
dx[ ] 1~ u? dx[ ] U/l = i dx[ | lu|~/1 + u?

glw)]du = Jf(u) du + J g(u) du

etdu=e"+C

|

tan u du = —In|cos u| + C

secudu = In|sec u + tanu| + C

14. fsec wdy =tanu + C

secutanudu = secu + C

u
—F5— = arcsen — £ C
Ja? - u a

/ 1 |ul

20. th=—arcsec—+ C
uvur —a*  a a

F4 Formularios béasicos
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TABLAS DE INTEGRACION

Formas que implican u"

uttl 1
l.fu"du= + €, n#~1 2, j du=Inlu| + C
n+1

Formas que implican a + bu

u 1 u 1
3. J'a+budu bz(bu alnja + bu|) + C 4. f——w-—(

a
@+ bup i\ T B + Inja + bu[) +C

U 1 = ;
. 7 o 2 Lo = — +
> f(a + bu) du bz[(" —2)a+ by (n—1)(a+ bu)"‘l] TG onEl2

u? 1[ bu
. = —|—"—(2a — + g2
6 f - du b3[ 5 (2a — bu) + @®In|a + bu|] +C

a
u? 1 a?
7Jm U= b3<bu—a+bu—2aln|a+bu|)+c

u 1| 2a a?
| = ~ -
8 f PR b3[a T ou 2a+ pup T le b”'] T

9 ——“2—du=i[ = + 2a - & ]+c £1,2,3
et Bl -Na+ b i-2a+ b2 (n- D+ w0 BT RAS
1 1 1 1/ 1 1
o | —sdu== + o e — -
L fu(a+bu)du alna ¢ 11 ju(a-!—bu)zdu a(a+bu+aln >+C
u

1 b 1 1| a+2bu 2b u
N m————du ===+ 21 + B, | 5———du= ——| 224 L 2
¥ f u*(a + bu) d a(u a a+ buD G 3 f u*(a + bu)? ik az[u(a + bu) T a ln‘a + bu

Formas que implican a + bu + cu?,b* # 4dac

u
+ bu

u
a+ bu

|+

u+ b

y i o \/———? arctan ———— ‘/—sz b? < 4ac
‘) a+ bu+ cu? 1 In 2cu + b — Vb — dac +C B> dac
Vb* —dac |2cu + b + /b? — dac

u 1 1
— = +tbutcu?—b| ——m—
15. Ja + bu + cu? an= C<1n|a B o] b _[ a+ bu + cu? du)

Formas que implican /a + bu

2
16. fu”\/a + budu = m[u"(a + bu)3? — na | w'Ja + bu du]

1 ‘\/a+bu~\/_+c a0
17 1 du = \/- Ja+ bu+ Ja
") ua+ bu a+bu+C 5
a<
\/—arctan — ]
-1

|:\/a + bu n (2n — 3)b 1 du] w1
u'a+ bu (n =14 @} 2 w'Ja+bu [

m




Ja + bu
19. du =72 + bu +
f u=2Ja+bu+a \/a—+—bu
20 J‘\/a+blldu= =1 [(a+bu)3/2 n—5 J‘\/a+bu
* u"

# 1
aln — 1) utl "

u —2(2a — bu)
| e—du =" e+ bu +
21 f =T ba du 357 a+bu+C

= 1

_I_
”Jm zn+1 (“V‘Z B S ) e T O

Formas que implican a® + u*, a > 0

1 1 ]
23. J~2—§du = —arctanE +C
a+ u a a

u—a

1 1 1
24. fuz e du = Jaz L du = 2 In

1 1 u 1
. = TR L | [ — Y, |
= J (@ £ ) o 2a*(n — 1) [(a2 + y2)n-! o =3} f (@® + w)r! du] n# 1

Formas que implican </u* + a2, a > 0

1
26. J ViRt a’du = E(u\/u2 ta®+a? lnlu + V2t az‘) + €

27. J 2Ju + @ du = [u 22 + AVuF + - at ln‘u + \/'—2”

~[u* + g d+ i +a°
28.j—u—du=\/uz+a2—aln—-—l-t— +C
u

Vo )
29.f £ » ¢ du= Vi —a* — aarcseci u +C
/ 2+ 2 /
30. f ———dy = + ln‘u + Jur + a| +C

1
31. jﬁdu = ln‘u + Ju? + a2| +C
4+ 2 2
a Sus* = a iC
u

32. =_—11n
a

33. | — V7 —=——=du=—ar 1+
j Y du P arcsec P C

[ %)
—
SNl
+
Q

3]

=

1
34.fmdz 2( uvur £ @ ¥ azln’u+\/u~+a2.

/12 + g2 gs
35-f~—*7 A L L 36.J 123/,du= 24 ¢
AV u? + a? au (u? £ a?) W

Formas que implican </a* — u?, a > 0

1
37. J Ja& =i du = 5(11\/41—2——7 + a? arcsen %) +C

38. J 2Ja? — utdu = [11(211 — a?)a> — u* + a* arcsen a] +C

T2 Tablas de integracion




(2 — 2 A B = g
39. f%du=\/a2—uz—aln +C 4. f S ==t e €
1 u 1 =1. la+ J@2 =12 /a2 — 2
V== -+ | T du=—
41 f ma’u arcsen € 42 j ro— du p In . + €

1 B = g
43. f\/—du —(—u\/ — +a2arcsena>+C 44.fﬁ—;d;¢=—a2i+c

1 U
45. mdu=——2 > +C

a? — 1) a*Ja?* — u?

Formas que implican sen u o cos u

46. fsenu du= —cosu + C 47. | cosudu =senu + C

48. | sen?udu = —(u —senucosu) + C 49. | cos®udu = u + senucosu) + C

50.

n n

sen"‘lucosu n—1 3
sen udy = + sen” "2 udu 51.
n n

cos" 'usenu n—1
cos" udu = - cos” 2 u du

54, | u"senudu = —u"cosu +nju” Lcos udu 55. | u"cosudu = u"senu — nJ’ W'~ lsen u du

56. | —————du=tanu Fsecu + C 57.

du —cotu =cscu + C
1 = senu

52. fusenudu—senu—ucosu+c 53. fucosudu—cosu+usenu+C

58. J'—l—du = In|tanu| + C
sen u cos u

Formas que implican tan u, cot u, sec u 0 csc u

59, ftan udu= —In|cosu| + C 60. jcotudu = In|senu| + C
61. Jsec udu = In|secu + tanu| + C
62. fcsc udu = Infcscu — cotu| + C o fcsc udu = —In|cscu + cotu| + C
63. ftanzudu =—u+tanu+C 64. Jcotzudu =—u—cotu+C
65. Jsec2 udu=tanu + C 66. Jcsc2 udu = —cotu + C
tan” " 'u o cot" "ty
67. | tan" udu = 1 tan" " “udu, n # 1 68. [cot"udu = - (cot2u)du, n # 1
- % —
n—2 -2
69. | sec udu = 2 tan u + 2 sec" 2udu, n # 1
n =1 n =1
n—2 t -9
70, | cscrudy = - LEE LT csc" 2udu, n # 1
n—1 n—1

Tablas de integracion T3




. 1 1
- f Il +£tanu du = 2(” * lnICOS i+ sen ul) + @ 7.

! 1
L DT ) .
J I cotu 2(” 7 Infsen u + cosul) + €

1 1
73. | —————du=u+cotuFcscu +C 74, | —————du=u—tanu £ secu + C
1 +secu |l £cscu

Formas que implican funciones trigonométricas

75. Jarcsen udu =uarcsenu + V1 —u>+C 76. | arccos udu = uarccosu — /1 —u?> + C
Tl Jarctan wdu =uarctanuy — In/1 + 2+ C 78. | arccotu du = warccotu + In/1 + u?2 + C

79. farcsec uwdu = yarcsec u — ln‘u + Ju? — 1‘ +C 80.

Formas que implican e*

81. Je“ du =e"+ C 82.

83. J wet duy = u'e" — n f u e du 84.

au

85. J e™ sen bu du = m

Formas que implican In u

(a sen bu — b cos bu) + C 86.

arccsc u du = u arcesc u + ln‘u + Ju? - 1. +C

uedu = (u— 1)et + C

1
1+ et

du=u—In(l+e)+C

au

a® + b?

e cos bu du = (acos bu + bsen bu) + C

2
87. flnudu =y(—-1+Inu)+C 88. fulnudu = %(—1 +2lnu) +C
89 F il Dinu] + C 1
. n I = e =
w'In u du (n+1)2[ 1+ (n+1)Inu] ,n#
90. f(ln wrdu=ul2-2Inu+ (Inu)?] +C 91. J (Inw)*du = u(ln u)* — n j (Inw)"~'du

Formas que implican funciones hiperbolicas

92. Jcosh udu=senhu + C 93. Jsenh udu = coshu + C
94, fsech2 uduy =tanhu + C 95, jcsch2 udu = —cothu + C
96. J sechutanh u du = —sechu + C 97. Jcsch wcothudu = —cschu + C

Formas que implican funciones hiperbolicas inversas (en forma logaritmica)

d
98. J———qi::—ozln(u-k \/uziaz) +C 99
u =+ a-
I 2 + 2
100] (fu - lla T
uJa* + u? a u
T4 Tablas de integracion

du In
a2 —-ur 2a

_ 1 latu

+C

a—u




¢Sabias qué? Los fractales son representaciones geométricas de la teoria del
caos, cambiantes e impredecibles, que nos invitan a pensar en dimensiones
y teorfas maravillosas que solo el estudio analitico, cualitativo y cuantitativo
del calculo nos permitiria entender. Es por esta razén que en esta edicion de
Matematicas los fractales son parte fundamental de la imagen que representa
esta nueva coleccion.

Matematicas I. Calculo diferencial forma parte de una serie de libros
elaborados para cubrir de manera especifica los planes de estudio de los
cursos de matemadticas a nivel superior: calculo diferencial, célculo integral,
calculo vectorial, dlgebra lineal y ecuaciones diferenciales.

En esta nueva edicién de Célculo diferencial podrés estudiar:
* Numeros reales

e Funciones

e Limites y continuidad

* Laderivada

* Aplicaciones de la derivada

Estos temas establecen una manera singular de abordar el célculo
mediante ejemplos, explicaciones, recursos didacticos, definiciones y demos-
traciones, las cuales se presentan de una manera clara, accesible y con un
estilo directo y legible, lo que hacen de esta obra un clasico instantaneo.

Acompafianos a conocer el Célculo diferencial desde una perspectiva
clara y eficaz.

ISBN-13: 978-607-526-649-7
ISBN-10: 607-526-649-6

Visite nuestro sitio en http://latinoamerica.cengage.com
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